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© La conjecture du K(,1)
@ Stratégie de preuve
© Idée de preuve du théoreme A : Ky = K(W,,, 1)

@ Idée de preuve du théoreme B : Ky ~ X|,
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Groupe de Coxeter

S ensemble fini, (Mg ¢)s tes matrice de Coxeter, groupe de Coxeter

W=(S|Vs€S,s®=1VsteS,(st)™ =1).
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Exemple : en type A, :

3 3 3

S1 52 53 Sn—1  Sp

W ~ &,41 agit par réflexions orthogonales sur la sphére de R”
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Exemple : en type Z; :
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Groupes d'Artin-Tits

Le groupe d'Artin-Tits associé a W est

Gw = (S5|Vs,t € S,stst... = tsts...).
= ==
mst Mmst

Exemple: en type A,, W = &,41, le groupe d'Artin Gy est le groupe de
tresses a n+ 1 brins

Boy1=(s1,...,sn|  VI<i<nsisii18 = Si118iSit1,
=

Vi —j| = 2,sis; = sjsi).
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L'espace de configuration de n points du plan est
Yw ={F C C,|F| = n},

et son groupe fondamental est le groupe de tresses B, a n brins.

=< ] <

N\

N

Considérons dans C" les hyperplans Hjj = {z; = z;}, pour i # j. Alors

Yw~ | C" | JHy | /G
i#i
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W groupe de Coxeter fini ou affine agissant sur R".

R = {conjugués de S} C W est I'ensemble des réflexions de W .
Si r € R est une réflexion, elle fixe un hyperplan H, C R".
L'espace de configuration de W est

Y = <<c"\ UH,®(C> JW.

rer

Théoreme (van der Lek, 1983)

L'espace de configuration Yy, a pour groupe fondamental le groupe
d’Artin Gy, .
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Exemple : en type 74\/,, les hyperplans de réflexions dans R" sont
{xi—xi=k},oul<i<j<netkel.
L'espace de configuration Yy, est donc

YW:{ZECH|VI'7£j,Z,'—ZJ'€Z}/W.
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Conjecture (Conjecture du K(m, 1) : Arnol'd, Pham,Thom)

L'espace de configuration Yy, est un espace classifiant pour le groupe
d'Artin Gy .

Théoreme (Fox, Neuwirth 1962, Deligne 1972)

Si W est fini, la conjecture du K(m,1) est vraie.

Théoreme (Paolini, Salvetti 2021)

Si W est affine, la conjecture du K(m,1) est vraie.

TypesAN,,,a, : Okonek 1979
Type B, : Callegaro, Moroni, Salvetti 2010
Type Gy : Charney, Davis 1995

La conjecture du K(, 1) 11 /50



Les groupes d'Artin sont mystérieux

W un groupe de Coxeter quelconque.

Question
Le groupe d’Artin G, est-il sans torsion ?

Question
Quel est le centre du groupe d'Artin G,, 7

Question
Le groupe d’Artin G,, a-t-il un probléme du mot résoluble ?
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Si la conjecture du K(m,1) est vraie pour un groupe de Coxeter W :
@ Le groupe d'Artin Gy est sans torsion.
@ Le centre du groupe d’Artin Gy, est connu.

@ L'homologie et la cohomologie du groupe d'Artin Gy, et de I'espace
de configuration Y}y sont les mémes.
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Stratégie de preuve

o =) = E DA
La conjecture du K(m, 1)



Groupes d'Artin duaux

S={s1,%,...,5}

W = 515> ...5, un élément de Coxeter de W.

[1, w| réunion des géodésiques de 1 a w dans Cay(W, R) : équilibré.
[1, w] est appelé intervalle des partitions non croisées de type W.

Ro = RN [1, w] réflexions apparaissant dans une factorisation de w.

Le groupe d’Artin dual W,, associé a W et w est

W, = (Ro| cycles dans [1, w]).
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Complexe d'intervalle Ky, quotient par W du complexe simplicial
@ de sommets W,
o d'arétes (g, gx1), pour chaque x; € [1, w] \ {1} et

@ plus généralement de k-simplexes (g, gx1, . ..,gxk) pour chaque
k-chaine 1 < x3 < xp < ...xx < w dans [1, w].

Le simplexe de Ky est noté [xi|xa] ... |xk].

Le groupe fondamental du complexe d'intervalle Ky, est le groupe d’Artin
dual W,,.
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Exemple : en type Ay, W = &3, S = {012,023}, R = {012,023, 013},
W = 012023.

Wy, = <R | 012023 = 023013 = 013012> ~ Gy = Bs.

w
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Exemple : en type A, S = {a, b, c}, R est infini.
L'élément de Coxeter w = abc a une infinité de factorisations comme
produit de 3 réflexions :

VneZ,w=(w"aw™")(w"bw")(w"cw™"),

et si n # malors waw™" £ wmaw ™",
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Théoreme (Brady, Watt 2002, Bessis 2003, McCammond, Sulway
2017)

Si W est fini ou affine, alors W,, est isomorphe a Gy .

Si W est fini ou de type 747, a ou &; alors [1, w] est un treillis et W,, est
un groupe de Garside.
Dans ce cas, Ky est un espace classifiant pour W,,.

Théoreme A (Paolini, Salvetti 2021)

Si W est un groupe de Coxeter affine irréductible, alors le complexe
d'intervalle K\ est un espace classifiant pour le groupe d'Artin dual W,,.
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Complexe de Salvetti

W groupe de Coxeter, complexe de Salvetti Xy, est le CW-complexe
ayant :

@ 1 sommet
@ S arétes

@ pour chaque {s,t} C S, une 2-cellule dont le bord est donné par

Mst mst

@ une | T|-cellule pour chaque T C S sphérique, i.e. tel que Wr est fini.

Théoreme (Salvetti 1987,1994)

Pour tout groupe de Coxeter W, le complexe de Salvetti Xy, a le méme
type d’homotopie que I'espace de configuration Yy .
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Exemple : en type /,4; avec S = {a, b, c}, le complexe de Salvetti Xy est
le recollement suivant :

aba
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Complexe de Salvetti dual

Elément de Coxeter w = 515 ... 5.
Pour tout T C S sphérique, wr = H s; élément de Coxeter de Wr.
s;eT

Le complexe de Salvetti dual X{,, est le sous-complexe de Ky constitué
des simplexes

[x1|x2| ... |xk], avec xix2...xk < wr, ou T C S sphérique

Si W est fini, X|, = Kw.
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Exemple : en type Az, avec S = {a, b,c} et w = abc, le complexe de
Salvetti dual X\,/v est le recollement suivant :

ab bc

-1

aba bech1
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Théoreme (Paolini, Salvetti 2021)

Pour tout groupe de Coxeter W, le complexe de Salvetti dual X}, a le
méme type d’homotopie que le complexe de Salvetti Xy, et donc aussi
que l'espace de configuration Yyy.

Point de départ : si W est fini, alors Xy et X\,/v = Kw sont des
K(Gw, 1), et ont donc le méme type d’homotopie.

Stratégie pour la conjecture du K(m,1) :

Théoreme B (Paolini, Salvetti 2021)

Le complexe d’intervalle Ky, se rétracte par déformation forte sur le
complexe de Salvetti dual X, .
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|dée de preuve du théoreme A : Ky = K(W,,, 1)
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Factorisations d'isométries euclidiennes

W un groupe de Coxeter affine irréductible agissant sur R”.
Un élément de W, considéré comme une isométrie affine de R”, est :

o elliptique s'il fixe un point,
@ hyperbolique sinon.
Les éléments de S sont les réflexions par rapport a une chambre

fondamentale Cy.

w élément de Coxeter est une isométrie hyperbolique de R", d'axe de
Coxeter une droite ¢ intersectant Cp.
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Exemple : en type ;4; I'élément de Coxeter w = abc.

> /
< ¢
C
|
Gl |
<<
a
i<
7
b
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Horizontal / Vertical

Une isométrie elliptique u € W est :
@ horizontale si elle fixe la direction de /,
@ verticale sinon.

Un sommet axial est un sommet d’'une chambre intersectant /.

Théoréeme

Toute réflexion verticale de W est dans [1, w], et fixe des sommets axiaux.
Une réflexion horizontale de W est dans [1, w| si et seulement si elle fixe
au moins un sommet axial.
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Exemple : en type As, pour w = abc, les réflexions paralléles a b sont
horizontales, les autres sont verticales.

X/N\

/NN

v

AVAVAY
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Théoreme

Soit u,v € [1, w] tels que uv = w. Il y a 3 possibilités :
© u est elliptique horizontal et v est hyperbolique,
© u et v sont elliptiques verticaux,

© u est hyperbolique et v est elliptique horizontal.

Les cas 1. et 3. sont finis, le cas 2. est infini.

Exemple : en type Z; :

w = (b)(c2c0) = (a1)(bcop) = (a1a-1)(b)
1. 2. 3.

La conjecture du K(, 1) 30/50



Systeme de racines horizontal

Le systeme de racines horizontal ®p,, a k € {1,2,3} composantes
irréductibles de type A.

Rhor = { réflexions horizontales de W} C R = { réflexions de W}
T = { translations de W} C Tg = { translations de facteurs}
4 groupes d'isométries de R" :

@ Le groupe diagonal D, engendré par Ry, et T,

@ Le groupe factorisé F, engendré par Ry, et Tr,

@ Le groupe de Coxeter W, engendré par Ret T,

@ Le groupe cristallographique C, engendré par R et Tr.
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Théoreme (McCammond, Sulway 2017)

Les 4 intervalles entre 1 et w vérifient :

[1,W]C = [l,W]WU[l,W]F
[1,W]D = [1,W]Wﬂ[1,W]F.

De plus, les intervalles [1, w]F et [1, w]C sont des treillis.

Théoreme (McCammond, Sulway 2017)

Les 4 groupes d'intervalles associés D,,, F,,, W,, et C,, vérifient :

Cow =W, x Fy.
Dw

Le groupe C,, est appelé groupe cristallographique tressé.
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Théoreme (Paolini, Salvetti 2021)

Le groupe D,, est une extension par Z d’un produit de groupes d’Artin de
types Ap,, pour 1 < i < k. Le complexe d’intervalle associé a [1, w]P est
un espace classifiant pour D,,.

Ceci a pour conséquence :

Théoreme A (Paolini, Salvetti 2021)

Le complexe d’intervalle Ky est un espace classifiant pour le groupe
d’Artin dual W,,.
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|dée de preuve du théoreme B : Ky ~ XJ,
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Théorie de Morse discréete

X CW-complexe, F(X) ensemble des faces de X.

H diagramme de Hasse de F(X) : aréte entre o et 7 si o est une facette
de 7, ou l'inverse.

p C E(H) est un couplage si toute face de X appartient a au plus une
aréte de p. Si une face n'appartient a aucune aréte de de y, on dit que
c'est une face critique de p.

Théoreme (Forman, Chari, Batzies)

Soit Y un sous-CW-complexe de X, et un couplage i C E(H) acyclique et
propre dont I'ensemble des faces critiques est F(Y'). Alors X se rétracte
par déformation forte sur Y.
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Exemple de couplage

abc

KP

ybe  F(X)

» C

F(Y)

cd
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Composantes fibrées

Les faces de Ky se répartissent en un nombre fini de composantes fibrées,
correspondant a I'action de w par conjugaison :

[wxew L xq] ... [xk_1] [x1]x2] - - . |x«] [xa| ... |xk|w™ixgw]
- ‘\/\/‘ -
[x1] .. |xk—1] [x2] ... |[xk]
Proposition
Sixixp...xx = w, la composante fibrée de [x1|xa| ... |xk] est :

@ infinie si tous les x; sont elliptiques, dont au moins 1 vertical,

@ finie si I'un des x; est hyperbolique, et les autres sont elliptiques
horizontaux.
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Définissons K|, C Ky comme le sous-complexe dont les faces sont
constituées :

@ de toutes les composantes finies de Ky, et

@ pour chaque composante infinie de Ky, de l'intervalle entre la
premiere et la derniere face appartenant a Xj,,.

Les faces de XJ,, sont les faces [x1|x2]| . ..|xk] telles que xixo ... X fixe un
sommet de Cy.
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Exemple : composantes fibrées en type 74v2

[1f] [bleaco]  [cacolt]  [V|ara—i] [a1a-1]0]

(] (0] [c2co] [v] [a1a-1]
% }Q [calarco]  [arcola—y]
[a1] [a1b] [eo] [c2] [a1co] [a—1]

[a1]b]co] [c2]aico] [ar|eola-]
[a10] [Blco] [e2la]  [asleo]  [cola—s
[blealco]  [c2lcol?] [b'la1la—1] |a1la—1[b]

Ble]  lealea]  [eol?] Wla]  lasla—s]  [a—a]B]
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Couplage acyclique propre u sur F(Kw) :

N ’
N ’
N ’

N ’

N s

Les faces critiques de p sont F(Kj,) : Kw se rétracte par déformation
forte sur Ki,.
Corollaire

Pour tout groupe de Coxeter affine W, le groupe d'Artin dual W,, a un
espace classifiant fini Kj,,.
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Couplage acyclique propre p sur F(Kj,) :

[X1|X2| e ’Xk]

MP@ o]

Ici x; = yz, ol y est la plus petite réflexion de RN [1,x;], pour un ordre

total < sur RN [1, w].

La conjecture du K(, 1)

41/50



Exemple : couplage en type ;4v2

[w] [bleaco]  [eacolt']  [t|aras] [ara-1[B]

[ajlbeo]
[a1] [beo]
[a1]b]co
[a1]0] [Bleo] [e2lar]  aaleo]  [cola—s,
[blealco]  [e2leo [t'ar]a—s] [asa

Bl [l feold)  Wla]  (mao] el
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Les faces critiques de p sont F(X],).
1 est un couplage acyclique.
Ainsi K, se rétracte par déformation forte sur X, .

Corollaire (Conjecture du K(m,1))

Pour tout groupe de Coxeter affine, le complexe d’intervalle Ky, et le
complexe de Salvetti dual X|,, ont le méme type d’homotopie. Ainsi
I'espace de configuration Yy, est un espace classifiant pour Gy ~ W,,.
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Ordres de réflexions : cas fini

W ~ &,, groupe de Coxeter fini de type A,_1, agissant par isométries
linéaires sur R".
Pour 1 < i < j < n, la réflexion r;j a pour hyperplan {x; — x; = 0}.
Elément de Coxeter w = rior3... rh—1,, un n-cycle.
¢’ = a+ Ry’ une droite affine orientée générique de R". Un ordre total <,
appelé ordre axial sur R est défini ainsi :
@ en premier viennent les réflexions fixant un point de ¢’ au-dessus de a,
et r < r’ si Fix(r) N ¢ est en-dessous de Fix(r') N ¢;
@ ensuite viennent les réflexions fixant un point de ¢’ en-dessous de a, et
r < r" si Fix(r) N ¢ est en-dessous de Fix(r') N ¢'.

Pour un bon choix de ¢ : r;j < ry js si et seulement si i < i, ou i =" et
.,
J<J.
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Théoreme (Athanasiadis, Brady, Watt 2007)

Soit W un groupe de Coxeter fini cristallographique, w un élément de
Coxeter, < un ordre axial sur R. Tout intervalle [u, v] de [1, w] a une
unique chaine maximale croissante, qui est lexicographiquement minimale.

L'intervalle [1, w], aussi appelé intervalle des partitions non croisées de
type W, est ainsi lexicographiquement décortiquable.

En particulier, cela implique que sa réalisation géométrique a le type
d'homotopie d’'un bouquet de spheres.
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Ordres de réflexions : cas affine

W groupe de Coxeter affine irréductible agissant sur R”
w élément de Coxeter, d'axe orienté ¢ C R"
Ro = RN [1, w] réflexions de [1, w]
Un ordre total <, appelé ordre axial sur Ry est défini ainsi :
@ en premier viennent les réflexions verticales fixant un point de ¢
au-dessus de Cp, et r < r’ si Fix(r) N ¢ est en-dessous de Fix(r')N ¢ ;
@ ensuite viennent les réflexions horizontales, selon un ordre axial du
systeme de racines horizontal ;
@ enfin viennent les réflexions verticales fixant un point de £ en-dessous
de Co, et r < r’ si Fix(r) N ¢ est en-dessous de Fix(r') N ¢.
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Théoreme (Paolini, Salvetti 2021)

Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible. Soit < un ordre axial sur
Ro. Tout intervalle [u, v] de [1, w] a une unique chaine maximale
croissante, qui est lexicographiquement minimale.

L'intervalle [1, w], aussi appelé intervalle des partitions non croisées affines
de type W, est ainsi lexicographiquement décortiquable.
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Perspectives

W groupe de Coxeter quelconque, w élément de Coxeter.

Conjecture

Le complexe d’intervalle Ky est un espace classifiant pour le groupe
d’Artin dual W,,.

Conjecture
Le groupe d’Artin dual W,, est isomorphe au groupe d’Artin Gyy.

Conjecture

Le complexe d’intervalle Ky, a le méme type d’homotopie que I'espace de
configuration Yyy.
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Merci !
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