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Abstract

Let G be a real semisimple Lie group with finite center, with a finite number of
connected components and without compact factor. We are interested in the homoge-
neous space of Cartan subgroups of GG, which can be also seen as the space of maximal
flats of the symmetric space of G. We define its Chabauty compactification as the
closure in the space of closed subgroups of G, endowed with the Chabauty topology.
We show that when the real rank of G is 1, or when G = SL3(R) or SL4(R), this
compactification is the set of all closed connected abelian subgroups of dimension the
real rank of G, with real spectrum. And in the case of SL3(R), we study its topology
more closely and we show that it is simply connected. *

1 Introduction

Soit G un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de composantes connexes, semi-simple,
de centre fini et sans facteur compact, et soit X ’espace symétrique de type non com-
pact de G. L’espace S(G) des sous-groupes fermés de G est muni d’une topologie naturelle
(voir [Cha50], et [dIHO8] pour un trés bon survol) qui en fait un espace compact. L’applica-
tion d’isotropie de X dans S(G) qui & un point associe son stabilisateur a été étudiée dans
[GIJT98] et [Hael0]. Elle identifie X & ’espace des sous-groupes compacts maximaux de
G, et 'adhérence de ce plongement dans S(G) est appelée la compactification de Chabauty
de X. Guivarc’h, Ji et Taylor ont montré que cette compactification est isomorphe a la
compactification de Satake-Furstenberg maximale de X (voir [Sat60] et [GJT98]). Si X est
I'immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe semi-simple sur un corps local non archimédien,
Y. Guivarc’h et B. Rémy ont défini de maniére analogue la compactification de Chabauty
de 'espace des sommets de X, vu comme espace de sous-groupes parahoriques du groupe
des automorphismes de X, et ont montré en particulier que cette compactification est iso-
morphe a la compactification polyédrale de X (voir [GR06]). Ce résultat a été étendu par
P.E. Caprace et J. Lécureux a une large classe d’immeubles (voir [CL09]).

Nous nous proposons d’étudier ici une compactification naturelle de ’espace des plats
maximaux de X, en considérant ’application qui a un plat maximal de X associe I'unique
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sous-groupe de Cartan de G le stabilisant. Ce plongement identifie ’espace des plats maxi-
maux de X a lespace Cartan(G) des sous-groupes de Cartan de G, et son adhérence

dans S(G), notée Cartan(G)S, est appelée la compactification de Chabauty de Cartan(G).
Puisque le stabilisateur d’un plat maximal dans G est le normalisateur Ng(A) d’un sous-

groupe de Cartan A de G, nous étudions donc une compactification naturelle de I'espace
homogeéne G/Ng(A).

L’étude géométrique et dynamique des actions de groupes sur des espaces homogénes
G/H non riemanniens (& groupes d’isotropie H non compact) est en plein développement
(voir par exemple [OW02], [Kob09] et [Kas12|, méme s'il s’agit d’actions dicontinues).
Le cas H = A est le premier a étudier sans ’hypothése de semi-simplicité sur H, et vu
I'importance de ’approche asymptotique lorsque H est compact, I’étude de la géométrie a
I'infini de G/A semble potentiellement utile.

Lorsque G est déployé sur R, l'espace G/Ng(A) des plats maximaux de X est en effet
un quotient fini de l'espace homogeéne G/A, dont la géométrie et la dynamique restent a
comprendre finement. Par exemple, une conjecture de Margulis (voir [Mar97| et [Maul0])
affirme que les A-orbites bornées dans SL3(R)/SL3(Z) sont compactes (ot A est le sous-
groupe diagonal connexe). D’un point de vue dual, ceci motive I’étude de la géométrie a
Iinfini et de compactifications naturelles des espaces homogeénes G/A. On pourrait ainsi
espérer relier la dynamique d’une A-orbite dans SL3(R)/ SL3(Z) et la dégénérescence dune
SL3(Z)-orbite dans SLz(R)/A.

Cette compactification de Chabauty a également été définie et étudiée pour SL, (C) par
Iliev et Manivel (voir [IM05b] et [IM05a]), puis par Le Barbier Griinewald pour des groupes
complexes plus généraux (voir [LBG11b| et [LBG1lal), dans la perspective d’obtenir des
exemples naturels de variétés algébriques complexes aux propriétés intéressantes. Cepen-
dant, la plupart de leurs résultats est propre au cadre complexe, et ne peut étre transposée
directement au cadre réel. Dans le cas de G = SLy,(C), I’espace homogeéne G/N¢(A) s’iden-
tifie aux n-uplets de points génériques dans P"~!(C), dont d’autres compactifications ont
été étudiées du point de vue de la géométrie algébrique complexe, notamment le schéma
de Hilbert des n points de P! et la compactification de Fulton-Macpherson de ’espace
des configurations de points ordonnés sur une variété (voir [FM94]).

Apres avoir défini formellement la compactification de Chabauty de 'espace des sous-

groupes de Cartan de G, nous établissons plusieurs propriétés générales de Cartan(G)S.
Nous montrons qu’il suffit d’étudier les sous-espaces de Cartan de ’algébre de Lie de
G. Nous montrons que, contrairement au cas complexe, cette compactification n’est pas
Zariski-fermée dans la grassmannienne de l'algébre de Lie de GG, mais est seulement une
sous-variété semi-algébrique réelle.

La compactification de Chabauty Cartan(G)S est naturellement incluse dans le sous-
espace A(G) de S(G) constitué des sous-groupes fermés abéliens connexes de dimension le
rang réel de G inclus dans un sous-groupe de Borel de G (ou, de maniére équivalente, dont
le spectre de laction adjointe est réel). Rappelons que G est le produit presque direct de
groupes (G, ..., Gy) ¢l existe un morphisme de groupes G — [[7_; G; qui soit de noyau
fini et dont I"image soit d’indice fini.

Théoréme. Supposons que G soit un produit presque direct de groupes de rang réel un



et de copies de SL3(R) et de SLy(R). Alors Cartan(G)S = A(G), et est la réunion d’un
nombre fini de classes de conjugaison. (Voir le lemme 3.3 et les théorémes 4.1, 5.5 et 6.2.)

Par contre, si n > 7 nous savons que l'inclusion de Cartan(SLn(R))S dans A(SL,(R))
est stricte (voir le lemme 3.5).

-5
Daus le cas particulier ou G est de rang réel un, la topologie de Cartan(G) ~ est explicite.

Théoréme. Supposons que le rang réel de G soit 1. Notons Oxo X la sphére ¢ linfini de X et

0o X @) Vespace des paires de points éventuellement confondus de 00X . Alors Cartan(G)S
est naturellement G-homéomorphe o Uéclatement de Do X le long de la diagonale. (Voir
le théoréme 4.1.)

Dans le cas ou G = SL3(R), bien que le groupe fondamental de I'espace Cartan(G) soit
de cardinal 48 (voir le lemme 3.6), nous montrons le résultat suivant.

S
Théoréme. L’espace Cartan(SL3(R))  est simplement connexe. (Voir le théoréme 5.14.)

Dans [Hael2|, nous étudions une autre compactification géomeétrique tout aussi natu-
relle de I'espace des plats maximaux des espaces symétriques de type non compact, ou
méme des appartements des immeubles euclidiens. Pour cela, nous nous intéressons a la
limite d’une suite de plats maximaux dans la compactification visuelle de I’espace. Nous
la décrivons complétement dans plusieurs cas de petit rang sur un corps local. Par contre,
dans les cas ot ces deux compactifications ont été étudiées, aucune ne domine 'autre sauf
en rang un (voir la proposition 3.9).

Voici 'agencement de cet article. Dans la partie 2, nous définissons la compactification
de Chabauty de 'espace des sous-groupes de Cartan d’un groupe de Lie semi-simple, et
dans la partie 3 nous en dressons les propriétés générales. Les trois parties restantes sont
dévolues & des groupes particuliers : dans la partie 4, nous décrivons le cas ot le groupe
est de rang réel un, dans la partie 5 nous décrivons le cas de SL3(R) et dans la derniére
partie 6 celui de SL4(R).

Je tiens a remercier trés chaleureusement Frédéric Paulin, pour ses trés nombreux
conseils avisés et relectures attentives. Je souhaite également remercier Olivier Benoist pour
de nombreuses discussions, ainsi que Laurent Manivel. Je tiens également & remercier le
rapporteur pour ses conseils ayant permis d’ameéliorer des preuves ainsi que la présentation
de Darticle.

2 Définition de la compactification

Soit G un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de composantes connexes, semi-simple,
de centre fini et sans facteur compact.

L’espace S(G) des sous-groupes fermés de G est muni de la topologie de Chabauty
(voir [Chab0] et [dIHO8]) qui en fait un espace compact. Puisque G est métrisable, I’espace
S(G) Vest également, et on peut décrire aisément la convergence des suites. Une suite de
sous-groupes fermeés (H,)nen de G converge vers un sous-groupe fermé H si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout h € H, il existe une suite (hy)nen convergeant vers h telle que, pour tout
n € N, nous ayons h,, € Hy, ;



2. pour toute partie infinie P C N, et pour toute suite (h,,),ecp convergeant vers h telle
que h, € H, pour tout n € P, nous avons h € H.

Dans cet article, un sous-groupe de Cartan de G est la composante neutre A d’un tore
déployé sur R maximal de G, autrement dit un sous-groupe fermé connexe de G dont
I’algébre de Lie est un sous-espace de Cartan de g, c’est-a-dire une sous-algébre de Lie
abélienne diagonalisable sur R maximale de g. Un sous-espace de Cartan de g n’est une
sous-algébre de Cartan de g, c’est-a-dire dont la complexifiée est une sous-algébre de Cartan
de la complexifiée de g, que si G est déployé sur R.

Notons Cartan(G) 'espace des sous-groupes de Cartan de G, muni de la topologie
induite par la topologie de Chabauty sur ’espace S(G) des sous-groupes fermés de G. Le
groupe G agit transitivement sur Cartan(G) par conjugaison. On appelle compactification

de Chabauty de Cartan(G), et on note Cartan(G)S, I’adhérence de Cartan(G) dans I’espace
compact S(G).

Fixons un sous-groupe de Cartan A de G. Notons g l'algébre de Lie de G, a l'al-
gébre de Lie de A, r = dima le rang réel de G et Cartan(g) l'espace des sous-espaces
de Cartan de g, muni de la topologie induite par celle de la grassmannienne Gr,(g) des
r-plans de g. Le groupe G agit sur Gr.(g) et donc sur Cartan(g) par 'action adjointe.
L’application qui & un sous-groupe de Cartan de G associe son algébre de Lie définit un
homéomorphisme G-équivariant de Cartan(G) sur Cartan(g). On appelle compactification

-
de Chabauty de Cartan(g), et on note Cartan(g) , I’adhérence de Cartan(g) dans la grass-
mannienne Gr,(g). Les deux compactifications ainsi définies sont isomorphes, au sens de
la proposition suivante.

Proposition 2.1. L’application
S - S
n: Cartan(G)  — Cartan(g)
H — Lie(H)
est un homéomorphisme G-équivariant.

Démonstration. Notons Sp(¢) le spectre d'un endomorphisme ¢ de g. L’application

exponentielle de G est un difféeomorphisme de &€ = {X € g : Sp(adX) C R} sur
——S

{9 € G : Sp(Adg) C R}. Ainsi n est lapplication qui & H € Cartan(G) associe

(exp |¢)"1(H), c’est un homéomorphisme. O

Par ailleurs, la topologie de Cartan(G) s’identifie a la topologie de 'espace homogéne
G/Ng(A). Rappelons qu'un plongement est une application continue, injective et qui est
un homéomorphisme sur son image.

Proposition 2.2. Les applications

¢:G/Ng(A) — S(G) e ¢:G/Ng(A) — Gre(g)
gNa(A) = gAg™! gNc(4) = Adg(a)

sont des plongements G-équivariants.

Démonstration. La continuité, 'injectivité et ’équivariance de ces deux applications sont
immeédiates. Et puisque ¢ = n~ ! o ¢, il suffit de montrer que ¢ est un homéomorphisme
sur son image.



Comme le centre de G est inclus dans Ng(A), on peut supposer que G et Ng(A)
sont des sous-groupes fermés de GL(g). Soit N’ le sous-groupe de GL(g) qui stabilise le
sous-espace vectoriel a. C’est un sous-groupe cocompact de GL(g) qui contient Ng(A).
L’application de GL(g)/N’ dans Gr,(g) qui & gN’ associe g - a est un homéomorphisme,
donc sa restriction ¢ & G/Ng(A) est un homéomorphisme sur son image. O

Soit X T’espace symétrique de type non compact de G, notons Plats(X) I'espace des
plats maximaux de X, muni de la topologie induite par la topologie de Chabauty sur
I'espace des fermés de X. Soit Py 'unique plat maximal de X stabilisé par A. Considérons
le plongement

Plats(X) — S(G)
P=g-Py — gAg !1unique sous-groupe de Cartan de G qui stabilise P |

c’est un homéomorphisme G-équivariant de Plats(X) sur Cartan(G), dont l'adhérence
de 'image est la compactification de Chabauty de D'espace des plats maximaux de X.
Remarquons que si G est déployé sur R, alors le sous-groupe de Cartan de G qui stabilise
P est la composante neutre du stabilisateur de P, ce qui simplifie I'expression de cette
application d’isotropie.

3 Propriétés générales de la compactification

-
Considérons ’algébre de Lie complexifiée gc = g ® C de g. L’espace Cartan(g) se plonge
dans la grassmannienne Gr.(gc) des r-plans complexes de gc, en associant & une sous-
—_—Z

algebre de Lie réelle de g son produit tensoriel avec C. Notons Cartan(gc) “" Iadhérence
de Zariski complexe de ce plongement, et décrivons le lien avec la compactification de

S
Chabauty réelle Cartan(g) .

—_—7

Dans le cas ou G est déployé sur R, cette adhérence Cartan(gc) “ st la compactifica-
tion de Chabauty de I'espace des sous-algébres de Cartan complexes de gc, appelée variété
des réductions par Iliev et Manivel (voir [IM05b| et [IM0bal).

Remarquons que la variété algébrique complexe Cartan(gc) “" est irréductible. En effet,
c’est 'adhérence de Zariski de l'orbite de ac = a ® C par le groupe algébrique connexe
(Ad G)¢, complexifié du groupe AdG C GL(gc). Le lemme suivant est immédiat.

—_—7
Lemme 3.1. Soit | € Cartan(gc)
-
Cartan(g) , alors | est définie sur R et Sp(ad[(R)) C R.

ar . ., 7 -
. Si [ est la tensorisée avec C d’un élément de

. . 9 .
La compactification de Chabauty Cartan(g) est 'adhérence pour la topologie ana-
lytique réelle de Cartan(g), qui est une sous-variété algébrique réelle de Gr,(g), ainsi

~ S . . . . ..
Cartan(g) est une variété semi-algébrique réelle (voir [BCR87, Proposition 2.2.2,p. 27]).
Par contre, contrairement au cas complexe, nous avons le résultat suivant.

-
Proposition 3.2. La compactification de Chabauty Cartan(g) n’est pas Zariski-fermée
dans Gr(g).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ceci est vrai pour g = sla(R). L’espace
Cartan(g) des sous-espaces de Cartan de g est le sous-espace de P(g) constitué des classes



d’homothétie d’éléments de g dont les deux valeurs propres (opposées) sont réelles et dif-
férentes de 0. s

L’adhérence Cartan(g) de Cartan(g) pour la topologie analytique réelle est le sous-
espace de P(g) constitué des classes d’homothétie d’éléments de g dont les deux valeurs
propres sont réelles. En revanche, 'adhérence de Cartan(g) pour la topologie de Zariski
réelle est tout P(g).

Dans le cas général d’une algébre de Lie semi-simple g de type non compact, considérons
une sous-algébre de Lie h de g isomorphe a sly(R), et soit a une sous-algébre de Cartan
de g telle que a N b soit une sous-algebre de Cartan de h. Notons H le sous-groupe de Lie
fermé connexe de Ad(g) dont ’algébre de Lie soit h. Alors d’aprés ce qui précéde pour le
cas de sl3(R), 'adhérence de Zariski de l'orbite de a sous 'action adjointe de H contient
une sous-algebre de Lie a’ de g telle que a’ N b contient un vecteur dont le spectre (pour
Paction adjointe) soit imaginaire pur (non nul).

Or Cartan(g) est constitué de sous-algebres de Lie de g dont tous les éléments ont un
spectre réel. Ainsi les adhérences de Zariski réelle et analytique réelle de Cartan(g) sont
distinctes. O

Si Ad G est le groupe de Lie ajdoint de G, considérons le morphisme surjectif de groupes
de Lie Ad : G — Ad G de noyau le centre de G fini. Alors la composition avec Ad définit

)S. Ainsi I'étude de
la compactification de Chabauty Cartan(G)S de V'espace Cartan(G) ne dépend que de
I’algébre de Lie g de G.

un homéomorphisme Ad-équivariant de Cartan(G)S sur Cartan(Ad G

Voici comment se ramener au cas ol g est une algébre de Lie réelle simple de type non
compact.

Lemme 3.3. Soit g = @, 9; le produit direct de n sous-algébres de Lie semi-simples,
alors lapplication

HCartan(gi) — Cartan(g)

i=1
n
(@iepny — Pu
=1

est un homéomorphisme qui s’étend en un homéomorphisme G-équivariant du produit
S -
[Ti-, Cartan(G;)  sur Cartan(G) . O

Le premier théoréme de l'introduction découle donc des parties 4, 5 et 6.

Soit G = KAN = KN A une décomposition d’Iwasawa de G, ou K est un sous-groupe
compact maximal de G et ot IV est un sous-groupe unipotent de G. Soit zg € Py le point
de X dont le stabilisateur soit K. Pour décrire les limites de sous-espaces de Cartan de
g, on peut donc modulo l'action du groupe compact K se ramener a étudier les limites
d’images de a par des éléments de N.

Il est immeédiat que la compactification de Chabauty Cartan(G)S est incluse dans le
sous-espace fermé de S(G) constitué des sous-groupes fermés abéliens connexes de dimen-
sion r de G.



Dans cet article, on appelle sous-groupe de Borel de G le normalisateur B du sous-
groupe AN d’une décomposition d’Iwasawa G = KAN de G. C’est un sous-groupe algé-
brique résoluble, dont la composante neutre est AN. Son algebre de Lie Lie(B) = Lie(AN)
est appelée une sous-algébre de Borel de g .

Proposition 3.4. Soit H un sous-groupe fermé abélien connexe de dimension r de G. Les

S
assertions suivantes sont équivalentes, et sont vérifiées si H € Cartan(G) .
1. Le sous-groupe H est inclus dans un sous-groupe de Borel de G.
2. Le spectre de laction adjointe de H sur g est réel.

Démonstration. Si H est inclus dans un sous-groupe de Borel B, puisque le spectre de
I'action adjointe de B sur g est réel, le spectre de H l’est également.

Réciproquement, supposons que le spectre de l'action adjointe de H soit réel. Alors
d’aprés [Moo79, Theorem 3.2, p. 133], les sous-groupes moyennables fermés connexes maxi-
maux L de G forment un nombre fini de classes de conjugaison, et chacun d’eux est une
extension d’un sous-groupe d’un groupe de Borel par un sous-groupe compact K. Soit L
un sous-groupe moyennable connexe maximal de G contenant H, tel que le sous-groupe
compact Ky de L soit minimal. Puisque le spectre de H est réel, le sous-groupe K de L
est trivial, donc L est inclus dans un sous-groupe de Borel de G, et H également. O

S
Ainsi la compactification de Chabauty Cartan(G)~ est incluse dans le sous-espace fermé
de S(G)

A(G) = {sous-groupes fermés de G abéliens connexes de dimension r

vérifiant ces deux propriétés équivalentes}.

Notons de méme A(g) le sous-espace de Gr,(g) des sous-algébres de Lie abéliennes incluses
dans une sous-algebre de Borel de g ou, de maniére équivalente, dont le spectre de ’action
adjointe est réel.

La question naturelle que 'on se pose est alors de savoir dans quel cas nous avons

Caurtarl(GfS = A(G). Nous montrons dans cet article que c’est le cas si G est de rang
réel un (voir le théoréme 4.1), ainsi que pour SL3(R) (voir le théoréme 5.5) et SL4(R)
(voir le théoréme 6.2). Par contre, comme le font remarquer Iliev et Manivel (dans le cas
complexe), ce n’est pas le cas pour SL,,(R) si m > 7, comme Uexplicite le lemme suivant.

Lemme 3.5. Pour m > 7, il existe une sous-algébre abélienne de sl,(R) de dimension
m — 1 incluse dans une sous-algébre de Borel, qui ne soit pas limite de sous-espaces de
Cartan.

Démonstration. Nous reprenons ici la preuve de [IM05b, p. 3| dans le cas réel. Fixons
V' un sous-espace vectoriel réel de dimension p = || de R™. L’ensemble Xy des en-
domorphismes f de R™ tels que Imf C V C Ker f est un sous-espace vectoriel de
dimension p(m — p), c’est une sous-algébre de Lie abélienne de sl,,(R) incluse dans la
sous-algebre de Borel standard. Tout sous-espace vectoriel de dimension m — 1 de Xy est
donc une sous-algébre de Lie abélienne de sl,,(R) de dimension m — 1 incluse dans une
sous-algebre de Borel, ainsi c’est un élément de A(sl,,(R)). Par ailleurs un sous-espace
vectoriel de Xy de dimension m — 1 générique détermine uniquement V. L’ensemble des



sous-espaces vectoriels de dimension m — 1 de Xy, ot V parcourt les sous-espaces vecto-
riels de dimension p de R™, est donc une sous-variété incluse dans A(sl,,(R)) de dimension
dim Grp—1(p(m — p)) + dim Grp(m) = (m — 1)(p(m — p) — m + 1) + p(m — p). Cette di-
mension est strictement supérieure & la dimension m(m — 1) de Cartan(sl,,(R)) dés que
m > 7. D’aprés [BCRS87, Proposition 2.8.13|, cette sous-variété ne peut étre entiérement
incluse dans ’adhérence pour la topologie analytique de la sous-variété semi-algébrique
Cartan(sl,,(R)). O

Remarquons que 'espace Cartan(G) n’est pas simplement connexe, comme le précise
le lemme suivant.

Lemme 3.6. L’espace Plats(X) ~ G/Ng(A) se rétracte par déformation forte sur {P €
Plats(X) : xg € P} ~ K/Ngk(A). Ainsi son groupe fondamental est isomorphe ¢ W x
m(K/Zk(A)), ot W = Ng(A)/Zk(A) désigne le groupe de Weyl de G. En particulier si
G = SL,(R) avec n > 3, alors mi(Cartan(G)) est de cardinal n!2™.

Démonstration. Notons 0 I'involution de Cartan de g associée au choix du point base
xo, et p le sous-espace propre de 6 pour la valeur propre —1.

Fixons ¢t € [0,1], soit P un plat maximal de X et soit x le projeté orthogonal de
xo sur P. D’aprés la décomposition polaire en xg, soit Y 'unique élément de p tel que
exp(Y) - zp = x. Posons f;(P) = exp(—tY) - P.

Nous avons ainsi défini une rétraction par déformation forte f : Plats(X) x [0,1] —
Plats(X) de Plats(X) sur {P € Plats(X) : zp € P} ~ K/Ng(A).

Si G = SL,(R) avec n > 3, alors W ~ &,, donc W est de cardinal n!. De plus
K ~ SO(n) et Zg(A) est isomorphe au sous-groupe diagonal de coefficients +1. Ainsi
Cardm (K/Zk (A)) = Card(Zk (A)) x Cardm; (SO(n)) =21 x 2 =27, O

- . . TN . .
Enoncons les conséquences immeédiates sur Cartan(G)  de certains résultats de A. lliev,

—_—7
L. Manivel et M. Le Barbier Griinewald sur Cartan(gc) “ Rappelons qu'un élément de
g est dit régulier si son centralisateur dans g est de dimension minimale. Une sous-algébre
abélienne [ de g est dite réguliére s’il existe un élément de [ régulier dont le centralisateur

soit égal a [. Notons Cartan(g)zar I’adhérence de Cartan(G) dans Gr,(g) pour la topologie
de Zariski (réelle), elle contient Cartan(G)S.

Théoréme 3.7. 1. Toute sous-algébre de Lie réqulicre de g appartient au lieu lisse de
—_—FS
Cartan(g) .

27
2. Toute sous-algébre de Lie de g appartenant ¢ Cartan(g) Y est Ualgébre de Lie d’un
sous-groupe algébrique de G.

7
3. Sila G-orbite d’une sous-algébre de Lie | de g appartenant ¢ Cartan(g) T est fermée,
alors | est constituée d’éléments nilpotents.

4. Pour G = SL3(R), alors Cartan(slg(R))Zar est lisse.

5. Pour G = SL4(R), alors le lieu singulier de Cartan(sh(R))Zar est la réunion de deux
orbites isomorphes a P(R*).



Démonstration. Les démonstrations sont les mémes, ou en découlent immédiatement,
que |[LBG11b, Theorem 3.7|, [LBG11b, Corollary 5.3], [LBG11b, Proposition 5.5] et [IM05b,
Proposition 9]. O

_— =S
Par contre, la compactification de Chabauty Cartan(sl3(R))  est un fermé strict de

Cartan(ﬁfg(R))Zar donc n’est pas lisse.

Dans [Hael2|, nous étudions une autre compactification géométrique de Pespace des
plats maximaux des espaces symétriques de type non compact. Pour cela, nous nous in-
téressons & la limite d’une suite de plats maximaux dans la compactification visuelle de
Iespace. Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini sans facteur compact,
X son espace symétrique de type non compact, et 90X le bord visuel de X. Notons P’
la compactification géométrique de ’espace des plats maximaux (voir [Hael2]). Voici une
description de la topologie de PY dans les cas de rang un, pour SL3(R) et pour SLy(R).

Proposition 3.8. o Si X est de rang réel un, alors P est naturellement homéomorphe
au quotient de OsoX? par linvolution diagonale (voir [Hael2, Theorem BJ).

e 8i G = SL3(R), alors P? a 3 orbites de codimension 1 et 1 orbite fermée (voir [Hael2,
Theorem B]).

e 5i G = SL4(R), alors P’ a3 orbites de codimension 1 et 1 orbite fermée (voir [Hael2,
Theorem D]). O

Ceci nous permet de comparer les deux compactifications de 1’espace des plats maxi-
maux. Rappelons que si on a deux compatifications K; et Ko d'un espace E, on dit que K}
domine K §’il existe une application continue surjective de K; sur Ko, qui vaut 'identité
en restriction a F.

Proposition 3.9. o Si X est de rang réel un, alors la compactification de Chabauty
domine la compactification géométrique.

e Si G =SL3(R) ou G = SL4(R), alors aucune des deuzr compactifications ne domine
Dautre.

Démonstration. e Si X est de rang réel un, alors d’aprés le théoréme 4.1, la com-
pactification de Chabauty est le quotient de 0., X? par I'involution diagonale, éclaté
le long de la diagonale. Elle domine donc la compactification géométrique, qui est le
méme espace non éclaté.

e Si G = SL3(R), alors d’apres la proposition 5.1 la compactification de Chabauty a 1
orbite de codimension 1 (celle de [, pour v € ¥F) et 2 orbites fermées (celles de [}y,
et de [[0:1}). Ceci assure qu’aucune des deux compactifications ne domine ’autre.

e Si G = SL4(R), alors d’aprés la proposition 6.1 la compactification de Chabauty a 1
orbite de codimension 1 (celle de as @ n®, pour § € A) et 3 orbites fermées (celles de
[[1:0:0), de [jp.0.1) et de [[0:0:1:0}). Ceci assure qu’aucune des deux compactifications ne
domine 'autre. O



4 Le cas de rang un

Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple de centre fini, sans facteur compact et
de rang réel un, et soit X son espace symétrique (ainsi X est 1’espace hyperbolique réel,
complexe, quaternionique ou le plan hyperbolique octonionique, voir |[Par07, Theorem 9.1.1,
p. 83]). Notons 0, X la sphére a l'infini de X, notons 9., X ?) 'espace des paires de points
éventuellement confondus, et notons Diag(0se X (2)) C 05X @ 1a diagonale.

Remarquons que l'application qui & un sous-groupe de Cartan de G associe les extré-
mités de 'unique géodésique de X translatée par le sous-groupe de Cartan est un homéo-
morphisme G-équivariant de Cartan(G) sur s X P\ Diag(9s0 X (?).

———S
Théoréme 4.1. La compactification de Chabauty Cartan(G)  de l'espace des sous-groupes
de Cartan de G coincide avec A(G). Sous laction de G, elle est la réunion de ['orbite
ouverte des sous-groupes de Cartan et de

o [orbite fermée des sous-groupes fermés connexes unipotents de dimension 1, st X est
hyperbolique réel ;

o deuz orbites (dont une seule est fermée) de sous-groupes fermés connexes unipotents
de dimension 1, si X est hyperbolique complexe, quaternionique ou le plan hyperbo-
lique octonionique.

De plus, Cartan(G)S est G-isomorphe a Uéclaté de D X @ le long de Diag(@ooX(z)).

Démonstration. Soit h une sous-algébre de Lie de g de dimension 1 incluse dans une sous-
algebre de Borel b de g, qui n’est pas un sous-espace de Cartan de g. Ecrivons n = g, @ g2a
la décomposition en espaces de racines de n sous 'action adjointe de A (gaq = {0} si X est
hyperbolique réel). Soit Y = Y, +Ya, € n = g, ®gaq non nul tel que h = RY'. Alors la suite

de sous-espaces de Cartan (Adexp(2nYy +nYa,)(a))nen converge vers by dans Cartan(g)s.
. AT S
Ainsi Cartan(g) = A(g).

D’aprés [CG74, Theorem 3.4.1, p. 72|, il existe une seule classe de conjugaison d’élé-
ments unipotents (différents de l'identité) si G localement isomorphe & SOg(n,1) avec
n > 2, et deux classes si G est localement isomorphe a SU(n, 1) ou a Sp(n, 1), avec n > 2.
D’apres [All99, Theorem 4.4, p. 11], il existe deux classes de conjugaison d’éléments uni-
potents (différents de I'identité) si G est localement isomorphe & Fy(_).

Ainsi on en déduit que, sous l'action de adjointe de G, il existe une orbite de sous-
algébres nilpotentes de dimension 1 de g si g est hyperbolique réel, et deux orbites sinon.
Dans tous les cas, 'unique orbite fermée a pour représentant une sous-algébre de Lie de
dimension 1 incluse dans le centre de n.

Montrons que Cartan(G)S est G-isomorphe a I’éclaté de 9o X @ le long de la diagonale
Diag(@ooX(Q)). Modulo I'action de G, restreignons-nous au cas ot 'un des points de Do X2
est le point &4 € 0, X stabilisé par le sous-groupe AN de G. Soit £ € 0, X le point opposé
a &4 le long de la géodésique translatée par A. Alors I'application

n = O X\{&4}
Y — exp(Y)-&-
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est un homéomorphisme AN-équivariant. Il se prolonge en un homéomorphisme AN-
équivariant entre la compactification de n par P(n) et I'éclaté de 00X en &;.

Par ailleurs, on peut expliciter la compactification de Chabauty de I'espace des sous-
espaces de Cartan inclus dans la sous-algébre de Borel a & n grace & 'homéomorphisine
AN-équivariant

nUP®m) — {I€ Cartan(g) : ICa®n)
Yen — Ad(exp(Y))a
R(Yy +Y2,) € P(n) — R(Y, +2Ys,) Cn.

Ainsi Cartan(G)S est G-isomorphe a I'éclaté de 9,0 X @ le long de Diag(9,. X ). O

5 Le cas de SL3(R)

Posons G = SL3(R), K = SO3(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales a
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
a-dire le sous-groupe fini de G constitué des matrices diagonales a coefficients diagonaux
égaux a +1. Et soit M’ le normalisateur de A dans K, c’est-a-dire le sous-groupe fini de
G constitué des matrices de permutation de coefficients égaux a £1. Notons 7' = M A le
centralisateur de A dans G, ¢’est un tore déployé sur R maximal, et notons 7" = M’'A le
normalisateur de A (et de T') dans G.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = M AN le sous-groupe de Borel
standard, c’est-a-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et By = AN sa composante
neutre. Notons de plus g, €, a, n et b les algébres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.

Déterminons tout d’abord les sous-algébres abéliennes de dimension 2 de b = a @ n.

5.1 Les sous-algébres de Lie abéliennes de b de dimension 2

Soit Y le sous-espace de Gra(g) constitué des sous-algebres de Lie abéliennes de dimension 2
de b. Le groupe By agit sur Y par I'action adjointe. Nous allons montrer que le sous-espace
des sous-espaces de Cartan de g inclus dans b est dense dans Y, puis nous étudierons la
maniére dont les orbites de By forment une structure de CW-complexe sur Y.

Notons pg : b = a @ n — a la projection sur a parallélement & n.

Notons o : @ — R définie par H +— Hy1—Ho2et 5 : a — R définie par H — Hpo—Hs3:
ces racines forment une base du systéme de racines associé au sous-espace de Cartan a.
Les racines positives correspondantes sont 1 = {«, 8, + B}. Soit (Hy, Hp) la base de a
duale de (e, 8). Leurs matrices sont H, = Diag(3, 5, 5') et Hg = Diag(3, £, 52).

Pour toute racine vy € X, notons de plus a, = Ker~y et Ay = exp a,. Notons de plus B’
le sous-groupe

a x z 0 b
B' = 0 b y |,Va,b,ce R\{0},Va,y,z€R: - =-
00 ¢ booe

010 000 00 1
Us=[00 0], 0s3=[00 1] etUss=[000
000 000 000



Notons les espaces de racines n® = RU,, nf = RUj3 et neth = RUq+p. Et, pour
toute racine v € ¥, notons N7 = expn”. Enfin, notons les deux sous-groupes paraboliques
(maximaux & conjugaison prés) :

x % % x % %
PY = * % % et PP = 0 *x =
0 0 =x 0 * =

Pour tout vecteur X € b, nous noterons X = X, + 2,Uqs + 23U + 2418Un4p la
décomposition en espaces de racines de X dans la décomposition b = a + n® + n? + n®*+5.
De plus, pour tout [z : y] € P}(R), notons

0 tx s
[[x:y] = 0 0 ty ct,seR
0O 0 O

On peut remarquer que les algébres de Lie des radicaux unipotents de P* et P? sont [o:1]
et [;1.g], ce sont des sous-algebres de Lie de b abéliennes de dimension 2.

Pour toute racine v € 1, notons de plus [y = a, @ n7. On vérifie facilement que les
algebres de Lie [, pour [z :y] € PL(R), et [y, pour v € X7, appartiennent a Y.

Proposition 5.1. Soit L € Y. Alors il y a trois possibilités (mutuellement exclusives) :
1. soit il existe un unique b € N tel que | = Adb(a) ;
2. soit il existe un unique [z : y] € PL(R) tel que [ = I ;
3. soit il existe un unique v € X1 et un unique b € N/N7 tels que [ = Adb(L,).
Démonstration. Distinguons selon la dimension de pq([).

1. Si pq(l) = a, considérons une base de [ constituée de deux éléments diagonalisables.
Alors [ est un sous-espace de Cartan de g, il existe donc b € G tel que [ = Adb(a).
Puisque b est I’algébre de Lie d’un sous-groupe de Borel contenant [, on peut supposer
de plus que Adb(b) = b, c’est-a-dire que b € Ng(b) = B = T'N. Puisque T” est le
normalisateur de A, on peut supposer que b € N. Et cet élément est unique car
NN Ng(A) = {e}.

2. Sipq(l) = {0}, alors [ C n. Puisque [ est abélienne, la projection de [ sur g, + g n’est
pas de dimension 2, donc est de dimension 1. Puisque [ ne se surjecte pas sur n®+n?,
cela implique que le noyau de la projection de n sur n®*#, qui est de dimension 1, est
inclus dans [. Il existe donc un unique [z : y] € P(R) tel que 2U, + yUs € L. Ainsi
[ = {xtU, + ytUg + 2Uqyp : L,z € R} = [[r:y]-

3. Sinon pq(l) est de dimension 1 : soit alors X € [ tel que pa(X) = Xy # 0. Soit Y €n
tel que (X,Y) soit une base de . Alors, puisque [ est abélienne, la coordonnée de
[X,Y] = 0 selon n® est a(X,)Y, = 0 et celle selon n° est 3(X,)Ys = 0. On se trouve
alors dans I'un des trois cas suivants :

(a) Soit X, € a,. Dans ce cas on peut supposer que 3(Xy) = 1 (c¢’est-a-dire X, =
Hp), et on a donc Y = 0. Par ailleurs la coordonnée de [X,Y] = 0 selon n®*+#
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est Ya4s — ¥aYa = 0. Puisque Y # 0, on doit donc avoir y, # 0 : on peut
supposer que ¥y, = 1. Quitte & ajouter & X un multiple de Y, supposons que
zo = 0. Alors I’élément

1 0 Ta+p
I 0 1 x4 eN
0 0 1

est tel que Adb~1(X) = Hp € Kera et Adb~}(Y) = U, € n® Donc [ =
Adb(ag ®n%) = Adb(l,).

(b) Soit X, € ag. Dans ce cas symétrique au précédent, on trouve également un
élément b € By tel que [ = Ad b(Ig).

(c) Sinon, on doit avoir y, = yg = 0 : on peut alors supposer y,4+g = 1. Puisque
X et Y commutent, on en déduit que la coordonnée de [X,Y] = 0 selon n®*+#
est (o + B)(Xa)Yats = (@ + B)(Xa) = 0. On peut supposer que a(Xq) = 1 et
B(Xq) = —1. Alors I’élément

1 x, 0
bl=|10 1 —z53 | €N
0 0 1

est tel que Adb™H(X) € Xq 4+ n®tP et Adb™1(Y) = Y € n*P. Donc [ =
Adb([a+5)'

Et dans chacun de ces trois cas, le normalisateur de [, dans IV est égal & N7, d’ou
I'unicité de b modulo N7. O

Corollaire 5.2. Sous l’action de By, Wl y a 8 orbites dans Y, dont des représentants sont
a, [[1:0}7 [[0:1]7 [[1:1}; [[1:—1]; [a; [B et [oz-i-ﬁ-
Démonstration. Il suffit de vérifier que pour tout [z : y] € PY(R)\{[1: 0], [0 : 1]}, il existe

a € A tel que Ada(lfz.y) = [1.41) (selon que z et y sont de méme signe ou non), et que
deux de ces 8 représentants ne sont pas conjugués sous ’action adjointe de By. O
Considérons pour tous x, y et z réels I’élément,

1 +
=10 Y € N.
0 1

o O 8
o
O = 8

0
b(z,y,z) =exp | 0
0

Le lemme suivant permet de décrire quels éléments de I'orbite de a par N convergent vers
quels éléments de Y.

Lemme 5.3. Soient (Tn, Yn, Zn)nen une suite de R3 tendant vers Uinfini. Pour tout n € N,
notons by, = b(Tyn, Yn, 2n)-

1. Sizy — o0 et (Y, 2n+232) = (y, 2) dans R?, alors Ad b, (a) - Adb(0,y,2)(ls)-

2. Siy, — 00 et (T, 2n—"4™) — (z,2) dans R?, alors Adb,(a) — Adb(x,0,2)(I).

n—-+o0o

3. Sizn — 00 et (Tn,yn) — (,y) dansR?, alors lim Adb,(a) — Ads(z,y,0)(lats)-

n—-+o0o n—-+o0o
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4. Si on n'est pas dans l'un de ces cas o extraction prés, el si

[mn(zn + anyn) P Yn(—2n + x”;/") — [a: b]
1
dans P*(R), alors Adb,(a) Nl (ast-

Démonstration. Calculons les images par Ad b, des vecteurs H, et Hg de la base de a,

% —z, —2p+ e % 0 —z, — Inin
Adb,(Hy)=| 0 0 et Adby(Hg)=[ 0 1 —Yn
0 0 = 0 0 =

1. Supposons z, — 00 et (Yn,2n + “4) — (y,2) dans R?. Les suites de vecteurs

(Ad bn(;—iHa))neN et (Ad b, (Hpg))nen convergent respectivement vers Ad b(0,y, z)(Uy)
et Adb(0,y, z)(Hpg), ainsi EIE Adby,(a) = Adb(0,y, 2)(ln).

2. Supposons y, — 00 et (T, 2z, — 22%) — (z,2) dans R% Les suites de vecteurs
(Ad by (Ha))nen et (Ad by (2 Hg))nen convergent respectivement vers Ad b(x, 0, 2)(Hy)

et Adb(z,0,2)(Us), ainsi yl_?}gl_l Adby(a) = Adb(z, 0, 2)(15).

3. Supposons 2, — 00 et (7, yn) — (7, y) dans R2. Les suites de vecteurs (Ad bn(;—jHa))neN
et (Ad by (Ha—Hp))nen convergent respectivement vers Ad b(x,y,0)(Ua5) et Adb(z,y,0)(Ho—
Hp), ainsi EI_P Adby,(a) = Adb(z,y,0)(lo+p).

4. Sinon, considérons le vecteur Z,, de Adb(zy,yn, z,)(a) suivant dont le coefficient
(Zy)1,3 est nul :

Zn = Adb(xn,yn,zn) ((zn + xn2yn> H, + (—zn + mnyn> HB)

2
% + xn2yn _Z.n(zn + anyn) 0
— 0 7232:71, _yn(_zn + xnzyn)
n InYn
0 0 -

Montrons que, si 'on n’est pas dans 'un des trois premiers cas a extraction preés,
les coefficients diagonaux de Z, sont négligeables devant I’'un des coefficients de la
surdiagonale.

o Sixzp, — 00, Yp — ¥y et 2, + T — 00, alors les coefficients diagonaux de Z,

sont négligeables devant (Z,,)12 = —xn(z, + *4™).
e Sizw, > x, Yy, > 00et z, — xnzy" — 00, alors les coefficients diagonaux de Z,
sont négligeables devant (Z,,)2.3 = —yn(—2n + “52).

e Siz, — oo et y, — 00, alors les coefficients diagonaux de Z,, sont négligeables
devant (Zp)12 = —xp(2n + =),

On peut ainsi supposer que la suite ([zn(zn + Z52) : yn(—2, + 222)] )neN converge

vers [a : b] dans PY(R). Dans ce cas, la suite de droites (RZ,)nen converge vers
R(aU, + bUg) dans P1(b). Par ailleurs, selon les cas, I'une des deux suites de droite
(Adb(2n, Yn, 2n)(Ha))nen ot (Adb(Zn, Yn, 2n)(Ha))nen converge vers RUa+5 dans

PL(b).
On en conclut que la suite de sous-algébres de Lie (Ad b(zy, Yn, 2n)(@))nen converge
vers [[a:b]' O
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Le résultat suivant découle alors immédiatement du corollaire 5.2.
Corollaire 5.4. L’orbite de a sous l'action adjointe de N est dense dans Y . O

On en déduit alors une caractérisation intrinséque de la compactification de Chabauty
de Cartan(SL3(R)).

Théoréme 5.5. La compactification de Chabauty Cartan(SLg(R))S coincide avec l’espace
A(SLs(R)).

Démonstration. Soit [ une sous-algébre de Lie abélienne de sl3(R) de dimension 2 incluse
dans une sous-algébre de Borel. Quitte & conjuguer I par un élément de K, nous pouvons
supposer que [ est incluse dans la sous-algébre de Borel standard, c’est-a-dire [ € Y. D’aprés
le corollaire 5.4, nous savons que [ est limite de sous-espaces de Cartan de sl3(R), donc

appartient a Cartan(sls (R))S. O

On calcule aisément les normalisateurs dans G de chacune des 8 sous-algébres de Lie
du corollaire 5.2.

Proposition 5.6. 1. Le normalisateur Ng(a) de a dans G est égal a T = M'A. Donc
Vorbite de a sous l’action adjointe de By est homéomorphe & N, c’est-a-dire a R3.

2. Le normalisateur Ng(ljp.1)) de lp.1) dans G est égal a P®. Donc son orbite sous
Uaction adjointe de By est un point.

3. Le normalisateur Ng(Ij.) de l.) dans G est égal a PP. Donc son orbite sous
Uaction adjointe de By est un point.

4. Le normalisateur Ng(1j1.1)) de 1.1} dans G est égal a B'. Donc son orbite sous laction
adjointe de By est homéomorphe a R.

5. Le normalisateur Ng(Ij.—1)) de Ip._q) dans G est égal a B'. Donc son orbite sous
Uaction adjointe de By est homéomorphe a R.

6. Pour toute racine positive v € X7, le normalisateur Ng(ly) de 1, dans G est égal
a MAN7. Donc son orbite sous l'action adjointe de By est homéomorphe ¢ N/N7,
c’est-a-dire a R2.

Le lemme suivant décrit les valeurs d’adhérence des autres orbites que a dans Y sous
I’action adjointe de By, pour les représentants décrits dans le corollaire 5.2.

Lemme 5.7. 1. Les sous-algebres ljg.1) et I[1.0) sont normalisées par By.

2. Pour [1.41], un systéme complet de représentants de By modulo N, (Ij1.41)) = B'NBy
est Aa+p = {Diag(\,A"2,)) € A : X €€]0,4+00[}. Soit (A\n)nen une suite dans
10, +o0[ et considérons pour tout n € N I’élément b, = Diag(An, A\, 2, \n) de Aprp. Si
Ap — +00 alors nEIJ?oo Ad hn(I:41)) = lo) €t 81 An — 0 alors lim Ad by (I.41)) =

n—-+o0o
lo:1-

3. Pour ., un systéme complet de représentants de By modulo Np,(lo) = AN® est
NONetB = {b(0,y,2) : v,z € R}. Soit (Yn, 2n))nen une suite de R? tendant vers
Uinfini et considérons pour tout n € N Uélément b, = b(0, yn, 2,) de NONTF, Sj
[z : ¥2] — [a : b] dans PY(R), alors ngrfoo Adb(0, yn, zn)(la) = laup-
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4. Pour lg, un systéme complet de représentants de By modulo Np,(lg) = ANP est
NeNtB = {b(2,0,2) : z,2 € R}. Soit ((Tn, 2n))nen une suite de R? tendant vers
Vinfini et considérons pour tout n € N I’élément b, = b(z,,,0,2,) de N*N*+P_Sj
[~22 : 2,] — [a : b] dans PY(R), alors ngrfoo Adb(wn, 0, 2,)(lg) = -

5. Pour loyg, un systéme complet de représentants de By modulo Np,(lo48) = ANOtB
est Uensemble {b(x,y,0) : x,y € R} (ce n'est pas un sous-groupe de By). Soit
((Zn, Yn))nen une suite de R? tendant vers linfini et considérons pour tout n €
N I’élément b, = b(xp,yn,0) de N. Si [~xn : yu] — [a : b] dans PY(R), alors

lim  Adb(xn, Yn, 0)(lats) = la)-

n—-+o00

Démonstration. 1. Cela a été vu dans la proposition 5.6.
2. On remarque que Ad by, (I[1.41)) = [[/\3 L le résultat est alors clair.

3. On montre que RAdb, (—ynHpg + 2,Uq) T R(aU, + bUg). Par ailleurs, 1'une
n——+0oo

des deux suites (R Ad b, (Hg))nen ou (RAd b, (Uy))nen de droites de b converge vers
RUq+ . Ainsi £r+n Ad by (la) = lg)-

4. L’argument est le méme que pour [,.

5. Le vecteur U, est normalisé par by, et la suite (R Ad b, (Ho — Hg — 2pYnUa+8) )nen
converge vers R(aU, + bUg). Ainsi lir}rl Adbn(lotp) = lauy- O
n—-+00

5.2 La topologie de ’espace Y des sous-algébres de Lie abéliennes de b
de dimension 2

Considérons I’homéomorphisme de R dans R défini par z — 2/ = sgn(z) \/m , d’inverse
2+ 2z = sgn(2)(2)2.

Pour n = 2 et n = 3, notons B” la compactification de R™ obtenue en ajoutant la
sphére S™~1 a l'infini (qui est la compactification géodésique de I’espace euclidien stan-
dard R™). Utilisons des coordonnées homogénes pour les sphéres, en identifiant S*~! avec
(R™\{0})/R* de maniére évidente. Notons B2, IBB% et B2, 5 trois copies disjointes du disque
fermé B2, de disques ouverts R, R% et R2 15 et de cercles de bord St, Sé et S +p- Consi-
dérons les trois applications continues

fo :BN\{[£1:0:0]} — B2
(v,y,2)) €R® <y, <Z+952y>’> cR?
z:y:2]eS? — [y:(erg’;/)/]Egé’
fpiBA{[0:+1:0)} — B
(z,y,2) e R® — <x7 (z _ 9521/)’) R}

[z:y:2]€$? — [x:<2_902y)’



et farp:B\{[0:0:£1]} — B2 4

(z,y,2') ER® — (z,y) €R

a+B)
[z:y:2]€S? — [x:y]eS}HB.

Remarquons que ces formules étant positivement homogénes, et les domaines de défi-
nition indiqués étant les bons, ces applications sont bien définies. Soit C' 'adhérence de
Pimage du plongement (et nous identifions I’espace de départ et I'image de ce plongement)

B\{[£1:0:0],[0: £1:0],[0:0: 1]} — B xBZ x B} x B2, 4
p = (p, fa(p), f5(D), fats(p))-

L’espace C est la boule B3 oil on a éclaté les six points {[£1:0:0],[0: £1:0],[0:0: £1]}
en six disques, identifiés deux a deux (voir la figure 1) : ainsi C' est un corps en anses de
genre 3.

Pour voir que C a bien la topologie d’une boule B? ot on a recollé trois paires de
disques, considérons un seul éclatement en [1 : 0 : 0], c’est-a-dire considérons I’adhérence
Cl1:0.0] de I'image du plongement

Pi:0:0) + 1(2, Y, 2 € 1533\{[1 :0:0]} x>0} — B3 x Bgé
p = (p, falp)-

Nous allons voir que C[y.0.0) @ la topologie d’une moitié de la boule B3 : en effet, Papplication
suivante est un homéomorphisme de [0, 00] x B2 sur C[1.0.0) :

(t, (u,v")) € [0,00[ xRS+ P1.00] <(t“ <”‘t;>>>

(00, (u,0") € {0} x R ([1:0:0], (u,v"))

(t, [u,v]) € [0,00[ xSL — 00 < tiu: (U_ “‘)D
(00, [u,v'] € {oo} xSy = ([1:0:0],[u:2]).

Ainsi C a bien la topologie d’un corps en anses de genre 3.

FIGURE 1 — La boule éclatée C.
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Notons OC' le complémentaire dans C' de I'image de R3. Notons C’ le complémentaire
dans OC' des trois disques B2, IB%% et IB%EH_B, c’est-a-dire S? privé des six points [£1: 0 : 0],
[0:41:0] et [0:0:=£1], et considérons I"application

g:C" — PY(R)
[x:y:2] — [:c(z—i—%):y(—z—i—%)]

Prolongeons I'application g aux bords S}, Sk et S}HB des plans R2, R2 et Ra+ﬂ7 par les
formules suivantes.

o SL = PY(R) 98 : Sp — PL(R) 9a+8 : Sarp — PH(R)

[y:z’]*—)[z:yf] [z: 2] — [—22: 2] [x:y] — [z :y].

On obtient ainsi une application g de Co = C' US) U Sl U SaJrﬁ (ot les deux cercles de

chacune des trois paires de cercles sont identifiés) dans IP’I. Remarquons que Cj est le bord
du corps en anses C' : c’est une surface de genre 3.

Lemme 5.8. L’application g : Co — P est continue.

Démonstration. Il est clair que I'application g est continue sur I'ouvert C’ de Cp, ainsi
qu’en restriction & chaque S!, pour y € F.

Soit [y : 2] un point de S., et soit ([, : yn : 25])nen une suite de C’ convergeant
vers [y : 2] dans C. Par continuité de fg et fo15 en [£1: 0 : 0], cela signifie que la suite
([Tn : Yn @ 2h])nen converge vers [£1 : 0 : 0] dans S?, et par continuité de fz et fo4p en

[£1: 0 : 0] que la suite (fo([@n : Yn : 2,]))nen = ([yn : (2 + T2 DneN converge vers

[y : 2'] dans S}. Ainsi on peut supposer que la suite (z,,)nen tend vers Uinfini, que la suite

(Yn)nen converge vers y, et que la suite (z, + “4*),en converge vers z. Or g([zy, : yn : 2,,])

est égal a [zn—i—%;yn (_%1_4_%”

Siy # 0, alors la suite (2, )nen est équivalente & (—*5¥),,cn, donc la suite (— x—”—i—%)neN

converge vers ¥, et donc la suite (g([zy : yn @ 25]))nen converge vers [z : y?] = go([y : 2'])-
Si y = 0, alors on en déduit que la suite (zn)neN est négligeable devant (mn)neN, et donc
la suite (g([xn : Yn : 25]))nen converge vers [1: 0] = go([y : 2'])-

Pour Sk, la continuité de g se montre de maniére identique.

Soit [x : y] un point de S} g €t soit ([zn  yn ])neN une suite de C’ convergeant
vers [z : y] dans C. Cela signifie que la suite ([xy, : yn : 2] )nen converge vers [0 : 0 : £1]
dans S?, et que la suite (fats([Tn : Yn : 25]))nen = ([Tn : Yn])nen converge vers [z : ]

dans S'. On peut donc supposer que la suite (z,,)nen converge vers x, que la suite (Y )nen
converge vers y, et que la suite (z,)nen tend vers Uinfini. Or g([zy, : yn @ 2]) est égal a
[xn (zn + a’“’") Yn ( Zn + %)] Puisque la suite (xnyn)neN est négligeable devant la
suite (zn)nen, on en déduit que la suite (g([zn : yn : 25]))nen est équivalente & la suite

([  —yn]Jner, done converge vers [z : —y] = gor (o : ).

On a donc montré que ’application g était continue sur Cjy. O
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Considérons ’application suivante.

¢p:C — Y
(z,y,2) € R® — Adb(z,y,2)a
(y,7) €R: = Adb(0,y,2)l,
(z,2) €RE +— Adb(z,0,2)l3
(x,y) € R?xw —  Adb(z,y,0)lh+5
ce€Co = lye)-

Théoréme 5.9. L’application ¢ est continue, surjective et induit un homéomorphisme qg
du recollement C' Uy PY(R) sur lespace topologique Y .

Démonstration. Puisque Papplication P1(R) — Y définie par [a : b] — la:) €St un
plongement, et que ’application ¢ factorise par g sur Cp, on en déduit que ¢ est continue
en restriction a Cp. L’application ¢ est également continue sur I'ouvert R? de C.

B — Y
(y,72) €R: — Adb0,y,2)l,
[y:21€Se = Loy
B — Y
(z,7)) € R% — Adb(z,0,2)l5
w21 €8p = gy
et IB%iJrﬂ — Y
(x,y) € R3+B = Adb(z,y,0)la4p
[x:y] € Sé+5 =

atp([z:y]):

D’aprés le lemme 5.7, ce sont des plongements. Puisqu’en restriction aux trois disques B2,
IB%% et Bi 8 I’application ¢ factorise par ces plongements, on en déduit que I’application
¢ est continue en restriction a C'\R3.

Soit (y,2’) un point de R2, et soit (zy,Yn, 2,)nen une suite de R3 convergeant vers
(y,2') dans C. Cela signifie que la suite (2, yn, 2, )nen converge vers [£1 : 0 : 0] dans B3,
et que la suite (fo(Zn, Yn, 2) Jnen converge vers (y, z') dans R2. Puisque (z,)nen tend vers
P’infini et que la suite (yn, 2 + )nEN converge vers (y, z), d’aprés le lemme 5.3(1), on en
déduit que la suite de sous-algebres de Lie(¢(zn, Yn, 2n))nen converge vers Ad s(0,y, z)l, =

o(y,2').

Soit [y : 2/] un point de S}, et soit (2, Yn, 2, )nen une suite de R® convergeant vers

[y : 2] dans C. Cela signifie que la suite (2, yn, 25, )nen converge vers [£1: 0 : 0] dans B3,

et que la suite (fo(Tn, Yn, 2,))nen converge vers [y : 2] dans B2.

e In2yn converge vers -5, or la suite (7n )
y% n y2 9 Yn neN
Zn

tend vers l'infini, donc la suite (y—Q)neN est équivalente & (=5 )nen. Ainsi dans PL(R) la

Supposons y # 0, alors la suite

suite ([zn(zn + 222) : yp(—2p + 2] )neN est équivalente a la suite ([aﬁny% : yn%ﬂ )neN’
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donc converge vers [z : 4?] = go([y : 2]). D’aprés le lemme 5.3(4), on en déduit que la suite
de sous-algeébres de Lie (¢(2n, Yn, 2n))nen converge vers [r...21 = ¢([y : 2']).

2
Supposons y = 0, alors la suite ( Z!’%) converge vers 0. On en déduit que la suite
n 2 neN

([#n(zn +552) s yn(=2n + 252)]) ey = ([#n(zn + 552) 1 —yn(zn + 252) + 2017]) ey
converge vers [1 : 0] = go([y : 2]). D’apres le lemme 5.3(4), on en déduit que la suite de
sous-algebres de Lie (¢(7n, Yn, 2n))Jnen converge vers [ = ¢([y : 2']).

La continuité de ¢ sur IB%% est identique.

2
a+p?

(z,y) dans C. Cela signifie que la suite (2., Yn, 2, )nen converge vers [0 : 0 : £1] dans B3 et
que la suite (fat8(Tn, Yn, 2,))neNn = (Tn, Yn)nen converge vers (z,y) dans Ri-rﬁ' Puisque
(zn)nen tend vers Vinfini et comme la suite (2, Yyn)neny converge vers (x,y), d’aprés le
lemme 5.3(3), on en déduit que la suite de sous-algébres de Lie (¢(zn, Yn, 2n))nen converge

vers Ad b($> Y, O)<[a+,3) = d)(l', y)

Soit (z,y) un point de R et soit (T, Yn, 2 )nen une suite de R3 convergeant vers

Soit [z : y] un point de S} s €t 80it (T, Yn, 2, Jnen une suite de R3 convergeant vers
(z,y) dans C. Cela signifie que la suite (2, yn, 25 )nen converge vers [0 : 0 : +1] dans B3,
et que la suite (fo+8(Tn, Un,2p))neN = (Tn, Yn)nen converge vers [z : y] dans ]B%Jrﬁ. Alors

la suite 20y Ty
nyny | . nYyn
([wn(szr 5 )t Yn(—2n + 5 )DneN

est équivalente & la suite ([z), : —yn])nen, donc converge vers [ : —y| = go44([z : y]) dans
PY(R). Donc d’aprés le lemme 5.3(4), on en déduit que la suite de sous-algébres de Lie

(A(Zns Yn, 2n) Jnen converge vers [, = ¢([x : y]).

On a donc montré que I'application ¢ était continue sur C. Puisqu’elle factorise par g
sur Cp, on en déduit qu’elle induit une application continue ¢ de C' Uy, PY(R) sur Y.

L’application ¢ est une bijection de R? sur I'orbite de a dans Y sous l'action adjointe
de By. Pour tout v € T, I'application ¢ est une bijection de Rg sur l'orbite de [, dans Y
sous I’action adjointe de By. Et I’application ¢ est une bijection de P*(R) sur le sous-espace
{lap) @ [a: 0] € PY(R)} de Y. Ainsi d’aprés la proposition 5.1, 'application ¢ est bijective.
Or l'espace C' Uy PY(R) est compact et I'espace Y est séparé, donc Iapplication 5 est un
homéomorphisme. O

Corollaire 5.10. Lespace Y est un CW-complezxe (voir la figure 2), dont les cellules sont
donnés par les By-orbites. Les voici, classés par dimensions.

e [l y a deuz O-cellules, qui sont les points [[1.q) et ljp.1].
o [l y a deuz 1-cellules, qui sont les orbites de [,y
o Il y a trois 2-cellules, qui sont les orbites de Kery @ g, pour v € ¥T.

o [l y a une 3-cellule, qui est l'orbite de a.
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0] [[0:1]

F1GURE 2 — Le CW-complexe Y

Proposition 5.11. Le 2-squelette Y@ de Y a le type d’homotopie qu’un bouquet formé de
deuz spheres S? et d’un plan projectif réel P2(R). En particulier, 'espace Y a pour groupe
fondamental 71(Y) = Z/27Z, dont un générateur est donné par la classe d’homotopie d’un
lacet parcourant une fois le cercle P1(R).

Démonstration. Le 2-squelette Y2 de Y est le recollement des trois 2-cellules R2 ]R%
et R?X-ﬁ-ﬂ par les trois applications g., gg et ga4p sur le 1l-squelette Yy ~ PL(R).

Or les applications g, et gg sont homotopes & des applications constantes, et le re-
collement de R? L sur PY(R) par go4+p est homéomorphe a P?(R). Ainsi le 2-squelette
Y® ale type d’homotopie d’un bouquet formé de deux sphéres S? et d’un plan projectif
P2(R). Ainsi le groupe fondamental de Y est isomorphe au groupe fondamental de P?(R),
c’est-a-dire Z/27Z. O

5.3 Compactification de G /T’

Notons Z = Cartan(SL3 (]R))S la compactification de Chabauty de G/T" = Cartan(SL3(R)).
Considérons 'application continue

m:GxXY — Z
(9:y) — g-v,
ou le groupe G agit sur Z par 'action adjointe. Puisque toute G-orbite dans Z rencontre
Y, 'application 7 est surjective et ouverte. Choisissons comme point base (e, yp) = (e, a)

dans G x Y et z9 = m(e,y0) = a dans Z.
Commencons par démontrer un lemme de topologie générale.

Lemme 5.12. Soient (E, ep) est un espace topologique pointé localement conneze par arcs,
(F, fo) un espace topologique pointé localement simplement conneze et m: (E,eq) — (F, fo)
une application continue, surjective et ouverte, telle que 7r*1(f0) soit connexe par arcs.
Alors Uapplication 7 induit une surjection

7 : T1(E, e0) = m1(F, fo).

21



Démonstration. Montrons qu’on peut relever localement les chemins, & homotopie prés.
Plus précisément, montrons que, pour tout e € FE, il existe un voisinage U de e dans F tel
que, pour tout ¢’ € U et tout chemin ¢ de w(e) a w(e’) dans 7w(U), il existe un chemin ¢ de
e a ¢ dans U tel que 7(¢) soit homotope dans F' a ¢ relativement aux extrémités.

Fixons e € E et f = m(e). L'espace F est localement simplement connexe : soit donc
un voisinage simplement connexe V de f dans F. L’espace F est localement connexe par
arcs : soit donc un voisinage connexe par arcs U de e dans E tel que 7(U) C V.

Soient € € U et f' = w(e'). Soit ¢ : [0,1] — m(U) un chemin continu de f a f’.
Considérons un chemin continu ¢ : [0,1] — U de e a €’. Alors 7(¢) et ¢ sont deux chemins
continus de f a f’ inclus dans 7(U), donc inclus dans V' : ils sont ainsi homotopes dans F
relativement & leurs extrémités.

Ainsi, pour tout lacet ¢ de F basé en fy, il existe un chemin ¢ de F d’origine e et
d’extrémité appartenant & 7= 1(fg) tel que les deux lacets £ et m(¢) (basés en fo) soient
homotopes dans F. Or 7~ 1(fy) est connexe par arcs : soit ¢ un chemin dans 71 fo)
joignant les deux extrémités de ¢, alors le lacet concaténé ¢ = ¢ - basé en eg est tel que
TF(Z) soit homotope & £ dans F'. L’application m, est donc surjective. O

Corollaire 5.13. L’application 7 : (G x Y, (e,y0)) = (Z, z0) induit une surjection
Ty - 7T1(G xY, (e,yo)) — 7Tl(Z, 2:0).

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothéses du lemme 5.12 pour 'application 7 :
(G xY,(e,y0)) = (Z,20). Les espaces Y et Z sont des variétés semi-algébriques réelles,
donc sont localement contractiles. De plus, la préimage 7~ !(z0) = {(g,h-a) € G x Y :
gh € T'} ~ G x G/T' est connexe par arcs. Ainsi d’aprés le lemme 5.12 l'application
e T(G X Y, (e,y0)) — m1(Z, z0) est surjective. O

Théoréme 5.14. La compactification de Chabauty Z = Cartan(SLg(R))S de G/T" =
Cartan(SL3(R)) est simplement connexe.

Démonstration. Il suffit de montrer que les générateurs de 71 (G) ~ Z/27Z et de m1(Y) ~
Z/2Z ont une image triviale par m, dans m1(Z). Chacun de ces générateurs est la classe
d’homotopie d’un lacet dans G x YU, Rappelons que Y1 est le 1-squelette de Y, c’est-
a-dire P1(R).

D’aprés la proposition 5.6, I'image par 7w du sous-espace G X Y de G x Y est homéo-
morphe au quotient Q = (G/B’ x P1(R))/~, avec les identifications suivantes.

(gB',[0:1]) ~ (¢’B',[0:1]) si gP*=g¢'P*, (gB',[1:0]) ~ (¢’B’,[1:0]) si gP® = ¢'PP
et V[s:t] e PLR)\{[0:1],[1:0]}, (gB,[s:t]) ~ (¢B,[-s:t])sigB =og'B,

oit 0 € M\My=g est tel que Ado(lj.1)) = [[_1.1], par exemple

-1 0 O
o= 0 -1 0 |eM
0 0 1



Montrons qu’un générateur de m1(Y) a une image par m, triviale dans 7;(Z). Consi-
dérons le lacet ¢ suivant dans @, dont la classe d’homotopie engendre (7w (Y)), effec-
tuant une fois le tour du cercle Y1) ~ PY(R), composé des deux chemins t € [0,1]
[B',[t:1—t]] et t € [0,1] — [B’,[1 —t: —t]]. D’apreés les équivalences définissant Q, le
lacet ¢ est aussi la composée des deux chemins ¢t € [0,1] — [B',[t: 1 —t]] et t € [0,1] —
[oB',[1—t:t]].

Fixons un chemin ¢’ de B’ 4 0 B’ dans G/B’. Alors le lacet ¢ est homotope a la composée
des quatre chemins

te0,1] — [B,[t:1—-1], te 0,1 — [d(t),[1:0]],
tel0,1] = [oB' [1—t:t]] et te0,1]— [d(1—1t),[0:1].

Or la composée des deuxiéme et troisiéme chemins est homotope a la composée des chemins
te[0,1]— [B,[1—t:t]]ette]0,1] — [c(t),[0:1]]. Ainsi le lacet ¢ est homotope & zéro.

Montrons qu'un générateur de 7 (G) a une image par m, triviale dans m(Z). Considé-
rons le lacet d suivant dans @, dont la classe d’homotopie engendre 7, (71 (G)) :

d:[0,1] — @
1 0 0

t o~ 0 cos2mt —sin2wt | B',[0:1]
0 sin2nwt cos2mwt

Ce lacet est homotope & la composée des trois chemins

tel0,1] — [B,[t:1-1],
1 0 0
te0,1] — 0 cos2rt —sin2xt | B’ [1:0]
0 sin2wt cos2wt
et t€0,1] — [B [1—t:4].

Le deuxiéme chemin est constant dans Q, ainsi le lacet d est homotope & zéro.

D’apreés le corollaire 5.13, 'application 7, est surjective, et nous venons de montrer que
son image était triviale, donc ’espace Z est simplement connexe. O

Ce résultat peut sembler surprenant, étant donné que 'espace Plats(X) n’est pas sim-
plement connexe : son groupe fondamental est de cardinal 48 (voir le lemme 3.6).

6 Le cas de SLy(R)

Posons G = SL4(R), K = SO4(R) et A le sous-groupe de G des matrices diagonales a
coefficients diagonaux strictement positifs. Soit M le centralisateur de A dans K, c’est-
a-dire le sous-groupe fini de G constitué des matrices diagonales & coefficients diagonaux
égaux a *1.

Notons N le sous-groupe de G unipotent supérieur, B = M AN le sous-groupe de Borel
standard, c’est-a-dire le sous-groupe triangulaire supérieur, et By = AN sa composante
neutre.
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Notons de plus g, ¢, a, n et b les algébres de Lie de G, K, A, N et B respectivement.
Tout d’abord, remarquons qu’il existe une sous-algébre de Lie de g abélienne maximale
incluse dans b de dimension 4 :

S

|
cooco
cooco
o o x %
oo % %

Puisque la dimension des sous-espaces de Cartan est 3, les éléments de Cartan(s[4(R))S
ne sont pas toujours des sous-algébres de Lie abéliennes maximales, contrairement au
cas de sl3(R). D’apres [WZ84], Iy est (& conjugaison pres) la seule sous-algébre abélienne
maximale de sly(R) de dimension 4. Nous allons étudier les sous-algébres de Lie de g
abéliennes incluses dans b de dimension 3.

Notons pg : b =a @ n — ala projection sur a parallélement & n.

Considérons les trois racines de a définies par a(H) = H11—Ha2 2, f(H) = Hao—H3 3 et
v(H) = H3 3—Hy 4, elles forment une base A du systéme de racines ¥ associé au sous-espace
de Cartan a. Les racines positives correspondantes sont X = {a, 8,7, a+8, B+, a+B+~}.
Pour toute racine &, notons Hs € a le dual de § € a* pour la forme de Killing, notons n’
I'espace de racine de 6 et notons Us € n’ tel que [Us, 8(Us)] = 2Hj, ou 0 désigne l'involution
de Cartan (la matrice Us a un seul coefficient égal a 1, et les autres valent 0).

Pour toute partie I C A, notons de plus a; = Ngey Ker § et a! = @scRHs ('orthogonal
de a7 dans a pour la forme de Killing), ainsi que A; = expas et AT = exp(a’). Notons
¥+ Tensemble des racines positives s’écrivant comme somme de racines de I. Notons
1’1] = @5621,+H6.

Notons, pour toute racine § € X, Pespace de racine n® = RUj et le sous-groupe N =
expn’. Soit I C A, notons X0 Pensemble des racines positives s’écrivant comme somme
de racines de I. Notons n/ = @sc5ran® et ny = @562+\21,+n5.

Nous considérerons toujours les projections orthogonales par rapport a la forme de
Killing. En particulier, notons p,~ : b — n®@n” la projection sur n® @ n? parallélement a
a®Dsesi\ (o) n®. Et, pour toute racine positive § € T, notons ps : b — n® la projection
sur n’ parallélement a a @ ns.

Définissons, pour tout [z : y : 2] € P?(R) avec x et z non nuls, la sous-algébre de Lie
de g

0 ax bx ¢

- 0 0 ay bz )
[[x:y:z] = 0 0 0 az ca,b,ceR
0 0 0 O

Et définissons, pour tout [z : y : 2 : t] € P3(R), la sous-algébre de Lie de g

lowyzt] = ta,be,deER ar+by+cz+dt =0

o O O O
o O O O
OO0 Q2
S O Qo
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Définissons également, pour tout (y,t) € R?, les sous-algébres de Lie de g

0 a b c 0 0 at c
0 0 t 00 b

[Oz,y,t = 0 0 aoy ao L a, b7 ceR et ['y,y7t = 0 0 aoy a La, b, ceR
00 0 O 00 0 O

Et, pour tout (z,y) € R?, définissons la sous-algébre de Lie de g

0 a by c
0 0 0 ax

ey = 00 0 b ta,b,ceR
00 0 O

Ce sont toutes des sous-algébres de Lie de g abéliennes de dimension 3 incluses dans b.
Pour toute paire de racines primitives distinctes {5,8’} C A, notons 39 Palgebre de
Lie dérivée du centralisateur de a5 dans g :

0 0 0 O
0 *x *x
5677 = 0 * * * = 5[3(R)7
0  * *x /|
* x 0 0
* % 0 0
3> = 00 % # ~ slh(R) @ slp(R)
L\O 0 * =
* x * 0
* % % 0
T « % % 0 ~ sl3(R),
0 0 0O

7

et notons Z%7, Z®7 et Z%P les trois sous-groupes de Lie connexes de G d’algébres de Lie
377, 57 et 3P respectivement.

Définissons de plus, pour tout [z : 3] € PY(R), les trois sous-algébres de Lie de g
abéliennes de dimension 2

0 ax b O
af 0 0 ay O . a8
[[x:y] = 00 0 0 ta,beR Y C 3% N,
0 0 0 O
(/0 a 0 O
7 = 8 8 8 2 ta,beR P C3*" N
0 00O
00 0 O
By _ 00 ax b | By
et[[x:y] = 00 0 ay ta,beR Y C 377 Nn
00 0 O
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Proposition 6.1. Soit | une sous-algébre de Lie de g abélienne de dimension 3 incluse
dans b. Alors il y a diz possibilités (mutuellement exclusives) :

1.

2.

9.
10.

soit il existe un unique b € N tel que | = Adb(a) ;

soit il existe une unique racine primitive 6 € A et un unique b € Ny tels que | =
Adb(as®nd);

soit il existe un unique [z : y] € PY(R) et un unique b € N, 5 tels que

—_— O/7/3 .
[= Adb(ans @ 127);

. soit il existe un unique b € Ny tel que [ = Adb(an,, & [*7);

soit il existe un unique [z : y] € PL(R) et un unique b € Ng ., tels que

_ By .
[=Ad b(a[g,7 @b [[w:y]),

soit il existe un unique [z : y : z] € P2(R) avec = et z non nuls tel que | = laiyiz] 5
soit il existe un unique (y,t) € R? tel que | =lq ¢ ;
soit il existe un unique (y,t) € R? tel que [ =1y, ;

soit il existe un unique [z :y: z : 1] € PP(R) tel que | = [y ;

soit il existe un unique (z,y) € R? tel que [ = Lz y.

Ces sous-algebres de Lie abéliennes sont toutes maximales, sauf [[.,...q qui est incluse
dans [g.

Démonstration. Distinguons selon pq([) et pa(I).

1.

Si pa(l) = a, considérons une base de [ constituée de trois éléments diagonalisables.
Alors [ est un sous-espace de Cartan de g, il existe donc b € G tel que [ = Adb(a).
Puisque b est I’algébre de Lie d’un sous-groupe de Borel contenant [, on peut supposer
de plus que Adb(b) = b, c’est-a-dire que b € Ng(b) = B. Puisque M A normalise A,
on peut supposer que b € N. Et cet élément est unique car N N Ng(A) = {e}.

. Si pqa(I) est de dimension 2, remarquons que si X € b est tel que a(pq(X)), B(pa(X))

et y(pa(X)) soient tous les trois non nuls, alors le centralisateur de X dans n est
trivial, donc par un argument de dimension X n’appartient pas a [. Ainsi il existe
une unique racine 0 € A telle que pq(l) = as. Alors la projection [ de [ sur la sous-
algebre de Lie 32\%} est abélienne diagonalisable de dimension au moins 2, donc il
existe o' € N N Z2\M0} tel que Ad b/ (a®\O}) =1

e Sid = a, il existe deux réels x et y tels que (Hg + 2Uqq8 + yUayptry, Hy +
YU B4+, Ua) soit une base de Add'~1(I). Posons b = exp(zUa+ s + YU+ 5+);
alors ’élément b = Vb € N, est tel que [ = Adb(a, @ n®). Par ailleurs b est
unique, car le normalisateur de a, ®n® dans N est égal 4 AN® et AN*NN, =

{e}.
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e Si § = «, il existe trois réels x, y et z tels que (Hy 4+ 2Unqg + 2Uny g4y, Hy +
YUpy+2Uaq p4~, Ug) soit une base de Ad b1 (1). Définissons b” = exp(zUn g+
YUpt~+2Un454~) € Np, alors I'élément b = V0" € Ng est tel que [ = Adb(ag®
n?). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de ag @ n® dans N est égal
a ANP et AN® N Ng = {e}.

e 5i 0 = a, on montre comme dans le cas § = a qu’il existe un unique b € N, tel
que [ = Adb(a, ®n7).

3. Si pq(l) est de dimension 1, remarquons que si X € b est tel que deux des trois réels
a(pa(X)), B(pa(X)) et v(pa(X)) soient non nuls, alors le centralisateur de X dans
n est de dimension 1, donc X n’appartient pas a [. Ainsi commencons par le cas oul
pa(l) = a,p, alors la projection I de [ sur la sous-algébre de Lie 3% =~ sl3(R) est
abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X € [ dont la projection sur 37 soit
nulle, et dont la projection sur a soit Hy : alors I’élément b = exp(X — H,) € Nopg
est tel que X = Adb(H,). Or le centralisateur de H, dans n est n®? = nnzos,
donc la sous-algébre I' de 37 ~ sl3(R) est abélienne, de dimension 2, incluse dans
n : d’aprés la proposition 5.1, il existe un unique [z : y] € PY(R) tel que ' = [[O;Z}.
Puisque I’élément b normalise ', on en déduit que [ = Adb(a, g® [ﬁﬁi }). Par ailleurs b
aﬁy dans N est égal A NP et N“PNN,, 5 =

est unique, car le normalisateur de a,, 5@[[96 ]

{e}.

4. Si pa(l) = aq,, alors la projection I de [ sur la sous-algebre de Lie 3*7 =~ sly(R) &
sla(R) est abélienne, donc de dimension au plus 2. Soit X € [ dont la projection sur
3“7 soit nulle, et dont la projection sur a soit Hg : alors I’élément b = exp(X — Hg) €
Nay est tel que X = Adb(Hg). Or le centralisateur de Hg dans n est n®7 = nN3*7,
donc la sous-algebre I' de 3*7 =~ sly(R) @ slo(R) est abélienne, de dimension 2,
incluse dans n, donc ' = [*7. Puisque 1’élément b normalise I, on en déduit que
[ = Adb(ag,y@I*7). Par ailleurs b est unique, car le normalisateur de a, @7 dans
N est égal a N7, et NV N N, = {e}.

5. Si pa(l) = ag,, on montre comme dans le cas ot pa(l) = an,p qu’il existe un unique

[z : y] € P(R) et un unique b € Ny, tels que [ = Adb(ag., & [[ﬁxzﬂ)

6. Sipa(l) = {0} et po~(I) est de dimension 1, soit X € [ tel que p,(X) # 0, et soient
z,y, 2 € R tels que po(X) = 22Uy, pg(X) = yUs et p,(X) = 2U,. Supposons ici que
x et z sont non nuls, alors le centralisateur de X dans n est [}.,..), donc [ = [,
Par ailleurs [z : y : 2] est unique.

7. Si pa(l) = {0} et pa~(I) est de dimension 1, soit X € [ tel que po(X) # 0, et soient
z,y,2 € R tels que po(X) = 2U,, pg(X) = yUgz et py(X) = 2U,. Supposons ici que
xz =1 et z =0, alors le centralisateur de X dans n est [, ¢, ou ¢ € R est tel que
P~y (X) = tUptry. Ainsi [ = [y 44, et (y,t) € R? est unique.

8. Si pa(l) = {0} et po~(I) est de dimension 1, soit X € [ tel que pq(X) # 0, et soient
x,y, 2z € R tels que po(X) = 2Uq, pg(X) = yUs et p,(X) = 2U,. Supposons ici que
x = 0 et z = 1, alors le centralisateur de X dans n est [, ,;, ou t € R est tel que
Patp(X) = tUprp. Ainsi [ =1, 4, et (y,t) € R? est unique.
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9.

10.

Si pa(l) = {0} et pa(I) est de dimension 0, alors [ est incluse dans la sous-algébre
de Lie abélienne [y de dimension 4, donc il existe un unique [z : y : 2 : t] € P3(R) tel

que [ = [[x:y:z:t]'

Si pa(l) = {0} et pa(I) est de dimension 2, considérons X, Y € [ tels que pq,(X) =
Uq et pay(Y) = U,. Soit (z,y) € R? tels que pgi(X) = 2Upsy et pat5(Y) = yUnp-
Alors le centralisateur de X et Y dans n est [, ,, de dimension 3, donc [ = [, ,. Et
I'élément (z,y) € R? est unique.

Nous disposons alors d’un théoréme analogue au théoréme 5.5 pour SL4(R).

Théoréme 6.2. La compactification de Chabauty Cartan(SL4(R))$ coincide avec l’espace
A(SLi(R)).

Démonstration. Il suffit de montrer que toutes les sous-algébres de Lie décrites dans la
proposition 6.1 sont limites de sous-espaces de Cartan. Soit [ I'une de ces sous-algébres de

Lie.

1.

2.

. Sl existe [z : y] € PL(R) tel que [ = ag, & E’?Elg alors comme pour le cas a, @[
e

Sil=a,iln’y arien & démontrer.

S’ existe une racine primitive § € A telle que [ = ag @ n%, alors la suite de sous-
espaces de Cartan (Adexp(nUs)(a)),en converge vers .

. Sl existe [z @ y] € PY(R) tel que [ = a,p & [f;’f,p alors d’aprés le théoréme 5.5

appliqué au sous-groupe Z%# ~ SL3(R), la sous-algebre de Lie IE‘C’Z} de 3% (dont le
sous-espace de Cartan standard est a®?) est la limite d'une suite (Ad g,(a®?)),en,

otl g, € Z%P pour tout n € N. Alors la suite (Ad g,,(a))nen converge vers .

. Sil=aqy @ loy, alors la suite (Ad exp(nUq + nU,)(a))nen converge vers |.

aMB
[z:y]?

on montre que [ est limite de sous-espaces artan.

. S'il existe [z : y : z] € P*(R) avec z et z non nuls tel que [ = [, distinguons deux

cas.

e Si y est non nul, alors quitte & conjuguer [ par un élément de A on peut supposer
que [z :y:z] =[1:1:1]. Toute valeur d’adhérence de la suite de sous-espaces
de Cartan (Adexp(nU, + nUg + nUy)(a))nen contient le vecteur

1 1 1
lim Adexp(nUy +nUg + nU,) (—nHa - EH/} - nH7> =Us+Ug+ Uy,

n—-+0o0o

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’aprés la proposition 6.1 nous en déduisons que cette suite de sous-espaces de
Cartan converge vers [.

e Si y = 0, alors la suite de sous-algébres de Lie <[[$:%:Z]>nEN\{O} converge vers

[ = [}.y:2]- Ainsi d’apres le point précédent [ est limite de sous-espaces de Cartan.

7. Sl existe (y,t) € R? tel que [ = I, ¢, distinguons deux cas.
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e Si y et ¢ sont non nuls, alors quitte a conjuguer par A on peut supposer que
y =t = 1. Pour tout n € N, posons b, = exp (nUq + nUg + nUsy) € N. Alors
toute valeur d’adhérence de la suite (Ad by, (a)),en contient le vecteur

n—-+o00

1 1

et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’aprés la proposition 6.1 nous en déduisons que cette suite de sous-espaces de
Cartan converge vers [.

e Si y ou t est nul, alors considérons deux suites réelles (yn)nen €t (tn)nen, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers y et t respectivement. Alors la
suite de sous-algebres de Lie (lqy, ¢, )JneN converge vers [ = [, ;. Ainsi d’apres
le point précédent [ est limite de sous-espaces de Cartan.

8. S'il existe (y,t) € R? tel que [ = [, ;, alors comme dans le cas précédent on montre
que [ est limite de sous-espaces de Cartan.

9. Sl existe [x 1y : 2z : t] € P3(R) tel que [ = l[z:4:2:4), alors considérons l'action par
conjugaison du sous-groupe

x ok ok
* * * *
Ne(lo) = 0 0 % =
0 0 * =

Si le rang de la matrice < Z Zt/ > est 2 on peut supposer que [z :y:z:t]=[1:0:

0: 1], et si le rang est 1 on peut supposer que [z :y:z:t]=1[0:0:1:0].

e Si[r:y:z:t=[1:0:0:1], alors remarquons que la suite (I = [1.n.1))nen
converge vers [, or d’aprés le point précédent nous savons que, pour tout n € N,
la sous-algebre de Lie [f.,.1) est limite de sous-espaces de Cartan, donc c’est
également le cas de [.

e Sifr:y:z:t=1[0:0:1:0], alors remarquons que la suite (I = lj1.0:n:1))nen
converge vers [, or d’aprés le point précédent nous savons que, pour tout n € N,
la sous-algebre de Lie [[.g.,.) est limite de sous-espaces de Cartan, donc c’est
également le cas de I.

10. S'il existe (z,y) € R? tel que [ = I, ,, distinguons deux cas.

e Si x et y sont non nuls, alors quitte & conjuguer par A on peut supposer que
x =1y = —1. Soit b, = exp (nUa +nUy +nUqqg +nUgyq, + n4Ua+5+7) e N,
pour tout n € N. Alors toute valeur d’adhérence de la suite (Adb,(a))nen
contient les vecteurs

. 1 1 1
m A 1 1 1
et nEI-‘,l:loo dbn —EHQ - ﬁHﬁ + EH’Y = Ury - Ua+ﬁ,
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et par ailleurs toute valeur d’adhérence de cette suite est incluse dans n, donc
d’aprés la proposition 6.1 nous en déduisons que cette suite de sous-espaces de
Cartan converge vers [.

e Si z ou y est nul, alors considérons deux suites réelles (xy,)nen €t (Yn)nen, dont
tous les termes sont non nuls, convergeant vers x et y respectivement. Alors la
suite de sous-algebres de Lie ([, 4, Jnen converge vers [ = [, . Ainsi d’apreés le
point précédent [ est limite de sous-espaces de Cartan.

Nous avons donc montré que toutes les sous-algébres de Lie de g abéliennes de dimension 3
incluses dans b sont limites de sous-espaces de Cartan. Puisque K agit transitivement sur

les sous-algebres de Borel de sl4(R), ceci montre que Cartan(5[4(R))$ = A(sl4(R)). O
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