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Introduction

Notre mémoire se penche sur divers aspects de théorie géométrique des groupes, où l’on
s’intéresse essentiellement à l’étude de groupes via leurs actions par isométries sur des
espaces métriques.

Les groupes qui vont nous intéresser sont notamment les groupes de tresses, ainsi que
leur généralisation que forment les groupes d’Artin. Nous allons également nous intéresser
aux groupes de Lie semisimples sur un corps local et à leurs réseaux. Nous allons finalement
nous intéresser aux groupes modulaires de surfaces, ainsi qu’aux groupes hiérarchiquement
hyperboliques plus généraux.

Les espaces métriques qui vont nous intéresser auront toujours une certaine forme
de courbure négative ou nulle. Elle peut être exacte, comme pour les espaces CAT(0),
les complexes cubiques CAT(0), les espaces médians ou les espaces injectifs. Elle peut
également être grossière, comme pour les espaces hyperboliques au sens de Gromov, pour
les espaces grossièrement médians ou grossièrement Helly.

Géométrie des groupes d’Artin

Les groupes de tresses ont été définis formellement par Artin (voir [Art25], et [KT08]
pour une présentation moderne). L’une des raisons de leur importance est qu’ils ont plu-
sieurs définitions équivalentes, et sont ainsi à l’intersection de plusieurs domaines. Si l’on
fixe un entier n ě 1, le groupe de tresses Bn à n brins est le groupe fondamental de l’espace
des n-uplets non ordonnés de points distincts du plan. De manière équivalente, si l’on consi-
dère dans Cn l’arrangement d’hyperplans tzi “ zju, alors Bn est le groupe fondamental du
complémentaire de cet arrangement d’hyperplans. Le groupe de tresses Bn est également
isomorphe au groupe modulaire du disque privé de n points. La présentation d’Artin du
groupe de tresses Bn à n brins est la suivante :

Bn “ xσ1, . . . , σn´1 | @1 ď i ď n´ 2, σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1

@|i´ j| ě 2, σiσj “ σjσiy.

L’action du groupe de tresses Bn par permutation sur les n brins définit un morphisme
naturel de Bn vers le groupe symétrique Sn, qui est le groupe de Coxeter associé à Bn.

La définition des groupes de tresses à partir des arrangements d’hyperplans, ou bien
encore à partir des groupes de Coxeter, se généralise naturellement aux groupes d’Artin,
également appelés groupes d’Artin-Tits car ils ont été définis par Tits dans [Tit66]. Consi-
dérons un graphe de Coxeter fini Γ de sommets S, dont les arêtes sont étiquetées par un
entier supérieur ou égal à 2. Notons que cette convention est différente de celle utilisée
pour les diagrammes de Dynkin, où les arêtes étiquetées 2 ne sont pas représentées, mais
celles étiquetées 8 le sont. Notons Γp1q l’ensemble des arêtes de Γ. Associé à un tel graphe
Γ, on peut définir le groupe de Coxeter

W pΓq “ xS | @s P S, s2 “ 1,@ts, tu P Γp1q, pstqms,t “ 1y,
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où ms,t P t2, 3, . . .u désigne l’étiquette de l’arête ts, tu. Le groupe d’Artin associé à Γ est
défini par la présentation similaire suivante :

ApΓq “ xS | @ts, tu P Γp1q, rsts . . . sms,t “ rtst . . . sms,ty,

où raba . . . sm désigne le mot raba . . . sm “ ababa . . . de longueur m. On remarque que le
groupe de Coxeter W pΓq est le quotient du groupe d’Artin ApΓq obtenu en ajoutant les
relations s2 “ 1, pour tout s P S. Notons également que chaque groupe d’Artin peut être
vu comme le groupe fondamental du complémentaire d’un arrangement d’hyperplans, noté
MΓ, voir par exemple [Par14].

Outre les groupes de tresses, certains groupes d’Artin sont bien étudiés, ce sont les
groupes d’Artin à angles droits : ceux dont toutes les étiquettes sont égales à 2, autrement
dit dont les seules relations sont des commutations entre générateurs. Une autre famille de
groupes d’Artin est assez bien connue, ce sont ceux dont le groupe de Coxeter associé est
fini, on les appelles groupes d’Artin sphériques.

Notre compréhension des groupes d’Artin généraux est très limitée (voir [GP12], [Cha]
et [McC17]). En particulier, les questions suivantes sont largement ouvertes.

Conjecture 1. Tout groupe d’Artin est sans torsion.

Conjecture 2. Tout groupe d’Artin irréductible qui n’est pas sphérique est de centre trivial.

Conjecture 3. Tout groupe d’Artin a un problème du mot résoluble.

Conjecture 4 (Conjecture du Kpπ, 1q). Tout groupe d’Artin a un arrangement d’hyper-
plans MΓ qui est asphérique.

Afin d’améliorer notre compréhension des groupes d’Artin, nous allons nous intéresser
aux actions de groupes d’Artin par isométries sur des espaces à courbure négative ou nulle.
Voici plusieurs questions naturelles dans ce sens :

Questions 5.

‚ Quels groupes d’Artin ont une action propre et cocompacte sur un espace métrique
CAT(0) ? Seulement propre ?

‚ Quels groupes d’Artin ont une action propre et cocompacte sur un complexe cubique
CAT(0) ? Seulement propre ?

‚ Quels groupes d’Artin ont une action acylindrique sur un espace hyperbolique au
sens de Gromov ?

Nous allons apporter des réponses partielles à ces questions. Voyons tout d’abord en
quoi elles sont importantes.

Parmi les principales conséquences d’une action propre et cocompacte sur un espace
CAT(0), on peut citer notamment que les problèmes du mot et de conjugaison sont
résolubles (voir [BH99]). Parmi les conséquences d’une action propre sur un complexe
cubique CAT(0), on peut citer la propriété de Haagerup et l’alternative de Tits forte
(voir [CS11]). Parmi les conséquences d’une action propre et cocompacte sur un complexe
cubique CAT(0), on peut notamment citer la biautomaticité (voir [NR98a]).

Concernant les actions propres et cocompactes par isométries sur des espaces CAT(0),
on dispose de très peu d’exemples parmi les groupes d’Artin. L’exemple le plus simple est
fourni par les groupes d’Artin à angles droits, qui agissent sur le revêtement universel de
leur complexe cubique de Salvetti. Même pour les groupes de tresses, la question suivante
est ouverte :
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Conjecture 6. Tout groupe de tresses agit proprement et cocompactement sur un espace
CAT(0).

À l’aide de la structure de Garside duale définie par Bessis dans [Bes03], Brady et Mc-
Cammond ont défini dans [BM10] un complexe simplicial classifiant Xn pour le groupe de
tresses Bn. Chaque simplexe est naturellement ordonné, ce qui permet de munir naturelle-
ment chaque simplexe de la métrique euclidienne de l’orthoschéma (obtenu par subdivision
du cube, voir partie 1.4.1), et le complexe Bn de la métrique de longueur associée. Brady
et McCammond conjecturent que Xn est localement CAT(0), et donc que Bn est CAT(0),
pour tout n.

Dans [BM10], Brady et McCammond montrent que Xn est localement CAT(0) pour
n ď 5 à l’aide d’un ordinateur. Dans [HKS16] nous montrons avec Kielak et Schwer que
ce résultat est vrai pour n ď 6, à l’aide d’arguments géométriques simples de plongement
dans un immeuble sphérique :

Théorème 7 (n ď 5 Brady-McCammond, n “ 6 H-Kielak-Schwer). Pour n ď 6, le
complexe Xn est localement CAT(0), donc le groupe de tresses Bn est CAT(0).

Parmi les groupes d’Artin, très peu d’autres exemples sont connus pour être CAT(0).
Dans [BM00], Brady et McCammond ont montré que certains groupes d’Artin larges (dont
toutes les étiquettes sont au moins égales à 3) sont CAT(0). Dans [Hae21d], nous montrons
le résultat suivant, à l’aide d’un recollement simple de complexes associés aux sous-groupes
diédraux.

Théorème 8. Tout groupe d’Artin de type extra extra large (dont toutes les étiquettes sont
au moins égales à 5) est CAT(0).

Concernant les actions propres et cocompactes de groupes d’Artin sur des complexes
cubiques CAT(0), le principal exemple connu est celui des groupes d’Artin à angles droits.
Nous montrons dans [Hae21c] que, conjecturalement, il s’agit essentiellement du seul cas
(voir la conjecture 1.29 pour un énoncé précis).

Conjecture 9. Un groupe d’Artin est virtuellement cocompactement cubulé si et seulement
s’il s’obtient à partir de :

‚ Groupes d’Artin à angles droits.

‚ Groupes d’Artin ApΓq où Γ est une étoile, et dont toutes les étiquettes sont paires.

Nous montrons que cette conjecture est la conséquence d’une conjecture simple sur les
centralisateurs des puissances des générateurs :

Théorème 10. Soit A un groupe d’Artin de générateurs standards S tels que

@s P S,@n ě 1, Zpsnq “ Zpsq.

Alors A vérifie la conjecture 9.

D’après Godelle (voir [God07]), cette condition sur les centralisateurs est une consé-
quence de l’existence conjecturale d’une métrique CAT(0) sur le complexe de Deligne, qui
est connue dans les deux cas suivants :

‚ si le groupe d’Artin est de type FC, i.e. si toute clique de Γ engendre un sous-groupe
de Coxeter fini,

‚ ou si le groupe d’Artin est de dimension 2, i.e. si toute clique d’au moins 3 éléments
engendre un sous-groupe de Coxeter infini.
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Théorème 11. Tout groupe d’Artin A de type FC, ou de dimension 2, vérifie la conjec-
ture 9.

En particulier, le groupes de tresses à n brins n’est virtuellement cocompactement
cubulé que si n ď 3. Cependant, si l’on recherche des actions seulement propres sur des
complexes cubiques CAT(0), même la question suivante est ouverte.

Question 12. Le groupe de tresses à 4 brins agit-il proprement sur un complexe cubique
CAT(0) ? A-t-il la propriété de Haagerup ?

En recollant des sous-complexes cubiques associés à des sous-groupes diédraux, nous
montrons dans [Hae21a] que certains groupes d’Artin ApΓq tels que Γ n’a pas de triangle
ont une telle action :

Théorème 13. Soit A “ ApΓq un groupe d’Artin vérifiant l’une des trois propriétés sui-
vantes :

(A) Γ n’a pas de cycle.

(B) Γ est bipartite, et toutes ses étiquettes sont au moins égales à 3.

(C) Γ n’a pas de triangle, et n’a pas d’étiquette égale à 3.

Alors A agit proprement sur un complexe cubique CAT(0) localement fini, de dimension
finie, avec un nombre fini d’orbites d’hyperplans.

En particulier, de tels groupes vérifient la propriété de Haagerup.

Rigidités de réseaux

Considérons un groupe algébrique G semi-simple connexe, de centre fini, sur un corps
local, de rang supérieur (i.e. au moins égal à deux). L’exemple le plus simple est G “

SLpn,Rq avec n ě 3. Considérons un réseau Γ de G, c’est-à-dire un sous-groupe discret de
G de covolume fini pour la mesure de Haar. L’exemple le plus simple d’un tel réseau (non
cocompact) de G “ SLpn,Rq est Γ “ SLpn,Zq. Pour simplifier, on appellera Γ un réseau
de rang supérieur.

Les réseaux de rang supérieur satisfont à de nombreuses propriétés de rigidités. L’idée
générale et vague est qu’un réseau Γ de G ne peut avoir d’action intéressante que sur des
espaces homogènes sous l’action de G. Puisque de tels espaces homogènes sont rares, on
peut également en déduire qu’un réseau a peu d’actions intéressantes. Une manière de
rendre plus précise cette idée est par exemple le théorème de superrigidité de Margulis
(voir [Mar91]), qui restreint les morphismes d’un réseau de rang supérieur à valeurs dans
un groupe de Lie semisimple.

Le programme de Zimmer propose également de montrer que les réseaux ont peu d’ac-
tions par difféomorphismes ou homéomorphismes sur des variétés. Notons que le cas des
difféomorphismes a été résolu par Brown, Fisher et Hurtado dans [BFH16] et [BFH20], à
l’aide de la propriété (T) renforcée de Lafforgue (voir [Laf08] et [dLdlS15]).

Nous allons nous intéresser au cadre métrique de la rigidité des réseaux. Plus précisé-
ment, nous allons voir que les réseaux de rang supérieur ne peuvent agir par isométries de
manière non triviale que sur très peu d’espaces métriques.

Tout d’abord, une manière d’interpréter le théorème de superrigidité de Margulis est
qu’un réseau de rang supérieur Γ ă G ne peut agir par isométries sans point fixe sur l’espace
symétrique (ou l’immeuble de Bruhat-Tits) d’un groupe H que lorsque G est contenu dans
H, par l’action restreinte de celle de G.
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Concernant d’autres espaces métriques, les réseaux de rang supérieur vérifient la pro-
priété (T) de Kazhdan, dont une caractérisation est que toute action par isométries affines
sur un espace de Hilbert a un point fixe. Une autre caractérisation est que toute action
par isométries sur un espace métrique médian a des orbites bornées. Nous renvoyons à la
partie 2.1.2 pour la définition d’espace métrique médian.

Bowditch a défini dans [Bow13a] les espaces métriques grossièrement médians, qui sont
une généralisation commune des espaces métriques médians (et donc des complexes cu-
biques CAT(0)) et des espaces hyperboliques au sens de Gromov. C’est une notion assez
large pour englober notamment les groupes modulaires de surfaces. Il est naturel de se
demander si les réseaux de rang supérieur peuvent avoir une action propre et cocompacte
sur un espace grossièrement médian. Nous montrons dans [Hae16] que ce n’est pas le cas :

Théorème 14. Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble affine
épais. Alors X admet une médiane grossière si et seulement si son type sphérique est Ar1.

Ce qui est notable est qu’il n’y a aucune hypothèse d’équivariance dans l’énoncé. Une
conséquence est la suivante.

Corollaire 15. Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble affine
épais. Alors X est quasi-isométrique à un complexe cubique CAT(0) si et seulement si son
type sphérique est Ar1.

Une autre question très naturelle est de savoir si les réseaux de rang supérieur peuvent
agir sur des espaces hyperboliques au sens de Gromov.

Une conséquence de la propriété (T) est donc que les réseaux de rang supérieur n’ont
pas d’action sans point fixe sur un complexe cubique CAT(0), ni sur un arbre. Cependant,
certains groupes hyperboliques ont la propriété (T), notamment les réseaux uniformes de
Sppn, 1q (voir [Kos69]).

Lafforgue a montré dans [Laf08] (et de Laat et de la Salle dans [dLdlS15] pour le cas
général) que les réseaux de rang supérieur vérifient la propriété (T) renforcée, qui implique
notamment que toute action sur un graphe hyperbolique uniformément localement fini a
une orbite bornée.

Manning a montré dans [Man06] que SLpn,Zq, ainsi que d’autres réseaux à génération
bornée, n’ont pas d’action sans orbite bornée sur un quasi-arbre.

Nous montrons dans [Hae20] un résultat plus général.

Théorème 16. Soit Γ un réseau de rang supérieur. Alors toute action de Γ par isomé-
tries sur un espace hyperbolique au sens de Gromov est élémentaire. Plus précisément, soit
l’action a des orbites bornées, soit elle est parabolique et fixe un point au bord.

Remarquons que ce résultat est également une conséquence des travaux de Bader et
Furman sur la rigidité ergodique des réseaux. Bien qu’elles n’apparaissent pas dans l’énoncé,
les médianes grossières sont au cœur de la preuve de notre résultat.

Comme tout groupe modulaire de surface agit sur le complexe de courbes qui est
hyperbolique, nous pouvons en déduire une nouvelle preuve du résultat suivant dû à Farb-
Masur et Kaimanovich (voir [FM98] et [KM96]).

Corollaire 17. Tout morphisme d’un réseau de rang supérieur à valeurs dans un groupe
modulaire de surface est d’image finie.

Pour les morphismes à valeurs dans le groupe des automorphismes extérieurs d’un
groupe libre, ou plus généralement d’un groupe hyperbolique, Guirardel et Horbez en
déduisent le résultat suivant.
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Corollaire 18 (Guirardel-Horbez). Tout morphisme d’un réseau de rang supérieur à va-
leurs dans le groupe des automorphismes extérieurs d’un groupe hyperbolique sans torsion
est fini.

Actions sur des espaces hyperboliques

Un groupe discret G a la propriété (T) de Kazhdan si et seulement si toute action par
isométries affines sur tout espace de Hilbert V a un point fixe (voir [BdlHV08]). À l’opposé,
G a la propriété de Haagerup s’il admet une action propre par isométries affines sur un
espace de Hilbert (voir [CCJ`01]). Une conséquence notable de la propriété de Haagerup
est la conjecture de Baum-Connes (voir [HK01]). Par exemple, tout groupe ayant une
action propre sur un complexe cubique CAT(0) admet une action propre sur un espace de
Hilbert.

Nous allons nous intéresser ici au cas où V est un espace Lp, avec p ą 1. Tout groupe
hyperbolique admet une action propre sur un espace Lp, pour un certain p ą 1 (voir [Yu05],
[AL17][Nic13]). Cependant, on peut remarquer que pour les groupes hyperboliques ayant
la propriété (T) (comme par exemple les réseaux uniformes de Sppn, 1q d’après Kostant,
voir [Kos69]) on a nécessairement p ą 2.

Considérons un groupe agissant proprement par isométries sur un espace hyperbo-
lique au sens de Gromov. Avec Chatterji, Dahmani et Lécureux, nous nous demandons
dans [CDHL19] à quelle condition nous pouvons en déduire une action propre par isomé-
tries sur un espace Lp. À cette fin, nous définissons une notion de fibré tangent à courbure
négative, qui nous permet de montrer le résultat suivant.

Théorème 19 (Chatterji-Dahmani-H-Lécureux). Soit δ ě 0, et soit X une variété rie-
mannienne δ-hyperbolique de courbure minorée, munie de sa mesure µ de volume, ou bien
X un graphe localement fini δ-hyperbolique, muni de sa mesure µ de comptage. Notons
h ě 0 l’entropie volumique de µ. Supposons qu’un groupe localement compact, dénombrable
à l’infini G agisse proprement par isométries sur X en préservant µ. Alors, pour tout
p ą maxp1, hδ

logp2qq, le groupe G agit proprement par isométries affines sur un espace Lp.

En particulier, nous pouvons en déduire le résultat suivant.

Corollaire 20 (Chatterji-Dahmani-H-Lécureux). Soit M une variété de Hadamard α-
pincée de dimension n, et soit G un groupe localement compact dénombrable à l’infini
agissant proprement discontinûment par isométries sur M . Alors, pour tout p ą n´1?

α
, le

groupe G agit proprement par isométries affines sur un espace Lp.

Une autre conséquence est de donner une preuve alternative du résultat suivant :

Corollaire 21 (Cornulier-Tessera-Valette [dTV08]). Soit G un groupe algébrique simple de
rang 1 sur R ou C, et soit δH la dimension de Hausdorff du bord visuel de l’espace symétrique
de G. Alors pour tout p ą maxp1, δHq, le groupe G agit proprement par isométries affines
sur un espace Lp.

Avec Hoda et Petyt, nous nous intéressons dans [HHP20] aux liens entre hyperbolicité
hiérarchique, propriété de Helly et espaces raccourcis. Rappelons qu’un espace métrique
géodésique est dit injectif si ses boules fermées vérifient la propriété de Helly, c’est-à-dire
que toute famille de boules s’intersectant deux à deux s’intersecte globalement. La version
discrète est la suivante : un graphe connexe est appelé graphe de Helly si la famille des
boules combinatoires vérifie la propriété de Helly.

On peut distinguer plusieurs catégories d’actions de groupes sur de tels espaces :
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‚ Un groupe G est dit Helly s’il admet une action propre et cocompacte par automor-
phismes sur un graphe de Helly.

‚ Un groupe G est dit injectif s’il admet une action propre et cocompacte par isométries
sur un espace métrique injectif.

‚ Un groupe G est dit grossièrement Helly s’il admet une action propre et cobornée
par isométries sur un espace métrique injectif.

Notons que Helly implique injectif, qui implique grossièrement Helly.

L’existence de telles actions a de nombreuses conséquences pour le groupe, notamment
la suivante :

Théorème 22 ([Lan13]). Soit G un groupe grossièrement Helly. Alors G a un bipeignage
géodésique γ : GˆGˆ r0, 1s Ñ G tel que

DC ě 0,@g, hg1, h1 P G,@t P r0, 1s, dpγg,hptq, γg1,h1ptqq ď p1´ tqdpg, g
1q ` tdph, h1q ` C.

En particulier, G est semi-hyperbolique au sens d’Alonso-Bridson.

La semi-hyperbolicité a, à son tour, de nombreuses conséquences, voir [BH99]. Une autre
conséquence pour un groupe d’être grossièrement Helly est que le groupe a un nombre fini
de classes de conjugaison de sous-groupes finis.

Notons de plus que tout groupe de Helly est biautomatique, voir [CCG`20].

La classe des groupes admettant de telles actions contient plusieurs familles intéres-
santes, citons notamment les groupes cocompactement cubulés, les groupes hyperboliques
(voir [Lan13]), les groupes d’Artin de type FC (voir [HO19a]), les réseaux uniformes dans
des immeubles euclidiens de type rCn (voir [CCG`20]) et plus généralement les réseaux uni-
formes de groupes de Lie semisimples classiques (voir [Hae21b] pour des énoncés précis).

Dans [HHP20], nous nous intéressons aux groupes hiérarchiquement hyperboliques :
ce sont des groupes agissant sur un espace métrique muni d’une famille de projections
vers des espaces hyperboliques, qui ressemblent au groupe modulaire d’une surface et aux
projections sur les complexes de courbes de sous-surfaces (voir la partie 3.2.6). Pour de
tels espaces, nous définissons une nouvelle distance invariante par automorphismes, qui est
grossièrement Helly. Ainsi nous en déduisons le résultat suivant.

Théorème 23 (H - Hoda - Petyt). Tout groupe hiérachiquement hyperbolique, et en par-
ticulier tout groupe modulaire de surface, est grossièrement Helly.

Ce résultat a de nombreuses conséquences, en voici certaines.

Corollaire 24 (H - Hoda - Petyt). Tout groupe hiérachiquement hyperbolique G vérifie les
propriétés suivantes :

‚ G a un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes finis,

‚ G est semi-hyperbolique, et en particulier :

‚ G a un problème du mot et de conjugaison résolubles,

‚ tout sous-groupe polycyclique de G est virtuellement abélien,

‚ tout sous-groupe abélien de G est quasi-isométriquement plongé.
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La semi-hyperbolicité a été obtenue simultanément et indépendamment par Durham,
Minsky et Sisto avec l’hypothèse supplémentaire de colorabilité, voir [DMS20].

Nous montrons également que tout groupe hiérarchiquement hyperbolique agit géomé-
triquement sur un espace métrique fortement raccourci, i.e. tel qu’il existe une borne sur
la longueur des cercles pK,Cq-isométriquement plongés pour un certain K ą 1. Beaucoup
de groupes à courbure négative vérifient cette propriété, qui implique notamment d’avoir
une fonction de Dehn polynomiale.

Théorème 25 (H - Hoda - Petyt). Tout groupe grossièrement Helly, et en particulier tout
groupe hiérarchiquement hyperbolique, est fortement raccourci.

L’étude des actions de groupes sur des espaces injectifs et des graphes de Helly en est
encore à ses débuts.
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Chapitre 1

Géométrie des groupes d’Artin

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à la géométrie des groupes d’Artin, qui sont
une généralisation combinatoire des groupes de tresses. Après des rappels concernant les
groupes d’Artin et les espaces métriques CAT(0), nous présenterons nos résultats montrant
dans quelle mesure on peut dire que les groupes d’Artin sont à courbure négative.

1.1 Rappels sur les groupes d’Artin

Commençons tout d’abord par rappeler plusieurs définitions équivalentes des groupes de
tresses (voir [KT08]). Pour tout entier n ě 1, le groupe de tresses Bn est le groupe fonda-
mental de l’espace des configurations de n points non ordonnés du plan. Remarquons que
l’action de Bn sur les n points par permutation définit un morphisme naturel de Bn vers le
groupe symétrique Sn. Son noyau, le groupe de tresses pures à n brins, est le groupe fon-
damental de l’espace des configurations de n points ordonnés du plan ; c’est aussi le groupe
fondamental du complémentaire de l’arrangement d’hyperplans complexes tzi “ zjui‰j
dans Cn.

Un deuxième point de vue sur les tresses provient des groupes modulaires de surface
(voir par exemple [FM12]). Considérons une surface S orientable de type fini, ayant éven-
tuellement des composantes de bord et des pointes. Le groupe modulaire de la surface S
est le quotient

ModpSq “ Homeo`pSq{Homeo0pSq,

où Homeo`pSq désigne le groupe des homéomorphismes de S préservant l’orientation et
fixant chaque composante de bord point par point, et Homeo0pSq désigne le sous-groupe
des homéomorphismes isotopes à l’identité. Pour tout entier n ě 1, notons Dn le disque
unité avec n pointes. Alors le groupe modulaire ModpDnq est isomorphe au groupe des
tresses Bn à n brins.

Un troisième point de vue sur le groupe de tresses Bn provient de sa présentation
classique, due à Artin :

Bn “ xσ1, . . . , σn´1 | @1 ď i ď n´ 2, σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1,

@|i´ j| ě 2, σiσj “ σjσiy.

Notons que l’action de Bn par permutation sur les n brins donne pour quotient le groupe
symétrique Sn, dont la présentation de Coxeter standard est obtenue en ajoutant, pour
chaque 1 ď i ď n´ 1, la relation σ2

i “ 1.

Les groupes d’Artin, ou groupes d’Artin-Tits, sont une généralisation combinatoire des
groupes de tresses associés à des groupes de Coxeter plus généraux que les seuls groupes
symétriques. On peut également les interpréter comme groupes fondamentaux de complé-
mentaires d’arrangements d’hyperplans complexes (voir [Par14]).
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Considérons un groupe de CoxeterW : il est associé à un ensemble fini S de générateurs,
et à une matrice M de Coxeter. Les lignes et colonnes de M sont indexées par S, la
matrice M est symétrique, pour tout s P S on a ms,s “ 1, et pour tout s ‰ t on a ms,t P

t2, 3, 4, . . . ,8u. De manière équivalente, on peut représenter cette donnée combinatoire par
un graphe de Coxeter Γ de sommets S. Nous choisirons pour convention que, si s, t P S
distincts sont tels que ms,t ‰ 8, alors on a une arête entre s et t étiquetée ms,t.

Remarquons que pour les graphes de Coxeter des groupes de Weyl, une autre convention
est habituellement utilisée, celle où l’on ne met pas d’arête si ms,t “ 2.

Le groupe de Coxeter W “W pMq “W pΓq est alors défini par la présentation

W “ xS | @s, t P S, pstqms,t “ 1y.

Remarquons que cette présentation peut également être réécrite ainsi :

W “ xS | @s P S, s2 “ 1,@ts, tu P Γp1q, rsts . . . sms,t “ rtst . . . sms,ty,

où, pour tout p ě 2, on désigne par rsts . . . sp le mot ststs . . . de longueur p.

Exemples.

1. Soit Γ le graphe complet de sommets 1, . . . , n´ 1, et que l’étiquette de l’arête entre i
et j est égale à 3 si |i´j| “ 1, et égale à 2 sinon. AlorsW pΓq est le groupe symétrique
Sn.

2. Soit Γ un graphe dont toutes les arêtes sont étiquetées 2. Alors W pΓq est appelé
groupe de Coxeter à angles droits.

3. Soit Γ un triangle, dont les trois arêtes sont étiquetées p, q, r.

Si 1
p `

1
q `

1
r ą 1, le groupe W pΓq est un groupe fini de réflexions de la sphère S2.

Si 1
p `

1
q `

1
r “ 1, le groupe W pΓq est un groupe virtuellement Z2 de réflexions du

plan R2.

Si 1
p `

1
q `

1
r ă 1, le groupe W pΓq est un groupe hyperbolique de réflexions du plan

hyperbolique H2.

Pour plus de détails sur les groupes de Coxeter, nous renvoyons à [Dav15].

Associé à tout groupe de Coxeter, le groupe d’Artin A “ ApMq “ ApΓq est défini par
exemple en ôtant de la seconde présentation de W les relations s2 “ 1, ainsi :

A “ xS | @ts, tu P Γp1q, rsts . . . sms,t “ rtst . . . sms,ty.

Il est ainsi clair que le groupe de Coxeter W est un quotient du groupe d’Artin A.

Exemples.

1. Lorsque le groupe de Coxeter est le groupe symétrique Sn, alors le groupe d’Artin
associé est le groupe des tresses à n brins Bn.

2. Soit Γ un graphe dont toutes les arêtes sont étiquetées 2. Alors ApΓq est appelé groupe
d’Artin à angles droits : il est donné par une présentation dont les seules relations
sont des commutations entre des générateurs. En voici quelques cas particuliers.

3. Si Γ est un graphe complet d’ordre n d’arêtes étiquetées 2, alors ApΓq “ Zn.

4. Si Γ est un graphe sans arête, alors ApΓq est un groupe libre.
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Remarquons que, si l’ensemble des sommets S peut se partitionner en deux sous-
ensembles qui commutent, alors le groupe d’Artin est le produit direct des deux groupes
d’Artin associés à ces sous-ensembles. Si ce n’est pas le cas, le groupe d’Artin est dit
irréductible. Pour beaucoup de questions, il suffit de considérer des groupes d’Artin irré-
ductibles.

Si le groupe de Coxeter est fini, le groupe d’Artin associé est appelé de type sphérique.
La terminologie vient du fait que le groupe de Coxeter peut être réalisé comme groupe de
réflexions d’une sphère. Dans ce cas on dispose d’outils très riches, notamment le groupe
d’Artin est un groupe de Garside (voir partie 1.4.2).

Bien que certaines classes de groupes d’Artin soient très bien comprises, notamment les
groupes de tresses, les groupes de type sphérique et les groupes d’Artin à angles droits, on
peut remarquer que les groupes d’Artin généraux restent très mystérieux. Afin d’illustrer
ceci, on peut citer deux conjectures (voir [GP12], ainsi que [Cha] et [McC17] pour d’autres
questions).

Conjecture 1.1. Tout groupe d’Artin est sans torsion.

Conjecture 1.2. Tout groupe d’Artin irréductible qui ne soit pas de type sphérique est de
centre trivial.

1.2 Actions de groupes d’Artin sur des espaces à courbure
négative

L’une des motivations de la théorie géométrique des groupes est d’apporter des informa-
tions, notamment algébriques, à travers l’étude d’actions par isométries sur certains espaces
métriques. On peut ainsi se demander quels groupes d’Artin peuvent agir sur des espaces à
courbure négative ou nulle, en un certain sens. Nous allons brosser ici un panorama rapide
des résultats que nous avons montrés allant dans ce sens, que nous allons détailler dans les
parties suivantes.

Déjà pour les groupes de tresses la situation n’est pas du tout élucidée. La plupart des
aspects géométriques à courbure négative ou nulle des groupes de tresses proviennent du
point de vue des groupes modulaires de surface, notamment l’action sur le complexe des
courbes. Cependant il est naturel de savoir si on peut avoir une géométrie plus fine :

Question 1.3. Le groupe de tresses Bn admet-il une action propre et cocompacte sur un
espace CAT(0) ?

D’après Bridson (voir [Bri10]), le groupe modulaire d’un surface de genre au moins 3
n’est pas CAT(0), ainsi cela justifie une réelle différence entre groupes de tresses et groupes
modulaires de surface.

Brady et McCammond ont défini un espace classifiant Xn pour tout groupe de tresses
Bn, qui est un complexe simplicial muni d’une métrique euclidienne par morceaux.

Conjecture 1.4. Le complexe Xn est un espace classifiant pour Bn, qui est localement
CAT(0) pour tout n.

Dans [BM10], Brady et McCammond démontrent que c’est le cas pour n ď 5, et avec
Dawid Kielak et Petra Schwer, nous montrons dans [HKS16] que c’est également le cas
pour n “ 6.

Théorème 1.5 (n ď 5 Brady-McCammond, n “ 6 H-Kielak-Schwer). Pour n ď 6, le
complexe Xn est localement CAT(0), donc le groupe de tresses Bn est CAT(0).
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Il est à noter que toutes les conséquences d’être CAT(0) sont déjà connues pour les
groupes de tresses.

Pour les autres groupes d’Artin, on peut remarquer que les groupes d’Artin à angles
droits agissent proprement et cocompactement sur le revêtement universel de leur complexe
de Salvetti, qui est un complexe cubique CAT(0).

À part cette famille, il y a très peu d’autres exemples de groupes d’Artin CAT(0).
Dans [BM00], Brady et McCammond montrent que certains groupes d’Artin sont CAT(0).
Dans la prépublication [Hae21d], nous montrons le résultat suivant.

Théorème 1.6. Tout groupe d’Artin de type extra extra large (dont toutes les étiquettes
sont au moins 5) est CAT(0).

On peut également se demander quels groupes d’Artin admettent une action propre et
cocompacte sur un complexe cubique CAT(0). Dans la publication [Hae21c], nous obtenons
une classification conjecturale des groupes d’Artin admettant une telle action, à indice fini
près. En particulier, nous montrons le résultat suivant :

Théorème 1.7. Soit A un groupe d’Artin irréductible de type sphérique. Alors A a une
action propre et cocompacte (à indice fini près) sur un complexe cubique CAT(0) si et
seulement si A est de rang au plus 2.

En particulier, ceci montre que, dès que n ě 4, le groupe de tresses à n brins n’est pas
cocompactement cubulé.

Ceci dit, on peut aussi se demander quels groupes d’Artin admettent une action propre
sur un complexe cubique CAT(0), mais pas nécessairement cocompacte. Cette propriété a
plusieurs conséquences intéressantes pour le groupe, notamment la propriété de Haagerup,
qui est encore ouverte pour le groupe de tresses à 4 brins. À cette fin, nous décrivons
dans [Hae21a] les premiers exemples de tels groupes d’Artin admettant une action propre
sur un complexe cubique CAT(0), sans admettre d’action cocompacte.

Théorème 1.8. Soit A “ ApΓq un groupe d’Artin vérifiant l’une des trois propriétés
suivantes :

(A) Γ n’a pas de cycle.

(B) Γ est bipartite, et toutes ses étiquettes sont au moins égales à 3.

(C) Γ n’a pas de triangle, et n’a pas d’étiquette égale à 3.

Alors A agit proprement sur un complexe cubique CAT(0) localement fini, de dimension
finie, avec un nombre fini d’orbites d’hyperplans.

1.3 Espaces et complexes cubiques CAT(0)

Nous allons maintenant brièvement rappeler la notion d’espaces métriques CAT(0) et com-
plexes cubiques CAT(0), ainsi que plusieurs critères locaux pour montrer que la courbure
est négative.

1.3.1 Espaces CAT(0)

Pour les rappels concernant les espaces CAT(0), nous renvoyons à [BH99].

Pour tout κ P R, notons Xκ la sphère de dimension 2 (si κ ą 0), le plan euclidien (si
κ “ 0) ou le plan hyperbolique (si κ ą 0) de courbure constante égale à κ.
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Figure 1.1 – L’inégalité CAT(0)

Soit pX, dq un espace métrique géodésique, et fixons κ P R. On dit que X est CAT(κ)
si l’on a la propriété suivante. Considérons x1, x2, x3 P X, ainsi qu’un point y sur une géo-
désique rx1, x2s de x1 à x2. Si κ ą 0, supposons de plus que le périmètre du triangle vérifie
dpx1, x2q ` dpx2, x3q ` dpx3, x1q ď

2π?
κ
. Considérons un triangle x1, x2, x3 de comparaison

dans l’espace Xκ, c’est-à-dire tel que dpxi, xjq “ dXκpxi, xjq pour tous i ‰ j, ainsi que
y P rx1, x2s tel que dpx1, yq “ dXκpx1, yq, voir figure 1.1. Alors on demande l’inégalité

dpy, x3q ď dXκpy, x3q.

On dit que X est localement CAT(κ) si tout point de X a un voisinage CAT(κ).

Voici quelques exemples classiques d’espaces CAT(κ) :

Exemples.

1. Toute variété riemannienne à courbure sectionnelle au plus κ est CAT(κ).

2. Tout espace euclidien Rn, ou tout espace de Hilbert, est CAT(0).

3. Toute sphère ronde Sn est CAT(1).

4. Tout espace hyperbolique réel Hn est CAT(-1).

5. Tout arbre métrique est CAT(κ), pour tout κ P R.

6. Tout immeuble sphérique peut être muni d’une métrique naturelle CAT(1).

7. Tout immeuble euclidien peut être muni d’une métrique naturelle CAT(0).

L’étude des actions de groupes sur les espaces CAT(0) est très riche. On dit qu’un
groupe est CAT(0) s’il a une action proprement discontinue et cocompacte par isométries
sur un espace CAT(0). Les nombreuses conséquences métriques, algébriques et combina-
toires d’être CAT(0) motivent la recherche d’actions sur des espaces CAT(0).

Théorème 1.9. Soit G un groupe CAT(0).

1. G est de présentation finie.

2. G a un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes finis.

3. Tout sous-groupe résoluble de G est virtuellement abélien.

4. Tout sous-groupe abélien de G est de type fini, et quasi-isométriquement plongé.
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5. Si G est sans torsion, c’est le groupe fondamental d’un complexe simplicial fini asphé-
rique.

6. G a une fonction de Dehn au plus quadratique.

7. Le centralisateur de tout élément de G est virtuellement scindé.

8. Les problèmes du mot et de conjugaison sont résolubles pour G.

1.3.2 Critères de courbure

Nous présentons ici les critères les plus utiles permettant de montrer qu’un espace métrique
est CAT(0). Un résultat fondamental est le suivant.

Théorème 1.10 (Cartan-Hadamard). Soit κ ď 0. Un espace métrique complet X est
CAT(κ) si et seulement s’il est simplement connexe et localement CAT(κ).

De nombreux exemples d’espaces CAT(κ) proviennent de recollements cellulaires de
polytopes de l’espace modèle de référence Xκ. Nous allons ici rappeler des critères permet-
tant de vérifier qu’un complexe euclidien (resp. sphérique) par morceaux est localement
CAT(0) (resp. localement CAT(1)).

Soit M un complexe euclidien ou sphérique par morceaux. Si x est un sommet de M ,
rappelons que le link (geométrique) LkM pxq de x est le complexe sphérique par morceaux
donné par l’espace des directions en x.

Théorème 1.11. Link condition, voir [BH99, Theorem 5.2] Soit M un complexe euclidien
(resp. sphérique) par morceaux, avec un nombre fini de classes d’isométrie de morceaux.
Alors M est localement CAT(0) (resp. CAT(1)) si et seulement si le link de tout sommet
est CAT(1).

Ainsi, afin de montrer qu’un complexe euclidien par morceaux est CAT(0), outre la
simple connexité, on est ramené à montrer que ses links sont CAT(1). On dit qu’un espace
localement CAT(1) est large s’il ne contient pas de lacet isométriquement plongé de lon-
gueur strictement inférieure à 2π. On dispose pour les espaces CAT(1) d’un analogue du
théorème de Cartan-Hadamard.

Théorème 1.12. Voir [BH99, Theorem 5.4] Soit M un complexe sphérique par morceaux,
avec un nombre fini de classes d’isométrie de morceaux. AlorsM est CAT(1) si et seulement
si M est localement CAT(1) et large.

Bowditch a énoncé deux critères utiles pour montrer qu’un espace localement CAT(1)
est large. On dit qu’un lacet dans un espace métrique de longueur strictement inférieure à
2π peut être 2π-homotopé à zéro s’il peut être homotopé à zéro par des lacets de longueur
strictement inférieure à 2π.

Théorème 1.13. Voir [Bow95, Proposition 3.1.4] Soit M un espace complet, localement
compact, localement CAT(1). Alors M est large si et seulement si tout lacet de longueur
strictement inférieure à 2π peut être 2π-homotopé à zéro.

Théorème 1.14. Voir [Bow95, Theorem 3.1.1] Soit M un espace complet, localement
compact, localement CAT(1). Soient α1, α2, α3 trois chemins de mêmes extrémités dans
M , tels que chaque lacet αi ¨α´1

j , pour i ‰ j, soit de longueur strictement inférieure à 2π.
Si α1 ¨ α

´1
2 et α2 ¨ α

´1
3 sont 2π-homotopes à zéro, alors α1 ¨ α

´1
3 est 2π-homotope à zéro.

Un autre outil classique de construction d’espace CAT(0) est le recollement le long de
sous-espaces convexes.

Théorème 1.15. Voir [BH99, Theorem 11.1] Soit X “ X1 Y X2 un espace métrique
réunion de deux sous-espaces CAT(0), tels que X1XX2 est complet et convexe dans X1 et
dans X2. Alors X est CAT(0).
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1.3.3 Complexes cubiques CAT(0)

Pour montrer qu’un complexe euclidien par morceaux est localement CAT(0), par exemple
un complexe simplicial, c’est en général particulièrement subtil, voir notamment la par-
tie 1.4. En revanche, pour les complexes cubiques, on dispose d’un critère combinatoire
très simple dû à Gromov, comme nous allons le rappeler.

Pour les résultats de base sur les complexes cubiques CAT(0), nous renvoyons notam-
ment à [Gro87], [Sag14] et [CS11].

Un complexe cubique est une réunion connexe de cubes euclidiens r0, 1sn, recollés par
isométries de faces. On le munit de la distance de longueur induite par la distance eucli-
dienne sur chaque cube.

Si M est un complexe cubique et F est un cube de X, rappelons que le link (combina-
toire) lkM pF q de F est le complexe simplicial dont les sommets sont les cubes dont F est
une face de codimension 1, et dont les simplexes sont formés par les cubes contenant F .

Rappelons également qu’un complexe simplicial est de drapeau si tout sous-graphe
complet est le 1-squelette d’un simplexe.

Théorème 1.16 (Gromov). Soit M un complexe cubique de dimension finie. Alors M est
localement CAT(0) si et seulement si le link de tout cube de M est de drapeau.

La simplicité de ce critère est l’une des explications à l’intense étude de ces complexes
cubiques CAT(0). Du point de vue des actions de groupes, on peut déduire de très nom-
breuses propriétés d’actions de groupes par isométries, qui viennent s’ajouter aux propriétés
d’actions sur des espaces CAT(0) non cubiques (voir théorème 1.9), notamment :

Théorème 1.17. Soit G un groupe agissant métriquement proprement sur un complexe
cubique CAT(0) X.

1. G a une action propre, par isométries affines, sur un espace de Hilbert.

2. G a la propriété de Haagerup.

3. G vérifie la conjecture de Baum-Connes avec coefficients.

4. G vérifie la propriété de décroissance rapide RD (si X est de dimension finie, avec
action uniformément propre).

5. G est de dimension asymptotique finie (si X est de dimension finie).

6. G vérifie une alternative de Tits forte (si X est de dimension finie) : tout sous-groupe
de type fini de G contient un sous-groupe libre non abélien, ou bien est virtuellement
abélien.

Si l’action de G est de plus cocompacte, alors

7. Si X est essentiel et n’est pas un produit de deux sous-complexes non bornés, alors
G est virtuellement cyclique ou G est acylindriquement hyperbolique.

8. G est biautomatique.

Pour les points (1) et (2), voir [CDH10] et [CCJ`01]. Pour le point (3), voir [HK01].
Pour le point (4), voir [CR05]. Pour le point (5), voir [Wri12]. Pour les points (6) et (7),
voir [CS11]. Pour le point (8), voir [NR03].
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1.4 Le complexe dual pour les groupes de tresses

Nous allons présenter ici les résultats de la publication [HKS16], avec Dawid Kielak et
Petra Schwer.

Il est naturel de se demander quelles sont les propriétés de courbure négative des groupes
de tresses. On peut déjà remarquer que le groupe de tresses à n brins Bn est isomorphe, à
indice fini près, au groupe modulaire de la sphère privée de n` 1 points, lequel agit sur le
graphe des courbes, qui est Gromov-hyperbolique. De plus, Bestvina décrit dans [Bes99]
un complexe pour tout groupe d’Artin de type sphérique, qui a de nombreuses propriétés
de courbure négative.

Dans [Cha], Charney demande si tous les groupes de tresses sont CAT(0). On peut en
tout cas remarquer que toutes les conséquences d’être CAT(0) pour le groupe de tresses
sont déjà connues par d’autres méthodes. Néanmoins, trouver un modèle CAT(0) pour
les groupes de tresses permettrait d’unifier ces résultats. De plus, on pourrait espérer
généraliser une telle construction à d’autres groupes d’Artin, pour lesquels de nombreuses
questions restent ouvertes.

Notons Bn le groupe de tresses à n brins. Remarquons que le groupe B2 est infini
cyclique, donc CAT(0). Et le groupe B3 est d’indice fini dans le produit d’un groupe infini
cyclique et du quotient central de B3, qui est virtuellement libre, donc B3 est CAT(0). La
question devient plus subtile à partir de 4 brins.

Brady et McCammond décrivent dans [BM10] un complexe simplicial classifiant Xn

pour Bn, pour tout n ě 1, à l’aide de la structure de Garside duale pour le groupe de
tresses. Ils munissent ce complexe simplicial d’une métrique euclidienne par morceaux,
appelée métrique de l’orthoschéma, dont ils conjecturent qu’elle est localement CAT(0)
pour tout n. Dans [BM10], ils montrent que Xn est localement CAT(0) pour n “ 4 et
n “ 5, à l’aide d’une vérification de cas par ordinateur.

Avec Dawid Kielak et Petra Schwer, nous décrivons dans [HKS16] une méthode géo-
métrique simple permettant de montrer que Xn est localement CAT(0) pour tout n ď 6.
En conséquence, nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.18 (Brady-McCammond, Haettel-Kielak-Schwer). Pour tout n ď 6, le groupe
de tresses à n brins est CAT(0).

Les méthodes utilisées dans la preuve nous permettent de montrer également le résultat
suivant.

Théorème 1.19 (Brady-McCammond, Haettel-Kielak-Schwer). Si P est un treillis borné
gradué modulaire, alors son complexe orthoschématique est CAT(0).

Remarquons que des généralisations de ce résultat ont été étudiées dans [CCHO21].

1.4.1 Complexe orthoschématique d’un ensemble partiellement ordonné

Commençons par décrire le complexe orthoschématique associé à un ensemble partiellement
ordonné. Cette construction est due à Brady et McCammond, voir [BM10].

Soit P un ensemble partiellement ordonné. Rappelons que sa réalisation géométrique
|P | est la réalisation géométrique du complexe simplicial dont les simplexes sont les chaînes
de P .

On dit que P est borné s’il possède un unique élément minimal 0, et un unique élément
maximal 1. On dit que P est de rang n si tout chaîne est contenue dans une chaîne
maximale ayant n` 1 éléments. Si x ď y sont des éléments de P , l’intervalle entre x et y
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e0 “ p0, 0, 0q e1 “ p1, 0, 0q

e2 “ p1, 1, 0q

e3 “ p1, 1, 1q

Figure 1.2 – Le simplexe orthoschématique de dimension 3.

est Pxy “ tz P P |x ď z ď yu. On dit que P est gradué si tout intervalle de P a un rang.
Si P est borné et x P P , on dit que le rang de x est le rang de l’intervalle P0x.

On dit qu’un ensemble partiellement ordonné P est un treillis si, pour tous x, y P P ,
on a les conditions suivantes :

‚ Il existe un unique élément minimal x_ y de l’ensemble tz P P | z ě x et z ě yu.

‚ Il existe un unique élément maximal x^ y de l’ensemble tz P P | z ď x et z ď yu.

Si n ě 1, considérons l’enveloppe convexe σ dans Rn des n` 1 points suivants :

e0 “ p0, 0, . . . , 0q, e1 “ p1, 0, . . . , 0q, . . . , en “ p1, 1, . . . , 1q.

Alors le simplexe σ, muni de la métrique euclidienne de Rn, est appelé simplexe orthosché-
matique de sommets ordonnés e0, e1, . . . , en, voir figure 1.2.

Soit P un ensemble partiellement ordonné borné gradué de rang n. Remarquons que la
réalisation géométrique |P | est la réunion des simplexes de dimension n correspondant aux
chaînes maximales (de longueur n` 1) de P . Pour chaque chaîne maximale v0 “ 0 ă v1 ă

¨ ¨ ¨ ă vn “ 1 de P , munissons le simplexe de sommets ordonnés v0, v1, . . . , vn de la métrique
du simplexe orthoschématique. Ceci définit une métrique euclidienne par morceaux sur P .

Notons r0, 1s l’arête de |P | entre 0 et 1. Alors le link diagonal de |P | est par définition le
link Lkpr0, 1s, |P |q de l’arête r0, 1s dans le complexe simplicial |P |, c’est un complexe simpli-
cial. Si de plus |P | est muni d’une métrique euclidienne par morceaux, alors Lkpr0, 1s, |P |q
est muni de la métrique sphérique par morceaux induite, voir figure 1.3. Remarquons de
plus que si P est un simplexe orthoschématique de dimension n, alors son link diagonal est
isométrique au simplexe sphérique standard de type An´1.

L’un des intérêts de cette métrique orthoschématique est qu’elle se comporte très bien
par rapport au passage à un intervalle : si P est un ensemble partiellement ordonné borné
gradué et Pxy Ă P est un intervalle, alors la restriction de la métrique orthoschématique
de |P | à |Pxy| coïncide avec la métrique orthoschématique de |Pxy|. Ceci permet d’énoncer
le critère local suivant.

Proposition 1.20 (Brady-McCammond). Soit P un treillis borné gradué. Alors |P |, muni
de la métrique orthoschématique, est CAT(0) si et seulement si :

‚ Pour tout intervalle propre Pxy Ĺ P , le complexe |Pxy| est CAT(0).
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0

1

π
3

Figure 1.3 – Le link diagonal d’un simplexe orthoschématique.

‚ Le link diagonal de |P | est CAT(1).

L’un des arguments est qu’on peut définir une contraction de |P | vers le sommet 0, ce
qui montre que |P | est toujours contractile.

Rappelons qu’un complexe simplicial muni d’une métrique sphérique par morceaux est
large si tout lacet de longueur strictement inférieure à 2π peut être contracté en un point
(i.e. par une homotopie décroissant la longueur des lacets). La proposition 1.20 appliquée
par récurrence, à l’aide du théorème 1.12, ceci permet de se ramener au critère plus simple
suivant.

Proposition 1.21 (Brady-McCammond). Soit P un treillis borné gradué. Alors |P |, muni
de la métrique orthoschématique, est CAT(0) si et seulement si le link diagonal de tout
intervalle de |P | est large.

1.4.2 La structure de Garside duale pour les groupes de tresses

Nous allons maintenant voir comment appliquer cette construction géométrique aux groupes
de tresses : cela repose sur une structure de Garside.

On dit qu’un groupe G est un groupe de Garside (voir [Deh15] pour la définition précise)
si, pour simplifier, c’est le groupe des fractions d’un monoïdeG` Ă G et qu’il existe ∆ P G`

tel que l’ensemble des diviseurs à gauche et à droite de ∆ coïncident, sont finis, engendrent
G`, et forment un treillis.

L’exemple classique est le groupe de tresses Bn à n brins, dont le monoïde positif est
donné par la même présentation d’Artin que Bn :

B`n “ xσ1, . . . , σn´1 | @1 ď i ď n´ 2, σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1,@|i´ j| ě 2, σiσj “ σjσiy.

Un élément de Garside pour ce semigroupe est le "demi-tour"

∆ “ pσ1σ2 . . . σn´2σn´1qpσ1σ2 . . . σn´2q . . . pσ1q,

c’est l’élément de Garside classique, dont l’image dans le groupe de Coxeter associé (le
groupe symétrique Sn) est l’élément le plus long.

Un autre élément de Garside pour le groupe de tresses est le "n-cycle"

δ “ σ1σ2 . . . σn´1,
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dont l’image dans le groupe de Coxeter Sn est l’élément de Coxeter. Cette autre structure
de Garside, appelée structure duale, a été découverte par Bessis (voir [Bes03]).

À toute structure de Garside sur un groupe G, on peut naturellement associer un
complexe simplicial localement isomorphe à la réalisation géométrique d’un treillis borné.
Nous allons détailler cette construction dans le cas de la structure duale du groupe de
tresses, où elle est due à Brady (voir [Bra01]).

Considérons l’ensemble Tn des diviseurs simples à gauche de δ : il s’agit des relevés
dans le groupe de tresses Bn des transpositions

Tn “ tσi,j | 1 ď i ă j ď nu,

où, pour tout 1 ď i ă j ď n, on note σi,j “ σiσi`1 . . . σj´2σj´1σ
´1
j´2 . . . σi

´1 un relevé de

la transposition pi, jq P Sn. Considérons le graphe de Cayley Xp1qn de Bn par rapport à la
partie génératrice finie Tn.

Notons re, δs l’intervalle entre e et δ pour la divisibilité à gauche : c’est un treillis
borné et gradué, de rang n. Les chaînes maximales dans cet intervalle correspondent aux
géodésiques dans Xp1qn entre e et δ, c’est-à-dire aux factorisations δ “ t1t2 . . . tn´1, où
ti P Tn pour tout 1 ď i ď n´ 1.

Considérons le "remplissage" suivant du graphe de Cayley Xp1qn : pour chaque chaîne
maximale g0 “ e, g1 “ t1, g2 “ t1t2, . . . , gn´1 “ t1t2 . . . tn´1 “ δ dans l’intervalle re, δs et
pour tout g P Bn, ajoutons le pn ´ 1q-simplexe à Xp1qn de sommets pgg0, gg1, . . . , ggn´1q.
Ceci définit un complexe simplicial Xn de dimension n ´ 1, muni d’une action de Bn par
translations à gauche.

Théorème 1.22 (Brady, voir [Bra01]). L’action de Bn sur Xn est libre, propre et co-
compacte, et l’espace Xn est contractile. En particulier, le quotient Bn\Xn est un espace
classifiant pour Bn.

Par ailleurs, chaque simplexe maximal de Xn étant naturellement ordonné, on peut
munir Xn de la métrique orthoschématique.

Conjecture 1.23 (Brady-McCammond). Le complexe Xn, muni de la métrique ortho-
schématique, est CAT(0).

Dans l’article [BM10] où ils définissent cette métrique, Brady et McCammond montrent
que Xn est CAT(0) lorsque n ď 5. Nous allons expliquer les idées de preuve développées
dans [HKS16] nous ayant permis de montrer cette conjecture pour n ď 6.

1.4.3 Partitions non croisées

D’après Brady et McCammond (voir Proposition 1.21), afin de montrer que le complexe
orthoschématique Xn est CAT(0), il suffit de montrer que le sous-complexe Yn correspon-
dant à l’intervalle Pn entre 1 et δ est CAT(0), et donc que son link diagonal est large.
Afin d’étudier cet ensemble partiellement ordonné Pn, Brady montre qu’il est isomorphe à
l’ensemble partiellement ordonné NCPn des partitions non croisées de n points, dont nous
rappelons la définition ici.

Considérons l’ensemble Un Ă C des n racines nèmes de l’unité (on identifiera les élé-
ments de Un avec les entiers 1, 2, . . . , n via i ÞÑ e

2iπ
n ). Une partition non croisée de n points

est une partition de Un telle que, si A,B Ă Un sont deux éléments distincts de cette par-
tition, leurs enveloppes convexes ConvpAq et ConvpBq dans C ne s’intersectent pas (voir
figure 1.4).
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4 5

6

t1, 5, 6u, t2, 4u, t3u

12

3

4 5

6

t1, 2, 4, 5u, t3u, t6u

12

3

4 5

6

t1, 3u, t2u, t4u, t5, 6u

Figure 1.4 – Exemples de partitions non croisées de 6 points.

Notons NCPn l’ensemble des partitions non croisées de n points. On dit qu’une par-
tition x est inférieure à une partition y si chaque élément de y est la réunion d’éléments
de x. C’est un ensemble partiellement ordonné, borné, gradué de rang n ´ 1 : la parti-
tion minimale 0 est constituée des n singletons, et la partition maximale est tUnu, voir
figure 1.4.

Décrivons maintenant l’isomorphisme entre l’intervalle Pn entre 1 et δ, et l’ensemble
NCPn des partitions non croisées. Soit γ P Pn, et considérons son image πpγq P Sn dans
le groupe symétrique. Notons Φpγq la décomposition en cycles de πpγq, il s’avère que c’est
une partition non croisée de n points.

Théorème 1.24. L’application

Φ : Pn Ñ NCPn

γ ÞÑ Φpγq

est bien définie, et c’est un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés.

D’après la Proposition 1.21, afin de montrer que le complexe orthoschématique Yn de
Pn (ou de NCPn) est CAT(0), il suffit de montrer que le link diagonal de tout intervalle
de NCPn est large.

Brady et McCammond montrent que si P est un intervalle propre de NCPn, alors P
est isomorphe à un produit de NCPn1ˆ. . . NCPnk avec chaque ni ă n. Ainsi nous sommes
ramenés au critère suivant.

Proposition 1.25. Fixons n ě 3, et supposons que, pour tout 3 ď k ď n, le link diagonal
de NCPk est large. Alors, pour tout k ď n, le complexe Xn est CAT(0).

Remarquons que, pour n “ 2, le complexe Xn est isométrique à R. Pour n “ 3, le link
diagonal de NCP3 est un ensemble de trois points à distances infinies, il est donc large.
Par ailleurs, pour n “ 3, le complexe X3 est isométrique au produit cartésien de R et d’un
arbre 3-régulier : il est clair que cet espace est CAT(0).

Pour n “ 4, voici dans la figure 1.5 un dessin du link diagonal de NCP4. La métrique
sphérique par morceaux provenant de la métrique de l’orthoschéma fait que chaque arête
est de longueur π

3 (voir figure 1.3). On constate que chaque lacet non trivial est de longueur
combinatoire au moins 6, donc de longueur métrique au moins 6ˆ 2π

3 “ 2π. Ce link diagonal
est donc large.

Pour n “ 5 et n “ 6, la situation est plus délicate, nous allons expliquer les arguments
supplémentaires dans la suite.
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Figure 1.5 – Le link diagonal de NCP4 plongé dans l’immeuble sphérique de PGLpF2q

1.4.4 Plongement dans un immeuble sphérique

Comme remarqué par Brady et McCammond, nous allons utiliser le fait que le link diagonal
de NCPn se plonge naturellement dans un immeuble sphérique, qui est CAT(1).

Considérons un corps F (par exemple F “ Z{2Z), et V l’espace vectoriel V “ ty P

Fn |
n
ÿ

i“1

yi “ 0u. Pour toute partition x de Un (pas nécessairement non croisée), considérons

le sous-espace vectoriel Ψpxq de V suivant :

Ψpxq “ ty P V | @I P x,
ÿ

iPI

yi “ 0u.

Notons SpV q l’ensemble des sous-espace vectoriels de V , muni de l’inclusion comme
relation d’ordre partiel. L’application Ψ : NCPn Ñ SpV q est un plongement qui préserve
l’ordre. Ceci permet de réaliser le complexe |NCPn| comme un sous-complexe de |SpV q|.
Notons Ln le link diagonal deNCPn, et In le link diagonal de SpV q. L’application Ψ permet
de réaliser Ln comme un sous-complexe de In. Remarquons que le complexe simplicial
Ln est la réalisation géométrique de l’ensemble NCP ˚n “ NCPn\t0, 1u, et que In est la
réalisation géométrique de l’ensemble SpV q˚ “ SpV q\tt0u, V u.

On voit dans la figure 1.5 le plongement de L4 dans l’immeuble sphérique de PGLp3,F2q,
i.e. le graphe d’incidence du plan projectif sur F2. Les sommets et arêtes n’appartenant
pas à L4 sont notés en rouge. On peut remarquer que l’un de deux sommets rouges a une
interprétation comme partition croisée de 4 points, mais l’autre non.

L’intérêt de cette construction est que, si In est muni de la métrique sphérique par
morceaux provenant de la métrique de l’orthoschéma sur |SpV q|, alors In est isométrique
à l’immeuble sphérique de GLpV q. En particulier, In est un espace métrique CAT(1). Ceci
permet de conclure que toute lacet de longueur strictement inférieure à 2π dans Ln peut
être contracté dans In.

Si Ln était convexe dans In, ceci permettrait de conclure, mais ce n’est pas le cas
à partir de n “ 4. Par exemple, avec n “ 4, si x “ tt1, 3u, t2u, t4uu P NCP4 et y “
tt2, 4u, t1u, t3uu P NCP4, alors la géodésique entre x et y dans In passe par le sommet
tt1, 3u, t2, 4uu (en rouge sur la figure 1.5), qui est une partition croisée de 4 points.
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Avec Dawid Kielak et Petra Schwer, notre stratégie pour l’étude des lacets dans Ln
consiste à identifier certains sommets de Ln en lesquels Ln sera étoilé dans In.

Une partition x de NCP ˚n est appelée universelle si x contient une unique partie A P x
non réduite à un singleton, et de plus tel que les éléments de A soient consécutifs dans Un.
Un point x de Ln est appelé universel s’il appartient à un simplexe dont tous les sommets
sont universels.

Proposition 1.26. Soit x P Ln un point universel, et soit y P Ln un point tel que x et y
ne soient pas opposés dans l’immeuble In. Alors l’unique géodésique dans In reliant x et y
est incluse dans Ln. Autrement dit, Ln est π-étoilé en x dans In.

Cette proposition est basée sur une description simple des appartements de In qui sont
inclus dans Ln. Rappelons que les sommets de rang 1 de Ln correspondent aux arêtes
reliant deux points de Un. Appelons arbre non croisé de n sommets un arbre de sommets
Un, dont les arêtes (représentées par des segments euclidiens) ne se croisent pas.

Proposition 1.27. Soit A un appartement de In. Alors A est inclus dans Ln si et seule-
ment si ses n ´ 1 sommets de rang 1 sont dans Ln, et leurs arêtes forment un arbre non
croisé de n sommets.

Cette simple proposition permet déjà de conclure que pour n “ 5, le link diagonal L5

est large. En effet, on peut montrer que tout lacet localement géodésique dans L5 qui ne soit
pas localement géodésique dans I5 passe par un point universel. On peut ainsi contracter
ce lacet dans I5, tout en restant dans L5.

Dans le cas n “ 6, on a une propriété un peu plus faible que pour n “ 5.

Proposition 1.28. Soit F une face de L6 telle que L6 ne soit pas localement convexe
dans I6 en F , et soit C une chambre de L6. Alors il existe une paire de sommets universels
u, v P L6 opposés dans I6 tels que d’une part u, v et F soient contenus dans un appartement
de I6 inclus dans L6, et d’autre part u, v et C soient contenus dans un appartement de I6

inclus dans L6.

Ceci permet de montrer que L6 est large, grâce au théorème 1.14 dû à Bowditch.
Supposons par l’absurde qu’il existe un lacet ` localement géodésique dans L6, de

longueur R ă 2π. Comme ` n’est pas localement géodésique dans I6, il existe x P `
appartenant à une face F de L6 tel que L6 ne soit pas localement convexe dans I6 en F .
Notons y P ` tel que x et y soient à distance R

2 le long de `. D’après la Proposition 1.28,
on peut considérer deux sommet universels u, v P L6 opposés dans I6 tels que u, v, x et
u, v, y soient inclus dans des appartements inclus dans L6. Quitte à échanger u et v, on
peut supposer que dpx, uq ` dpu, yq ď π. Ainsi on peut considérer trois chemins de x à y,
deux le long de `, et le troisième via u, pour conclure que le lacet ` est 2π-homotope à
zéro, voir figure 1.6.

L’une des difficultés principales à généraliser cette approche au-delà de n “ 6 est que
la proportion de sommets universels dans le complexe est de plus en plus faible lorsque
n grandit. Remarquons que cette stratégie a très récemment été poussée jusqu’à n “ 7,
voir [Jeo20].

1.5 Actions propres et cocompactes de groupes d’Artin sur
des complexes cubiques CAT(0)

1.5.1 Classification conjecturale

Nous allons présenter ici les résultats de la publication [Hae21c]. Nous donnons une clas-
sification conjecturale des groupes d’Artin ayant une action propre et cocompacte sur un
complexe cubique CAT(0), à indice fini près.
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u

v

x

y

`

Figure 1.6 – Homotoper le lacet ` à zéro

Conjecture 1.29 (Classification des groupes d’Artin virtuellement cocompactement cu-
bulés).

Le groupe d’Artin A “ ApΓq est virtuellement cocompactement cubulé si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tous a, b, c P S deux à deux disjoints tels que mab est impair, alors mac “ mbc “

8 ou mac “ mbc “ 2, et

2. pour tous a, b P S distincts tels que mab est pair et différent de 2, il existe un ordre
sur ta, bu (disons a ă b) tel que, pour tout c P S\ta, bu, on est dans l’un des cas
suivants :

‚ mac “ mbc “ 2,

‚ mac “ 2 et mbc “ 8,

‚ mac “ mbc “ 8, ou

‚ mac est pair et différent de 2, a ă c pour l’ordre de ta, cu, et mbc “ 8.

En particulier, des exemples typiques de groupes d’Artin cocompactement cubulés sont :

‚ les groupes d’Artin à angles droits, i.e. tels que @a, b P S,mab P t2,8u,

‚ les groupes d’Artin diédraux, i.e. tels que |S| “ 2,

‚ les groupes d’Artin "d’étoiles paires", i.e. tels qu’il existe un sommet central a0 P S
pour lequel @a, b P S\ta0u,mab “ 8 et @a P S\ta0u,maa0 est pair.

On peut voir dans la figure 1.7 un exemple de graphe de Coxeter d’un groupe d’Artin
d’étoile paire.

a0

4 4

6

6

2

10

Figure 1.7 – Un exemple de graphe de Coxeter d’un groupe d’Artin d’étoile paire cocom-
pactement cubulé
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L’idée générale qu’il faut avoir d’un groupe d’Artin cocompactement cubulé est de partir
de groupes d’Artin diédraux et et de groupes d’Artin d’étoiles paires, et de les assembler
comme un groupe d’Artin à angles droits.

Une autre manière de formuler la conjecture 1.29 est de décrire certaines obstructions
locales, voir figure 1.8. Notamment, il devrait suffire de considérer les sous-groupes para-
boliques standards de rang 3 ou 4 pour déterminer si un groupe d’Artin est virtuellement
cocompactement cubulé.

Conjecture 1.30 (Reformulation de la conjecture 1.29). Le groupe d’Artin A “ ApΓq n’est
pas virtuellement cocompactement cubulé si et seulement si l’une des conditions suivantes
est satisfaite :

‚ il existe a, b, c P S deux à deux distincts tels que mab est impair, mac ‰ 8 et mbc ‰ 2,

‚ il existe a, b, c P S deux à deux distincts tels que mab et mac sont pairs et différents
de 2, et mbc ‰ 8, ou

‚ il existe a, b, c, d P S deux à deux distincts tels que mab R t2,8u, mac,mbd ‰ 8 et
mad,mbc ‰ 2.

impair

b c

a

‰ 8

‰ 2

pair ‰ 2

b c

a

pair ‰ 2

‰ 8 ‰ 2,8a b

c

‰ 2‰ 8

‰ 8‰ 2

d

Figure 1.8 – Les obstructions locales de la conjecture 1.30

Nous démontrons l’une des implications de la conjecture 1.29, plus précisément la cu-
bulation des groupes d’Artin satisfaisant les deux conditions (sans nécessité de passer à un
sous-groupe d’indice fini).

Théorème 1.31. Soit A un groupe d’Artin satisfaisant les deux conditions de la conjec-
ture 1.29. Alors A est cocompactement cubulé.

Nous démontrons ensuite la réciproque de la conjecture 1.29, c’est-à-dire de montrer
que ces deux conditions sont nécessaires pour être virtuellement cocompactement cubulé,
avec l’hypothèse supplémentaire suivante. Rappelons que le centralisateur d’un élément
g dans un groupe G est noté ZGpgq “ th P G | gh “ hgu. On dit que le groupe d’Artin
A “ ApΓq satisfait la propriété p:q si

@s P S,@n ě 1, ZAps
nq “ ZApsq.

Théorème 1.32. Soit A un groupe d’Artin vérifiant la propriété p:q. Si A est virtuellement
cocompactement cubulé, alors A vérifie les deux conditions de la conjecture 1.29.

Il est conjecturé que tous les groupes d’Artin vérifient cette propriété p:q. Notamment,
c’est une conséquence très restreinte de la propriété p‹q de [God07]. Elle est vérifiée dès que
le complexe de Deligne peut être muni d’une métrique CAT(0) euclidienne par morceaux.
Elle est donc vérifiée pour les groupes d’Artin de type FC, avec la métrique cubique sur le
complexe de Deligne, ainsi que si tout sous-groupe parabolique sphérique irréductible est
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de rang au plus 2, avec la métrique de Moussong sur le complexe de Deligne (voir [CD95,
Theorem A]). Par ailleurs, il est conjecturé que la métrique de Moussong sur le complexe
de Deligne est CAT(0) pour tout groupe d’Artin (voir [CD95, Conjecture 3]).

Théorème 1.33. La conjecture 1.29 est vraie pour tout groupe d’Artin vérifiant la pro-
priété p:q. En particulier, elle est vraie pour tous les groupes d’Artin de type FC, ainsi que
les groupes d’Artin dont tout sous-groupe parabolique sphérique irréductible est de rang au
plus 2.

On peut également remarquer que les deux conditions de la conjecture 1.29 impliquent
que le groupe d’Artin est de type FC. En particulier, ceci est une conséquence de la conjec-
ture 1.29.

Conjecture 1.34 (Conséquence de la conjecture 1.29). Si un groupe d’Artin est virtuel-
lement cocompactement cubulé, alors il est de type FC.

Et, dans le cas des groupes d’Artin irréductibles de type sphérique, la condition est
bien plus simple.

Corollaire 1.35 (Classification des groupes d’Artin irréductibles de type sphérique virtuel-
lement cocompactement cubulés). Soit A un groupe d’Artin irréductible de type sphérique.
Alors A est virtuellement cocompactement cubulé si et seulement si A est de rang au plus
2.

En particulier, cela donne une réponse simple pour les groupes de tresses.

Corollaire 1.36 (Cubulation des groupes de tresses). Le groupe de tresses à n brins Bn,
ou son quotient central Bn{ZpBnq, est virtuellement cocompactement cubulé si et seulement
si n ď 3.

Cependant, d’après Bowditch (voir [Bow13a]), tous les groupes modulaires de surface,
et en particulier les groupes de tresses, sont grossièrement médians (voir partie 2.1.2 pour
une définition de médiane grossière). Ainsi leurs cônes asymptotiques ressemblent aux cônes
asymptotiques de complexes cubiques CAT(0).

Concernant les actions propres de groupes d’Artin sur des complexes cubiques CAT(0),
même la question suivante est toujours ouverte :

Question 1.37 (Charney [Cha], Wise [Wis]). Est-ce que le groupe de tresses à 4 brins a
une action métriquement propre sur un complexe cubique CAT(0) ?

Nous donnons dans la partie 1.7 un résultat partiel, en montrant que certains groupes
d’Artin admettent une action métriquement propre sur un complexe cubique CAT(0).

Parmi les outils utilisés pour démontrer ces résultats, nous avons également démontré
certains résultats de stabilité pour des groupes cubulables, l’un pour la cubulation des
centralisateurs et des normalisateurs, et l’autre pour la cubulation des quotients centraux,
qui ont depuis été améliorés par Genevois, voir [Gen21]).

Théorème 1.38 (Cubulation de normalisateurs et centralisateurs). Soit G un groupe
cocompactement cubulé, et soit A un sous-groupe abélien de G. Alors A a un sous-groupe
d’indice fini A0 tel que NGpA0q est cocompactement cubulé, et ZGpA0q est d’indice fini
dans NGpA0q.

Rappelons que si un groupe G agit proprement et cocompactement sur un complexe
cubique CAT(0) X, alors un sous-groupe A de G est dit convexe-cocompact s’il stabilise et
agit cocompactement sur un sous-complexe convexe de X.
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Théorème 1.39 (Cubulation de quotients centraux). Soit G un groupe cocompactement
cubulé, et soit A un sous-groupe central, convexe-cocompact de G. Alors G{A est cocom-
pactement cubulé.

Remarquons également que Huang, Jankiewicz et Przytycki ont obtenu, simultané-
ment et indépendamment, le théorème 1.33 pour les groupes d’Artin de dimension 2,
voir [HJP16].

Concernant les groupes de Coxeter, Niblo et Reeves ont montré que tout groupe de
Coxeter agit proprement sur un complexe cubique CAT(0) localement fini (voir [NR03]).
De plus, Caprace et Mühlherr ont montré que cette action est cocompacte si et seulement
si le diagramme de Coxeter ne contient pas de sous-diagramme affine de rang au moins 3
(voir [CM05]).

Nous allons tout d’abord donner les idées de la preuve du théorème 1.32, c’est-à-dire
présenter un critère de non cubulation. Nous allons ensuite donner les idées de la preuve
du théorème 1.31, notamment la cubulation des groupes d’Artin d’étoiles paires.

1.5.2 Critère de non cubulation

Voici le critère de non cubulation le plus général à énoncer que nous obtenons.

Proposition 1.40. Soit G un groupe vérifiant les propriété suivantes.

‚ Il existe deux éléments a, b P G tels que xa, by » I2ppq (le groupe d’Artin diédral
d’indice p), pour un p ě 3.

‚ Pour tout n ě 1, on a ZGpanq “ ZGpaq et ZGpbnq “ ZGpbq,

‚ Il existe α P G commutant avec a, tel qu’aucune puissance de α ou de zab ne commute.

‚ Si p est pair, il existe β P G commutant avec b, tel que pour tout q ě 1 on a
ZGpa, z

q
ab, α

qqZGpb, β
qq X xzaby “ t1u.

Alors G n’est pas virtuellement cocompactement cubulé.

Expliquons tout d’abord comment l’appliquer, par exemple dans le cas où A est le
groupe de tresses B4 à 4 brins, de générateurs standards σ1, σ2, σ3 :

‚ Posons a “ σ2 et b “ σ1, on a bien xa, by “ xσ1, σ2y » B3 “ I2p3q.

‚ De plus, on a Zpσ1q “ xσ1, σ3, pσ1σ2q
3, pσ1σ2σ3q

4y “ Zpσ1
nq, pour tout n ě 1. Ainsi

on a bien Zpbnq “ Zpbq, et de même Zpanq “ Zpaq.

‚ Posons α “ pσ2σ3q
3, il commute avec a “ σ2. De plus, aucune puissance de α ou de

zab “ pσ1σ2q
3 ne commute.

La preuve de la proposition 1.40 repose sur deux ingrédients principaux, dont nous
allons donner les idées dans le cas plus simple où p est impair.

Supposons par l’absurde qu’un groupe G comme dans la proposition 1.40 agisse pro-
prement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0) X. D’une part, en adaptant
un critère de Crisp et Paoluzzi, nous montrons que l’angle visuel formé par les axes géodé-
siques des éléments a et zab est strictement inférieur à π

2 . D’autre part, on remarque que
a et zab appartiennent à des sous-groupes convexes cocompacts disjoints, ce qui implique
que l’angle l’angle visuel formé par les axes géodésiques des éléments a et zab est au moins
égal à π

2 . Détaillons ces arguments.
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Premièrement, nous donnons une version légèrement plus générale d’un résultat dû à
Crisp et Paoluzzi (voir [CP05]), qui étudie les actions propres et semisimples des groupes
de tresses B3 et B4 sur des espaces CAT(0). Remarquons que ce résultat ne requiert ni
cocompacité, ni que l’espace soit un complexe cubique.

Proposition 1.41 (Crisp-Paoluzzi). Soit p ě 3, et considérons le groupe d’Artin diédral
I2ppq “ xa, b | raba . . . sp “ rbab . . . spy. Supposons que I2ppq agisse proprement, par iso-
métries semisimples, sur un espace CAT(0) X. Alors a, zab et b agissent par isométries
hyperboliques, dont les points fixes attracteurs dans le bord visuel B8X sont notés ap`8q,
zabp`8q and bp`8q. De plus, si l’on note ? la distance visuelle sur BX, on a :

‚ Si p est impair, alors ?pap`8q, zabp`8qq ă
π
2 et ?pbp`8q, zabp`8qq ă

π
2 .

‚ Si p est pair, alors ?pap`8q, zabp`8qq ă
π
2 ou ?pbp`8q, zabp`8qq ă

π
2 .

La différence principale entre les cas pair et impair est que a et b sont conjugués si et
seulement si p est pair.

On dit qu’un sous-groupe virtuellement abélien A d’un groupe G est le plus haut si,
pour tout sous-groupe virtuellement abélien B de G tel que AXB a un indice fini dans A,
alors AXB a un indice fini dans B.

Rappelons que si un groupe G agit proprement et cocompactement sur un complexe
cubique CAT(0) X, alors un sous-groupe A de G est dit convexe-cocompact s’il stabilise et
agit cocompactement sur un sous-complexe convexe de X.

Wise et Woodhouse ont montré un théorème du tore plat cubique, dont voici l’énoncé :

Théorème 1.42 (Théorème du tore plat cubique [WW17]). Soit G un groupe agissant
proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0) X. Soit A un sous-groupe
virtuellement abélien le plus haut de X. Alors A est convexe-cocompact dans X.

Pour des sous-groupes abéliens convexes-cocompacts disjoints, on peut alors montrer
le résultat suivant sur la distance angulaire entre leurs bords à l’infini.

Proposition 1.43. Soit G un groupe agissant proprement et cocompactement sur un com-
plexe cubique CAT(0) X. Soient A et B deux sous-groupes convexe-cocompacts de X tels
que A X B est fini. Alors, pour tous a P A et b P B d’ordres infinis, leurs points fixes
attractifs dans B8X vérifient ?pap`8q, bp`8qq ě π

2 .

On peut maintenant donner une idée de la preuve de la proposition 1.40. Considé-
rons un groupe G comme dans l’énoncé de la proposition 1.40. Notons A l’intersection
des sous-groupes abéliens les plus hauts maximaux de G contenant virtuellement a, et B
l’intersection des sous-groupes abéliens les plus hauts maximaux contenant virtuellement
zab. Alors les hypothèses garantissent que a P A et zab P B. Quitte à considérer des cen-
tralisateurs et à passer à des quotients centraux en utilisant les théorèmes 1.38 et 1.39, on
peut supposer que AXB est fini.

Supposons par l’absurde queG agit proprement et cocompactement sur un complexe cu-
bique CAT(0). D’après la proposition 1.43, on peut donc en déduire que ?pap`8q, zabp`8qq ě
π
2 . Ceci contredit directement la proposition 1.41.

1.5.3 Cubulation des groupes d’Artin

Nous allons ici décrire brièvement comment construire un complexe cubique CAT(0) pour
les groupes d’Artin vérifiant les deux hypothèses de la conjecture 1.29. Nous allons nous
concentrer sur les groupes d’Artin diédraux et les groupes d’Artin d’étoiles paires, le cas
général s’obtenant en recollant de manière adaptée ces cas particuliers.
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Brady et McCammond ont montré que, pour tout p ě 2, le groupe d’Artin diédral
I2ppq est cocompactement cubulé (voir [BM00]). Rappelons leur construction, qui sera
utile. Fixons p ě 2. Le groupe d’Artin I2ppq admet la présentation suivante, due à Brady
et McCammond :

I2ppq “ xx, a1, . . . , ap | @1 ď i ď p, aiai`1 “ xy,

où ap`1 “ a1. On peut le voir aisément, car a1 et a2 correspondent aux générateurs
standards de I2ppq. Le 2-complexe de présentation K est un espace classifiant pour I2ppq
constitué de 1 sommet v, p`1 lacets a1, . . . , ap, x et p triangles a1a2x

´1, . . . , apa1x
´1 (voir

figure 1.9).

x x x x

x x x

a1

a2

a3 ap
ap`1 “ a1

Figure 1.9 – Le 2-complexe de présentation de Brady et McCammond

Nous allons définir un autre espace classifiant pour I2ppq, qui aura le même espace
topologique sous-jacent, mais aura une structure cubique. Considérons deux sommets v et
w, et p`2 arêtes orientées entre v et w notées α1, . . . , αp, β

´1, γ. Ajoutons enfin les p carrés
de bords α1β

´1α2γ
´1, . . . , αpβ

´1α1γ
´1. Notons XpI2ppqq le complexe carré résultant. On

peut facilement voir que l’espace topologique sous-jacent à XpI2ppqq est homéomorphe à
K : w correspond au milieu de l’arête x, l’arête x correspond au chemin γβ´1, et chaque
carré correspond à la réunion de deux moitiés de triangles de K (voir figure 1.10).

γ

α1

β γβ γβ

γβ γβ γβ γβ

α2

α3 αp

Figure 1.10 – Le complexe carré XpI2ppqq

Ainsi XpI2ppqq est également un espace classifiant pour I2ppq. De plus, il est facile de
voir que XpI2ppqq est localement CAT(0).

Remarque. On peut également remarquer que XpAppqq est naturellement isométrique au
produit de R et de l’arbre infini p-régulier. Dans le cas du groupe de tresses à 3 brins B3 “

I2p3q, on retrouve le complexe CAT(0) de Brady-McCammond étudié dans la partie 1.4,
qui est isométrique au produit de R et d’un arbre infini 3-régulier. On peut également le
voir en passant au quotient central B3{ZpB3q » PSLp2,Zq » Z{2Z ˚ Z{3Z, on retrouve
l’action sur l’arbre de Bass-Serre 3-régulier.

Dans le cas où p est pair, il y a deux autres espaces classifiants cubiques CAT(0) naturels
pour le groupe d’Artin diédral I2ppq. Chacun va être associé à l’un des générateurs a ou b
de I2ppq. Nous allons décrire le premier, qui est associé à a “ a1.

Partons du 2-complexe de présentation K comme précédemment, et supprimons les
arêtes a2, a4, . . . , ap d’indices pairs, et remplaçons chaque paire de triangles adjacents
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pa2i`1a2i`2x
´1, a2i`2a2i`3x

´1q, pour 0 ď i ď p
2 ´ 1, par un carré de côtés a2i`1xa

´1
2i`3x

´1.
Nous obtenons un complexe carréXapI2ppqq avec un sommet v, p2`1 arêtes x, a1, a3, . . . , ap´1

et p
2 carrés a1xa3

´1x´1, . . . , ap´1xa1
´1x´1 (voir figure 1.11).

a1 a3 ap`1 “ a1

x

x

x x

x x

Figure 1.11 – Le complexe carré XapI2ppqq

Là encore, il est facile de voir que XapI2ppqq est localement CAT(0), et que c’est un
espace classifiant pour I2ppq.

L’autre complexe carré CAT(0), noté XbpI2ppqq, est obtenu en ne conservant que les
arêtes d’indices pairs, et en supprimant celles d’indices impairs.

La différence fondamentale entre XapI2ppqq et XpI2ppqq est que, dans les revêtements
universels, les angles visuels entre les points fixes attractifs de a et zab sont différents. Dans
XpI2ppqq cet angle est strictement inférieur à π

2 , tandis que dans XapI2ppqq cet angle est
égal à π

2 . Ceci est dû au fait que, dans XapAppqq, l’arête a “ a1 appartient au complexe,
donc le sous-groupe xay est convexe-cocompact dans XapI2ppqq mais pas dans XpI2ppqq. De
même, le sous-groupe xby est convexe-cocompact dans XbpI2ppqq mais pas dans XpI2ppqq.

On peut également remarquer qu’à cause de la proposition 1.41, on ne peut pas trouver
d’espace classifiant cubique CAT(0) pour I2ppq tel que xay et xby soient simultanément
convexes-cocompacts. Et, lorsque p est impair, on ne peut même pas en trouver tel que
xay ou xby soit convexe-cocompact.

Et si ApΓq est un groupe d’Artin d’une étoile paire, de sommet central a0 P S, alors
le complexe cubique pour ApΓq va être essentiellement obtenu en recollant, pour tout
a P S\ta0u, le complexe Xa0pma,a0q le long du sous-complexe convexe correspondant à
xa0y. On renvoie le lecteur à [Hae21c] pour les détails.

1.6 Un complexe CAT(0) pour les groupes d’Artin suffisam-
ment larges

Nous allons présenter ici les résultats de la prépublication [Hae21d], où nous construisons
un modèle CAT(0) pour une famille simple de groupes d’Artin.

Un groupe d’Artin A “ ApΓq est dit de type extra extra large (XXL) si toutes les
étiquettes de Γ sont au moins égales à 5. Nous allons montrer le résultat suivant.

Théorème 1.44. Soit A un groupe d’Artin de type XXL. Alors A est le groupe fondamental
d’un complexe euclidien par morceaux compact de dimension 3 localement CAT(0). En
particulier, A est CAT(0). De plus, si A n’est pas diédral, alors un élément de A est une
isométrie de rang 1.

Grâce à [Sis18], tout groupe agissant proprement sur un espace CAT(0) avec un élément
de rang 1 est soit virtuellement cyclique, soit acylindriquement hyperbolique.

Corollaire 1.45. Tout groupe d’Artin de type XXL non diédral est acylindriquement hy-
perbolique.
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Par ailleurs, Ciobanu, Holt et Reeves ont montré (voir [CHR16]) que tout groupe d’Ar-
tin de type extra large vérifie la propriété RD de décroissance rapide. D’après les travaux de
Lafforgue (voir [Laf02]), tout groupe CAT(0) qui vérifie la propriété RD vérifie la conjecture
de Baum-Connes.

Corollaire 1.46. Tout groupe d’Artin de type XXL satisfait la conjecture de Baum-
Connes.

L’idée de la construction du complexe localement CAT(0) est relativement simple. Pour
chaque groupe d’Artin diédral de générateurs a, b, nous allons construire une action propre
et cocompacte de xa, by sur un complexe CAT(0) de dimension 3, de sorte que les axes de
a et b s’intersectent, et forment un angle aussi grand que possible. Voici plus précisément
ce que nous construisons.

Lemme 1.47. Pour tout m ě 5, il existe un complexe euclidien par morceaux, compact,
localement CAT(0), de dimension 3 noté Xm, avec x0 P Xm et π1pXm, x0q » I2pmq “
xa, b | raba . . . sm “ rbab . . . smy. De plus, il existe des lacets localement géodésiques orientés
Xa
m, Xb

m de longueur 1 passant par x0 tels que π1pX
a
m, x0q “ xay et π1pX

b
m, x0q “ xby.

Notons a`, a´ P lkx0pXmq les images dans le link de x0 des extrémités positive et négative
du lacet Xa

m, et de même b`, b´ P lkx0pXmq pour Xb
m. Nous avons de plus :

‚ Xa
m XX

b
m “ tx0u,

‚ ?x0pa
`, b`q “ ?x0pa

´, b´q ą 4π
5 .

‚ ?x0pa
`, b´q “ ?x0pa

´, b`q ą 3π
5 .

Si de plus m ě 6, alors nous avons ?x0pa
`, b´q “ ?x0pa

´, b`q ą 2π
3 .

Donnons une idée de la construction dans le cas où m “ 2p ` 1 est impair. D’après
Brady et McCammond (see [BM00]), une présentation intéressante du groupe d’Artin
diédral I2pmq est donnée par I2pmq “ xa, b | raba . . . sm “ rbab . . . smy “ xt, u | tm “ u2y,
avec t “ ab et u “ raba . . . sm. Ainsi le quotient G de I2pmq par son centre est isomorphe
à xt, u | tm “ u2y{xtm “ u2y » Z{mZ ‹ Z{2Z. Considérons l’action de G sur l’arbre pm, 2q-
birégulier T de Bass-Serre, et considérons le complexe polygonal Tm obtenu à partir de T
en remplaçant chaque sommet de valence m par un m-gone régulier de côté 1, de sorte
que t stabilise le m-gone de base P , et y effectue une rotation d’angle 4π

m . Remarquons que
a “ t´pu et b “ ut´p, et que tp agit sur P par une rotation d’angle 4pπ

m “ ´2π
m . Ainsi les

axes de a et b agissant sur Tm intersectent le bord de P en des côtés consécutifs. Notons
e P Tm l’intersection des axes de a et b, c’est aussi l’unique sommet fixé par u “ raba . . . sm
(voir figure 1.12).

Considérons l’action de I2pmq sur R donnée par a¨x “ b¨x “ x`α, où α ą 0. Munissons
R de la structure euclidienne par morceaux, dont l’ensemble des sommets est αZ.

Soit Ym “ Tm ˆ R, muni de l’action diagonale de I2pmq, avec comme point base y0 “

pe, 0q. Comme les stabilisateurs de points de Tm sont conjugués au sous-groupe cyclique
engendré par u ou par t, et que ces deux sous-groupes agissent librement par translations
sur R, on en déduit que l’action de I2pmq sur Ym est libre, de quotient compact. Nous allons
donc poser Xm “ I2pmq\Ym (en appliquant une homothétie à la distance de sorte que les
distances de translation de a et b soient égales à 1), voir figure 1.13. On peut vérifier que
si α ă tan

`

π
10

˘

, alors les conditions sur les angles sont vérifiées (voir [Hae21d] pour les
détails). Le cas où m est pair est très similaire.

Nous pouvons maintenant décrire le complexe pour un groupe d’Artin de type XXL
A “ ApΓq. Pour tout s P S, notons Xs un cercle de longueur 1, avec point base x0 P Xs,
de sorte que π1pXs, x0q s’identifie à xsy. Notons E l’ensemble des arêtes de Γ et, pour
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P e

a

b

Figure 1.12 – Une partie du complexe T5, avec les axes de a et b.

a

b

x0

Figure 1.13 – Une partie du complexe X5, avec les axes de a et b.
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tout I P E, notons XI une copie du complexe Xm construit au lemme 1.47, où m désigne
l’étiquette de l’arête I, avec point base x0. Considérons maintenant le complexe

XA “

˜

ď

IPE

XI Y
ď

sPS

Xs

¸

{ „,

où, pour tout I “ ts, tu P E, on identifie Xs avec le lacet Xs
s,t.

Le théorème de Van Kampen nous assure que le groupe fondamental π1pXA, x0q est
isomorphe à A. Afin de montrer que XA est localement CAT(0), d’après le théorème 1.12,
nous sommets ramenés à montrer que le link de x0 est large. Pour illustrer ceci, considérons
un lacet ` dans le link de x0 intersectant précisément trois cerclesXa,Xb etXc, où a, b, c P S
sont distincts. Alors la longueur de ` est au moins égale à

?x0pa
`, b´q `?x0pb

´, c`q `?x0pc
`, a`q “ 2ˆ

3π

5
`

4π

5
“ 2π ou

?x0pa
`, b`q `?x0pb

`, c`q `?x0pc
`, a`q “ 3ˆ

4π

5
ą 2π.

On réfère à [Hae21d] pour les détails, ainsi que pour la construction de la géodésique
périodique de rang 1.

1.7 Actions propres de groupes d’Artin sur des complexes
cubiques CAT(0)

Nous allons présenter ici les résultats de la publication [Hae21a], où nous contruisons des
actions propres sur des complexes cubiques CAT(0) pour des familles simples de groupes
d’Artin.

Théorème 1.48. Considérons un groupe d’Artin A “ ApΓq satisfaisant l’une des condi-
tions suivantes.

(A) Γ n’a pas de cycle.

(B) Γ est bipartite, et toutes ses étiquettes sont au moins égales à 3.

(C) Γ n’a pas de triangle, et n’a pas d’étiquette égale à 3.

Alors A est le groupe fondamental d’un complexe cubique localement CAT(0) localement
fini, de dimension finie, ayant un nombre fini d’hyperplans.

Remarquons que tous ces groupes d’Artin sont de dimension 2, et en particulier on
peut leur appliquer la classification conjecturale des groupes d’Artin cocompactement cu-
bulés, voir la conjecture 1.29. La plupart ne sont pas cocompactement cubulés, et voici les
exemples les plus simples.

Corollaire 1.49. Soit Γ un graphe connexe, bipartite, de diamètre au moins égal à 3, et
dont toutes les étiquettes sont au moins égales à 3. Alors le groupe d’Artin ApΓq agit propre-
ment sur un complexe cubique CAT(0) de dimension finie, mais aucun sous-groupe d’indice
fini de ApΓq n’agit proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0).

La stratégie de construction du complexe cubique localement CAT(0) va être très si-
milaire à celle du théorème 1.44. Pour chaque groupe d’Artin diédral engendré par a et
b, on va construire un complexe cubique localement CAT(0) dont le groupe fondamental
est le groupe diédral xa, by, avec des sous-complexes localement convexes dont les groupes
fondamentaux sont xay et xby respectivement. C’est cette condition de convexité qu’il est
possible de réaliser dans le monde CAT(0) avec un complexe compact, mais plus dans le
monde cubique CAT(0). Ce complexe associé à un groupe diédral va être construit à partir
de deux actions, une action euclidienne et une action sur un arbre.
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1.7.1 L’action euclidienne

Nous allons commencer par décrire une action des groupes d’Artin diédraux sur un espace
euclidien, qui sera utilisée dans chacun des trois cas (A), (B) et (C).

Proposition 1.50. Pour tout m ě 2, il existe une action cocompacte, cubique du groupe
d’Artin diédral I2pmq “ xa, b | raba . . . sm “ rbab . . . smy sur Σa,b “ Rm, muni de la structure
cubique standard, et du sommet base x0 “ 0, telle que :

1. L’action est donnée par :

a ¨ py0, . . . , ym´1q “ py0 ` 1, y´1, y´2, . . . , y´pm´1qq

and b ¨ py0, . . . , ym´1q “ py2, y1 ` 1, y0, y2´3, y2´4, . . . , y2´pm´1qq,

où les indices sont dans Z{mZ.

2. L’élément a agit comme une translation sur la droite Σa “ Rˆt0um´1 contenant x0.

3. L’élément b agit comme une translation sur la droite Σb “ t0uˆRˆt0um´2 contenant
x0.

4. Les droites Σa et Σb s’intersectent en tx0u.

On peut remarquer que la partie linéaire de cette action affine correspond à l’action
par permutation des m coordonnées donnée par l’action du groupe de Coxeter diédral sur
les sommets d’un m-gone régulier.

1.7.2 Construction du complexe, cas (A) et (B)

Nous allons maintenant décrire une action des groupes d’Artin diédraux sur des arbres,
qui sera utilisé dans les cas (A) et (B). Remarquons que dans chaque cas (A) et (B), le
graphe Γ définissant le groupe d’Artin est bipartite, on peut donc choisir un coloriage χ des
sommets de Γ dans t0, 1u, tel que les extrémités d’une arête aient des couleurs distinctes.

Lemme 1.51. Pour tout m ě 2, considérons deux couleurs distinctes χpaq, χpbq dans t0, 1u
sur les générateurs du groupe d’Artin diédral I2pmq “ xa, b | raba . . . sm “ rbab . . . smy. Il
existe une action de I2pmq sur un arbre m-régulier Ta,b, transitive sur les sommets, telle
que :

1. Les éléments a, b agissent comme des translations sur Ta,b, d’axes Ta, Tb chacun conte-
nant une arête rt0, t1s.

2. Le stabilisateur de t0 est xbay, et le stabilisateur de t1 est xaby.

3. Si m ě 3, alors Ta X Tb “ rt0, t1s. Si m “ 2, alors Ta “ Tb “ Ta,b.

4. Soit g P ta, bu. Si χpgq “ 0 alors g ¨ t0 “ t1, et si χpgq “ 1 alors g ¨ t1 “ t0.

La construction de cet arbre est similaire à celle utilisée dans le lemme 1.47. Voici une
illustration de ces arbres pour m “ 3 et m “ 4, voir figures 1.14 et 1.15.

Nous pouvons maintenant passer à la description du complexe global. Fixons un groupe
d’Artin ApΓq, et supposons :

(A) ou bien que Γ est sans cycle,

(B) ou bien que Γ est bipartite, et que toutes ses étiquettes sont au moins égales à 3.
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a

b

t0t1

Figure 1.14 – Une partie de l’arbre Ta,b pour ma,b “ 3, avec les axes de a et b.

a

b

t0t1

Figure 1.15 – Une partie de l’arbre Ta,b pour ma,b “ 4, avec les axes de a et b.

Dans chaque cas, Γ est bipartite, et on peut considérer un coloriage χ des sommets S de
Γ à valeurs dans t0, 1u.

Pour tout a P S, notons Ta » R une copie de la droite réelle, muni de son pavage usuel
par des segments de longueur 1, et considérons ses sommets privilégiés t0 “ 0 et t1 “ 1.
Considérons l’action de xay sur Ta, où a agit par translation de p´1qχpaq.

Pour tout a P S, notons Xa “ TaˆΣa » R2, muni de l’action diagonale, de la structure
cubique produit, et des sommets de base p0 “ pt0, x0q et p1 “ pt1, x0q. Notons le quotient
Ma “ xay\Xa, muni des sommets de base q0, q1, images de p0, p1 respectivement.

Notons E l’ensemble des arêtes de Γ. Pour toute arête ta, bu P E, notons Xa,b “

Ta,b ˆ Σa,b, où l’arbre Ta,b est décrit dans le lemme 1.51, et où Σa,b est décrit dans la
proposition 1.50. Munissons Xa,b de la structure cubique produit, et de l’action diagonale
de xa, by. Notons les sommets de base p0 “ pt0, x0q et p1 “ pt1, x0q de Xa,b, ainsi que leurs
images respectives q0 et q1 dans le quotient Ma,b “ xa, by\Xa,b.

Lemme 1.52. L’action de xa, by sur Xa,b est libre, donc Ma,b est un complexe cubique
localement CAT(0) de dimension ma,b ` 1, possédant deux ou trois hyperplans, et tel que
le groupe fondamental π1pMa,b, q0q soit naturellement isomorphe à xa, by.

De plus, pour toute arête ta, bu P E, on peut définir un plongement naturel Φa,ta,bu :
Ma Ñ Ma,b d’image localement convexe. Ceci nous permet de définir le recollement sui-
vant :

M “

¨

˝

ď

aPS

Ma Y
ď

ta,buPE

Ma,b

˛

‚{ „,

où les identifications sont données, pour tous a P S et ta, bu P E, par φa,ta,bu : Ma ÑMa,b.
On peut montrer que, pour tout ta, bu P E, l’application naturelle Ma,b Ñ M est

injective. Une application du théorème de Van Kampen permet de déduire le résultat
suivant.

Lemme 1.53. Le groupe fondamental π1pM, q0q est naturellement isomorphe à ApΓq.
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P0
t0

a

b

Figure 1.16 – Une partie du complexe Ta,b pour ma,b “ 5, avec les axes de a et b.

Il ne reste plus qu’à montrer la propriété de courbure.

Lemme 1.54. Dans chacun des cas (A) ou (B), le complexe M est localement CAT(0).

Dans le cas (A), le complexe M est un recollement arborescent de sous-complexes
CAT(0) le long de sous-complexes convexes, on obtient donc la propriété par recollement,
voir [BH99, Theorem 11.1] ou la partie 1.3.

Dans le cas (B), nous appliquons le critère de Gromov (théorème 1.16) en montrant
que les links de M sont des complexes simpliciaux de drapeaux. Pour cela, il suffit essen-
tiellement de constater qu’un triangle dans le link d’un sommet de M ne peut provenir
d’un cycle dans Γ (car Γ n’a pas de triangle par hypothèse), et donc qu’on est ramené à
l’étude d’un sous-complexe deM obtenu comme recollement arborescent de sous-complexes
convexes, comme dans le cas précédent. On renvoie à [Hae21a] pour les détails.

1.7.3 Construction du complexe, cas (C)

Nous allons maintenant décrire une action des groupes d’Artin diédraux sur des complexes
carrés arborescents, qui sera utilisé dans le cas (C).

Lemme 1.55. Pour tout m ‰ 3, il existe une action cubique du groupe d’Artin diédral
I2pmq “ xa, b | raba . . . sm “ rbab . . . smy sur un complexe carré CAT(0) Ta,b tel que :

1. Les éléments a, b agissent comme des translations sur Ta,b, de distance combinatoire
2, et d’axes des droites combinatoires Ta, Tb telles que TaX Tb est un unique sommet
t0.

2. Si m ě 4, le stabilisateur t0 est xraba . . . smy. Si m “ 2, le stabilisateur de t0 est
trivial.

La construction de cet arbre est similaire à celle utilisée dans le lemme 1.47. Voici une
illustration de ce complexe pour m “ 5, voir figure 1.16.

Nous pouvons maintenant passer à la description du complexe global. Fixons un groupe
d’Artin ApΓq, et supposons que :

(C) Γ n’a pas de triangle, et toutes ses étiquettes sont différentes de 3.

Pour tout a P S, notons Ta » R une copie de la droite réelle, muni de son pavage
usuel par des segments de longueur 1, et considérons son sommet base t0 “ 0. Considérons
l’action de xay sur Ta, où a agit par translation de 1.

Pour tout a P S, notons Xa “ TaˆΣa » R2, muni de l’action diagonale, de la structure
cubique produit, et du sommet de base p0 “ pt0, x0q. Notons le quotient Ma “ xay\Xa,
muni du sommet de base q0, image de p0.

Notons E l’ensemble des arêtes de Γ. Pour tout arête ta, bu P E, notons Xa,b “ Ta,b ˆ
Σa,b, où le complexe carré Ta,b est décrit dans le lemme 1.55, et où Σa,b est décrit dans la
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proposition 1.50. Munissons Xa,b de la structure cubique produit, et de l’action diagonale
de xa, by. Notons le sommet de base p0 “ pt0, x0q de Xa,b, ainsi que son image q0 dans le
quotient Ma,b “ xa, by\Xa,b.

Lemme 1.56. L’action de xa, by sur Xa,b est libre, donc Ma,b est un complexe cubique
localement CAT(0) de dimension ma,b` 2, possédant deux ou quatre hyperplans, et tel que
le groupe fondamental π1pMa,b, q0q soit naturellement isomorphe à xa, by.

De plus, pour toute arête ta, bu P E, on peut définir un plongement naturel Φa,ta,bu :
Ma Ñ Ma,b d’image localement convexe. Ceci nous permet de définir le recollement sui-
vant :

M “

¨

˝

ď

aPS

Ma Y
ď

ta,buPE

Ma,b

˛

‚{ „,

où les identifications sont données, pour tous a P S et ta, bu P E, par φa,ta,bu : Ma ÑMa,b.
On peut montrer que, pour tout ta, bu P E, l’application naturelle Ma,b Ñ M est

injective. Une application du théorème de Van Kampen permet de déduire le résultat
suivant.

Lemme 1.57. Le groupe fondamental π1pM, q0q est naturellement isomorphe à ApΓq.

Il ne reste plus qu’à montrer la propriété de courbure.

Lemme 1.58. Le complexe M est localement CAT(0).

Comme dans le cas (B), nous appliquons le critère de Gromov (théorème 1.16) en
montrant que les links de M sont des complexes simpliciaux de drapeaux. Pour cela, le
fait que Γ n’a pas de triangle nous ramène à l’étude d’un sous-complexe de M obtenu
comme recollement arborescent de sous-complexes convexes. On renvoie à [Hae21a] pour
les détails.
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Chapitre 2

Rigidités de réseaux

2.1 Réseaux de rang supérieur et médianes grossières

Nous allons présenter ici les résultats de la publication [Hae16], qui étudie les liens entre
espaces symétriques, immeubles et médianes grossières.

2.1.1 Énoncés des résultats

Un espace métrique est dit médian si, pour chaque triplet de points dans l’espace, les
trois intervalles correspondants s’intersectent en un unique point, appelé médiane (voir la
partie 2.1.2 pour plus de détails). L’étude des actions de groupes sur des espaces métriques
médians est très riche, et a été étudiée de nombreux points de vue : propriété de Haagerup,
propriété (T), actions sur des complexes cubiques CAT(0), actions sur des espaces à murs
(mesurés)... (voir notamment [Che00], [CDH10], [CFI13], [CN05], [Bow13b], [Bow14])

Il est naturel de chercher à réunir dans une même classe d’espaces métriques les com-
plexes cubiques CAT(0) et les espaces hyperboliques au sens de Gromov. C’est ainsi que
Bowditch a défini la notion d’espace grossièrement médian (voir [Bow13a]). Essentielle-
ment, toute partie finie est bien approchée par un espace métrique médian fini (ou, de
manière équivalente, par un complexe cubique CAT(0) fini).

Il s’agit d’une propriété invariante par quasi-isométrie, ainsi on peut dire qu’un groupe
de type fini est grossièrement médian lorsqu’un graphe de Cayley peut être muni d’une
médiane grossière. Bowditch a montré qu’un groupe grossièrement médian est de présen-
tation finie, et a une fonction de Dehn au plus quadratique (voir [Bow13a, Corollary 8.3]).
De plus, on peut appliquer le critère de Chatterji et Ruane (voir [CR05]) pour en déduire
qu’un groupe grossièrement médian a la propriété RD de décroissance rapide.

Par ailleurs, Bowditch a montré que le groupe modulaire d’une surface de type fini est
grossièrement médian, donnant ainsi un autre point de vue sur la preuve de Behrstock et
Minsky que le groupe modulaire a la propriété RD (voir [BM11]), ainsi que le théorème du
rang (voir [BM08] et [Ham07]).

Comme la plupart des examples de groupes grossièrement médians ont des propriété de
courbure négative, Bowditch a demandé dans [Bow13a] si les espaces symétriques de rang
supérieur, voire même les espaces CAT(0), étaient grossièrement médians. Nous apportons
une réponse négative à cette question. Plus précisément, nous montrons le résultat suivant.

Théorème 2.1. Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble affine
épais. Alors X admet une médiane grossière si et seulement si son type sphérique est Ar1.

Notons qu’il n’y a aucune hypothèse d’équivariance, même grossière, de la médiane par
rapport au groupe d’isométries de X. Une implication de ce résultat est facile : si X est de
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type sphérique Ar1, alors X est un produit d’espaces symétriques de rang un (donc Gromov-
hyperboliques) ou un produit d’arbres, et admet donc une médiane grossière produit.

Haglund a demandé si les espaces symétriques ou les immeubles de rang supérieur
pouvaient être quasi-isométriques à des complexes cubiques CAT(0). Comme ce sont des
exemples d’espaces grossièrement médians, nous apportons également une réponse négative
à cette question.

Corollaire 2.2. Soit X un espace symétrique de type non compact, ou un immeuble affine
épais. Alors X est quasi-isométrique à un complexe cubique CAT(0) si et seulement si son
type sphérique est Ar1.

Remarquons que, dans cet énoncé, le complexe cubique peut être muni de la distance
Lp pour tout p P r1,8s.

Concernant les réseaux cocompacts dans des groupes de Lie, Valette conjecture qu’ils
satisfont la propriété RD, ce qui aurait pour conséquence la conjecture de Baum-Connes.
Il est donc naturel d’étudier si ces réseaux cocompacts peuvent admettre une action sur
un espace grossièrement médian. Nous apportons une réponse négative à cette question.

Corollaire 2.3. Soit K un corps local, G le groupe des K-points d’un groupe algébrique
simple sans facteur compact, et soit Γ un réseau de G. Si Γ est grossièrement médian,
alors G est de K-rang 1.

Par ailleurs, à cause de la propriété (T) de Kazhdan, les réseaux de rang supérieur
n’admettent pas d’action non bornée sur des espaces métriques médians (voir [CDH10] et
[Nic08]). Cependant, dans le cadre grossièrement médian ce n’est plus vrai, puisque par
exemple tout groupe hyperbolique ayant la propriété (T) est grossièrement médian.

Dans le cas où Γ est un réseau non uniforme d’un groupe G de K-rang 1, la situation
est plus subtile. Voici ce qui est connu.

Proposition 2.4. Soit K un corps local, G le groupe des K-points d’un groupe algébrique
simple, sans facteur compact, de K-rang 1. Soit Γ un réseau de G.

‚ Si Γ est un réseau uniforme, Γ est grossièrement médian.

‚ Si G est localement isomorphe à SO0pn, 1q pour n ě 2, alors Γ est grossièrement
médian.

‚ Si G est localement isomorphe à SUp1, 2q, alors Γ n’est pas grossièrement médian.

En effet dans les deux premiers cas, Γ est hyperbolique (relativement à des sous-groupes
virtuellement abéliens), donc grossièrement médian d’après [Bow13c]. Et dans le dernier
cas, on sait que Γ a une fonction de Dehn cubique (voir [ECH`92] et [Osi06]), c’est pourquoi
il n’est pas grossièrement médian.

2.1.2 Médianes grossières

Dans cette partie, nous allons présenter brièvement les médianes grossières, telles qu’elles
ont été introduites par Bowditch dans [Bow13a] (voir également [NWZ] pour une autre
approche).

Commençons par rappeler la définition d’une médiane sur un ensemble X.

Définition 2.5. Soit X un ensemble. Une application µ : X3 Ñ X est appelée médiane
si, pour tous a, b, c, d, e P X, on a :

‚ µpa, b, cq “ µpb, a, cq “ µpb, c, aq (µ est symétrique),
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‚ µpa, a, bq “ a,

‚ µpa, b, µpc, d, eqq “ µpµpa, b, cq, µpa, b, dq, eq.

On appelle le couple pX,µq une algèbre médiane.

Il y a une notion naturelle d’intervalles associés à une médiane.

Définition 2.6. Soit pX,µq une algèbre médiane. Si a, b P X, l’intervalle (médian) Ipa, bq
entre a et b est

Ipa, bq “ tc P X |µpa, b, cq “ cu.

Si C Ă X, on dit que C est convexe si, pour tous a, b P C, on a Ipa, bq Ă C.

Si X est un ensemble muni d’une famille d’intervalles, il existe également une liste
simple d’axiomes garantissant que ces intervalles proviennent d’une médiane (voir par
exemple [Bow19b]).

Définition 2.7. Soient pX,µq, pX 1, µ1q deux algèbres médianes. Une application f : X Ñ

X 1 est appelée morphisme médian si pour tous x, y, z P X, on a µ1pfpxq, fpyq, fpzqq “
fpµpx, y, zqq. Si de plus f est injective, on l’appelle plongement médian.

Pour les algèbres médianes, il y a une notion naturelle de rang.

Définition 2.8. Soit pX,µq une algèbre médiane. On dit que X est de rang r si c’est la
dimension maximale d’un cube t0, 1ur plongé de manière médiane dans X.

Dans certains cas, la médiane provient d’un espace métrique.

Définition 2.9. Soit pX, dq un espace métrique. Pour tous a, b P X, définissons l’intervalle
(métrique) Ipa, bq entre a et b par

Ipa, bq “ tc P X | dpa, cq ` dpc, bq “ dpa, bqu.

L’espace pX, dq est appelé métrique médian si, pour tous a, b, c P X, les intervalles Ipa, bq,
Ipb, cq et Ipa, cq s’intersectent globalement en un unique point de X, noté µpa, b, cq. Dans
ce cas, µ : X3 Ñ X est une médiane, et les intervalles au sens métrique et au sens médian
coïncident.

Exemples.

‚ La droite réelle R, avec sa distance usuelle, est métrique médiane de rang 1. La
médiane de trois nombres réels ordonnés x ď y ď z est y.

‚ Notons que le produit direct de deux espaces métriques médians, muni de la somme
des distances, est métrique médian. Ainsi, pour tout n ě 1, l’espace vectoriel Rn

muni de la norme `1 est métrique médian (et c’est le seul espace vectoriel normé de
dimension finie médian, voir [Ver93, Theorem III.4.13]). Il est de rang n.

‚ Plus généralement, si pΩ, µq est un espace mesuré, alors L1pΩ,Rq est un espace mé-
trique médian (de rang infini dès que le support de µ est infini), voir par exemple [CDH10].

Dans le cas des graphes considérés comme espaces métriques avec la distance combina-
toire, il y a une très belle caractérisation due à Chepoi et Roller indépendamment.

Théorème 2.10. [Che00, Theorem 6.1] [Rol98, Theorem 10.3] Un graphe est métrique
médian si et seulement si c’est le 1-squelette d’un complexe cubique CAT(0) (voir sec-
tion 1.3 pour la définition). Le rang de la médiane est la dimension du complexe cubique
CAT(0).
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Si pX, dq est un espace métrique, voici plusieurs affaiblissements de la notion de mé-
trique médiane.

Définition 2.11. Soit pX, dq un espace métrique. Une médiane abstraite µ sur X est dite

‚ continue, si c’est une application continue de X3 dans X,

‚ Lipschitz s’il existe une constante k ě 0 telle que l’application µ soit k-Lipschitz par
rapport à chaque variable, c’est-à-dire

@a, b, c, a1, b1, c1 P X, dpµpa, b, cq, µpa1, b1, c1qq ď kpdpa, a1q ` dpb, b1q ` dpc, c1qq,

‚ localement convexe si chaque point de X a une base de voisinages convexes.

Exemples.

‚ La médiane produit sur R2, muni de la norme euclidienne, est Lipschitz et localement
convexe.

‚ Voici un exemple de médiane continue sur R2 mais qui n’est pas Lipschitz. Consi-
dérons l’image µ de la médiane produit sur R2 par un difféomorphisme de R2 non
Lipschitz. Alors la médiane µ sur l’espace métrique pR2, `1q est continue mais non
Lipschitz.

On peut remarquer qu’une propriété des espaces hyperboliques au sens de Gromov est
que toute partie finie est bien approchée par un arbre métrique. Les arbres coïncident avec
les algèbres médianes de rang 1, il est donc naturel de chercher à généraliser cette propriété
pour inclure les algèbres médianes finies de rang quelconque. C’est ainsi que Bowditch a
proposé une définition de médiane grossière.

Définition 2.12. [Bow13a] Soit pX, dq un espace métrique. Une application µ : X3 Ñ X
est appelée médiane grossière si elle satisfait :

‚ Il existe des constantes k ě 0, hp0q ě 0 telles que

@x, y, z, x1, y1, z1 P X, dpµpx, y, zq, µpx1, y1, z1qq ď kpdpx, x1q`dpy, y1q`dpz, z1qq`hp0q.

‚ Il existe une fonction h : N Ñ r0,`8r telle que, pour toute partie finie non vide
A Ă X avec |A| ď p, il existe une algèbre médiane finie pΠ, µΠq et des applications
π : AÑ Π et λ : Π Ñ X telles que :

@x, y, z P Π, dpλpµΠpx, y, zqq, µpλpxq, λpyq, λpzqqq ď hppq,

@a P A, dpa, λpπpaqqq ď hppq.

De plus, il y a une notion naturelle de rang d’une médiane grossière : si, dans la
définition précédente, on peut toujours choisir l’algèbre médiane Π de rang au plus r, on
dit que µ est de rang au plus r.

Remarques.

‚ Cette définition est invariante par quasi-isométrie.

‚ Tout espace métrique médian est grossièrement médian. En particulier, tout complexe
cubique (avec par exemple la norme `1 ou `2) est grossièrement médian, de rang borné
par la dimension.

‚ Un espace métrique est Gromov-hyperbolique si et seulement s’il admet une mé-
diane grossière de rang au plus 1. En effet, tout triplet de points a un tripode de
comparaison, et le centre du tripode définit une médiane grossière.

L’une des motivations de Bowditch pour cette notion est la suivante.

Théorème 2.13. [BM11] et [Bow13a] Si S est une surface de type fini, son groupe modu-
laire ModpSq est grossièrement médian, de rang fini.
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2.1.3 Obstruction à l’existence d’une médiane grossière

Nous allons ici donner des idées sur la preuve du théorème 2.1. Nous référons à [Hae16]
pour plus de détails.

Tout d’abord, l’un des intérêts de la définition de médianes grossières par Bowditch
(voir [Bow13a]) est qu’elles se comportent bien par passage au cône asymptotique. En
effet, de manière informelle, le passage au cône asymptotique fait disparaître les constantes
additives, et il ne reste que la constante multiplicative de Lipschitz.

Théorème 2.14. [Bow13a, Theorem 2.3] Soit pX, dq un espace métrique, et µ une mé-
diane grossière sur X. Alors pour tout cône asymptotique pX8, d8q de pX, dq, µ définit
naturellement une médiane µ8 sur X8 qui est Lipschitz et localement convexe.

Par ailleurs, grâce aux travaux de Kleiner et Leeb (voir [KL97]), on connaît une des-
cription des cônes asymptotiques des espaces symétriques et des immeubles.

Théorème 2.15. [KL97, Theorem 1.2.1] Soit X un espace symétrique de type non compact
ou un immeuble affine épais. Alors tout cône asymptotique de X est un immeuble affine
épais, de même type sphérique que X.

Afin de démontrer le théorème 2.1, on est ainsi ramenés à montrer le résultat suivant.

Théorème 2.16. Soit X un immeuble affine épais de type sphérique différent de Ar1. Alors
X n’admet aucune médiane Lipschitz localement convexe.

Premièrement, nous montrons un résultat général d’existence de cube convexe dans un
espace métrique avec une médiane Lipschitz localement convexe.

Proposition 2.17. Soit X un espace métrique connexe, muni d’une médiane Lipschitz
localement convexe, de rang r. Alors il existe un plongement biLipschitz, médian du cube
r0, 1sr dans X, d’image convexe.

La définition du rang de la médiane fournit un plongement médian du 0-squelette
t0, 1ur dans X. Il s’agit donc de "remplir" ce 0-squelette de manière cohérente. L’un des
arguments clés provient de l’existence de murs convexes séparant des points.

Lemme 2.18. [Bow13a, Lemma 7.3 et 7.5] Soit X un espace métrique, muni d’une mé-
diane continue localement convexe de rang r. Si a et b sont des points distincts de X, il
existe une partition X “ H` \H´ en deux parties convexes telle que a R H´ et b R H`.
De plus, H` XH´ est une sous-algèbre médiane convexe de X, de rang au plus r ´ 1.

Une conséquence de ce résultat concerne le rang d’une médiane dans un immeuble
affine.

Proposition 2.19. Soit X un immeuble affine de rang r. Alors toute médiane Lipschitz
localement convexe sur X est de rang r.

Supposons maintenant que X est un immeuble affine de rang r, muni d’une médiane
Lipschitz localement convexe. D’après la proposition 2.17 et la proposition 2.19, on déduit
qu’il existe un plongement biLipschitz, médian du cube r0, 1sr dans X, d’image convexe.
En considérant un cône tangent à l’image de ce cube (une ultralimite d’espaces métriques,
mais en faisant tendre le facteur de normalisation vers l’infini), on obtient :

Proposition 2.20. Il existe x P X tel que, dans un cône tangent X8 à X en x, le cône
tangent F8 à un appartement F contenant x est convexe, et isomorphe (au sens médian
et affine) à l’espace vectoriel standard pRr, `1q.
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Par ailleurs, Kleiner et Leeb ont également montré que tout cône tangent d’un immeuble
affine est encore un immeuble affine. Ainsi on peut supposer que l’immeuble affine X
contient un appartment F convexe isomorphe à l’espace vectoriel standard pRr, `1q. Ce
résultat nous permet de contrôler la projection (au sens médian) d’un appartement sur un
autre.

Lemme 2.21. Soit F 1 un autre appartement de X tel que FXF 1 soit un demi-appartement.
Alors, la projection médiane de F 1 sur F est égale à F8 X F 18.

Pour terminer l’idée de la preuve du théorème 2.16, supposons par l’absurde que X
n’est pas de type Ar1. Alors on peut trouver dans X un demi-appartement F0 Ă F et
deux segments géodésiques singuliers reliant y P X\F à deux points distincts z, z1 de BF0.
Comme toute géodésique singulière est intersection d’appartements, on en déduit que la
projection de y sur F doit coïncider à la fois avec z et z1, ce qui est une contradiction.

Donc X est de type Ar1, ce qui conclut l’idée de la preuve du théorème 2.16, nous
renvoyons à [Hae16] pour les détails.

2.2 Actions de réseaux de rang supérieur sur des espaces hy-
perboliques

2.2.1 Énoncés des résultats

Nous allons présenter ici les résultats de la publication [Hae20].

Les groupes algébriques semisimples de rang supérieur sur des corps locaux, ainsi que
leurs réseaux, vérifient de nombreuses propriétés de rigidité. L’idée fondamentale est que ces
réseaux ne peuvent pas agit sur d’autres espaces que ceux naturellement associés au groupe
algébrique ambiant. C’est à la base du théorème de superrigidité de Margulis (voir [Mar91]),
ainsi que de la conjecture de Zimmer notamment (voir [BFH16]).

Concernant la rigidité d’actions par isométries, l’un des exemples les plus classiques
est celui de la propriété (T) de Kazhdan, qui affirme que les réseaux de rang supérieur
ne peuvent agit sans point fixe par isométries affines sur des espaces de Hilbert. La pro-
priété (T) implique également de tels résultats de points fixes pour d’autres espaces Lp

(voir [BFGM07]), les arbres (voir [Ser74]), et plus généralement pour les espaces métriques
médians (tels que les complexes cubiques CAT(0), voir [CDH10] et [NR98b]).

La propriété (T) est également satisfaite par les réseaux hyperboliques quaternioniques,
ainsi que par certains groupes hyperboliques aléatoires (voir [Żuk03]). Plusieurs renforce-
ments de la propriété (T) ont été proposés, qui sont tous satisfaits par les réseaux de
rang supérieur mais pas par les groupes hyperboliques, qui impliquent diverses propriétés
de points fixes pour des actions sur des espaces de Banach (voir par exemple [Laf08] et
[Mon01]).

Étant donné le rôle central qu’occupent les espaces hyperboliques en théorie géomé-
trique des groupes, il est natural d’étudier les actions de réseaux de rang supérieur sur des
espaces hyperboliques. De nombreuses réponses partielles à cette question sont connues :
par exemple, toute action sur un arbre, ou sur un espace symétrique de rang un, a un
point fixe. Manning a montré que, pour SLpn,Zq avec n ě 3 (ainsi que d’autres réseaux à
génération bornée), toute action sur un quasi-arbre a des orbites bornées (voir [Man06]).
À l’aide de la propriété (T) renforcée de Lafforgue (see [Laf08], [Lia14], [dLdlS15], [dlS17]),
on peut déduire que si Γ est un réseau de rang supérieur, alors toute action de Γ par
isométries sur un graphe hyperbolique uniformément localement fini a des orbites bornées.

Voici notre résultat principal.
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Théorème 2.22. Soit Γ un réseau dans un (produit de) groupes algébriques presque
simples, de rangs supérieurs, de centres finis, sur un corps local. Alors toute action de
Γ par isométries sur un espace métrique Gromov-hyperbolique X est élémentaire. Plus pré-
cisément, soit l’action est elliptique (les orbites sont bornées), soit elle est parabolique (Γ
fixe un unique point du bord de Gromov de X et n’a pas d’élément loxodromique).

Effectuons tout d’abord quelques remarques sur ce résultat.

Remarques.

‚ Ce résultat est également une conséquence de travaux de Bader et Furman, suite
à leurs travaux profonds sur la rigidité et les bords de groupes (voir en particu-
lier [BF14]). Cependant, les techniques employées sont assez différentes : Bader et
Furman utilisent beaucoup la théorie ergodique, alors que nous en utilisons très peu,
et nous concentrons surtout sur la géométrie asymptotique des réseaux et des im-
meubles, en nous servant des médianes.

‚ On peut noter qu’il n’y a aucune hypothèse de compacité locale sur l’espace hyper-
bolique considéré, ni aucune hypothèse de propreté de l’action.

‚ La plupart des résultats de rigidité permettent de conclure que les orbites sont bor-
nées. On ne peut ici exclure le cas parabolique, car tout groupe de type fini a une
action métriquement propre, parabolique sur un graphe hyperbolique (localement
infini en général) : une horoboule combinatoire sur un graphe de Cayley (voir par
exemple [Hru10]).

‚ La théorie des médianes grossières développée par Bowditch (voir [Bow13a]) est au
cœur de la preuve, bien qu’elles n’apparaissent pas dans l’énoncé.

‚ Notre théorème suppose que tous les facteurs du groupe algébrique sont de rang
supérieur. Nos méthodes ne permettent pas d’étudier les réseaux irréductibles dans
des produits de groupes de rang 1. Cependant, dans ce cas Bader et Furman peuvent
montrer que si un tel réseau Γ Ă G1 ˆ G2 a une action sans orbite bornée de X et
sans orbite finite dans le bord B8X, alors on peut étendre l’action de Γ à l’un des
facteurs sur une partie fermée du bord B8X.

‚ La plupart des résultats de rigidité concernant les réseaux de rang supérieur utilisent
souvent la cohomologie bornée, la superrigidité de Margulis ou bien la propriété (T)
renforcée de Margulis, tandis que notre preuve utilise essentiellement d’autres outils.

Dans [Man06], Manning s’intéresse aux quasi-actions de groupes sur des arbres. Il
dit qu’un groupe G a la propriété QFA si toute quasi-action sur un arbre a des orbites
bornées. Il montre que, si n ě 3, le groupe SLpn,Zq a la propriété QFA (ou plus géné-
ralement SLpn,Oq, où O est l’anneau des entiers d’un corps de nombres) (voir [Man06,
Corollary 4.5]). L’argument principal de Manning est que SLpn,Zq est bornément engendré
par les matrices élémentaires, ce qui n’est plus vrai pour des réseaux plus généraux. Une
conséquence immédiate du théorème 2.22 est la suivante.

Corollaire 2.23. Soit Γ comme dans le théorème 2.22. Alors Γ a la propriété QFA : toute
quasi-action de Γ par isométries sur un arbre a des orbites bornées.

Une autre conséquence importante est de donner une nouvelle preuve du résultat sui-
vant.

Corollaire 2.24 (Farb-Kaimanovich-Masur [FM98). [KM96] Soit Γ comme dans le théo-
rème 2.22, et soit Sg,p une surface orientable compacte de genre g avec p pointes. Alors
tout morphisme de Γ dans le groupe modulaire ModpSg,pq est d’image finie.
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La preuve de Farb, Masur et Kaimanovich repose notamment sur le théorème du sous-
groupe normal de Margulis. Notre idée est ici d’apporter une preuve simple et très géomé-
trique. Pour cela, on se sert de l’action induite de Γ sur le complexe des courbes de Sg,p,
qui est un graphe hyperbolique d’après Masur et Minsky (voir [MM99] et [HPW15]).

En fait, les mêmes arguments permettent également d’étudier les morphismes à valeurs
dans les groupes hiérachiquement hyperboliques (voir la partie 3.2.6). Des exemples de
tels groupes sont les groupes hyperboliques, les groupes modulaires de surface, les groupes
d’Artin à angles droits, et ils sont stables par hyperbolicité relative.

Corollaire 2.25. Soit Γ comme dans le théorème 2.22, et soit G un groupe hiérarchique-
ment hyperbolique. Alors tout morphisme de Γ dans G est d’image finie.

Remarquons que, siG est hyperbolique, un argument simple utilisant les quasi-morphismes
ou la propriété (T) renforcée de Lafforgue donne le résultat. Et si G est un groupe d’Artin
à angles droits, la propriété (T) donne également le résultat simplement.

Une autre généralisation des groupes hyperboliques est la famille des groupes acylin-
driquement hyperboliques, développée notamment par Osin (voir [Osi16]). Un groupe est
dit acylindriquement hyperbolique s’il admet une action non-élémentaire acylindrique par
isométries sur un espace hyperbolique. Parmi les exemples classiques de tels groupes, on
trouve les groupes hyperboliques, relativement hyperboliques, les groupes modulaires de
surface, les groupes d’automorphismes de groupes libres, et bien d’autres. D’après Mimura
(voir [Mim15]), on dit qu’un sous-groupe H d’un groupe acylindriquement hyperbolique
G est absolument elliptique si, pour toute action acylindrique de G sur un espace hyper-
bolique, H a une action elliptique. Une conséquence immédiate du théorème 2.22 est la
suivante.

Corollaire 2.26. Soit Γ comme dans le théorème 2.22, et soit G un groupe acylindrique-
ment hyperbolique. Alors tout morphisme de Γ dans G est d’image absolument elliptique.

Remarquons que Mimura a prouvé ce résultat pour tous les groupes de Chevalley
(même à équivalence mesurée près), dont un cas très particulier est SLpn,Zq pour n ě 3
(voir [Mim15, Theorem 1.1]).

Un autre groupe très largement étudié est le groupe OutpFnq des automorphismes
extérieurs du groupe libre Fn de rang n. Bridson et Wade ont montré que tout morphisme
d’un réseau de rang supérieur à valeurs dans OutpFnq est d’image finie (voir [BW11]).
Remarquons que OutpFnq n’est pas hiérarchiquement hyperbolique, donc le Corollaire 2.25
n’apporte pas de nouvelle preuve de ce résultat. De plus, si l’on veut appliquer la même
stratégie que dans le cas du groupe modulaire de surface en considérant l’action sur le
complexe hyperbolique des scindements libres, la situation est très différente : il y a des
sous-groupes de OutpFnq qui ont des orbites bornées sans orbite finie. Néanmoins, Guirardel
et Horbez ont montré qu’il était possible de déduire du théorème 2.22 plusieurs résultats
de rigidité pour des morphismes à valeurs dans des groupes d’automorphismes extérieurs.

Corollaire 2.27 (Guirardel-Horbez). Soit Γ comme dans le théorème 2.22, et soit G un
groupe hyperbolique sans torsion. Alors tout morphisme de Γ dans OutpGq est d’image
finie.

Le seul cas précédemment connu était pour OutpFnq, dû à Bridson et Wade (voir [BW11]).

2.2.2 Les réseaux de rang supérieur n’agissent pas sur des espaces hy-
perboliques

Nous allons donner les grandes étapes de la preuve du théorème 2.22, et nous renvoyons à
l’article [Hae20] pour les détails. Considérons un réseau de rang supérieur Γ ă G comme
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dans l’énoncé du théorème 2.22, soit pX, dXq un espace Gromov-hyperbolique et une action
de Γ sur X par isométries. Nous voulons montrer que cette action est élémentaire.

‚ Étape 1 : Induction L1. Nous allons faire une induction de l’action de Γ sur X
pour en déduire une action du groupe algébrique G sur un espace Y “ L1pG\Γ, Xq
que nous allons définir en détail. L’utilisation de la norme L1 nous permet de faire
apparaître des médianes et des médianes grossières.

‚ Étape 2 : Sous-linéarité de l’action induite. Nous allons considérer un cône
asymptotique de l’application orbitale GÑ Y pour obtenir une application Lipschitz
G8 Ñ Y8. D’après la rigidité médiane des immeubles affines, cette application doit
être triviale. Ainsi l’action de G sur Y est sous-linéaire.

‚ Étape 3 : Marche aléatoire sous-linéaire. En utilisant des techniques de Fursten-
berg, Lyons-Sullivan et Kaimanovich (voir [Fur71], [LS84] et [Kai92]), nous montrons
qu’une discrétisation du mouvement brownien sur G permet de déduire une marche
aléatoire sur Γ dont la vitesse dans X est sous-linéaire.

‚ Étape 4 : Élémentarité de l’action. Nous utilisons un résultat de Maher et Tiozzo
(voir [MT18]) garantissant qu’une telle marche aléatoire à vitesse sous-linéaire dans
un espace hyperbolique implique que l’action est élémentaire.

Donnons maintenant quelques détails sur chacune de ces étapes.

Étape 1 : Induction L1

Notons dX la distance sur X, et fixons un point base x0. Choisissons un domaine fonda-
mental fermé mesurable U Ă G pour l’action de Γ sur G à droite, i.e. tel que G “ UΓ.
Notons λ la mesure de proba de Haar sur G{Γ » U . Considérons l’espace

Y “ L1pG{Γ, Xq “

"

a : U Ñ X mesurable ,
ż

U
dXpapuq, x0qdλpuq ă `8

*

“

"

a : GÑ X mesurable ,
ż

U
dXpapuq, x0qdλpuq ă `8,@g P G,@γ P Γ, apgγq “ γ´1 ¨ apgq

*

.

L’espace Y est naturellement muni de la distance L1 notée dY :

@a, b P Y, dY pa, bq “

ż

U
dXpapuq, bpuqqdλpuq,

ainsi que du point base y0 : u P U ÞÑ x0.

Si l’on note µX : X3 Ñ X une médiane grossière sur l’espace hyperbolique X, on peut
définir

µY : Y 3 Ñ Y

pa, b, cq ÞÑ

´

u P U ÞÑ µXpapuq, bpuq, cpuqq
¯

On montre sans difficulté la proposition suivante.

Proposition 2.28. L’espace pY, dY , µY q est grossièrement médian.

De plus, on a une action naturelle de G sur Y par isométries par précomposition : si
g P G et y P Y , alors g ¨ y : G Ñ X est définie par g ¨ ypuq “ ypg´1uq. On peut ainsi
montrer :

Proposition 2.29. L’action de G sur Y est bien définie, par isométries.

Notons que dans le cas où Γ n’est pas un réseau uniforme, la définition de cette action
repose sur l’intégrabilité du cocycle Gˆ U Ñ Γ, qui est due à Shalom (voir [Sha00]).
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Étape 2 : Sous-linéarité de l’action induite

Dans cette partie, nous allons montrer que l’action de G sur Y est proche d’une action
triviale, plus précisément (où on note dG une distance des mots sur G définie par un
voisinage compact de e) :

Théorème 2.30. Les orbites de G dans Y sont à croissance sous-linéaire, i.e.

lim
RÑ`8

sup
gPG,dGpe,gqďR

dY pg ¨ y0, y0q

R
“ 0.

En particulier, ceci implique qu’aucun élément deG n’agit sur Y de façon loxodromique,
i.e. avec une distance de translation strictement positive. Afin de montrer ce résultat, on
peut tout d’abord se ramener au cas où le groupe G est de K-rang deux, ce que l’on fera
par la suite. Puis on se ramène à montrer le cas particulier suivant :

Proposition 2.31. Aucun élément de G n’agit de manière loxodromique sur Y .

Pour prouver cette proposition, nous allons montrer la contraposée : si un élément de
G agit de manière loxodromique, alors G est un produit de deux groupes de rang 1.

Pour cela, nous allons utiliser un cône asymptotique de Y . Fixons un ultrafiltre non
principal ω sur N, et la suite de réels

`

1
n

˘

ně1
. Notons pY8, d8, y8q le cône asymptotique

de pY, dY , y0,
1
nq pour cet ultrafiltre ω.

D’après Bowditch (voir [Bow13a], ainsi que la partie 2.1.3), tout cône asymptotique
d’un espace grossièrement médian est Lipschitz médian, mais pas nécessairement métrique
médian. Cependant, on sait que le cône asymptotique d’un espace hyperbolique est un
arbre réel, a fortiori un espace métrique médian. Ainsi il est naturel d’obtenir le résultat
suivant, où nous notons µ8 l’ultralimite de la médiane µY .

Proposition 2.32. Le cône asymptotique pY8, d8, µ8q est métrique médian.

Notons pG8, dG8 , e8q le cône asymptotique de pG, dG, e, 1
nq selon l’ultrafiltre ω. D’après

Kleiner et Leeb (voir [KL97, Theorem 1.2.1]), G8 est un immeuble affine. Nous allons étu-
dier l’action de G sur Y au travers de l’application orbitale, qui passe au cône asymptotique
en

Φ : G8 Ñ Y8

pgnqnPN ÞÑ pgn ¨ y0qnPN.

Lemme 2.33. L’application Φ est bien définie, et Lipschitz.

Le passage au cône asymptotique nous permet de montrer le résultat suivant.

Lemme 2.34. Supposons qu’un élément régulier g P G agisse de manière loxodromique
sur Y , et soit A le sous-groupe de Cartan de G contenant g. Alors, pour tous a, b P A et
tout s P R, l’application suivante :

R Ñ Y8

t ÞÑ lim
ω
attnubtsnu

est une géodésique de vitesse constante dans Y8.

En utilisant des conjugués de A, on peut améliorer ce résultat pour en déduire que Φ est
presque un plongement isométrique, sur une famille suffisamment épaisse d’appartments :
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Proposition 2.35. Soit pB, dBq un immeuble affine, et soit pM,dM q un espace métrique
médian. Supposons qu’il existe une application Φ : B Ñ M , un point base b0 P B et un
ensemble A d’appartements de B contenant b0 tels que :

1. Il existe A P A tel que, pour tout hyperplan singulier H dans A, il existe A1, A2 P A
tels que AXA1, AXA2, A1 XA2 soient trois demi-appartements distincts bordés par
H.

2. Pour tout A1 P A et pour toute géodésique L de A1, l’image ΦpLq est une géodésique
de M .

Alors B est de type sphérique Ar1, c’est-à-dire un produit d’arbres réels.

Les arguments pour démontrer ce résultat reposent sur les mêmes méthodes que celles
utilisées pour démontrer le théorème 2.1, notamment la propriété de séparation par des
murs convexes dans un espace médian.

On peut ensuite appliquer la proposition 2.35 avec B “ G8 et M “ Y8, pour l’appli-
cation orbitale Φ : G8 Ñ Y8.

Étape 3 : Marche aléatoire sous-linéaire

Dans cette partie, nous allons construire une marche aléatoire sur Γ dont la vitesse dans
l’action sur X est sous-linéaire, plus précisément :

Proposition 2.36. Avec les notations du théorème 2.22, il existe une mesure de probabilité
ν sur Γ (de support infini, engendrant Γ) telle que la marche aléatoire associée pγn ¨x0qnPN

sur X a une vitesse nulle :

lim
nÑ`8

ErdXpγn ¨ x0, x0qs

n
“ 0.

Remarquons que, si pγnqnPN était une marche aléatoire de vitesse nulle dans Γ, alors
pγn¨x0qnPN serait de vitesse nulle dansX. Cependant, on sait que dès que le premier moment
de ν est fini, la marche aléatoire pγnqnPN est de vitesse non nulle dans Γ (voir [Fur71] et
[KM96]).

Considérons tout d’abord le cas où K est un corps local archimédien. La stratégie
de preuve va consister à suivre la méthode de discrétisation du mouvement brownien
sur l’espace symétrique de G due à Lyons-Sullivan (voir [LS84]), Ballmann-Ledrappier
(voir [BL96]) et Kaimanovich (voir [Kai92]).

Notons K un sous-groupe compact maximal de G, et M “ G{K l’espace symétrique
de type non compact associé. Soit dM la distance riemannienne G-invariante sur M . Soit
p0 “ rKs P M un point base, et soit pptqtě0 le mouvement brownien issu sur M de
p0. Notons ω P U une variable aléatoire de loi λ (la mesure de probabilité de Haar),
indépendante de pptqtě0. Considérons, pour tout t ě 0, la variable qt “ ω´1 ¨ pt : le
processus pqtqtě0 s’identifie au mouvement brownien sur M issu de ω´1 ¨ p0.

La procédure de discrétisation de Lyons-Sullivan et Kaimanovich (voir [LS84], [BL96]
et [Kai92]) appliquée au processus pqtqtě0 donne :

Théorème 2.37 (Lyons-Sullivan, Ballmann-Ledrappier, Kaimanovich). Il existe une constante
C ě 0, des temps d’arrêt pTkqkě1 et une marche aléatoire pγkqkě1 de loi ν sur Γ tels que

@k ě 1, dM pω
´1 ¨ pTk , γk ¨ p0q ď C.
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Pour appliquer ce résultat, il faut s’assurer qu’une réunion de boules dans M centrées
en les points d’une orbite de Γ est récurrente pour le mouvement brownien, ce qui est bien le
cas car Γ\M est de volume fini. Essentiellement, les temps d’arrêts pTkqkě1 correspondent
à des temps d’atteinte de cette réunion, subtilement choisis afin de garantir la propriété de
Markov.

Pour tout k ě 1, notons gk P G une variable aléatoire telle que pTk “ gk ¨ p0 presque
sûrement. On en déduit que

E rdY pgk ¨ y0, y0qs “ E

„
ż

U
dXpy0pg

´1
k ωq, x0qdλpωq



“ E
“

dXpy0pg
´1
k ωq, x0q

‰

.

Il existe une constante C 1 ě 0 telle que dGpgk, ωγkq ď C 1 presque sûrement. Ainsi il existe
une constante C2 ě 0 telle que |dXpy0pg

´1
k ωq, x0q´dXpγ

´1
k ¨x0¨x0q| ď C2 presque sûrement.

D’où
|E rdY pgk ¨ y0, y0qs ´ E rdXpγk ¨ x0, x0qs| ď C2.

Comme la quantité E rdY pgk ¨ y0, y0qs est sous-linéaire en k d’après la proposition 2.36, on
en déduit que la quantité E rdXpγk ¨ x0, x0qs est sous-linéaire en k, c’est-à-dire que que la
marche aléatoire pγn ¨ x0qnPN sur X a une vitesse nulle.

Dans le cas où K est non archimédien, la stratégie est entièrement similaire, mais
sensiblement plus simple. En effet, à la place d’utiliser le mouvement brownien sur l’es-
pace symétrique, on peut se contenter de considérer une marche aléatoire simple sur le
1-squelette de l’immeuble de G, qui est déjà discret. L’orbite par Γ d’un sommet est récur-
rente, les temps d’atteinte de cette orbite forment les temps d’arrêt pTkqkě1, et la propriété
de Markov est ici automatique. Le reste de la preuve est identique.

Étape 4 : Élémentarité de l’action

Il nous suffit ici de faire appel au résultat suivant, dû à Maher et Tiozzo :

Théorème 2.38 (Maher-Tiozzo [MT18]). Soit Γ un groupe dénombrable ayant une action
non élémentaire par isométries sur un espace Gromov-hyperbolique séparable X, et soit ν
une mesure de probabilité sur Γ dont le support engendre Γ. Fixons un point base x0 P X.
Alors la marche aléatoire pγnqnPN de loi ν sur Γ a une vitesse positive dans X, c’est-à-dire :

lim
nÑ`8

ErdXpγn ¨ x0, x0q|

n
ą 0.

Ceci nous permet de conclure l’idée générale de preuve du théorème 2.22. Avec les
notations du théorème 2.22, si Γ agit par isométries sur un espace Gromov-hyperbolique
X, la proposition 2.36 construit une marche aléatoire sur Γ dont la vitesse dans X est
nulle. D’après le théorème 2.38, on en déduit que l’action de Γ sur X est élémentaire.

Il reste donc quatre possibilités pour l’action de Γ surX : elliptique, linéale, parabolique
ou quasi-parabolique. D’après Burger et Monod (voir [BM02]), tout quasi-morphisme de Γ
à valeurs dans R est borné, donc l’action ne peut être linéale ni quasi-parabolique. L’action
est donc elliptique ou parabolique.
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Chapitre 3

Actions sur des espaces
hyperboliques

3.1 Actions propres sur des espaces Lp

Nous allons présenter ici les résultats de la prépublication [CDHL19], avec Indira Chatterji,
François Dahmani et Jean Lécureux.

3.1.1 Énoncés des résultats

Soit G un groupe localement compact, dénombrable à l’infini, et V un espace vectoriel
normé. Rappelons qu’une action par isométries affines de G sur V revient à la donnée
d’une représentation linéaire λ : G Ñ IsompV q et d’un cocycle c : G Ñ V , c’est-à-dire
satisfaisant l’équation

@g, h P G, cpghq “ cpgq ` λpgq ¨ cphq.

Rappelons que c est un cobord, c’est-à-dire qu’il existe v P V tel que pour tout g P G nous
ayons cpgq “ v ´ λpgq ¨ v, si et seulement G a un point fixe dans V . A l’opposé, le cocycle
c est propre si et seulement si l’action de G sur V est métriquement propre.

Si V est un espace de Hilbert, G a la propriété (T) de Kazhdan si et seulement si toute
action par isométries affines sur V a un point fixe (voir [BdlHV08]). A l’opposé, G a la
propriété de Haagerup s’il admet une action propre par isométries affines (voir [CCJ`01]).
Une conséquence notable de la propriété de Haagerup est la conjecture de Baum-Connes
(voir [HK01]). Par exemple, tout groupe ayant une action propre sur un complexe cubique
CAT(0) a une action propre sur un espace de Hilbert.

Nous allons nous intéresser ici au cas où V est un espace Lp, avec p ą 1. Tout groupe
hyperbolique a une action propre sur un espace Lp, pour un certain p ą 1 (voir [Yu05],
[AL17] et [Nic13]). Cependant, on peut remarquer que pour les groupes hyperboliques ayant
la propriété (T) (comme par exemple les réseaux de Sppn, 1q d’après Kostant, voir [Kos69])
on a nécessairement p ą 2.

On dira qu’une mesure de Radon µ sur un espace hyperbolique géodésiqueX localement
compact est non écrasée s’il existe C ě 0 et v ą 0 tels que pour tout x P X, on ait
µpBpx,Cqq ě v. Par exemple, la mesure de comptage sur un graphe localement fini est
non écrasée, ainsi que la forme volume sur une variété riemannienne simplement connexe
complète de courbure sectionnelle négative ou nulle. Rappelons également que l’entropie
volumique de µ est le taux de croissance exponentielle de la mesure pour µ des boules dans
X.
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Théorème 3.1. Soit δ ě 0, soit X un espace métrique localement compact géodésique δ-
hyperbolique, et soit µ une mesure de Radon non écrasée sur X. Notons h ě 0 l’entropie vo-
lumique de µ. Supposons qu’un groupe localement compact, dénombrable à l’infini G agisse
proprement par isométries sur X en préservant µ. Alors, pour tout p ą max

´

1, hδ
logp2q

¯

, le
groupe G agit proprement par isométries affines sur un espace Lp.

Par rapport aux travaux précédents, notamment Yu (voir [Yu05]) et Alvarez et Laf-
forgue (voir [AL17]), l’un des intérêts de notre travail est de proposer une construction
relativement simple, et d’autre part de donner une valeur explicite de l’exposant p.

Remarquons qu’il n’y a pas d’espoir d’améliorer ce résultat pour inclure tous les groupes
acyindriquement hyperboliques : en effet, Minasyan et Osin (voir [MO19]) ont montré que
certains groupes acylindriquement hyperboliques ont la propriété de point fixe pour tous
les espaces Lp, avec p ă 8.

Rappelons qu’une variété de Hadamard est une variété riemannienne complète, sim-
plement connexe, de courbure sectionnelle négative ou nulle. Si 0 ă α ď 1, on dit que sa
courbure est α-pincée si sa courbure sectionnelle est dans un intervalle rκ, ακs, où κ ă 0.
Le corollaire suivant du théorème 3.1 s’applique en particulier au cas d’une action géomé-
triquement finie :

Corollaire 3.2. Soit M une variété de Hadamard α-pincée de dimension n, et soit G un
groupe localement compact dénombrable à l’infini agissant proprement discontinûment par
isométries sur M . Alors, pour tout p ą n´1?

α
, le groupe G agit proprement par isométries

affines sur un espace Lp.

Une autre conséquence est de donner une preuve alternative du résultat suivant :

Corollaire 3.3 (Cornulier Tessera Valette [dTV08]). Soit G un groupe algébrique simple de
rang 1 sur R ou C, et soit δH la dimension de Hausdorff du bord visuel de l’espace symétrique
de G. Alors pour tout p ą maxp1, δHq, le groupe G agit proprement par isométries affines
sur un espace Lp.

3.1.2 Construction de l’action

Nous allons ici donner les idées de la preuve du théorème 3.1. Nous introduisons une notion
de fibré tangent à un espace métrique adaptée à nos besoins.

Définition 3.4. Soit pX, dµq un espace métrique localement compact, et µ une mesure de
Radon sur X. On dit que X a un fibré tangent TX si :

1. TX est un espace polonais, muni d’une application borélienne π : TX Ñ X.

2. Pour tout a P X, la fibre π´1paq est un espace de Banach noté TaX.

3. Il existe une application mesurable X ˆ X Ñ TX notée pa, xq ÞÑ ÝÑax telle que
ÝÑax P TaX pour tous a, x P X, et ÝÑaa “ 0 pour tout a P X.

De plus, si κ ď 0, on dit que TX est à courbure au plus κ si, pour tout C ě 0, il existe
DC ě 0 tel que, pour tous a, x, y P X tels que dpx, yq ď C, on ait

}ÝÑax´ÝÑay} ď DCe
κdpa,xq.

Et on dit que TX est propre s’il existe une fonction propre f : r0,`8rÑ r0,`8r telle que,
pour tous x, y P X et pour tout p ą 1, on ait

ż

aPX
}ÝÑax´ÝÑay}pdµpaq ě fpdpx, yqq.
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Si un groupe G agit par isométries sur X en préservant la mesure µ, on dit que TX est
G-équivariant si, pour tous a P X et g P G, il existe une isométrie Φg : TaX Ñ Tg¨aX telle
que

@x P X,Φgp
ÝÑaxq “

ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
pg ¨ aqpg ¨ xq.

Cette définition englobe en fait plusieurs exemples.

Exemples.

1. SoitX une variété riemannienne uniquement géodésique, avec µ la mesure de volume,
et notons TX son fibré tangent usuel. Pour tous a ‰ x dans X, notons ÝÑax le vecteur
unité tangent sur la géodésique de a à x. Ceci est un fibré tangent au sens de la
définition ci-dessus. Si la courbure sectionnelle de X est au plus κ, alors le fibré
tangent est de courbure au plus κ. Ce fibré tangent est équivariant par rapport au
groupe des isométries de X. Remarquons également que, contrairement à ce que
la notation pourrait laisser penser, le vecteur ÝÑax est toujours de norme 1 dans cet
exemple.

2. Soit X un arbre simplicial localement fini, muni de la distance de graphe et de
la mesure de comptage. Pour tout sommet a P X, notons TaX l’espace euclidien
`2pLkpaq,Rq, où Lkpaq désigne l’ensemble des sommets adjacents à a. Notons TX la
réunion disjointe des ensembles TaX. Pour tous a ‰ x sommets de X, notons ÝÑax la
fonction indicatrice du voisin de a le plus proche de x. Ainsi TX est un fibré tangent
propre, équivariant pour le groupe des isométries de X, de courbure au plus κ pour
tout κ ď 0.

3. (Alvarez-Lafforgue, voir [AL17]) Soit X un graphe hyperbolique de degré borné,
muni de la distance de graphe et de la mesure de comptage. Notons δ une constante
d’hyperbolicité, et pour tout a P X, notons TaX l’espace euclidien des applications
de Bpa, 4δq dans R. Soit TX la réunion disjointe des TaX. Pour tous a ‰ x dans
X, notons ÝÑax P TaX l’application µxpaq : Bpa, 4δq Ñ R construite par Alvarez et
Lafforgue dans [AL17, Théorème 4.1]. Alors TX est un fibré tangent propre, invariant
par le groupe des isométries de X, de courbure négative. Dans cette construction, le
vecteur ÝÑax est de norme 1 pour la norme `1 sur TaX.

La notion de fibré tangent nous permet de définir naturellement un espace de fonctions
muni d’une norme Lp.

Définition 3.5. Soit pX, d, µq un espace métrique localement compact, et µ une mesure de
Borel. Supposons que TX est un fibré tangent. Pour tout 1 ď p ď 8, définissons LppX,TXq
comme l’ensemble des fonctions mesurables f : X Ñ TX telles que fpxq P TxX pour tout
x P X, et

}f}p “

ˆ
ż

xPX
}fpxq}pdµpxq

˙
1
p

ă 8.

Remarque. Supposons de plus qu’il existe un espace mesuré Ω tel qu’il existe un iso-
morphisme borélien entre TX et X ˆ LppΩq, où π : TX Ñ X correspond à la première
projection. Alors il existe un espace mesuré Z tel que LppX,TXq “ LppZq.

L’intérêt de notre notion de fibré tangent est qu’elle permet de construire facilement
une action propre sur LppX,TXq.

Théorème 3.6. Soit pX, d, µq un espace métrique localement compact, et µ une mesure
de Radon d’entropie volumique finie h. Soit G un groupe localement compact à base dé-
nombrable agissant par isométries sur X en préservant la mesure µ. Supposons qu’il existe
un fibré tangent TX qui soit G-équivariant de courbure au plus κ ă 0. Alors, pour tout
p ą h

|κ| , le groupe G a une action par isométries affines sur LppX,TXq, qui est propre dès
que TX est propre.
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Nous allons simplement donner ici la définition de l’action affine de G sur LppX,TXq.
Fixons p ą h

|κ| , et notons V “ LppX,TXq. L’action linéaire isométrique α de G sur V est
donnée par

@g P G,@f P V,@x P X,αgpfqpxq “ Φgpfpg
´1 ¨ xqq.

Remarquons que αgpfqpxq P ΦgpTg´1¨xXq “ TxX. Fixons un point base o P X, et posons
fo : X Ñ TX l’application qui à x P X associe ÝÑxo P TxX. Définissons le cocycle

c : G Ñ V

g ÞÑ fo ´ αgpfoq.

L’hypothèse de courbure permet de montrer que c est bien défini, et l’hypothèse de propreté
de TX permet de montrer que c est un cocycle propre.

Pour démontrer le théorème 3.1, il nous reste donc à construire un fibré tangent à
partir des hypothèses de l’énoncé, qui soit à la fois propre et à courbure négative. Plus
précisément, voici le résultat que nous montrons :

Proposition 3.7. Soit pX, dq un espace métrique localement compact, géodésique, δ-hyperbolique.
Soit µ une mesure de Radon non écrasée sur X, d’entropie volumique finie h. Soit G un
groupe localement compact à base dénombrable agissant par isométries sur X en préservant
la mesure µ. Soit 0 ă ε ă logp2q

δ . Alors il existe un fibré tangent TX qui soit G-équivariant,
propre, de courbure au plus ´ε.

La construction de ce fibré tangent repose sur une adaptation de [GdlH90, Proposi-
tion 7.10] suggérée dans [AL18]. L’idée est de définir une notion pertinente d’angle, qui
généralise celle d’une variété CAT(-1).

Rappelons que si a, x, y sont trois points d’un espace métrique, le produit de Gromov
est

px|yqa “
1

2
pdpx, aq ` dpy, aq ´ dpx, yqq.

La quantité e´px|yqa peut jouer le rôle d’angle entre x et y vu de a, mais elle n’est pas
assez précise pour obtenir la propriété de courbure négative souhaitée : en particulier,
cette quantité n’est pas une distance (sauf si X est un arbre). C’est pour cela que nous
devons construire une vraie distance ressemblant à cette quantité.

Proposition 3.8. Soit X un espace métrique géodésique δ-hyperbolique, et soient ε,D ą 0
tels que 0 ă ε ď logp2q

δ`D . Il existe des constantes α, β ą 0, et pour tout a P X, il existe une
pseudo-distance daε sur X, équivariante sous l’action du groupe des isométries de X, telles
que

1. @x, y P X, daεpx, yq ď βe´εpx|yqa, et

2. @x, y P X tels que dpx, yq ě 2D, on a αe´εpx|yqa ď daεpx, yq.

Nous pouvons maintenant donner les idées de la construction de TX sous les hypothèses
de la proposition 3.7.

Pour tout a P X, notons TaX “ LppX,R, µq et TX “
Ť

aPX TaX “ X ˆ LppX,R, µq,
muni de la topologie produit. Fixons un point base o P X, et considérons la fonction

f : r0,`8r Ñ r0,`8r

r ÞÑ µpBpo, rqq.

Pour tous a, x P X, définissons ÝÑax P TaX “ LppX,R, µq par :

@ξ P X,ÝÑaxpξq “ daεpx, ξq
e´dpa,ξq

fpdpa, ξqq
1
p

.

Au facteur de normalisation près, cette quantité ÝÑaxpξq est donc proche de daεpx, ξq, qui
représente un angle entre x et ξ vu de a.

On peut montrer que cette construction vérifie les conclusions de la proposition 3.7.
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3.2 Hyperbolicité hiérarchique, propriété de Helly grossière
et espaces raccourcis

3.2.1 Description des trois familles d’espace métriques

Nous allons présenter ici les résultats de la prépublication [HHP20], avec Nima Hoda et
Harry Petyt.

Nous allons nous intéresser à trois familles d’espaces métriques à courbure négative ou
nulle : les espaces hiérarchiquement hyperboliques, les espaces grossièrement Helly et les
espaces fortement raccourcis.

La première famille d’espaces sont les espaces hiérarchiquement hyperboliques, qui ont
été introduits par Behrstock, Hagen et Sisto dans [BHS19]. Ces espaces métriques viennent
avec une famille de projections vers des espaces hyperboliques, dont la géométrie ressemble
à celles des groupes modulaires de surfaces, en considérant les projections vers les complexes
de courbes de sous-surfaces. Nous renvoyons à la partie 3.2.6 pour plus de détails. Cette
famille englobe un certain nombre d’exemples intéressants, notamment plusieurs quotients
de groupes modulaires de surfaces (voir [BHMS20]) ainsi que tous les groupes cubulables
connus (voir [HS20a]).

La seconde famille d’espaces métriques que nous considérons sont les espaces grossière-
ment Helly. Un espace métrique est grossièrement Helly s’il existe δ ě 0 tel que, pour toute
famille tBpxi, riquiPI de boules telle que @i, j P I, dpxi, xjq ď ri` rj , les δ-voisinages de ces
boules ont une intersection totale non vide. Cette propriété a été introduite dans [CE07], et
son nom provient de la propriété de Helly classique pour les graphes : un graphe localement
fini est Helly si toute famille de boules s’intersectant deux à deux a une intersection totale
non vide.

Cette notion est étroitement reliée à celle d’espaces métriques injectifs. Un espace mé-
trique est injectif (aussi appelé hyperconvexe) si, pour toute famille tBpxi, riquiPN de
boules telle que @i, j P I, dpxi, xjq ď ri ` rj , ces boules ont une intersection totale non
vide. Un résultat dû à Isbell (voir [Isb64]) montre que tout espace métrique X se plonge
isométriquement dans un espace injectif minimal EpXq essentiellement unique, appelé en-
veloppe injective de X. Une belle description de cette construction est donnée par Lang,
voir [Lan13].

Les espaces métriques injectifs jouissent de nombreuses propriétés de courbure négative
ou nulle : ils ont un bipeignage géodésique conique, et tout groupe ayant une orbite bornée a
un point fixe (voir [Lan13]). De plus, tout groupe agissant proprement et cocompactement
sur un graphe Helly est biautomatique (voir [CCG`20, Theorem 1.5]).

Il y a un lien étroit entre les espaces grossièrement Helly et les espaces injectifs : un
espace métrique X est grossièrement Helly si et seulement si son image dans EpXq est
quasi-dense (voir [CCG`20, Proposition 3.12]).

La troisième famille d’espaces métriques est celle des espaces fortements raccourcis, qui
a été introduite et étudiée par Hoda (voir [Hod18], [Hod20b]). Un espace métrique X est
fortement raccourci s’il existe K ą 1 tel que, pour tout C ą 0, il existe une borne sur les
longueurs des cercles pK,Cq-isométriquement plongés dans X. Un groupe est dit fortement
raccourci s’il a une action propre et cocompacte sur un espace fortement raccourci. Tout
groupe fortement raccourci est de présentation finie et a une fonction de Dehn polynomiale.
Beaucoup de groupes classiques à courbures négative ou nulle sont fortement raccourcis,
notamment les groupes hyperboliques, les groupes CAT(0), les groupes systoliques et les
groupes à petite simplification.
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3.2.2 Comparaison entre ces trois familles

Notre résultat principal consiste en la construction d’une nouvelle distance sur les espaces
hiérarchiquement hyperboliques, ou plus généralement sur les espaces grossièrement mé-
dians satisfaisant une propriété d’approximation forte par des complexes cubiques CAT(0).
En effet, lorsqu’un complexe cubique CAT(0) localement fini est muni de la métrique `8

par morceaux, on obtient un espace métrique injectif. Plus généralement, Bowditch défi-
nit pour tout espace métrique médian de rang fini une distance injective (voir [Bow20]).
Notre construction est directement inspirée de celle de Bowditch, et la distance que nous
définissons est grossièrement géodésique et ses boules sont grossièrement convexes pour la
médiane. Ceci nous permet de montrer que cette nouvelle distance vérifie la propriété de
Helly grossière.

Théorème 3.9. Soit pX,Sq un espace hiérarchiquement hyperbolique, avec distance d. Il
existe une distance σ sur X telle que pX,σq est grossièrement Helly, et quasi-isométrique
à pX, dq. De plus, σ est invariante par rapport au groupe des automorphismes de pX,Sq.

Rappelons qu’un peignage quasi-géodésique d’un espace métrique pX, dq est une appli-
cation γ : X ˆX ˆ r0, 1s Ñ X telle que, pour tous a, b P X, l’application t ÞÑ γpa, b, tq est
une quasi-géodésique de a à b. Ce peignage est un bipeignage grossièrement conique si

DC ě 0,@a, b, a1, b1 P X,@t P r0, 1s, dpγpa, b, tq, γpa1, b1, tqq ď p1´ tqdpa, a1q ` tdpb, b1q ` C.

On dit de plus qu’un bipeignage est grossièrement réversible si

DC ě 0,@a, b P X,@t P r0, 1s, dpγpa, b, tq, γpb, a, 1´ tqq ď C.

D’après Lang (voir [Lan13]), tout espace métrique injectif admet un bipeignage géodé-
sique conique réversible. Nous en déduisons ainsi le résultat suivant.

Corollaire 3.10. Soit pX,Sq un espace hiérarchiquement hyperbolique. Alors X admet
un bipeignage quasi-géodésique grossièrement conique et grossièrement réversible, qui est
grossièrement équivariant par rapport au groupe des automorphismes de pX,Sq. De plus,
les lignes du peignage sont des géodésiques grossières pour la distance σ.

Remarquons que ce résultat s’applique également à l’action du groupe modulaire d’une
surface sur l’espace de Teichmüller, muni de la métrique de Teichmüller ou de Weil-
Petersson, comme l’ont remarqué Durham, Minsky et Sisto (voir [DMS20]).

Notre second résultat principal concerne les espaces métriques grossièrement Helly de
géométrie bornée. Rappelons qu’un espace métrique est de géométrie bornée si, pour tout
rayon R ě 0, le cardinal des boules de rayon R est uniformément borné.

Théorème 3.11. Soit X un espace métrique grossièrement Helly, de géométrie bornée.
Alors X est fortement raccourci.

En combinant les théorèmes 3.9 et 3.11, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.12. Pour tout espace hiérarchiquement hyperbolique pX, dq, il existe une
distance grossièrement géodésique σ quasi-isométrique à d telle que pX,σq soit fortement
raccourci.

On peut également remarquer que les trois familles d’espaces métriques sont distinctes.
Notamment, le groupe de Coxeter triangulaire p3, 3, 3q est fortement raccourci mais pas
grossièrement Helly (voir [Hod20a]). Et les réseaux uniformes préservant le type dans des
immeubles affines épais de type ĂCn sont Helly (voir [CCG`20] et [Hae21b]), mais n’ad-
mettent aucune action non élémentaire sur des espaces hyperboliques d’après le théo-
rème 2.22, et ils ne sont en particulier pas hiérarchiquement hyperboliques.
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3.2.3 Conséquences pour les groupes

Nous avons montré que tout groupe hiérarchiquement hyperbolique agit proprement et
cocompactement sur un espace grossièrement Helly, nous allons maintenant en détailler
toutes les conséquences.

Rappelons qu’un groupe de type fini est dit semihyperbolique, d’après Alonso et Bridson
(voir [AB95]), s’il admet un bipeignage équivariant quasi-géodésique borné. Cette propriété
a été définie en réponse à une question de Gromov dans son essai sur les groupes hyper-
boliques (voir [Gro87]), où il suggère une définition plus faible d’hyperbolicité.

Cette notion est également reliée aux propriétés algorithmiques des groupes : un groupe
est biautomatique s’il est semihyperbolique, et que son bipeignage forme un langage régulier
(i.e. est reconnu par un automate fini).

Une conséquence directe du théorème 3.9 est la suivante.

Corollaire 3.13. Tout groupe hiérarchiquement hyperbolique est semihyperbolique. En par-
ticulier, tout groupe modulaire de surface est semihyperbolique.

Remarquons que la semihyperbolicité du groupe modulaire de surface est également
une conséquence de la prépublication de Hamenstädt (voir [Ham09]). Elle est également
reliée à l’automaticité, qui est un théorème de Mosher (voir [Mos95]).

Le même résultat a été obtenu, simultanément et indépendamment, par Durham,
Minsky et Sisto (voir [DMS20]). Leur résultat porte sur les espaces hiérarchiquement hy-
perboliques vérifiant une hypothèse supplémentaire de colorabilité, qui est vérifiée pour les
groupes modulaires de surfaces. Donnons une idée des points communs et divergences de
nos constructions.

Notre construction est basée sur le fait que, dans un espace hiérachiquement hyper-
bolique, les intervalles peuvent être approchés par des complexes cubiques CAT(0) finis,
qui est un résultat dû à Behrstock, Hagen et Sisto (voir [BHS17a]). La construction de
Durham, Minsky et Sisto requiert de montrer que ces approximations sont stables, c’est-
à-dire qu’une petite variation des extrémités de l’intervalle induit une petite variation du
complexe cubique.

La différence entre les deux bipeignages obtenus est claire, déjà dans le cas d’un com-
plexe cubique CAT(0). Notre construction donne le bipeignage géodésique CAT(0), tandis
que le bipeignage de Durham, Minsky et Sisto est inspiré du chemin normal cubique de
Niblo et Reeves (voir [NR97]).

Voici la liste de toutes les conséquences que nous déduisons pour les groupes hiérarchi-
quement hyperboliques.

Corollaire 3.14. Soit G un groupe hiérarchiquement hyperbolique.

‚ G agit proprement et cocompactement sur un espace grossièrement Helly.

‚ G est un groupe fortement raccourci.

‚ G est semihyperbolique.

‚ Le problème de conjugaison est résoluble pour G, et peut être résolu en temps dou-
blement exponentiel.

‚ Tout sous-groupe polycyclique de G est virtuellement abélien.

‚ Tout sous-groupe abélien de G est quasi-isométriquement plongé.

‚ G est de type F8.
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‚ Le centralisateur de toute partie finie de G est de type fini, quasi-isométriquement
plongé, et semihyperbolique.

‚ G a un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes finis.

Remarquons que toutes ces conséquences sont nouvelles, excepté le résultat sur les
groupes polycycliques, qui est également une conséquence de l’alternative de Tits (voir [DHS17]).
Le résultat concernant le problème de conjugaison étend les travaux d’Abbott et Behrstock,
qui ont montré que le problème était résoluble en temps exponentiel pour les éléments de
Morse (voir [AB18]). Par ailleurs, dans les groupes modulaires de surface, le problème de
conjugaison peut toujours être résolu en temps exponentiel (voir [MM00], [Tao13], [BD14]).

3.2.4 Empilement borné

Soit G un groupe de type fini. On dit qu’une famille finie H de sous-groupes de G a un
empilement borné (voir [HW09]) si, pour tout N , il existe une constante r telle que, pour
toute collection distincte de N classes à gauches d’éléments de H, au moins deux sont
distantes d’au moins r.

La propriété d’empilement borné a été introduite par de nombreux auteurs pour mon-
trer des propriétés d’intersection des sous-groupes de groupes hyperboliques (voir [GMRS98],
[RS99]). Puis cela s’est avéré une étape essentielle pour montrer la cocompacité du com-
plexe cubique associé à une famille finie de sous-groupes quasi-convexes de codimension 1
(voir [Sag97, NR03, HW14]).

L’exemple typique est un sous-groupe quasi-convexe d’un groupe hyperbolique. La
preuve que ces sous-groupes ont un empilement borné a été donnée par Gitik, Mitra,
Rips et Sageev, à l’aide de la compacité du bord (voir [GMRS98]), et une autre preuve a
été donnée par Hruska et Wise, en faisant une récurrence sur la hauteur des sous-groupes
(voir [HW09]).

Des exemples plus généraux ont été donnés par Antolín, Mj, Sisto et Taylor, qui ont
montré que les sous-groupes stables dans tout groupe de type fini ont un empilement borné
(voir [AMST19]). La stabilité est une forme forte de convexité, qui implique que les sous-
groupes stables sont hyperboliques. Plus généralement, la notion de sous-groupes de Morse
a été introduite indépendamment par Tran (voir [Tra19]) et Genevois (voir [Gen20]), et la
notion est implicite dans des travaux antérieurs de Sisto (voir [Sis16]). Tran a notamment
montré que toute famille finie de sous-groupes de Morse a un empilement borné (voir [Tra19,
Theorem 1.2]), en utilisant là encore une récurrence sur la hauteur. Cependant, la propriété
d’être Morse est assez restrictive pour un sous-groupe.

Les outils développés pour montrer le théorème 3.9 ont une conséquence pour l’empi-
lement borné.

Théorème 3.15. Dans un groupe hiérarchiquement hyperbolique, toute collection finie de
sous-groupes hiérarchiquement quasi-convexes a un empilement borné.

Ce résultat s’applique en particulier aux stabilisateurs de sous-surfaces dans les groupes
modulaires de surfaces, qui ne sont ni Morse ni stables. Notre preuve est très géométrique,
et elle repose sur un résultat puissant de Chepoi, Dragan et Vaxès :

Théorème 3.16 ([CDV17]). Soit X un espace δ-hyperbolique, et soit Q une famille de
sous-espaces k-quasi-convexes de X telle que :

‚ Il existe r ě 0 tel que, pour tout A,B P Q, on ait dpA,Bq ď r.

‚ Un élément de Q est borné.
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Alors il existe x P X tel que, pour tout A P Q, on ait dpx,Aq ď R, où R est une constante
ne dépendant que de δ, k et r.

On peut remarquer que ce théorème donne une preuve simple et naturelle de l’em-
pilement borné pour les sous-groupes quasi-convexes de groupes hyperboliques. Nous dé-
montrons une généralisation directe de ce résultat pour des sous-espaces hiérarchiquement
quasi-convexes d’un espace hiérarchiquement hyperbolique.

Théorème 3.17. Soit X un espace hiérachiquement hyperbolique, et soit Q une famille
de sous-espaces k-hiérarchiquement quasi-convexes de X telle que :

‚ Il existe r ě 0 tel que, pour tout A,B P Q, on ait dpA,Bq ď r.

‚ Un élément de Q est borné.

Alors il existe x P X tel que, pour tout A P Q, on ait dpx,Aq ď R, où R est une constante
ne dépendant que des constantes d’hyperbolicité hiérarchique de X, de k et de r.

Ce résultat permet de montrer directement le théorème 3.15.

Après cette présentation des résultats obtenus dans [HHP20], nous allons donner une
idée de la preuve du théorème principal 3.9, en commençant par de brefs rappels sur les
espaces métriques injectifs et les espaces hiérarchiquement hyperboliques.

3.2.5 Espaces métriques injectifs

Dans cette partie, nous allons rappeler les définitions basiques concernant les espaces mé-
triques injectifs et les graphes de Helly. Nous renvoyons le lecteur à [Lan13] et [CCG`20]
pour plus de détails

Un espace métrique pX, dq est dit injectif (on dit aussi hyperconvexe, ou encore rétracte
1-Lipschitz absolu) si, pour toute famille pxiqiPI de points de X et pour toute famille priqiPN

de nombres réels positifs ou nuls tels que

@i, j P I, ri ` rj ě dpxi, xjq,

la famille des boules fermées pBpxi, riqqiPN a une intersection non vide.

Dans le cas où l’espace métrique pX, dq est géodésique, être injectif équivaut à ce que la
famille des boules fermées satisfasse la propriété de Helly : toute famille de boules fermées
s’intersectant deux à deux s’intersecte globalement.

Exemples. Voici des exemples d’espaces métriques injectifs.

‚ La droite R, munie de la distance usuelle.

‚ L’espace vectoriel Rn, muni de la norme `8.

‚ Plus généralement, le produit d’espaces métriques injectifs, muni du supremum des
distances, est un espace métrique injectif.

‚ Un complexe cubique CAT(0) de dimension finie muni de la distance `8 par mor-
ceaux, ou plus généralement un espace métrique médian de rang fini (voir [Bow20]).

Une propriété importante de cette théorie est que tout espace métrique X se plonge
isométriquement dans un unique espace métrique injectif, appelé enveloppe injective de X
et notée EX (voir [Isb64]).

Une version grossière de cette propriété est la suivante. Un espace métrique pX, dq est
appelé grossièrement Helly s’il existe une constante C ě 0 telle que, pour toute famille

65



pxiqiPI de points de X et pour toute famille priqiPN de nombres réels positifs ou nuls tels
que

@i, j P I, ri ` rj ě dpxi, xjq,

la famille des boules pBpxi, ri ` CqqiPN a une intersection non vide.
Par exemple, Lang a montré que tout espace Gromov-hyperbolique est grossièrement

Helly (voir [Lan13, Proposition 1.3]).

Il existe également une version discrète de la notion d’espace métrique injectif, pour
les graphes. Un graphe connexe est appelé graphe de Helly si la famille des boules combi-
natoires vérifie la propriété de Helly : toute famille de boules combinatoires s’intersectant
deux à deux s’intersecte globalement.

Si l’on s’intéresse aux actions de groupes sur des espaces métriques injectifs, nous allons
distinguer trois types :

‚ Un groupe G est appelé grossièrement Helly s’il agit proprement et de manière cobor-
née par isométries sur un espace métrique injective, ou de manière équivalente s’il agit
proprement et cocompactement par isométries sur un espace métrique grossièrement
Helly (voir [CCG`20, Proposition 3.12]).

‚ Un groupe G est appelé métriquement injectif s’il agit proprement et cocompacte-
ment par isométries sur un espace métrique injectif.

‚ Un groupe G est appelé Helly s’il agit proprement et cocompactement par automor-
phismes sur un graphe Helly.

Tout groupe Helly est métriquement injectif, en considérant l’enveloppe injective du
graphe de Helly. Et il est clair que tout groupe métriquement injectif est grossièrement
Helly.

Exemples. Voici quelques exemples de tels groupes.

‚ Tout groupe agissant proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0)
est Helly

‚ Plus généralement, tout groupe agissant proprement et cocompactement sur un es-
pace métrique médian de rang fini est métriquement injectif (voir [Bow20]).

‚ Lang a montré que tout groupe Gromov-hyperbolique est Helly, et qu’il agit pro-
prement et cocompactement sur l’enveloppe injective de tout graphe de Cayley
(voir [Lan13]).

‚ Chalopin et al. ont montré que tout réseau uniforme préservant le type d’un immeuble
euclidien de type rCn est Helly (voir [CCG`20, Corollary 6.2]).

‚ Plus récemment, nous avons montré que la plupart des réseaux uniformes d’im-
meubles euclidiens classiques sont Helly, tandis que la plupart des réseaux uniformes
de groupes de Lie semisimples réels sont injectifs (voir [Hae21b] pour des énoncés
précis).

‚ Huang et Osajda ont montré que tout groupe d’Artin de type FC, ainsi que tout
groupe de Garside, est Helly (voir [HO19b]).

‚ Nous avons montré que tout groupe hiérarchiquement hyperbolique est grossièrement
Helly, voir Théorème 3.9.
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Lorsqu’un groupe agit de l’une de ces manières sur un espace métrique injectif, on peut
en déduire un grand nombre de propriétés classiques de courbure négative ou nulle, en voici
quelques-unes :

Théorème 3.18. Soit G un groupe grossièrement Helly. Alors :

‚ G est semi-hyperbolique au sens d’Alonso-Bridson, ce qui a de nombreuses consé-
quences ([BH99]) :

‹ G est de présentation finie.

‹ G a un problème du mot et un problème de conjugaison résoluble.

‹ Tout sous-groupe polycyclique de G est virtuellement abélien.

‹ Tout sous-groupe abélien de type fini de G est quasi-isométriquement plongé.

‹ Le centralisateur de toute partie finie de G est de type fini, quasi-isométriquement
plongé et semi-hyperbolique.

‚ G a un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes finis ([Lan13, Propo-
sition 1.2]).

‚ G vérifie la conjecture de Baum-Connes grossière ([CCG`20, Theorem 1.5]).

‚ Les cônes asymptotiques de G sont contractiles ([CCG`20, Theorem 1.5]).

Supposons de plus que G soit métriquement injectif. Alors :

‚ G admet une EZ-frontière ([CCG`20, Theorem 1.5]).

‚ G vérifie la conjecture de Farrell-Jones (see [KR17]).

Supposons de plus que G soit Helly. Alors :

‚ G est biautomatique ([CCG`20, Theorem 1.5]).

On peut remarquer que toutes ces conséquences sont déjà connues pour les groupes
CAT(0), à l’exception de la biautomaticité. Celle-ci n’est d’ailleurs pas vraie pour tous les
groupes CAT(0), voir [LM21].

3.2.6 Espaces hiérarchiquement hyperboliques

Nous allons ici donner une description brève des espaces hiérachiquement hyperboliques
(notés HHS), ainsi que des groupes hiérarchiquement hyperboliques (notés HHG). Pour les
définitions complètes, nous renvoyons à [BHS15, Def. 1.1, 1.21]. Pour simplifier, un HHS
consiste en un espace quasi-géodésique pX, dq, une constante positive E, et un ensemble S
dont les éléments sont appelés domaines. À chaque domaine U P S est associé un espace
E-hyperbolique CU , et les différents axiomes permettent de retrouver la géométrie de X à
travers ces espaces hyperboliques. En particulier :

‚ Pour chaque domaine U , il y a une projection πU : X Ñ CU qui est E-quasi-dense,
pE,Eq-grossièrement Lipschitz.

‚ L’ensemble S est muni d’un ordre partiel Ă, appelé nichement, et d’une relation
symétrique K, appelée orthogonalité. Si U Ă V et V KW , alors UKW . Les relations
Ĺ, K, et “ sont mutuellement exclusives, et leur complémentaire, noté &, est appelé
transversalité.

‚ Il y a une borne sur la longueur des chaînes pour Ĺ, ainsi que sur le cardinal d’une
famille deux à deux orthogonale.
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‚ Si U Ĺ V ou U&V , il y a un ensemble ρUV Ă CV de diamètre au plus E.

‚ Si U Ĺ V , il y a également une application ρVU : V Ñ CU . Si γ Ă CV est une
géodésique et dCV pγ, ρUV q ą E, alors diampρVU pγqq ď E.

Pour x, y P X, on notera plutôt dU px, yq à la place de dCU pπU pxq, πU pyqq, et de même
pour des sous-ensembles de X. Remarquons qu’on peut toujours supposer que X est les
espaces hyperboliques CU sont des graphes.

L’idée sous-jacente à la notion d’orthogonalité est qu’elle permet de considérer un
produit direct des sous-HHS associés à l’intérieur de X. Ceci est rendu plus précis par
l’axiome de réalisation partielle suivant.

Axiome (Réalisation partielle). Soit tUiu un ensemble de domaines deux à deux orthogo-
naux. Pour tout choix de points pi P CUi, il existe x P X tel que dUipx, piq ď E pour tout
i, ainsi que dV px, ρUiV q ď E dès que Ui Ĺ V ou Ui&V .

L’un des outils les plus utiles pour travailler avec un HHS est le théorème de réalisation
(voir [BHS15, Thm 3.1]), qui étend l’axiome de réalisation partielle. Il dit essentiellement
que tout S-uplet cohérent est bien approché par les projections d’un point de X. En
d’autres termes, les constructions dans X peuvent se ramener à des constructions dans les
espaces hyperboliques associés, et de vérifier que les points produits sont cohérents.

Définition 3.19 (S-uplet cohérent). Pour une constante κ ě E, un S-uplet pbU q P
ś

UPS CU est dit κ-cohérent si

min
 

dU pbU , ρ
V
U q, dV pbV , ρ

U
V q

(

ď κ dès que U&V, et

min
 

dV pbV , ρ
U
V q, diampbU Y ρ

V
U pbV qq

(

ď κ dès que U Ĺ V.

Axiome (Cohérence). Pour tout x P X, le S-uplet pπU pxqqUPS est E-cohérent.

On peut maintenant énoncer le théorème de réalisation, qui est extrêmement utile.

Théorème 3.20 (Réalisation, [BHS15, Thm 3.1]). Pour tout κ ě E, il existe des nombres
θepκq et θupκq tels que, si pbU qUPS est un S-uplet κ-cohérent, il existe x P X tel que
dU px, bU q ď θepκq pour tout U P S. De plus, l’ensemble de ces points x est de diamètre au
plus θupκq.

Une application clé du théorème de réalisation est la construction de l’opérateur de
médiane grossière pour les HHS. Étant donnés trois points x, y, z dans un HHS pX,Sq,
notons pmU qUPS le S-uplet dont la coordonnée dans CU est la médiane grossière du triplet
πU pxq, πU pyq, πU pzq dans l’espace hyperbolique CU . Ce S-uplet est cohérent (voir [BHS19,
Thm 7.3]), et permet ainsi de définir la médiane en appliquant le théorème de réalisation
au S-uplet pmU qUPS.

On dit que X admet une structure de HHS s’il existe un HHS dont l’espace métrique
sous-jacent est X, et on note pX,Sq la totalité de la structure de HHS. Un groupe hié-
rarchiquement hyperbolique (HHG) est, pour simplifier, un groupe de type fini G dont un
graphe de Cayley admet une structure de HHS pG,Sq telle que G agisse de manière cofinie
sur S, et les éléments de G induisent des isométries CU Ñ Cg ¨ U pour tout U P S.

Donnons maintenant des exemples d’espaces et de groupes hiérachiquement hyperbo-
liques.

‚ Les groupes hyperboliques, et les groupes modulaires de surfaces (voir [BHS17c]).

‚ L’espace de Teichmüller, avec la distance de Teichmüller ou deWeil-Petersson (voir [BHS17c]).
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‚ De nombreux graphes associés aux surfaces, notamment le graphe des pantalons
(voir [Vok17]).

‚ Des quotients de groupes modulaires de surfaces par des puissances de pseudo-Anosov
(voir [BHS17b]) et des sous-groupes de twists de Dehn (voir [BHMS20]).

‚ Des extensions de groupes de Veech (voir [DDLS20]).

‚ Le groupe du corps en anse de genre 2 (voir [Mil20])

‚ Les groupes fondamentaux de variétés compactes de dimension 3 sans composantes
Nil ou Sol (voir [BHS19]).

‚ Tous les groupes cubulables connus (voir [HS20b]).

3.2.7 Construction de la nouvelle distance

Nous allons maintenant donner les idées générales de la construction de la nouvelle dis-
tance du théorème 3.9. Nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général que
celui des espaces hiérarchiquement hyperboliques, celui des espaces grossièrement médians
(voir [Bow13a], ou la définition 2.12).

Soit pX,µ, dq un espace grossièrement médian. Nous allons adapter la construction
d’une distance injective sur un espace métrique médian par Bowditch (voir [Bow20]) en
définissant une nouvelle distance σ sur X.

Définition 3.21 (Contraction). Pour une constante K ě 0, on dit qu’une application
Φ : X Ñ R est une K-contraction si :

‚ Φ est p1,Kq-grossièrement Lipschitz, i.e. @a, b P X, |Φpxq ´ Φpyq| ď dpx, yq `K.

‚ Φ est un morphisme K-quasi-médian, i.e.

@a, b, c P X, |Φpµpa, b, cqq ´ µRpΦpaq,Φpbq,Φpcqq| ď K,

où µR désigne la médiane standard sur R.

Définition 3.22 (Nouvelle distance). Pour K ą 0, définissons une nouvelle distance σ “
σK sur X de la manière suivante. Pour a, b P X, notons σpa, bq le supremum des |Φpaq ´
Φpbq|, où Φ : X Ñ R est une K-contraction.

L’hypothèse K ą 0 nous permet notamment de garantir que σ sépare les points.

On peut remarquer que, si pX,µ, dq est un complexe cubique CAT(0) muni de la mé-
diane standard et de la distance `1 par morceaux, alors pour K “ 0, la distance σ est
la distance `8 par morceaux. Plus généralement, Bowditch a montré que, si pX,µ, dq est
un espace métrique médian de rang fini, alors pour K “ 0, la distance σ est une distance
injective (voir [Bow20]).

On peut voir aisément que σ est une distance sur X. De plus, si un groupe G agit par
isométries sur pX, dq en préservant la médiane, alors G agit par isométries sur pX,σq.

Si pX,µ, dq est un espace grossièrement médian et a, b P X, rappelons que l’intervalle
médian entre a et b est

ra, bs “ tµpa, b, xq |x P Xu.

Afin d’étudier cette distance σ, nous allons supposer que l’espace grossièrement médian
que nous considérons vérifie la propriété suivante d’intervalles quasi-cubiques, qui est un
renforcement du second axiome (de comparaison avec des complexes cubiques CAT(0) finis)
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pour les ensembles A “ ta, bu de cardinal 2 (voir définition 2.12). Nous demandons une
approximation de tout l’intervalle ra, bs avec des constantes uniformes, et nous demandons
également que l’application de comparaison soit une quasi-isométrie, et non pas seulement
grossièrement inversible.

Définition 3.23 (Intervalles quasi-cubiques). Soit pX,µ, dq un espace grossièrement mé-
dian de rang fini ν. On dit qu’il a des intervalles quasi-cubiques s’il existe κ ě 1 tel que,
pour tous a, b P X, il existe un complexe CAT(0) fini Q de dimension au plus ν, muni
de la métrique `1 notée dQ, et de la médiane µQ, ainsi qu’une application λ : Q Ñ ra, bs
satisfaisant :

‚ L’application λ est une pκ, κq-quasi-isométrie, i.e. λ est κ-quasi-surjective et

@α, β P Q,
1

κ
dQpα, βq ´ κ ď dpλpαq, λpβqq ď κdQpα, βq ` κ.

‚ L’application λ est un morphisme κ-quasi-médian, i.e.

@α, β, γ P Q, dpλpµQpα, β, γqq, µpλpαq, λpβq, λpγqq ď κ.

Cette propriété est évidemment satisfaite par tout complexe cubique CAT(0) de di-
mension finie, ou même par tout espace globalement quasi-isométrique quasi-médian à un
complexe cubique CAT(0) de dimension finie. Cependant, elle s’applique également plus
généralement.

Théorème 3.24. [BHS17a, Theorem 2.1], [Bow19a, Theorem 1.3] Les espaces hiérar-
chiquement hyperboliques, de même que les espaces grossièrement médians satisfaisant les
axiomes (B1)-(B10) de [Bow19a], ont des intervalles quasi-cubiques.

Bowditch remarque que tout espace hiérarchiquement hyperbolique satisfait les axiomes
(B1)-(B10) de [Bow19a], et qu’il s’agit bien d’une classe d’espaces métriques plus générale.

Rappelons qu’un espace métrique pX, dq est grossièrement géodésique s’il existe une
constante Cd ě 0 telle que, pour tous a, b P X, il existe un plongement p1, Cdq-quasi-
isométrique de l’intervalle f : r0, dpa, bqs Ñ X tel que fp0q “ a et fpdpa, bqq “ b. Appelons
un espace métrique pX, dq faiblement grossièrement géodésique s’il existe une constante
C 1d ě 0 telle que, pour tous a, b P X et tout r P r0, dpa, bqs, il existe c P X tel que
|dpa, cq´ r| ď C 1d et dpa, cq`dpc, bq ď dpa, bq`C 1d. Remarquons que toute espace métrique
grossièrement géodésique est faiblement grossièrement géodésique.

Rappelons également qu’une partie A de X est C-grossièrement convexe pour la mé-
diane si, pour tous a, b P A et x P X, nous avons dpµpa, b, xq, Aq ď C.

Notre principal résultat de construction de la nouvelle distance s’énonce ainsi.

Théorème 3.25. Soit pX,µ, dq un espace grossièrement médian, grossièrement géodésique,
avec des intervalles quasi-cubiques.

1. Les distances d et σ sont quasi-isométriques.

2. Les boules pour la distance σ sont uniformément grossièrement convexes pour la mé-
diane µ.

3. La distance σ est faiblement grossièrement géodésique.

De plus, σ est invariante sous le groupe des isométries médianes de pX,µ, dq.
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Le fait que d et σ soient quasi-isométriques est une conséquence assez directe du fait
que les intervalles dans X soient bien approchés par des complexes cubiques CAT(0) finis.

On peut montrer qu’il existe une constante C ě 0 telle que, pour tout rayon r ě 0 et
pour toute boule Bpc, rq de centre c P X, on ait que pour tout a, b P Bpc, rq, l’intervalle
médian ra, bs est inclus dans Bpc, r`Cq. Cependant il n’est pas vrai en général que la boule
Bpc, r ` Cq soit à distance bornée de la boule Bpc, rq : pour cela, l’hypothèse faiblement
grossièrement géodésique est cruciale.

C’est cette dernière propriété, le fait que σ soit faiblement grossièrement géodésique,
qui requiert le plus de travail. La preuve de cette propriété repose sur trois ingrédients :

Première étape : un résultat de concaténation des K-contractions. Soient a, b P X, et
considérons deux K-contractions Φ1 : X Ñ r0, rs et Φ2 : X Ñ rr, r ` ss (où r, s ě 0) telles
que Φ1paq “ 0 et Φ2pbq “ r ` s. On souhaite trouver un critère permettant de concaténer
Φ1 et Φ2 en une K-contraction Φ telle que Φpaq “ 0 et que pr ` sq ´ Φpbq soit borné par
une constante. Voici le résultat précis que l’on montre.

Lemme 3.26. Il existe une constante D ě 0 telle qu’on ait la propriété suivante. Soient
a, b,Φ1,Φ2, r, s comme ci-dessus. Supposons qu’il existe t ě 0 tel que les ensembles

tx P ra, bs |Φ1pxq ď r ´ tu et tx P ra, bs |Φ2pxq ě r ` tu

soient disjoints. Alors σpa, bq ě r ` s´ 2t´ 2D.

On peut notamment remarquer que le critère porte sur deux sous-ensembles de l’inter-
valle ra, bs, et non de tout l’espace X, ce qui simplifie la suite de l’analyse.

Deuxième étape : une description desK-contractions d’un complexe cubique CAT(0).
On montre que touteK-contraction est à distance uniformément bornée d’une 0-contraction.
Remarquons qu’une 0-contraction sur un complexe cubique CAT(0) n’est rien d’autre que
la projection sur le complexe cubique dual associé à une famille d’hyperplans disjoints
linéairement ordonnés. Voici l’énoncé précis que l’on montre.

Lemme 3.27. Soit Q un complexe cubique CAT(0) de dimension au plus ν, et soit Φ :
Qp0q Ñ R une application K 1-quasi-médiane, pK 1,K 1q-grossièrement Lipschitz (pour la
distance `1) d’image bornée. Il existe une famille finie d’hyperplans disjoints pHkq1ďkďn

linéairement ordonnés de Q telle que l’application duale Ψ : Qp0q Ñ rr0, n ` 1ss vérifie
(quitte à translater Φ) :

@x P Qp0q, |Φpxq ´ 4K 1νΨpxq| ď 4K 1ν.

Troisième étape : on se ramène à un complexe cubique CAT(0). Fixons un complexe
cubique CAT(0) fini Q, et la distance σC associée à une famille C de 0-contractions (celles
qui sont à distance uniforme de la restriction d’une K-contraction de X) :

@x, y P Qp0q, σCpx, yq “ maxt|Ψpxq ´Ψpyq|,Ψ P Cu.
Dans ce cadre plus simple, nous pouvons montrer une propriété de géodésicité de σC .

Lemme 3.28. Pour tous a, b P Qp0q et pour tout entier r P r0, σCpa, bqs, il existe un sommet
c P ra, bs et des 0-contractions Ψ1,Ψ2 P C telles que.

1. σCpa, cq “ r,

2. σCpa, cq “ |Ψ1paq ´Ψ1pcq| et σCpc, bq “ |Ψ2pcq ´Ψ2pbq|,

3. pour tout hyperplan H1 définissant Ψ1 et séparant a et c, et pour tout hyperplan H2

définissant Ψ2 séparant c et b, les hyperplans H1 et H2 sont disjoints.

Pour en déduire que la distance σ sur X est faiblement grossièrement géodésique, il
suffit maintenant d’utiliser la comparaison entre chaque intervalle de X et un complexe
cubique CAT(0), et de considérer un point de X correspondant au sommet c donné par le
lemme 3.28.
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3.2.8 Propriété grossièrement Helly pour les parties hiérarchiquement
quasi-convexes

Dans la théorie des espaces hyperboliques, les parties quasi-convexes jouent un rôle impor-
tant, puisqu’elles héritent de la géométrie ambiante. L’analogue naturel dans les HHS est
la notion de quasi-convexité hiérarchique.

Définition 3.29 (Quasi-convexité hiérarchique). Une partie Y d’un HHS pX,Sq est dite
hiérarchiquement quasi-convexe s’il existe une fonction k : R` Ñ R` telle que

1. Pour tout U P S, la projection πU pY q est kp0q-quasi-convexe.

2. Si x P X est tel que, pour tout U P S, on ait dU px, Y q ď r, alors dXpx, Y q ď kprq.

Donnons maintenant quelques exemples de parties hiérarchiquement quasi-convexes.
Des exemples simples sont donnés par l’intervalle médian entre deux points, ou plus gé-
néralement l’enveloppe médiane d’un ensemble fini. De plus, tout sous-groupe stable d’un
groupe hiérachiquement hyperbolique est hiérarchiquement quasi-convexe (voir [ABD17],
[RST18]).

Voici quelques exemples plus précis.

‚ Le stabilisateur d’une multicourbe immergée dans une surface est hiérachiquement
quasi-convexe dans le groupe modulaire de cette surface. En particulier, les stabili-
sateurs de sous-surfaces sont hiérachiquement quasi-convexes.

‚ Si X est un complexe cubique CAT(0) qui est aussi un HHS, tout sous-complexe
convexe est hiérachiquement quasi-convexe. Dans ce cas, le théorème 3.17 étend une
partie de [HW09, Cor. 3.6].

‚ Si M est une variété compacte de dimension 3 sans composante Nil ou Sol, alors
π1pMq est un HHS, et les tores dans sa décomposition géométrique donnent des
sous-groupes hiérarchiquement quasi-convexes.

‚ Le produit graphé de HHG est un HHG, et tout groupe de sommet est hiérachique-
ment quasi-convexe.

Chepoi, Dragan et Vaxes ont montré que les parties quasi-convexes d’un espace hy-
perbolique vérifiaient une propriété de Helly grossière, voir théorème 3.16. À l’aide du
théorème de réalisation, nous montrons que les parties hiérarchiquement quasi-convexes
d’un HHS vérifient également une propriété de Helly grossière, voir théorème 3.17.

Ceci permet de conclure l’idée générale du théorème 3.9. Considérons un HHS pX, dq, et
soit σ la nouvelle distance. Le théorème 3.25 montre que les boules pour la distance σ sont
uniformément quasi-médianes-convexes. D’après [RST18, Prop. 5.11], ceci implique que
les boules pour σ sont uniformément hiérachiquement quasi-convexes. Le théorème 3.17
permet ensuite de déduire que les boules pour σ vérifient une propriété de Helly grossière.

72



Chapitre 4

Pistes de recherche

Les travaux que nous avons menés sur les groupes d’Artin laissent ouvertes de nombreuses
questions, dont certaines concernent déjà les groupes de tresses :

Question 4.1. Le groupe de tresses est-il CAT(0) ? Plus spécifiquement, le complexe de
Brady-McCammond pour le groupe de tresses Bn est-il CAT(0) pour tout n ?

De manière plus générale, on peut se demander s’il pourrait exister des conditions
simples sur un treillis impliquant que son complexe orthoschématique est CAT(0). Dans [HKS16],
nous avons montré avec Kielak et Schwer que c’était le cas si le treillis est modulaire com-
plémenté. Chalopin, Chepoi, Hirari et Osajda ont montré dans [CCHO21] que c’était le
cas si le treillis est seulement modulaire, et Hirai a montré dans [Hir19] que c’était le cas
pour un semi-treillis modulaire.

Une autre question très naturelle reliée est de savoir si, lorsque l’on munit chaque
orthosimplexe de la métrique `8, l’espace métrique résultant est injectif (voir partie 3.2.5).

Question 4.2. À quelles conditions sur un treillis son complexe orthoschématique est-il
CAT(0) ? Injectif ?

Chalopin, Chepoi, Hirari et Osajda ont montré dans [CCHO21] que le complexe est
injectif si le treillis est modulaire.

Revenant aux groupes d’Artin, on peut se poser plus généralement les questions sui-
vantes :

Question 4.3. Quels groupes d’Artin admettent une action propre et cocompacte sur un
espace CAT(0) ? Sur un espace métrique injectif ?

Huang et Osajda ont montré dans [HO19a] que tout groupe d’Artin de type FC agit
proprement et cocompactement sur un graphe de Helly.

Concernant les complexes cubiques CAT(0), notre résultat de classification conjectu-
rale 1.29 repose sur la conjecture suivante :

Question 4.4. Pour quels groupes d’Artin A “ xSy la propriété p:q suivante est-elle
vérifiée ?

@s P S,@n ě 1, ZAps
nq “ ZApsq.

Ceci motive également, d’après les travaux de Godelle (voir [God07]), la question de
savoir si le complexe de Deligne, muni de la métrique de Moussong, est CAT(0). On peut
poser une question analogue pour une métrique injective.

Question 4.5. Le complexe de Deligne, muni de la métrique de Moussong, est-il CAT(0) ?
Le complexe de Deligne (ou un complexe proche) peut-il être muni d’une métrique injec-
tive ?

73



Concernant les groupes de Coxeter déjà, la question est subtile : par exemple, le groupe
de Coxeter triangulaire p3, 3, 3q n’est pas injectif, mais son produit direct par Z l’est, et il
peut être réalisé comme groupe de réflexions de l’espace injectif R3 muni de la norme `8.

Question 4.6. Quels groupes de Coxeter peuvent être réalisés comme groupes de réflexions
par rapport à des hyperplans d’un espace métrique injectif ?

Pour ce qui est des actions propres sur des complexes cubiques CAT(0), même la simple
question suivante est ouverte :

Question 4.7. Le groupe de tresses à 4 brins agit-il proprement sur un complexe cubique
CAT(0) ? A-t-il la propriété de Haagerup ?

Concernant les actions de groupes d’Artin sur des espaces hyperboliques, on dispose
déjà de plusieurs exemples intéressants. Vus comme groupes modulaires, les groupes de
tresses agissent sur leurs complexes de courbes. Les groupes d’Artin à angles droits agissent
sur leur graphe de contact, ou sur le graphe d’extension de Kim et Koberda (voir [KK13]),
les groupes d’Artin de type XXL agissent acylindriquement sur un espace hyperbolique
(voir le corollaire 1.45). Calvez et Wiest ont également montré que les groupes d’Artin
de type sphérique sont acylindriquement hyperboliques (voir [CW17]). Ceci motive les
questions générales suivantes :

Question 4.8. Les groupes d’Artin sont-ils acylindriquement hyperboliques, voire hiérar-
chiquement hyperboliques ?

Concernant la rigidité des réseaux de rang supérieur, de nombreuses questions sont
ouvertes.

Notamment, pour les actions sur des espaces Gromov-hyperboliques, que peut-on dire
dans le cas où Γ est un réseau irréductible dans un produit de groupes semisimples, éven-
tuellement de rang 1 ? Comme nous l’avons évoqué, dans ce cas Bader et Furman peuvent
montrer que si un tel réseau Γ Ă G1 ˆ G2 a une action sans orbite bornée de X et sans
orbite finie dans le bord B8X, alors on peut étendre l’action de Γ à l’un des facteurs sur
une partie fermée du bord B8X.

Il est naturel, au vu de la preuve du théorème 2.22, de vouloir étudier les actions de
réseaux de rang supérieur sur des espaces grossièrement médians. Pour cela, le princi-
pal ingrédient manquant est l’étude des marches aléatoires sur des espaces grossièrement
médians :

Question 4.9. Que peut-on dire de la vitesse d’une marche aléatoire sur un espace gros-
sièrement médian ? Peut-on définir définir un bord géométrique à l’infini d’un espace gros-
sièrement médian ?

La propriété (T) renforcée de Lafforgue implique que toute action d’un réseau de rang
supérieur sur un graphe hyperbolique uniformément localement fini a des orbites bornées.
Ceci amène naturellement la question suivante :

Question 4.10. Un groupe ayant la propriété (T) renforcée peut-il agit sur un espace
grossièrement médian ?

Une autre question naturelle est de savoir si les arguments utilisés dans le théorème 2.22
peuvent être utilisés afin de donner une autre preuve du résultat récent de Deroin et
Hurtado (voir [DH20]) selon lequel les réseaux de rang supérieur ne sont pas ordonnables.
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Dans une autre direction, la conjecture de Valette concernant la propriété RD pour
les réseaux uniformes de rang supérieur est très motivante. On pourrait se demander quels
affaiblissements de la notion de médiane grossière pourraient être étudiés à cette fin. L’idée
d’associer naturellement un objet à trois points de l’espace symétrique ou de l’immeuble
est en effet au cœur de la preuve de la propriété RD pour SLp3q (voir [RRS98] et [Laf00]).

Par ailleurs, comme la plupart des réseaux cocompacts de rang supérieur sont injectifs
ou Helly (voir [Hae21b]), il est raisonnable de se poser la question suivante :

Question 4.11. Un groupe Helly (ou injectif) vérifie-t-il la propriété (RD) ?

Les travaux que nous avons menés sur les actions de divers groupes sur des espaces
hyperboliques mènent à de nombreuses questions.

Concernant l’action des groupes modulaires de surface sur un espace grossièrement
Helly, on peut se demander jusqu’où on peut raffiner la comparaison locale avec les com-
plexes cubiques CAT(0).

Question 4.12. Peut-on adapter la preuve de la biautomaticité pour les groupes de Helly
aux groupes modulaires de surface ? Les groupes modulaires de surface sont-ils grossière-
ment CAT(0) ?

Remarquons que la biautomaticité des groupes modulaires de surface est démontrée
par Hamenstädt dans la prépublication [Ham09].

On peut également se demander quels raffinements de la médiane grossière sur les
groupes modulaires de surface permettraient d’aborder ces questions. Plus généralement,
ceci amène d’autres questions concernant les espace métriques injectifs, lorsqu’on sait
d’après [CCG`20] que tout groupe Helly est biautomatique.

Question 4.13. Est-ce qu’un groupe grossièrement Helly est biautomatique ? Est-ce qu’un
groupe injectif est biautomatique ?

Concernant les groupes modulaires de surface, la question suivante est très motivante.

Question 4.14. Le groupe modulaire d’une surface admet-il une action propre par isomé-
tries affines sur un espace Lp ?

Une réponse positive pour p “ 2 impliquerait la propriété de Haagerup, qui est une
négation forte de la propriété (T). D’après des travaux récents de Bestvina, Bromberg et
Fujiwara (voir [BBF19]), on sait que tout groupe modulaire de surface agit proprement
par isométries sur un produit fini de quasi-arbres. Il est ainsi naturel de se demander si
l’on pourrait étendre nos méthodes à ce cadre. Une difficulté technique majeure est que les
quasi-arbres sont localement infinis. Remarquons que cette question est déjà ouverte pour
le cas des groupes de tresses.

Une autre question très motivante concerne les espaces métriques fortement boliques
étudiés par Lafforgue.

Question 4.15. Le groupe modulaire d’une surface admet-il une action propre et cocom-
pacte sur un espace métrique fortement bolique ?

En effet, d’après les travaux de Lafforgue (voir [Laf02]), avec la propriété RD (qui est
par ailleurs une conséquence de la propriété de médiane grossière), ceci impliquerait la
conjecture de Baum-Connes. Cependant, trouver une distance fortement bolique est déjà
très subtil pour un groupe hyperbolique (voir [MY02], [Nv16]).
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