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Introduction

Le but de ce mémoire est de comprendre les fonctions spéciales à l'aide
de la théorie de représentations de groupes.

Dans une première partie, nous introduirons les dé�nitions élémentaires
des représentations de groupes ainsi que les résultats qui nous seront utiles
par la suite.

Dans une seconde partie, nous nous intéresserons au groupe des matrices
d'ordre deux unitaires complexes de déterminant 1, SU(2), et en détermi-
nerons les représentations irréductibles ; ensuite, nous en déduirons des re-
lations fonctionnelles sur les coe�cients matriciels et appliquerons ceci à la
résolution de l'équation de Laplace.

Dans une troisième partie, nous nous intéresserons au groupe des dépla-
cements du plan euclidien, M(2), et en déterminerons les représentations
irréductibles ; ensuite, nous exprimerons les fonctions de Bessel comme co-
e�cients de ces représentations et en déduirons de nombreuses formules sur
celles-ci, jusqu'à leur équation di�érentielle.
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Chapitre 1

Représentations de groupes

Dé�nition 1. Une représentation d'un groupe de Lie G dans un espace de

Hilbert H est un morphisme de groupes continu T : G → GL(H) et tel que

T (e) = IdH , où GL(H) désigne le groupe linéaire de H, et e est l'élément

neutre de G.
Si H est de dimension �nie, on l'appelle dimension de la représentation.

La propriété de morphisme s'exprime par ∀g1, g2 ∈ G, T (g1)T (g2) =
T (g1g2). On a bien sûr T (e) = IdH pour e l'élément neutre du groupe.

Dé�nition 2. Deux représentations d'un groupe (T1,H1) et (T2,H2) sont

dites équivalentes s'il existe un isomorphisme A ∈ L(H1,H2) qui les entrelace
ie AT1 = T2A.

Ceci est bien une relation d'équivalence.

Proposition 1. Soit G un groupe de Lie, a un vecteur de l'algèbre de

Lie de G et (T,H) une représentation de G de dimension �nie. Soit A =
d
dt

(
T (exp ta)

)∣∣∣
t=0

alors ∀t ∈ R, T (exp ta) = exp tA

Démonstration. Nous avons d'un côté

d

dt

(
T (exp ta)

)∣∣∣∣
t=s

=
d

dh

(
T (expha)T (exp sa)

)∣∣∣∣
h=0

= AT (exp sa)

et de l'autre
d

dt

(
exp tA)

)∣∣∣∣
t=s

= A exp sA.

Ainsi T (exp ta) et exp tA sont solution de

d

dt
X(t) = AX(t),

de plus T (exp 0) = IdH = exp 0L(H), ce qui donne l'égalité par unicité des
solutions.
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Dé�nition 3. Un sous-espace fermé E de H est dit invariant si ∀g ∈
G, T (g)(E) = E.

Dé�nition 4. Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-

espaces invariants sont {0} et H.

Dé�nition 5. Une représentation est dite complètement réductible si elle

peut s'écrire comme somme hilbertienne de représentations irréductibles sur

des sous-espaces invariants de H.

Dé�nition 6. Une représentation T dans un espace de Hilbert H est dite

unitaire si T préserve le produit scalaire, ie :

∀g ∈ G,∀a, b ∈ H,< T (g)a, T (g)b >=< a, b >

Lemme 1 (Lemme de Schur). Soient T1 et T2 deux représentations d'un

groupe G, irréductibles et de dimension �nie, dans les espaces L1 et L2 res-

pectivement. Soit A un opérateur de L1 dans L2 qui entrelace T1 et T2 (ie

AT1 = T2A). Alors :
� ou bien A est l'opérateur nul

� ou bien A est inversible, auquel cas T1 et T2 sont donc équivalentes, et

de plus A est unique à constante multiplicative près.

Démonstration. Notons M1 = kerA ⊂ L1 et M2 = ImA ⊂ L2. Puisque
A entrelace T1 et T2, ces deux sous-espaces sont invariants (par T1 et T2

respectivement) :

∀x ∈M1,∀g ∈ G,AT1(g)x = T2(g)Ax = 0 donc T1(g)x ∈M1

∀y = Ax ∈M2,∀g ∈ G,T2(g)y = T2(g)Ax = AT1(g)x donc T2(g)y ∈M2

Or T1 et T2 sont irréductible, doncM1 etM2 sont soit nuls, soit coïncident
avec l'espace entier. Distinguons 3 cas :

� Si M2 = 0, ImA = 0 donc A = 0.
� Si M1 = L1, kerA = L1 donc A = 0.
� Si M1 = 0 et M2 = L2, alors A est une application linéaire injective
et surjective, entre deux espaces vectoriels de dimension �nie : A est
donc inversible.

Montrons l'unicité de A dans ce dernier cas : Supposons l'existence d'un
autre opérateur B entrelaçant T1 et T2. Alors pour tout λ ∈ C , B − λA
entrelace également T1 et T2. Choisissons λ dans le spectre de BA−1 : on
sait alors que det(BA−1 − λI) = 0, ce qui signi�e que B − λA est non
inversible : on est donc dans le cas B − λA = 0 , d'où B = λA.

Corollaire 1. Soit T une représentation d'un groupe G dans un espace de

Hilbert H. Supposons que T s'écrive comme somme hilbertienne de représen-

tations Ti dans des sous-espaces Hi, ces représentations étant irréductibles
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et deux à deux non équivalentes. Soit E un sous-espace invariant (non nul)

de H, tel que la restriction de T à E soit complètement réductible. Alors E
est somme hilbertienne de certains sous-espaces Hi :

E =
⊕
n

Hin .

Démonstration. Nous allons commencer par démontrer le :

Lemme 2. Soit T une représentation d'un groupe G dans un espace de Hil-

bert H. Supposons que T soit somme directe orthogonale de représentations

Ti dans des sous-espaces Hi, ces représentations étant irréductibles et deux

à deux non équivalentes. Alors tout sous-espace invariant minimal (non nul)

E coïncide avec l'un des Hi.

Démonstration. Notons Pi le projecteur orthogonal de E dans Hi. Notons S
la restriction de la représentation T à E. Alors, on a pour tout i : PiS = TiPi.
Or S et Ti sont irréductibles, donc d'après le lemme de Schur, on sait que si
S et Ti sont non équivalentes, alors Pi = 0.

Or on sait que les représentations Ti sont deux à deux non équivalentes :
il existe donc au plus un indice j tel que Pj 6= 0.

Donc pour tout i 6= j, Pi = 0 donc E est orthogonal à Hi. Or H est
somme directe orthogonale des Hi, donc E ⊂ Hj . En�n, E est un sous-
espace invariant non nul de la représentation irréductible Tj , donc E = Hj .

Revenons à la démonstration du corollaire. Ecrivons le sous-espace inva-
riant E comme somme directe orthogonale de sous-espaces invariants mini-
maux Fj :

E =
⊕
j

Fj

Or, d'après le lemme, chaque Fj coïncide avec l'un des Hi, ce qui conclut la
démonstration.

Dé�nition 7. Une représentation régulière T à gauche (resp. à droite) d'un

groupe G est une représentation dans l'espace vectoriel des applications conti-

nues de G dans un espace vectoriel L, par :

T (g0)f(g) = f(g−1
0 g) (resp. T (g0)f(g) = f(gg0) ) .

Théorème 1. Toute représentation irréductible T d'un groupe G dans un

espace de Hilbert H est algébriquement équivalente à une sous-représentation

d'une représentation régulière dans l'espace vectoriel des fonctions continues

de G dans C ( ie sans munir cet espace d'un produit scalaire).

6



Démonstration. Fixons a ∈ H non nul. Notons L l'espace vectoriel des fonc-
tions dé�nies sur G à valeurs dans C. Dé�nissons l'opérateur A :

A : H →L
f 7→A(f) : g 7→ (T (g)f, a)

Notons L′ = ImA : alors A : H → L′ est surjectif. Dé�nissons S repré-
sentation de G dans L′ par :

S(g0)f(g) = f(gg0).

S est une représentation régulière à droite de G : montrons qu'elle est équi-
valente à T .

Remarquons que A entrelace S et T :

AT (g0)f(g) = (T (g)T (g0)f, a) = (T (gg0)f, a) = Af(gg0) = AS(g0)f(g)

Montrons que A est injectif : Soit f ∈ kerA. Af = 0, donc pour tous
g, g0 ∈ G, Af(gg0) = AT (g0)f(g) = 0 : cela signi�e que T (g0)f ∈ kerA, et
ce pour tout g0 ∈ G : kerA est donc un sous-espace invariant pour T . Or
T est irréductible, donc kerA = 0 ou kerA = H. Or Aa(e) = (T (e)a, a) =
(a, a) > 0 (où e désigne l'élément neutre de G). Donc A 6= 0 : kerA = 0.

A est donc un isomorphisme entrelaçant S et T : ces deux représentations
sont donc équivalentes.
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Chapitre 2

Représentation du groupe

SU(2)

Nous allons nous intéresser à un problème à première vu étrange, résoudre
l'équation de Laplace en dimension 4 avec condition au bord sphérique

∆f = 0 sur B

f |∂B = g,

où B est le boule unité de R4. Cette idée provient du fait que de nombreuses
fonctions spéciales résolvent l'équation de Laplace dans di�érents systèmes
de coordonnées, comme présenté dans [2]. Le système de coordonnées qui
nous intéressera sera le suivant :

x1 = r cos
θ

2
cos

ψ + φ

2
, (2.1a)

x2 = r cos
θ

2
sin

ψ + φ

2
, (2.1b)

x3 = r sin
θ

2
cos

ψ − φ
2

, (2.1c)

x4 = r sin
θ

2
sin

ψ − φ
2

, (2.1d)

où x1, x2, x3, x4 sont les coordonnées cartésiennes usuelles, comme nous le
verrons ces coordonnées correspondent à une paramétrisation simple SU(2)
et c'est pour cela que nous étudierons ce groupe. Dans ce système de coor-
données l'expression du laplacien est

∆ =
1
r3

∂

∂r
r3
∂

∂r
+

4
r2 sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

∂2

∂φ2
− 2 cos θ

∂2

∂ψ∂φ
+
∂2

∂ψ

]
=

1
r3

∂

∂r
r3
∂

∂r
+

4
r2

∆̃. (2.2)
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Si nous essayons de séparer les variables angulaires et la variable radiale
en écrivant f(x1, x2, x3, x4) = R(r)T (φ, θ, ψ), alors le problème ∆f = 0 à
l'intérieur de boule, se sépare en

4∆̃T = −µT, (2.3)

1
r

∂

∂r
r3
∂R

∂r
= µR, (2.4)

avec µ une constante arbitraire à déterminer.

Lemme 3. Les solutions de classe C∞ de l'équation (2.4) sont les λrs avec
λinR et s entier positif et µ = s(s+ 2).

Démonstration. La seconde équation est une équation di�érentielle linéaire
ordinaire d'ordre 2, qui après le changement de variable r = ex devient à
coe�cients constants. Les solutions sont l'espace vectoriel engendré par les
rα cos(β ln r) et rα sin(β ln r) avec s = α + iβ solution de µ = s(s + 2), cet
espace est bien de dimension 2 pour tout µ 6= −1. Pour µ = −1 l'espace des
solutions est engendré par 1

r et ln r
r . Les seuls cas où il existe des solutions

ne présentant pas de singularité en 0 sur l'une des dérivées est le cas s entier
positif.

Alors la première équation se récrit

∆̃T = −s
2
(
s

2
+ 1)T, s ∈ N.

Comment nous le verrons au cours de cette partie les solutions pourront être
exprimé à partir des coe�cients des représentations irréductibles de SU(2).

2.1 Le groupe SU(2)

Dans cette section nous nous intéresserons aux propriétés du groupe
SU(2), nous pourrons ensuite les transposer sur les propriétés des repré-
sentations de ce groupe.

2.1.1 Propriétés du groupe

Le groupe SU(2) des matrices unitaires de rang deux est le groupe des
matrices complexes :{(

α β
−β̄ ᾱ

)∣∣∣∣ |α|2 + |β|2 = 1, α, β ∈ C
}
.

L'égalité |α|2 + |β|2 = 1 peut se récrire α2
1 + α2

2 + β2
1 + β2

2 = 1 avec
α = α1 + iα2 et β = β1 + iβ2, donc SU(2) est homéomorphe à la sphère
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de dimension trois S3. La paramétrisation suivante introduisant trois angles
φ, θ, ψ permet d'écrire les éléments du groupe sous la forme simple1 :

u(φ, θ, ψ) =

(
cos θ2e

i(φ+ψ)
2 i sin θ

2e
i(φ−ψ)

2

i sin θ
2e

i(ψ−φ)
2 cos θ2e

− i(φ+ψ)
2

)

=

(
e
iφ
2 0
0 e−

iφ
2

)(
cos θ2 i sin θ

2

i sin θ
2 cos θ2

)(
e
iψ
2 0
0 e−

iψ
2

)
= u(φ, 0, 0)u(0, θ, 0)u(0, 0, ψ)

avec
0 6 φ < 2π, 0 6 θ 6 π, −2π 6 ψ < 2π

Les paramètres sont dé�nis uniquement dans le cas αβ 6= 0, il n'y a pas
unicité si α = 0 ou β = 0, c'est le même problème que pour les coordonnées
géographiques de la sphère aux deux pôles. Ce choix de paramétrage permet
aussi d'obtenir les angles d'Euler décrivant les rotations de R3 en passant au
quotient SU(2)/{1,−1} ' SO(3) ; ψ est l'angle de rotation, θ est l'angle de
nutation et φ est l'angle de précession. Les relations donnant ces paramètres
en fonction des coe�cients matriciels sont :

cos θ = 2|α|2 − 1 (2.5a)

eiφ = − αβi

|α||β|
(2.5b)

e
i(φ+ψ)

2 =
α

|α|
(2.5c)

2.1.2 Paramétrisation du produit d'éléments

Nous allons déterminer les paramètres du produit de deux éléments du
groupe u1, u2 en fonctions des paramètres de ces deux éléments φ1, θ1, ψ1 et
φ2, θ2, ψ2 dans le cas particulier utile par la suite où φ1 = ψ1 = ψ2 = 0. Alors

u(φ, θ, ψ) = u1u2 =
(

cos θ12 i sin θ1
2

i sin θ1
2 cos θ12

)(
cos θ22 e

iφ2
2 i sin θ2

2 e
iφ2
2

i sin θ2
2 e
− iφ2

2 cos θ22 e
− iφ2

2

)
.

Ce qui donne en multipliant les deux matrices et en utilisant les relations
(2.5)

1On remarquera que u(0, 0, ψ) = u(ψ, 0, 0)
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cos θ = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 cosφ2, (2.6a)

eiφ =
sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2 cosφ2 + i sin θ2 sinφ2

sin θ
, (2.6b)

e
i(φ+ψ)

2 =
cos θ12 cos θ22 e

iφ2
2 − sin θ1

2 sin θ2
2 e
− iφ2

2

cos θ2
. (2.6c)

2.2 L'algèbre de Lie de SU(2)

Nous allons nous intéresser à l'algèbre de Lie du groupe SU(2), c'est-
à-dire à l'espace tangent en l'élément neutre du groupe. Le groupe SU(2)
est aussi une variété de dimension trois, donc il faut trouver trois vecteurs
tangents indépendants. Le moyen le plus simple est de considérer la dérivée
en id d'un sous-groupe à un paramètre. Deux sous-groupes apparaissent
naturellement à partir de la paramétrisation de SU(2), ce sont

ω1(t) = u(0, t, 0) =
(

cos t
2 i sin t

2
i sin t

2 cos t
2

)
, (2.7)

ω3(t) = u(t, 0, 0) =

(
e
it
2 0
0 e−

it
2

)
. (2.8)

Le troisième groupe est choisi de façon à avoir des relations de commutations
simples

ω2(t) = u(π/2, t,−π/2) =
(

cos t
2 − sin t

2
sin t

2 cos t
2

)
.

Une simple dérivation donne les matrices tangentes

a1 =
dω1(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
i

2

(
0 1
1 0

)
, (2.9)

a2 =
dω2(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
1
2

(
0 −1
1 0

)
, (2.10)

a3 =
dω3(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
i

2

(
1 0
0 −1

)
. (2.11)

L'expression du crochet de Lie sur cette base des matrices antihermitienne
d'ordre 2 est

[a1, a2] = a3, (2.12a)

[a2, a3] = a1, (2.12b)

[a3, a1] = a2, (2.12c)
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d'où la justi�cation du choix du groupe ω2(t), comme le sous groupe à un
paramètre associé au crochet de Lie des deux autres vecteurs. Nous pouvons
voir aussi plus simplement cette algèbre de Lie, a1 correspond à la variation
de la partie imaginaire de β, a2 la partie réelle de β et a3 la partie imaginaire
de a3. De plus en e�ectuons un calcul on peut montrer que l'exponentielle
est surjective de l'algèbre de Lie de SU(2) dans SU(2).

2.3 Représentation unitaire irréductible de SU(2)

Nous allons nous intéresser aux représentations du groupe SU(2), et
transposer les propriétés du groupe et de l'algèbre sur la représentation. Ce
qui nous intéresse au �nal c'est la représentation régulière du groupe SU(2) et
les représentations irréductibles sur cet espace, mais il est plus simple d'étu-
dier les représentations irréductibles sur un autre espace puis transposer les
propriétés par équivalence.

2.3.1 Représentation dans l'espace des polynômes homogènes

Le groupe SU(2) agit de façon naturelle sur C2. Pour obtenir une large
famille de représentations irréductibles, nous allons étudier la représentation
sur l'espace des fonctions à deux variables complexes dé�nit pour u ∈ SU(2)

T [u]f(z1, z2) = f(z′1, z
′
2) avec (z′1, z

′
2) = (z1, z2)u = (αz1− β̄z2, βz1 + ᾱz2)

L'action sur les vecteurs de C2 à droite assure qu'on a bien une représen-
tation de groupe T [u1u2] = T [u1]T [u2]. Cette représentation est réductible,
par exemple les espaces des polynômes complexes homogènes à deux va-
riables de degré 2l avec l ∈ 1

2N sont stables, nous allons montrer dans un des
paragraphes suivants que les restrictions à ces sous-espaces sont irréductibles.
Ces polynômes peuvent s'écrire sous la forme

f(z1, z2) =
l∑

n=−l
anz

l−n
1 zl+n2 .

Nous noterons la restriction de la représentation à ce sous-espace par Tl. En
fait les polynômes homogènes à deux variables de degré 2l sont en bijection
avec l'espace C2l[X] des polynômes de degré au plus 2l par la relation

f(z1, z2) = z2l
2 qf

(
z1
z2

)
(2.13)

qf (z) = f(z, 1). (2.14)
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L'opérateur Tl induit une représentation sur C2l[X] que nous noterons en-
core Tl.

Tl[u]qf (z) = qTl[u]f (z) = Tl[u]f(z, 1)

= f(αz − β̄, βz + ᾱ) = (βz + ᾱ)2lqf

(
αz − β̄
βz + ᾱ

)
Ainsi nous avons construit une famille de représentations du groupe

SU(2) sur les espaces C2l[X], pour chaque u ∈ SU(2) Tl[u] est un endo-
morphisme de C2l[X].

2.3.2 Opérateurs in�nitésimaux de la représentation

La connaissance des opérateurs in�nitésimaux de la représentation nous
permettra de montrer l'irréductibilité de Tl et donnera aussi des propriétés
importantes sur les fonctions spéciales associées à SU(2).

Pour obtenir ces opérateurs nous procédons de la même manière que pour
l'algèbre de Lie. Pour le sous-groupe ω1(1) introduit en 2.2 la représentation
sur l'espace des polynômes est

Tl [ω1(t)] q(z) = (zi sin
t

2
+ cos

t

2
)2lq

(
z cos t

2 + i sin t
2

zi sin t
2 + cos t

2

)
,

la dérivée de cette expression en t = 0 donne l'opérateur in�nitésimal

A1 = ilz +
i

2
(1− z2)

d

dz
.

De la même manière on obtient les opérateurs in�nitésimaux associé à ω2(t)
et ω3(t)

A2 = −lz +
1
2
(1 + z2)

d

dz
(2.15)

A3 = i

(
z
d

dz
− l
)
. (2.16)

L'action de ces opérateurs sur les monômes zl−n avec −l 6 n 6 l est la
suivante :

A1z
l−n =

i

2
(l − n)zl−n−1 +

i

2
(l + n)zl−n+1, (2.17)

A2z
l−n =

1
2
(l − n)zl−n−1 − 1

2
(l + n)zl−n+1, (2.18)

A3z
l−n = −inzl−n. (2.19)
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Ainsi les opérateurs A2 et A3 associent à un monôme deux monômes
�adjacents�. Mais par combinaisons linéaires on peut construire des opéra-
teurs H+ et H− qui à un monôme associe le monôme de degré supérieur
(respectivement inférieur). Nous prenons

H+ = iA1 −A2 = − d

dz
, (2.20)

H− = iA1 +A2 = −2lz + z2 d

dz
, (2.21)

de plus nous introduisons l'opérateur H3 sous la forme

H3 = iA3 = l − z d

dz
.

Ceci permet d'obtenir une base de l'espace des opérateurs in�nitésimaux sur
C2l[X] ayant une action particulièrement simple sur les monômes

H+z
l−n = (n− l)zl−n−1 (2.22a)

H−z
l−n = −(n+ l)zl−n+1 (2.22b)

H3z
l−n = nzl−n (2.22c)

Ces opérateurs sont bien des endomorphismes de C2l[X], de plus H3 est
diagonalisable car chaque monôme est un vecteur propre associé à une valeur
propre di�érente.

2.3.3 Irréductibilité

Théorème. La représentation Tl[u] avec l ∈ 1
2N de SU(2) sur C2l[X] est

irréductible

Démonstration. Pour montrer que Tl est irréductible il faut montrer qu'il
n'admet pas de sous-espace stable non trivial. Soit F un sous-espace non
nul stable par tous les Tl[u], alors il l'est pour les sous-groupes à un para-
mètre ω1, ω2, ω3 et par passage à la limite stable pour A1, A2, A3 car F de
dimension �nie donc fermé. Par linéarité il su�t de montrer qu'il n'y a pas
de sous-espace stable non trivial pour H+, H−, H3.

H3 est diagonalisable donc F est engendré par des vecteurs propres de
H3 (F non nul), donc F contient au moins un monôme zl−n.

Utilisons maintenant la stabilité parH+ etH−. D'après la formule (2.22a)
si 0 6 s 6 l − n alors on a

Hs
+z

l−n = αzl−n−s, α 6= 0.

De même si 0 6 s 6 l + n alors on a

Hs
−z

l−n = βzl−n+s, β 6= 0.
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Ainsi F contient tous les monômes zl−m et est donc égal à C2l[X]. Ainsi Tl
n'admet pas de sous-espace stable non trivial.

Les représentations Tl sont deux à deux non équivalentes car irréduc-
tibles de dimension distincte, en faite toute représentation irréductible est
équivalente à l'une d'entre elle [1], mais nous n'allons pas le montrer.

2.3.4 Produit scalaire invariant

La théorie générale des représentations des groupes compacts donne un
produit scalaire invariant par la représentation à partir de la mesure de Haar
du groupe [1]. Pour tout groupe compact il existe une mesure �nie invariante
par translation à gauche et à droite, dans le cas de SU(2) cette mesure est
sin θdθdφdψ. Nous utilisant ensuite le théorème suivant

Théorème. Soit T : G→ L(H) une représentation d'un groupe compact G
dans un Hilbert H. Alors on peut trouver un produit scalaire 〈 , 〉 sur H tel

qu'il soit invariant par la représentation, ie ∀g ∈ G, x, y ∈ H, 〈T [g]x, T [g]y〉 =
〈x, y〉

Démonstration. Il su�t de choisir le produit scalaire suivant

〈x, y〉 =
∫
G
(T [g]x, T [g]y)dg,

avec dg la mesure de Haar (qui est �nie) et ( , ) le produit scalaire de H
initial. L'intégrale est convergente car elle est inférieur par Cauchy-Schwartz
à ‖x‖ ‖y‖ supG ‖T [g]‖2 mes(G) et T est un morphisme continue d'un groupe
compact. C'est bien une forme bilinéaire dé�nie positive. Comme la mesure
est invariante par translation on a

〈T [g0]x, T [g0]y〉 =
∫
G
(T [g0]T [g]x, T [g0]T [g]y)dg =

∫
G
(T [g0g]x, T [g0g]y)dg

=
∫
G
(T [g]x, T [g]y)dg = 〈x, y〉 ,

ce qui achève la démonstration.

Nous allons étudier l'expression de ce produit scalaire invariant dans la
base des monômes.

Nous regardons l'e�et de l'invariance pour le groupe ω3(t)〈
zl−k, zl−m

〉
=
〈
Tl[ω3(t)]zl−k, Tl[ω3(t)]zl−m

〉
,

en dérivant cette relation en t = 0 et en utilisant l'expression de A3 donné
en (2.19) nous obtenons

0 =
〈
A3z

l−k, zl−m
〉

+
〈
zl−k, A3z

l−m
〉

= i(k −m)
〈
zl−k, zl−m

〉
.
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Ainsi la base des monômes est orthogonale, pour connaître les normes nous
regardons l'invariance pour le groupe ω1(t)〈

zl−k, zl−k+1
〉

=
〈
Tl[ω1(t)]zl−k, Tl[ω1(t)]zl−k+1

〉
,

qui donne après dérivation en t = 0

0 =
〈
A1z

l−k, zl−k+1
〉

+
〈
zl−k, A1z

l−k+1
〉
.

Ainsi en utilisant l'expression (2.17) et l'orthogonalité de la base nous obte-
nons

0 = − i
2
(l + k)

〈
zl−k+1, zl−k+1

〉
+
i

2
(l − k + 1)

〈
zl−k, zl−k

〉
.

Nous obtenons ainsi par récurrence les normes des vecteurs bases à une
constante près, que nous �xons avec 〈1, 1〉 = 2l! pour que l'expression des
normes soit simple :〈

zl−k, zl−k
〉

= (l − k)!(l + k)!, −l 6 k 6 l.

Ceci détermine complètement le produit scalaire invariant dont une base
orthonormée est

qk(z) =
zl−k√

(l − k)!(l + k)!
, −l 6 k 6 l.

Pour conclure les relations (2.22) induisent sur la base orthonormée

H+qn(z) = −
√
l(l + 1)− n(n+ 1)qn+1(z) (2.23a)

H−qn(z) = −
√
l(l + 1)− n(n− 1)qn−1(z) (2.23b)

H3qn(z) = nqn(z). (2.23c)

2.4 Coe�cient matriciel de la représentation

Nous allons maintenant exprimer les coe�cients matriciels de la repré-
sentation dans la base exhibée dans la section précédente. Ces coe�cients
sont des fonctions sur le groupe SU(2) et au �nal ce sont leurs propriétés qui
nous intéressent.

2.4.1 Calcul des coe�cients matriciels

Proposition 2. Les coe�cients matriciels tlmn(u) de la représentation dans

la base orthonormée qn(z) sont des polynômes en α, β et leurs complexes

conjugués.
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Démonstration. Dans la section 2.3.1 nous avons construit la représentation
Tl du groupe SU(2), son action sur un polynôme est donnée par

Tl[u]q(z) = (βz + ᾱ)2lq
(
αz − β̄
βz + ᾱ

)
,

avec q(z) ∈ C2l[X] et |α|2 + |β|2 = 1 . Dans la base orthonormée qn(z) les
coe�cients matriciels s'expriment par

tlmn(u) = 〈Tl[u]qn, qm〉 =

〈
Tl[u]zl−n, zl−m

〉√
(l −m)!(l +m)!(l − n)!(l + n)!

,

or on a
Tl[u]zl−n = (βz + ᾱ)l+n(αz − β̄)l−n, (2.24)

donc l'expression des coe�cients est donnée par

tlmn(u) =

〈
(βz + ᾱ)l+n(αz − β̄)l−n, zl−m

〉√
(l −m)!(l +m)!(l − n)!(l + n)!

.

En utilisant l'expression du produit scalaire des monômes, nous obtenons la
proposition.

2.4.2 Expression en terme d'angles d'Euler

Nous allons exprimer les coe�cients tlmn(u) en fonction des paramètres
φ, θ, ψ de u. Pour cela on utilise la relation (2.1.1)

u(φ, θ, ψ) = u(φ, 0, 0)u(0, θ, 0)u(0, 0, ψ),

or Tl est une représentation de groupe donc Tl[u1u2u3] = Tl[u1]Tl[u2]Tl[u3],
il su�t donc de connaître l'expression de tlmn[u(φ, 0, 0)] et tlmn[u(0, θ, 0)] 2

pour connaître les coe�cients associés à tout élément de SU(2). u(φ, 0, 0) est
une matrice diagonale avec α = e

iφ
2 et β = 0 donc d'après (2.24) nous avons

Tl[u(φ, 0, 0)]zl−n = e−inφzl−n,

Tl[u(φ, 0, 0)] est donc une matrice diagonale avec des e−inφ sur la diagonale,
il en est de même pour u(0, 0, ψ), ainsi pour tout élément u de SU(2)

tlmn[u] = tlmm[u(φ, 0, 0)]tlmn[u(0, θ, 0)]tlnn[u(0, 0, ψ)] = e−i(mφ+nψ)tlmn(u(0, θ, 0))

Reste à exprimer tlmn(u(0, θ, 0)), u(0, θ, 0) est une matrice d'ordre 2 avec
α = cos θ2 et β = i sin θ

2 , le coe�cient tlmn est un polynôme en cos θ2 et sin θ
2 ,

2u(t, 0, 0) = u(0, 0, t)
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or pour 0 6 θ 6 π on a

sin
θ

2
=
(

cos θ − 1
2

) 1
2

, (2.25)

cos
θ

2
=
(

cos θ + 1
2

) 1
2

. (2.26)

Nous pouvons donc écrire tlmn(u(0, θ, 0)) comme une fonction de cos θ, nous
dé�nissons ainsi

P lmn(cos θ) = tlmn(u(0, θ, 0)). (2.27)

Finalement pour un élément u de SU(2) quelconque

tlmn[u] = e−i(mφ+nψ)P lmn(cos θ),

ce qui explique l'intérêt de la décomposition des éléments du groupe
SU(2) en produit de trois éléments, les matrices diagonales donnent des fac-
teurs exponentielle complexe simple et nous sommes ramenés à un problème
à une dimension (la variable θ).

2.5 Relations Fonctionnelles pour les P l
mn(x)

Nous allons maintenant étudier les propriétés des fonctions P lmn(x) et
donc des coe�cient tlmn qui sont des fonctions sur le groupe SU(2).

2.5.1 Loi de composition

Nous allons étudier les conséquences du fait que SU(2) est un groupe sur
les fonctions P lmn(x). Ceci s'exprime par

tlmn(u1u2) =
l∑

k=−l
tlmk(u1)tlkn(u2).

Nous récrivons cette relation dans le cas où u1 et u2 sont respectivement
déterminé par les angles d'Euler 0, θ1, 0 et 0, θ2, 0, alors P lmn et tlmn sont
égaux et les relations (2.6) se récrive :

cos θ = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2, (2.28a)

eiφ =
sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2

sin θ
=

sin(θ1 + θ2)
sin θ

, (2.28b)

e
i(φ+ψ)

2 =
cos θ12 cos θ22 − sin θ1

2 sin θ2
2

cos θ2
=

cos θ1+θ2
2

cos θ2
, (2.28c)

Or il ne faut pas oublier que

0 6 θ < π,
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donc pour θ1 + θ2 < π nous avons que θ = θ1 + θ2, φ = ψ = 0 et la formule

P lmn
(
cos(θ1 + θ2)

)
=

l∑
k=−l

P lmk(cos θ1)P lkn(cos θ2).

Alors que pour θ1 + θ2 > π, nous avons θ = 2π − θ1 − θ2 et φ = ψ = π et la
formule

(−1)m+nP lmn
(
cos(θ1 + θ2)

)
=

l∑
k=−l

P lmk(cos θ1)P lkn(cos θ2).

2.5.2 Représentation régulière équivalente

Nous allons montrer le théorème suivant dans un cas particulier qui nous
interesse.

Théorème. Toute représentation irréductible (T,H) d'un groupe G avec H
de dimension �nie est équivalente à une représentation régulière dans un

espace de fonctions scalaires sur G.

Nous considérons l'espaceHlm = Vect{tlmn}−l6n6l et la sous-représentation
régulière à droite sur cet espace Rlm. Alors

Rlm[u0]tlmn(u) = tlmn(uu0) =
l∑

k=−l
tlmk(u)t

l
kn(u0),

donc la restricition à Hlm est bien une sous-représentation (l'espace Hlm est
stable). Si nous comparrons ceci à la représentation Tl dans la base ortho-
normée qn de C2l[X] vu dans le paragraphe 2.3.4

Tl[u0]qn =
l∑

k=−l
qkt

l
kn(u0),

nous nous apercevons que Tl et Rlm sont le même endomorphisme dans deux
bases di�érentes {qn}−l6n6l et {tlmn}−l6n6l. Donc les deux représentations
sont algébriquement équivalente, vu quelles sont de dimension �nie elles sont
continuement équivalente.

Les matrices de Tl et Rlm dans leur base associée sont égales, donc par
passage à la limite les matrices d'opérateurs in�nitésimaux sont les mêmes,
ce qui donne en utilisant les relations (2.23)

H lm
+ tlmn(u) = −

√
l(l + 1)− n(n+ 1)tlm,n+1(u), (2.29a)

H lm
− tlmn(u) = −

√
l(l + 1)− n(n− 1)tlm,n−1(u), (2.29b)

H lm
3 tlmn(u) = ntlmn(u). (2.29c)
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2.5.3 Opérateurs in�nitésimaux de la représentation régu-

lière à droite

Nous allons étudier les opérateurs in�nitésimaux de la représentation
R[u0]f(u) = f(uu0). Pour un sous-groupe à un paramètre ω(t) l'action
de l'opérateur in�nitésimale correspondant sur un élément u ∈ SU(2) est
df(uω(t))/dt en t = 0, cette limite est dé�nie pour les fonctions C1 sur le
groupe et ceci nous su�ra.

Nous notons φ(t), θ(t), ψ(t) les angles d'Euler de l'élément uω(t), alors la
dérivée à pour expression

df(uω(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂φ
φ′(0) +

∂f

∂θ
θ′(0) +

∂f

∂ψ
ψ′(0).

Ainsi l'expression de l'opérateur in�nitésimal Âω correspondant à ω(t) est

Âω = φ′(0)
∂

∂φ
+ θ′(0)

∂

∂θ
+ ψ′(0)

∂

∂ψ
.

Il su�t donc de calculer les dérivés des angles d'Euler pour les sous-groupes
ω1, ω2, ω3 dé�nit dans le paragraphe 2.2 pour avoir une base des opérateurs
in�nitésimaux.

Le calcul pour ω3(t) =
( exp it/2 0

0 exp−it/2
)
est le plus simple. uω3(t) =

u(φ, θ, ψ)u(0, 0, t) = u(φ, θ, ψ + t), et donc

φ′(0) = 0, θ′(0) = 0, ψ′(0) = 1,

ce qui donne l'opérateur in�nitésimal correspondant

Â3 =
∂

∂φ
. (2.30)

Pour le calcul de Â1 il faut utiliser les relations (2.6) qui donne les angles
d'Euler pour uω1(t)

cos θ(t) = cos θ1 cos t− sin θ1 sin t cosφ2 (2.31a)

eiφ(t) = eiφ
sin θ1 cos t+ cos θ1 sin t cosφ2 + i sin t sinφ2

sin θ
(2.31b)

e
i(φ(t)+ψ(t))

2 = e
iφ
2

cos θ12 cos t
2e

iφ
2 − sin θ1

2 sin t
2e
− iφ2

2

cos θ2
(2.31c)

ce qui donne après dérivation en tenant compte de φ(0) = φ, θ(0) = θ, ψ(0) =
ψ

φ′(0) =
sinψ
sin θ

, θ′(0) = cosψ, ψ′(0) = − ctg θ sinψ.
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Ainsi l'opérateur in�nitésimale correspondant à ω1(t) est

Â1 = cosψ
∂

∂θ
+

sinψ
sin θ

∂

∂φ
− ctg θ sinψ

∂

∂ψ
. (2.32)

L'opérateur Â2 s'obtient de la même manière (en un peu plus compliqué)

Â2 = − sinψ
∂

∂θ
+

cosψ
sin θ

∂

∂φ
− ctg θ cosψ

∂

∂φ
(2.33)

Nous pouvons réutiliser les expressions (2.32),(2.33) et (2.30) pour obtenir
les formes de leur combinaisons linéaires intéressantes.

Ĥ+ = e−iψ
[
i
∂

∂θ
− 1

sin θ
∂

∂φ
+ ctg θ

∂

∂ψ

]
, (2.34a)

Ĥ− = eiφ
[
i
∂

∂θ
+

1
sin θ

∂

∂φ
− ctg θ

∂

∂ψ

]
, (2.34b)

Ĥ3 = i
∂

∂ψ
. (2.34c)

La restriction de ces opérateurs à des sous-espaces adéquats donne l'ex-
pression en terme d'angles d'Euler des opérateurs H lm

+ ,H lm
− ,H lm

3 dé�nis
dans le paragraphe précédent. Les relations (2.29a) et (2.29b), et le fait que
tlmn(u(φ, θ, ψ)) = e−i(mφ+nψ)P lmn(x) avec x = cos θ donne en utilisant les
correspondances suivantes

∂

∂θ
←→ −

√
1− x2

d

dx
, (2.35a)

ctg θ ←→ x√
1− x2

, (2.35b)

1
sin θ

←→ 1√
1− x2

, (2.35c)

les relations de récurrence sur les fonctions P lmn(x) suivante√
1− x2

dP lmn(x)
dx

− m− nx√
1− x2

P lmn(x) = −i
√
l(l + 1)− n(n+ 1)P lm,n+1(x)

et√
1− x2

dP lmn(x)
dx

+
m− nx√

1− x2
P lmn(x) = −i

√
l(l + 1)− n(n− 1)P lm,n−1(x).

2.5.4 Opérateur de Laplace

Considérons l'opérateur

∆ = Â2
1 + Â2

2 + Â2
3,
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en utilisant les propriétés de commutation entre Â1, Â2, Â3 dues aux relations
de commutation (2.12) dans l'algèbre de Lie de SU(2), nous obtenons que
Â1, Â2, Â3 commutent avec ∆. Soit u ∈ SU(2), alors

u = exp(t1a1 + t2a2 + t3a3),

donc d'après la proposition 1 R[u] = exp(t1Â1+t2Â2+t3Â3) or exponentielle
est analytique donc conserve les relations de commutations et

∀u ∈ SU(2), R[u]∆ = ∆R[u].

En se restreignant a un espace Hlm, nous avons une représentation irréduc-
tible Rlm entrelacé par ∆lm = ∆|Hlm donc d'après le lemme de Schur ∆lm est
scalaire. Pour obtenir la valeur du scalaire il su�t de faire un calcul explicite,
en écrivant que

∆ = Â2
1 + Â2

2 + Â2
3 = −Ĥ−Ĥ+ − Ĥ3 − Ĥ2

3 .

Il est simple de calculer sa restriction à l'un desHlm en utilisant les équations
(2.29), nous obtenons alors

∆lm = ∆|Hlm = −l(l + 1)Id.

Alors que son expression générale peut être obtenue à partir des relations
(2.34), nous obtenons alors

∆ =
1

sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

∂2

∂φ2
− 2 cos θ

∂2

∂ψ∂φ
+
∂2

∂ψ

]
,

qui est la même expression que celle de l'opérateur ∆̃ dé�nit en introduction
de partie par l'équation (2.2).

En conjuguant ces deux expressions nous obtenons que les coe�cients de
la représentation satisfont aux équations

∆tlmn(u) = −l(l + 1)tlmn(u),

qui est le problème qu'on cherchait à résoudre. En utilisant les correspon-
dances (2.35), nous pouvons récrire le problème sous la forme d'une équation
di�érentielle ordinaire

(1−x2)
d2P lmn(x)

dx2
−2x

dP lmn(x)
dx

−m
2 + n2 − 2mnx

1− x2
P lmn(x) = −l(l+1)P lmn(x).

2.5.5 Lien avec les polynômes orthogonaux classiques

La relation avec les polynômes de Jacobi est

P
(a,b)
k (x) = 2min−m

√
(l − n)!(l + n)!
(l −m)!(l +m)!

(1− x)
n−m

2 (1 + x)−
n+m

2 P lmn(x),
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avec

l = k +
a+ b

2
, m =

a+ b

2
, n =

b− a
2

.

De plus pour l nous avons deux cas particulier important. La relation
avec les polynômes de Legendre est

Pl(x) = P l00(x),

et avec les fonctions de Legendre associées

Pml (z) = im

√
(l +m)!
(l −m)!

P lm0, m > 0.

Ainsi les di�érentes relations de récurrence et de composition ne sont pas
fortuites, mais sont dues à la structure de groupe de Lie qui se cache derrière.

2.6 Application à l'équation de Laplace

Dans la section précédente nous avons trouvé une famille complète de
représentation irréductible, d'après le théorème de Peter-Weyl [3] l'ensemble
des coe�cients matriciels d'une famille complète de représentations irréduc-
tibles de G est une base hilbertienne de L2(G), c'est une généralisation de
la décomposition en série de Fourrier des fonctions sur le cercle.

Soit g ∈ C∞(SU(2)) = C∞(B) alors

g =
∑

αlmnt
l
mn(u).

On pose f = sumαlmnt
l
mn(u(φ, θ, ψ))r2l, en supposant que le laplacien de R4

commute avec cette somme nous obtenons en utilisant sa forme séparable
(2.2) dé�nit en introduction de partie

∆f =
∑

αlmn(2l(2l + 2)− 4l(l + 1))tlmn(u(φ, θ, ψ))r2l = 0.

Ainsi à des problèmes de convergence près qu'il faudrait expliciter, nous
avons trouvé une solution de l'équation de Laplace pour toute condition au
bord sphérique de classe C∞.

Les fonctions tlmn(U(φ, θ, ψ)) permettent aussi de résoudre l'équation de
la chaleur sur SU(2), en e�et nous avons une base hilbertienne diagonalisant
le laplacien ce qui permet de résoudre le problème si on applique les résultats
du cours d'analyse fonctionnelle.

23



Chapitre 3

Représentations de M(2) et
fonctions de Bessel

3.1 Le groupe M(2) des déplacements du plan eu-

clidien

3.1.1 Dé�nition et paramétrisations

Dé�nition 8. On dé�nit M(2) comme le groupe des déplacements du plan

euclidien R2, c'est-à-dire l'ensemble des bijections préservant les distances et

ne changeant pas l'orientation.

Les déplacements peuvent être vus comme composition d'une rotation
centrée en l'origine, d'angle α, et d'une translation de vecteur (a, b) : ainsi,
un déplacement g peut être paramétré par (a, b, α), où

g : (x, y) 7→ (x cosα− y sinα+ a, x sinα+ y cosα+ b)

avec a, b ∈ R et α ∈ [0, 2π[.
On pourra aussi les paramétrer par (r, ϕ, α) , où a = r cosϕ et b = r sinϕ,

le contexte indiquant quelle paramétrisation est utilisée. Cette paramétrisa-
tion est plus naturelle, car elle permet de faire apparaître le quotient de
M(2) à gauche et à droite par SO(2) (rappelons que SO(2) est le groupe des
rotations de R2) :

∀r, ϕ, α , g(r, ϕ, α) = g(0, 0, ϕ)g(r, 0, 0)g(0, 0, α− ϕ).

Notons tz = g(|z|, arg(z), 0) la translation de vecteur z (où C est identi�é
à R2), et rα = g(0, 0, α) la rotation de centre 0 et d'angle α.

On peut remarquer que le groupe M(2) est l'un des exemples les plus
simples de produit semi-direct : en e�et, M(2) est isomorphe au produit
semi-direct R2 o SO(2), où SO(2) agit par son action naturelle sur R2. La
loi de groupe dans M(2) est en e�et :

((a, b), α).((a′, b′), α′) = ((a+a′ cosα− b′ sinα, b+a′ sinα+ b′ cosα), α+α′).
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On peut également réaliser le groupe M(2) en faisant correspondre à
chaque élément g(a, b, α) la matrice de GL3(R) que l'on notera T (g) :

T (g) =

 cosα − sinα a
sinα cosα b

0 0 1

 .

On constate alors que l'on a T (g1g2) = T (g1)T (g2) : T est donc une
représentation du groupe M(2) dans R3.

3.1.2 L'algèbre de Lie du groupe M(2)

Le groupe de Lie M(2) est de dimension 3 : son algèbre de Lie est donc
aussi de dimsension 3. Cherchons donc 3 vecteurs de l'algèbre de Lie linéai-
rement indépendants.

On peut exhiber 3 sous-groupes à un paramètre dans M(2) :

ω1(t) =

 1 0 t
0 1 0
0 0 1

 , t ∈ R

ω2(t) =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1

 , t ∈ R

ω3(t) =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0
0 0 1

 , t ∈ R.

Ces sous-groupes ont une interprétation simple : il s'agit des translations
suivant l'axe des x (ω1), l'axe des y (ω2) et les rotations de centre 0 (ω3).

Calculons les opérateurs in�nitésimaux de ces 3 sous-groupes à un para-
mètre. Ce sont les éléments de l'algèbre de Lie de M(2) dé�nis par :

ai(t) = lim
t→0

ωi(t)− Id
t

.

Le calcul donne :

a1 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0


a2 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0


a3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
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Ces opérateurs sont linéairement indépendants : ils forment donc une
base de l'algèbre de Lie de M(2). De plus, ils véri�ent des relations de com-
mutation simples :

[a1, a2] = a1a2 − a2a1 = 0
[a2, a3] = a1

[a3, a1] = a2.

3.1.3 Lien entre M(2) et SO(3)

On constate que ces relations de commutation sont très proches de celles
obtenues pour l'algèbre de Lie du groupe SU(2), à ceci près qu'ici dans
la première ligne a3 est remplacé par 0. Nous allons tenter de comprendre
ce phénomène en faisant apparaître M(2) comme une forme dégénérée de
SO(3), lequel est isomorphe à SU(2)/{1,−1}.

En e�et, l'idée de base est d'identi�er le plan R2 et la sphère S2 en fai-
sant tendre son rayon vers l'in�ni et, simultanément, en envoyant son centre à
l'in�ni. Cela se traduit mathématiquement, en e�ectuant l'identi�cation sui-
vante dans la paramétrisation (2.6) du produit de deux éléments de SU(2) :

φ = ϕ,ψ = α, φ2 = α2

θ =
r

R
, θ1 =

r1
R
, θ2 =

r2
R

Lorsque l'on fait tendre R vers +∞ et que l'on conserve les termes do-
minants, on obtient :

r2 = r21 + r22 + 2r1r2 cosα1 (3.1a)

reiφ = r1 + r2e
iα1 (3.1b)

qui sont les paramètres du produit dans M(2) des éléments :

g(r, φ, α) = g(r1, 0, α1)g(r2, 0, 0).

Ainsi on peut donc e�ectivement voir le groupe M(2) comme une forme
dégénérée du groupe SO(3).

3.2 Représentations irréductibles de M(2)

3.2.1 Description des représentations

Notons par D l'espace vectoriel des fonctions C∞ sur le cercle S1 = {x ∈
R2, ‖x‖ = 1}. Fixons λ ∈ C. Pour tout α réel et tout x vecteur de S1, notons
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xα l'image du vecteur x par la rotation de centre 0, et d'angle α. Notons (., .)
le produit scalaire usuel sur R2. A tout élément de M(2), que l'on notera
g(u, α), où u = (a, b) est un vecteur de R2, faisons correspondre l'opérateur
sur D qui à la fonction f ∈ D associe :

Tλ(g)f(x) = eλ(u,x)f(x−α),∀||x|| = 1.

Alors Tλ est une représentation du groupe M(2) dans D : en e�et, si
g1 = g(u, α) et g2 = g(v, β), alors pour toute fonction f ∈ D, on a :

Tλ(g1)Tλ(g2)f(x) = Tλ(g1)eλ(v,x)f(x−β)

= eλ(u,x)eλ(v,x−α)f(x−α−β)

= eλ(u+vα,x)f(x−α−β).

Or g1g2 = g(u, α)g(v, β) = g(u+ vα, α+ β).
Donc Tλ(g1g2) = Tλ(g1)Tλ(g2) : Tλ est bien une représentation du groupe
M(2).

3.2.2 Produit scalaire sur D

Paramétrons le cercle S1 par {eiθ, θ ∈ [0, 2π[}. Munissons D du produit
scalaire

< f1, f2 >=
1
2π

∫ 2π

0
f1(θ)f2(θ)dθ.

Soit H l'espace hilbertien obtenu par complétion de D par rapport à ce
produit scalaire : il s'agit de l'ensemble des fonctions de carré intégrable sur
S1, ie L

2(S1). On étend ainsi Tλ à une représentation de M(2) dans H.
On connaît une base hilbertienne de H : la famille des fonctions (φn :

θ 7→ einθ)n∈Z. En e�et, la décomposition de Fourier fournit les coe�cients
dans cette base d'une fonction quelconque f ∈ H :

f(θ) =
∑
n∈Z

anφn(θ)

où an =
1
2π

∫ 2π

0
f(θ)e−inθdθ.

(où l'égalité est au sens de la norme L2 associée au produit scalaire de H).

Notons Hn = Cφn l'espace vectoriel engendré par φn. Alors H est somme
hilbertienne des Hn.

Proposition 3. La représentation Tλ est unitaire si et seulement si λ est

imaginaire pur.

27



Démonstration. Tout d'abord, remarquons que pour tout λ ∈ C non nul,
alors Tλ(g) est unitaire pour SO(2) : pour tous f1, f2 ∈ H , rα ∈M(2) , on
a :

< Tλ(rα)f1, Tλ(rα)f2 > =
1
2π

∫ 2π

0
f1(θ − α)f2(θ − α)dθ

=
1
2π

∫ 2π−α

−α
f1(θ)f2(θ)dθ

=
1
2π

∫ 2π

0
f1(θ)f2(θ)dθ

=< f1, f2 >

Considérons maintenant les deux cas suivants :
� Si λ ∈ iR, alors Tλ est clairement unitaire (il su�t de le véri�er pour
les translations) : pour tous f1, f2 ∈ H , tx+iy ∈M(2) , on a :

< Tλ(tx+iy)f1, Tλ(tx+iy)f2 > =
1
2π

∫ 2π

0
eλ(x cos θ+y cos θ)f1(θ)eλ(x cos θ+y cos θ)f2(θ)dθ

=
1
2π

∫ 2π

0
f1(θ)f2(θ)dθ

=< f1, f2 >

car λ = −λ. La représentation Tλ est donc unitaire.
� Si λ 6∈ iR, par exemple Re λ < 0, considérons une fonction f de D de
support contenu dans {eiθ, θ ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
}, et de norme égale à 1.

Calculons maintenant la quantité :

< Tλ(t1)f, Tλ(t1)f > =
1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣eλ cos θf(θ)
∣∣∣2 dθ

=
1
2π

∫ π
2

−π
2

e2Re λ cos θ |f(θ)|2 dθ

|< Tλ(t1)f, Tλ(t1)f >| 6 e2Re λ
1
2π

∫ π
2

−π
2

|f(θ)|2 dθ

6 e2Re λ

< 1 car on a supposé Re λ < 0

Or < f, f >= 1 : la représentation Tλ n'est donc pas unitaire.

3.2.3 Action des opérateurs in�nitésimaux

Aux 3 sous-groupes à un paramètre de M(2), notés Ωi = {ωi(t), t ∈
R}, i = 1, 2, 3, calculons les opérateurs in�nitésimaux associés dans la repré-
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sentation Tλ (nous allons ici nous restreindre à l'espace D des fonctions C∞

sur le cercle) :
Tλ(ω1(t))f(θ) = eλt cos θf(θ)

donc

A1 =
(
dTλ(ω1(t))

dt

)
t=0

= λ cos θ.

Cela signi�e que A1 est l'opérateur de multiplication par λ cosψ.
On calcule de même :

A2 = λ sin θ

et

A3 = − d

dθ

les opérateurs in�nitésimaux associés aux sous-groupes Ω2 et Ω3.
On véri�e naturellement que A1, A2 et A3 véri�ent les mêmes lois de

commutation que a1, a2 et a3, les trois opérateurs in�nitésimaux de l'algèbre
de Lie de M(2), dé�nis en 3.1.2, à savoir :

[A1, A2] = 0
[A2, A3] = A1

[A3, A1] = A2.

On peut véri�er ces égalités en e�ectuant le calcul, par exemple :

[A2, A3] = A2A3 −A3A2

= (λ sin θ)(− d

dθ
) + (

d

dθ
)(λ sin θ)

= −λ sin θ
d

dθ
+ λ sin θ

d

dθ
+ λ cos θ

= λ cos θ = A1

3.2.4 Irréductibilité des représentations

Théorème 2. Pour tout λ 6= 0, la représentation Tλ est irréductible.

Démonstration. Remarquons que le sous-groupe à 1 paramètre Ω3 corres-
pond au sous-groupe des rotations du plan euclidien autour de l'origine,
SO(2) : ainsi, la représentation Tλ de M(2) induit la représentation de Ω3

dé�nie par : Tλ(ω3(α))f(θ) = f(θ− α). Notons Sλ la représentation de SO2

dans H induite par Tλ : elle agit, pour toute fonction f ∈ H et tout rotation
de SO(2) d'angle α, par :

Sλ(α)f(θ) = Tλ(ω3(α))f(θ) = f(θ − α).
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Cette représentation Sλ est une représentation régulière de SO(2)1.

Montrons maintenant que Tλ est une représentation irréductible deM(2) :
considérons I un sous-espace non nul de H, invariant par tous les Tλ(g), g ∈
M(2). On doit démontrer que I = H.

Le sous-espace I de H est également un sous-espace invariant pour la
représentation Sλ. Nous allons appliquer le corollaire du lemme de Schur : il
faut pour cela véri�er que les représentations induites par Sλ sur chacun des
Hn sont irréductibles, et deux à deux non équivalentes :

� Les Hn étant de dimension 1, ces représentations induites sont irréduc-
tibles.

� Supposons que les représentations induites sur Hn et Hm soient équi-
valentes, ie qu'il existe A ∈ L(Hn,Hm), inversible, tel que Sλ |Hm=
ASλ |Hn A−1.
Considérons φn : θ 7→ einθ ∈ Hn. Les sous-espaces Hn et Hm sont de
dimension 1, donc A(φn) = aφm : θ 7→ aeimθ, a ∈ C, avec a non nul
car A est inversible. Or, puisque Sλ |Hm A = ASλ |Hn , on a :

A(φn)(θ +
2π
n

) = Sλ(−
2π
n

)A(φn)(θ)

= ASλ(−
2iπ
n

)(φn)(θ)

= A(φn)(θ)

car φn est 2π
n périodique. Donc A(φn) = aφm est 2π

n périodique, et on
en conclut que m = ±n.
Supposons m = −n : alors

ASλ(
π

2n
)φn(θ) = Aφn(θ −

π

2n
) = Aein(− π

2n
)φn(θ)

= e−i
π
2
)Aφn(θ) = −iaφ−n(θ)

or Sλ(
π

2n
)Aφn(θ) = Sλ(

π

2n
)aφ−n(θ) = aφ−n(θ −

π

2n
)

= ae−in(− π
2n

)φ−n(θ) = iae−inθ

et ce pour tout angle θ ∈ R, donc a = 0, ce qui contredit A inversible.
Donc m = n.
Les représentations de Sλ induites sur les Hn sont donc non équiva-
lentes deux à deux.

De plus, La restriction de Sλ à I est complètement réductible, car SO(2)
est un groupe commutatif compact.

1On rappelle qu'une représentation régulière T (à gauche) d'un groupe G est une re-
présentation dans l'espace vectoriel des applications continues f : G → L, où L est un
espace vectoriel, par T (g0)f(g) = f(g−1

0 g).
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Toutes les hypothèses du corollaire du lemme de Schur sont véri�ées,
donc I, qui est non nul, est somme hilbertienne de certains sous-espaces
Hn : I = ⊕nHin (somme hilbertienne). En particulier, il existe un entier k
tel que φk ∈ I.

Montrons maintenant qu'alors I contient toutes les fonctions φn, n ∈ Z :
I
⋂
D est non vide (il contient φk) et est stable par tous les Tλ(g), aussi

est-il aussi stable par les opérateurs in�nitésimaux A1, A2 et A3 (lesquels
sont dé�nis sur D). Or on a :

A1e
inθ = λ cosψeinθ

A2e
inθ = λ sinψeinθ

A3e
inθ = −ineinψ.

Dé�nissons maintenant deux opérateurs, qui eux aussi stabilisent I :

H+ = A1 + iA2

H− = A1 − iA2.

On constate que :

H+φn = λφn+1

H−φn = λφn−1

On en déduit donc que pour tout n ∈ Z, φn ∈ I. Donc I = H puisque I
est fermé par hypothèse et l'espace vectoriel engendré par ces fonctions est
dense dans H. Cela conclut la preuve.

Dans le cas λ = 0, alors la représentation T0 coïncide avec la représenta-
tion régulière de SO(2) à gauche, qui est somme directe des représentations

irréductibles de dimension 1 : T
(n)
0 : α 7→ einα.

Les représentations Tλ, λ 6= 0 et T
(n)
0 , n ∈ Z, constituent toutes les repré-

sentations irréductibles du groupe M(2), mais nous ne démontrerons pas ce
résultat.

3.3 Les fonctions de Bessel

3.3.1 Calcul des coe�cients matriciels de la représentation

Tλ

Dé�nition 9. On dé�nit la fonction de Bessel d'ordre n en z ∈ C par :

Jn(z) =
1
2π

∫ 2π

0
eiz sin θ−inθdθ. (3.2)

Cette équation porte le nom de représentation intégrale de la fonction de

Bessel d'ordre n.
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Dé�nition 10. On dé�nit les éléments matriciels de la représentation Tλ
de M(2) sur l'espace de Hilbert H, étant �xée une base hilbertienne (φn)n∈Z
de H, comme les coe�cients de Tλ(g) dans cette base, pour tout g ∈ M(2),
c'est-à-dire :

cm,nλ (g) =< Tλ(g)φn, φm > .

Nous allons montrer que les fonctions de Bessel sont les coe�cients ma-
triciels des représentations Tλ, plus précisément :

Théorème 3. On a l'égalité, pour tout n ∈ Z et tout x ∈ R non nul :

Jn(x) = −i−nc0,ni (tx).

Cela signi�e que les fonctions de la variable complexe z, Jn(z) et −i−nc0,ni (tz),
coïncident sur l'axe réel.

De plus, on peut aussi écrire, pour tout m ∈ Z :

Jn(x) = −i−ncm,n+m
i (tx).

Démonstration. Rappelons que (., .) désigne le produit scalaire usuel sur R2 :
si on identi�e R2 à C, ce dernier s'exprime (z1, z2) = Re z1Re z2 +Imz1Imz2.

Interprétons Jn(x) comme coe�cient matriciel en e�ectuant le change-
ment de variables θ = π

2 − ψ, dans la représentation intégrale de Jn :

Jn(x) =
1
2π

∫ 2π

0
eix sin θ−inθdθ

=
1
2π

∫ 2π

0
eix cosψ+inψ−inπ

2 (−dψ)

= −i−n 1
2π

∫ 2π

0
eix cosψφn(ψ)φ0(ψ)dψ

= −i−n 1
2π

∫ 2π

0
ei(x , eiψ)φn(ψ)φ0(ψ)dψ

= −i−n < Ti(tx)φn, φ0 >

= −i−nc0,ni (tx)

car φ0(ψ) = φ0(ψ) = 1.
Pour obtenir la seconde formule, il su�t de constater que c0,ni (tx) =

cm,n+m
i (tx).

De plus, tous les coe�cients des représentations Tλ s'expriment grâce aux
fonctions de Bessel :

Proposition 4. Pour tout élément g = g(r, ϕ, α) ∈M(2), pour tous m,n ∈
Z, on a :

cm,nλ (g) = −in−mei(n−m)ϕ−inαJn−m(r).
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Démonstration. Il su�t de considérer l'action à gauche et à droite de SO(2)
sur M(2) :

cm,nλ (g) = cm,nλ (rϕtrrα−ϕ)

=
∑
k,l∈Z

cm,kλ (rϕ)ck,lλ (tr)c
l,n
λ (rα−ϕ)

= e−inϕcm,nλ (tr)e−in(α−ϕ)

= −in−mei(n−m)ϕ−inαJn−m(r)

car ck,lλ (rα) = δkle
−kα.

3.3.2 Propriétés des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont donc exactement les coe�cients des repré-
sentations irréductibles Tλ : on va donc pouvoir, de façon très naturelle,
transposer les propriétés de groupe et de représentation aux fonctions de
Bessel.

Restriction à R

Proposition 5. Pour tout entier n ∈ Z, si x est réel, alors Jn(x) l'est aussi.

Démonstration. La preuve est claire, car Ti est unitaire, d'où :

Jn(x) = −in < φ0, Ti(tx)φn >
= −in < Ti(t−x)φ0, φn > car Ti est unitaire

= −in < Ti(rπtxrπ)φ0, φn >

= −in < Ti(rπtx)φ0, φn > car φ0 est constante

= −in < Ti(tx)φ0, Ti(rπ)φn > car Ti est unitaire

= −in < Ti(tx)φ0, (−1)nφn >
= −(−i)n < Ti(tx)φ−n, φ0 >

= (−i)ni−nJ−n(x) = Jn(x)

Fonctions de Bessel d'indice opposé

Proposition 6. Pour tout entier n ∈ Z et tout réel x ∈ R, on a

Jn(x) = (−1)nJ−n(x). (3.3)

Démonstration. Introduisons l'opérateur linéaire Q ∈ L(H) dé�ni par

Qf(ψ) = f(−ψ).
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Géométriquement, Q est la symétrie par rapport à l'axe des x. Il doit
donc commuter avec les translations le long de cet axe, mais pas avec celles
le long de l'axe des y, ni les rotations. On le véri�e par le calcul : ∀x ∈ R,

QTλ(tx)f(θ) = Qeλr cos θf(θ) = eλr cos θf(−θ)
= Tλ(tx)f(−θ) = TλQf(θ)

donc QTλ(tx) = TλQ(tx).

De plus, l'opérateur Q est unitaire, et envoie le vecteur de base φn sur
le vecteur φ−n. Comme les fonctions de Bessel sont les coe�cients de la
translation de vecteur unité suivant l'axe des x, on en déduit immédiatement
que pour tout x ∈ R\{0},

c0,−ni (tx) =< Ti(tx)φ−n, φ0 >

=< Ti(tx)Qφn, φ0 >

=< QTi(tx)φn, φ0 > d'après le calcul ci-dessus

=< Ti(tx)φn, Qφ0 > car Q est unitaire hermitien

=< Ti(tx)φn, φ0 >

= c0,ni (tx)

d'où J−n(x) = i2nJn(x) = (−1)nJn(x).

Formule d'addition

Proposition 7. Soient r1, r2, ρ ∈ R+, ϕ2, ϕ ∈ R liés par la relation suivante :

ρeiϕ = r1 + r2e
iϕ2 . (3.4)

Alors on a l'égalité :

einϕJn(ρ) =
∑
k∈Z

eikϕ2Jn−k(r1)Jk(r2),

la série convergeant normalement en ϕ2, r1 et r2.

Démonstration. Considérons les translations g1 = g(r1, 0, 0), g2 = g(r2, ϕ2, 0)
et g = g1g2 de M(2). On a, d'après la dé�nition de ρ et ϕ : g = g(ρ, ϕ, 0).

Exploitons alors le fait que Ti est une représentation :

Ti(g1g2) = Ti(g1)Ti(g2).

Calculons le coe�cient matriciel :

c0,ni (g1g2) =
∑
k∈Z

c0,ki (g1)c
k,n
i (g2).
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Or, grâce à l'action de SO(2) à droite et à gauche sur M(2), on a g1g2 =
rϕtρr−ϕ.

Donc on peut calculer :

ck,ni (g2) = einϕ2e−ikϕ2 < Ti(tr2)φn, φk >

= −in−kei(n−k)ϕ2Jn−k(r2)

et c0,ki (g1) = c0,ki (tr1) = −ikJk(r1).

En remplaçant l'expression des coe�cients dans la somme précédente, et
en e�ectuant le changement de variables k → n− k, on obtient le résultat.

Pour montrer qu'il y a convergence normale, remarquons tout d'abord
que, pour tout x ∈ R, la famille (Jn(x))n∈Z est dans l2(Z) et de norme 1 :
comme (φn)n∈Z est une base orthormée, on a

1 = ||Ti(t−x)φ0||2L2 =
∑
n∈Z
| < φn, Ti(t−x)φ0 > |2

=
∑
n∈Z
| < Ti(tx)φn, φ0 > |2

=
∑
n∈Z
|c0,ni (tx)|2

=
∑
n∈Z
|Jn(x)|2

car Ti est unitaire.
On en déduit donc que∑

k∈Z
|eikϕ2Jn−k(r1)Jk(r2)|2 6 |(Jn(r1))n∈Z|2l2 |(Jn(r2))n∈Z|2l2 par Cauchy-Schwarz

6 1

et ce pour tous ϕ2 ∈ R , r1, r2 ∈ R+ : la série considérée converge donc
normalement.

Corollaire 2. On en tire plusieurs formules dérivées :

J0(ρ) =
∑
k∈Z

(−1)keikϕ2Jk(r1)Jk(r2)

Jn(r1 + r2) =
∑
k∈Z

Jn−k(r1)Jk(r2)

Jn(r1 − r2) =
∑
k∈Z

(−1)kJn−k(r1)Jk(r2) si r1 > r2∑
k∈Z

Jn+k(ρ)Jk(ρ) = Jn(0) = δ0n

(3.5)

la dernière portant le nom de formule de Hansen.
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Démonstration. Voici quels cas particuliers considérer :
� On prend n = 0 dans la formule générale et on utilise la formule
d'indice opposé (3.3).

� On prend ϕ2 = 0 dans la formule générale : on a alors ρ = r1 + r2 et
ϕ = 0.

� On prend ϕ2 = π dans la formule générale : on a alors ρ = r1− r2 > 0
si r1 > r2, et ϕ = 0.

� On prend r1 = r2 = ρ dans la formule précédente et on utilise la
formule d'indice opposé (3.3).

Formule de multiplication

Proposition 8. Soient r1, r2, ρ ∈ R+, ϕ2, ϕ ∈ R liés par la relation sui-

vante :

ρeiϕ = r1 + r2e
iϕ2 . (3.6)

Alors on a l'égalité :

Jn−m(r1)Jm(r2) =
1
2π

∫ 2π

0
ei(nϕ−mϕ2)Jn(ρ)dϕ2.

Démonstration. Multiplions les deux membres de la formule d'addition (3.4)

par e−imϕ2

2π et calculons l'intégrale pour ϕ2 allant de 0 à 2π :

1
2π

∫ 2π

0
ei(nϕ−mϕ2)Jn(ρ)dϕ2 =

1
2π

∫ 2π

0

∑
k∈Z

ei(k−m)ϕ2Jn−k(r1)Jk(r2)dϕ2

=
1
2π

∫ 2π

0
Jn−m(r1)Jm(r2)dϕ2

= Jn−m(r1)Jm(r2)

par orthogonalité des fonctions φk(ϕ) = eikϕ.

Corollaire 3. On en déduit la formule :

∀ρ ∈ R+, Jn−m(ρ)Jm(ρ) =
1
π

∫ π

0
ei(n−2m)ϕJn(2ρ cosϕ)dϕ.

Démonstration. Prenons r1 = r2 = ρ : nous avons alors ϕ = ϕ2

2 (ϕ2 est un
angle au centre, voir �gure ***) et

r =
√
r21 + r22 + 2r1r2 cosϕ2 =

√
2ρ2 + 2ρ2(2 cos(ϕ)2 − 1) = 2ρ cos(

ϕ2

2
).

Si l'on remplace alors dans la formule de multiplication (3.6), en intégrant
par rapport à ϕ, cela fournit le résultat.

36



Fonction génératrice

Proposition 9. La fonction génératrice des fonctions de Bessel est :

eix sinψ =
∑
n∈Z

Jn(x)einψ.

Cette égalité en implique plusieurs simples sur les fonctions de Bessel :∑
n∈Z

inJn(x) = eix∑
n∈Z

(−i)nJn(x) = e−ix∑
n∈Z

Jn(x) = 1.

Démonstration. La représentation intégrale des fonctions de Bessel montre
que Jn(x) est le n-ème coe�cient de Fourier de la fonction ψ 7→ eix sinψ, d'où
la première formule. Les autres en découlent en choisissant successivement
ψ = π

2 , π2 et 0.

Formules de récurrence

Proposition 10. Les fonctions de Bessel véri�ent les deux relations de ré-

currence suivantes :

Jn−1(z) = (
n

z
+

d

dz
)Jn(z)

Jn+1(z) = (
n

z
− d

dx
)Jn(z).

(3.7)

Démonstration. Démontrons que cette relation est véri�ée sur l'axe réel, pour
les coe�cients matriciels considérés comme fonctions de la variable com-
plexe : z 7→ −i−nc0,ni (tz) restreints à l'axe des x (à R). Faisons agir M(2)
dessus, les translations agissant par composition, et les rotations par conju-
gaison : rα · tz = rαtzr−α.

On peut donc calculer l'action des opérateurs in�nitésimauxH+ etH− de
l'algèbre de Lie deM(2). A1 et A2 sont les opérateurs in�nitésimaux associés
aux translations suivant l'axe des x et des y respectivement, ils commutent
aux translations :

H+c
0,n
i (tx) |R =< H+Ti(tx)φn, φ0 >

=< Ti(tx)H+φn, φ0 >

=< Ti(tx)(iφn+1), φ0 >

= ic0,n+1
i (tx) |R .
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De même, on a :
H−c

0,n
i (tx) |R= ic0,n−1

i (tx) |R .

Remarquons que A1 est l'opérateur in�nitésimal associé à la translation
suivant l'axe des x, donc on a immédiatement :

A1c
0,n
i (tx) |R=

d

dx
c0,ni (tx) |R .

Fixons x > 0 et remarquons que, lorsque ε ∈ R\{0} tend vers 0, alors
l'opérateur tiεtx est équivalent à l'opérateur rε/xtxr−ε/x (ie l'action de A2

est égale à celle de A3). On a donc :

A2c
0,n
i (tx) |R = A3c

0,n
i (tx) |R

=< A3Ti(tx)φn, φ0 >

=
d

dε
(< A3Ti(tx)φn, φ0 >)ε=0

=
d

dε

(
< Ti(rε/xtxr−ε/x)φn, φ0 >

)
ε=0

=
d

dε

(
< Ti(txr−ε/x)φn, Ti(r−ε/x)φ0 >

)
ε=0

=
d

dε

(
< Ti(tx)einε/xφn, φ0 >

)
ε=0

=
in

x
< Ti(tx)φn, φ0 >

=
in

x
c0,ni (tx) |R

On a donc calculé d'une autre façon l'action de H+ et H− sur c0,ni (tx),
on en déduit donc les relations de récurrence :

c0,n+1
i (tx) |R = −iH+c

0,n
i (tx) |R= −i(A1 + iA2)c

0,n
i (tx) |R= −i( d

dx
+
n

x
)c0,ni (tx) |R

et c0,n−1
i (tx) |R = −iH−c0,ni (tx) |R= −i( d

dx
− n

x
)c0,ni (tx) |R .

On en déduit, puisque −i−nc0,ni (tx) et Jn(x) coïncident sur l'axe des x,
que les fonctions de Bessel véri�ent les mêmes équations, à savoir :

Jn+1(x) = (
n

x
− d

dx
)Jn(x)

et Jn−1(x) = (
n

x
+

d

dx
)Jn(x).

Puisque les fonctions Jn sont holomorphes sur C, on en déduit qu'elles
véri�ent ces relations pour tout z ∈ C.
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Equation di�érentielle

Proposition 11. La fonction de Bessel Jn d'ordre n est solution de l'équa-

tion di�érentielle :

z2J ′′n(z) + zJ ′n(z) + (z2 − n2)Jn(z) = 0.

Démonstration. Notons ∆ l'opérateur de Laplace : ∆ = H+H− = A2
1 + A2

2.
Or l'action de H+ est la multiplication par ieiθ, celle de H− la multiplication
par ie−iθ, donc l'action de ∆ est scalaire : c'est la multiplication par −1.

Or l'action de H− sur c0,ni (tx) |R est :

H−c
0,n
i (tx) |R= (

n

x
+

d

dx
)c0,ni (tx) |R= ic0,n−1

i (tx) |R (x)

et celle de H+ sur c0,n−1
i (tx) |R (x) est :

H+c
0,n−1
i (tx) |R (x) = (

n− 1
x
− d

dx
)c0,n−1
i (tx) |R= ic0,ni (tx) |R

Donc on en déduit que :

−c0,ni (tx) |R = ∆c0,ni (tx) |R

= H+H−c
0,n
i (tx) = (

n− 1
x
− d

dx
)(
n

x
+

d

dx
)c0,ni (tx)

=
n(n− 1)

x2
c0,ni (tx) +

n− 1
x

d

dx
c0,ni (tx)−

n

x

d

dx
c0,ni (tx) +

n

x2
c0,ni (tx)−

d2

dx2
c0,ni (tx)

=
n2

x2
c0,ni (tx) |R −

1
x

d

dx
c0,ni (tx) |R −

d2

dx2
c0,ni (tx) |R .

Il en résulte la même équation di�érentielle véri�ée par la fonction de
Bessel d'ordre n réelle :

−Jn(x) = (
n2

x2
− 1
x

d

dx
− d2

dx2
)Jn(x)

x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0.

Or les fonctions de Bessel sont holomorphes sur C, donc cette équation
di�érentielle est vérifée pour tout z complexe.

La fonction Jn est l'unique solution, à constante multiplicative près, de
cette équation di�érentielle, véri�ant |Jn(0)| < ∞. Nous ne démontrerons
pas ce résultat.
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3.3.3 Fonctions de Bessel et polynômes P l
mn

Pour conclure, nous allons observer un lien entre les polynômes P lmn et
les fonctions de Bessel, qui découle directement de l'identi�cation de M(2)
avec une forme dégénérée de SO(3) :

Dans la représentation intégrale des polynômes P lmn :

P lmn(cos θ) =
1
2π

√
(l −m)!(l +m)!
(l − n)!(l + n)!∫ 2π

0

(
cos(

θ

2
)ei

φ
2 + i sin(

θ

2
)e−i

φ
2

)l−n(
i sin(

θ

2
)ei

φ
2 + cos(

θ

2
)e−i

φ
2

)l+n
eimφdφ

posons θ = r
l , et faisons tendre l vers +∞ :

lim
l→+∞

P lmn(cos
r

l
) =

1
2π

∫ 2π

0
eir cosφ+i(m−n)φdφ = im−nJm−n(r).

On voit ici clairement que les propriétés des groupes considérés, SU(2)
et M(2), se transmettent aux fonctions spéciales associées.
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Conclusion

Le principal intérêt de ce que nous venons de voir n'est pas l'obtention
des formules elle-même : c'est plutôt le lien très étroit entre les fonctions
spéciales et les représentations des groupes sous-jacents. Lorsque ce lien est
établi, les formules découlent tout naturellement de la représentation.

C'est d'ailleurs l'essence même de la recherche mathématique : expliquer
des phénomènes apparemment complexes en se plaçant à une échelle supé-
rieure, où beaucoup de choses se simpli�ent.
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