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LIMITES.

Définition.

Propriétés.

Attention !

Ex.

FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE.

f:D—>R avec D= intervalledeR .
a tel que f soit définie sur un « voisinage » de a ( mais pas
nécessairement en a ) alors :

lim f(X)=1 (I€R) & Ve>0 3>0,(0<lx—al<n =|f(x)-1<e)
lim f(x) =0 & VA>0 3750,(0<x-d <= f(x)> 4)
lim f(x)=1 > Ve>0 dx,>0, (x>xo :>]f(x)—-1]<e)

a) f et g définies sur un méme intervalle D, si lim f(x)=17 ,si

lim g(x)=1/" etsi VxeR f{x)<g(x) alors <’
Si f(x) <g(x) alors I1<U (etnonl<l!).

1 1
f(x)=1-; et g(x)=1+; sur  ]O;too

Vxel0;+towo[ f{x)<g(x) mais I=1"=1

b) Théoréme du gendarme : Si Vx € D f{x) < g(x) <h(x) et si

lim f(x)= lim h(x)=1 alors lim g(x) existe et vaut 1.

¢) Opérations : La limite resp. d’une somme , d’un produit , d’un

quotient est égale, resp., & la somme, au produit, au quotient des limites
o1 1 1 . .

Retenir . —donne + « , O—_donne —w,— donne 0 ensuite... on fait

jouer la régle des signes .

a© 0
Formes indéterminées : o - o ; pogt Ox o0 s

Equivalents . Au voisinage de a f{x) ~ g(x) quand xh_r)n ég)) -

Théoréme Si, dans un produit ou un quotient d’un nombre fini de
facteurs, on remplace un ou plusieurs termes par un équivalent,
la limite ne change pas.

APPLICATIONS : @ Tout polyndme est équivalent & son mondme de plus

haut degré vers !’ o .
@ Tout polyndme est équivalent & son mondme de plus

bas degré vers 0 .




Attention ! Le théoréme « parle » de produit ou de quotient mais pas de somme
En effet, ce serait inexact, comme le montre I’exemple suivant :
fx) =’ f(x) ~ x°

gx)=x+x* gx)~x Mais f{x) + g(x) + h(x) =x"+x2 qui n’est
h(x) = x h(x) ~-x pas équivalent 4x° en 0.
CONTINUITE.

Définition . fest continue ena € D si lim f(x)=/ existe et est finie.
x—>a

f est continue sur un intervalle I si Vx e I fest continue en x .

Théoréme (important ! ) Par une fonction continue , I'image d’un intervalle est un
intervalle .
Si cet intervalle est fermé et borné , cette fonction est bornée
et atteint ses bornes.

Opérations :La+,le ® ,le/ de fonctions continues sur I, est une fonction continue
sur I ( donc toute fonction polynéme ou rationnelle sur I est continue)
De méme , la composée de fonctions continues est une fonction continue

DERIVEE - DIFFERENTIELLE .

f fonction réelle définie sur un voisinage: Ja-a;a+a[ dea (a>0).

f)-f(a)
x—a ,

Cette limite, notée f’(a) s’appelle « nombre dérivé de fen a ».

On peut aussi écrire ( et ¢’est méme une définition équivalente ) que :

f est « dérivable » ena si a une limite finie quand x tend vers a .

f(a+h)="f(a)+hf’(@)+he (h)avec lime (h)=0

Interprétation géométrique:
f>'(a) = coef. dir. dela
tangenteen A & C

f(at+h)-f(a)

!
1
!
!
1

a ath

Equation de la tangente : y=f’ (a) [ x-a ] +f(a).

Formules: (utv)’=u +Vv (v.vy=vvtuv (u"yY=nu’u"’
/ / !
‘u u'v—u 1) - e u'
— [ J— TS — u = e————
(v) v2 (v V2 ( ) 2Ju
(cosx )’=-sinx (sinx)’ =cos X [cos (ax+b)]’= -a sin (axtb)

[sin (ax+b)]’= a cos (ax+b)

Plus généralement -




[sinu] =u’cosu et [cosu]’=-u’sinu
...ce qui vient du 2°du théoréme suivant :

Théoréme : 1) f dérivable en a = f continue en a
2)f et u dérivables alors f, u est dérivable avec :

foul®=u xf’ukx)]

Réciproque du 1) ... fausse !

La différentielle de f: x > y=1f(x) est notée dy=df=f"(x)dx.

Attention ! = C’est une application linéaire ( pour x fixé !)
& dx ne dépend pas de x

& On peut donc écrire f’(x) = % et la derivee n*™ de f : f M(x)= Z;:'ny
Théoréme f différenticlle ena <> f est dérivable en a
Opérations: d (u+v)=du+dv d(uxv)=vdu+udv ..etc.
Fonction composée : y=f,u alors % = Syu— X f:b—l: On « change » de variable .

Ex: y=sin*x wu=sinx =>du=cosx dx et y=u* dou:
dy=4u’ du soit dy=4sin’x cosx dx

Régle de PHopital f et g sont continues sur [ a;b ] et dérivables sur ]a;b[ alors :
tim L5 _ jjm L ©)
x—>a g(x) t>a g (x)

| p—

cosx—1 . —sinx . . Inx . .
Ex: lim— =lim =0 ; limxlnx=lim—==lim-* =lim-x=0
x>0 SInx x=0 COSX x>0 x>0 1 x—0 —1 x>0

X x2




DOMAINE DE DEFINITION D’UNE
FONCTION
Notons D I’ensemble de départ d’une
fonction f et A son ensemble d’arrivée,

. D—A
c'est-a-dire que 'on a :
frxy=f(x)
Noté Df, c’est I’ensemble des x
appartenant a ’ensemble de départ , pour
lesquels f(x) existe c'est-a-dire est

calculable. D, ={xe D/f (x) existe] .

Exemple :
R->R lors D, =[0; 40|
alors =|0; oo
fixm f)=x /
R—->R
1 D, =R\j-1
f:xl—%f(x)=_.___.1 alors s {1
x+1
R—->R o
f:x}—)f(x)=ln(—|xi) alors Df- !

PARITE-IMPARITE
On dit qu’une fonction f est paire et alors

Cf admet une symétrie par rapport a I’axe
Oy si et seulement si :

(i) Vxe D, ,—x€D;,
(ii) Vx€D,, f(-0) = (%)

\ ] /
Y B8 !
x& ] aj

\ 1/
\ ] /
N 4 /
‘\,% ] /"
\"4,,\ 2_: ~'/""‘
-\\ E f/
3 -é"'l’l"U'""1'"}{"2'""3‘

On dit que f est impaire et alors Cf admet
une symétrie par rapport & 1’origine O si et
seulement si :

(i) VxeD,;,—x€D,

(i) Vx€ D,, fl—=x)=—f(x)

20 s
10 f/‘/
_-r"/zﬂf
52 1 2 3
;’/ -10 X
'/;‘f -20
PERIODICITE

On dit qu’une fonction f est Fpériodique
si et seulement si :
(i) Vxe D, ,Vk€Z,x+kT € D,

(i) VxeD,, f(x+kT)= f(x)
™ L )
;'f\ f/ﬁl\ /\’.
j 0.54, ! |
NI R
B J5 412 2 14 8
T ]

\-J' i’? Ku

AXE DE SYMETRIE - CENTRE DE
SYMETRIE

On dit qu’une fonction f est symétrique par
rapport a I’axe vertical x = a si et
seulement si :
VxeD,, f(a—x)= f @+x)
On dit qu’une fonction f est symétrique par
rapport au point C(a ;f(a)) si et seulement

si: VxeD,, flat+tx)+fa—-x)=2f(a

INTERVALLE D’ETUDE : g
Si une fonction est paire ou impaire et/ou
périodique et/ou possédant un axe ou un
centre de symétrie, on peut grace aux
différents éléments de symétrie, réduire le
domaine de définition Df a un intervalle
plus petit. ‘

Exemple : R-R

Cfixe f(x)=sin(x)
La fonction f est impaire est 2 -
périodique et symétrique par rapport a

I’axe x——-fl donc Ig = 0;i .
2 2




ASYMPTOTES ET BRANCHES
PARABOLIQUES

Si lim f(x) =200 alors la droite

x=%g

verticale d’equatlon x = X() est une
asymptote vertlcale 2 la courbe
représentative de f, que 1’on note

Cf.
2-

Si lim f(x)=1y, alors la droite

honzontale d’équation y = yj est

une asymptote horlzontale a Cf.

2

4 6 8 10
X

Si lim f(x) =eo alors plusieurs cas

se présentent :

o Silim fix )—oo alors Cf
Xy
admet une branck;e _
paraboligue de direction
Oy.
20000 1 /
15000 ig’ \
10000 /
50001 /’
D T i aaanr e
o Si lim—w = Qalors Cf

X0 x
admet une branche

Darabohque de dlrectlon
Ox.

—J‘——-‘—_J-’-—'-J—ﬂ
ﬂ”
/'//!
1 X
A 4 B 8 10 12 14 16 18 20
0 {f
-1 f
29
-3
4
o SilimiPog (@20 et
Xy X
si lim f(x)—ax=b alors la
dr01te d’équation v = ax + l::
est une asymptote obhque ¢
Cf.
7
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e
N
7
3 271U 2 4
¢./'('v X
g 2
e
,/‘f;/f
e -4
o Si hmf( )—a (a=0) etsi
X0 X
]1m f (x) ax =oo alors Cf
'5admet une branche o
Eparabollque de direction y =
ax.
] -
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\‘\ g - /V"
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CONTINUITE ET DERIVABILITE
D’UNE FONCTION

1. La continuité en xo.
Soit f une fonction définie en X, et valant
f(xo) sinonil n’y a pas lieu de parler de
continuité.

- e e X~ xo
Rappel : x — x,” signifie : ;
x<Xx,
x—x,

x—>x," signifie : {
x> X,

f est continue en X si et seulement si :
lim £ = lim f()=f(x)

f(xo 7|/
/ X

f est continue a droite en % si et seulement

si: hm f(x)=f(x,)
X3

f(xo ___/

L1
A |

/ X0

f est continue a gauche en x; si et
seulement si : lim f(x) = f(x,)
X—)Xo

bz

( X0

f n’est ni continue a droite ni 2 gauche en

lim £ (x) % £(x,)

S i )% £ ()

X%
(o) —— \_

2. La dérivabilité en x,
Soit f une fonction définie et continue en
Xo.
On dit que f est dérivable en X si et
seulement si :
i FE=FOR) _ L f= F(%)
xoxt x—x, x—=xy” X=X,
cette limite est un nombre réel, non infini.

f(xo 7/
|

Z] |

/ X0

etsi

On dit que f est dérivable a droite en X, &
gauche en x mais pas en X si et seulement
o x)—f(x . x)—f(x
i tim S@=F ) | FOO=f ()
=yt X=X, = X=X,
et si ces limites sont finies.

(xo _y

|
!
Xo

On dit alors que le point (% ; f(%0)) est un
point anguleux.




On dit que f n’est ni dérivable a droite, ni

dérivable & gauche en x si et seulement si :

lim f(X)'—f(xO)

x-nt X=X,

i 0= (%)

X% X=X,

sont infinies .

f(xo)- —

On dit alors que le point (X ; f(X0)) est un
point de rebroussement.

Exemple : soit la fonction f définie par
f)=H.

f est continue en 0 mais pas dérivable en
0. En effet :

lim f(x) = 1ixg|x|=0= F(0)
lim f(x) = lilgl_lxle = f(0)

et
lm LD=FO o
x—0* xX— -0t x
im £O=FO@ W
x—0” x=0 x-0" X
Point anguleux en (0 ;0).
\ 104 ,
N\ /
\\\ 81 ///
\\7 8_ //
\, /
N 4] //
\\\ , /
\\\ 24 /
N/
N

3. Continuité et dérivabilté sur un

intervalle.
On dit que f est continue sur 'intervalle I
si f est continue en tout point de
'intervalle I. De méme on dit que f est
dérivable sur I’intervalle 1 si f est dérivable

en tout point de I.

Bien entendu 1l est impossible de vérifier
tous les points de I car il y en a une
infinité. Il faut retenir que les fonctions que
nous étudions a part quelques cas
particuliers, sont des fonctions continues et
dérivables sur leur domaine de définition.

Exemple : sinus, cosinus, exponentielle
sont continues et dérivables sur IR....



FONCTION ARCSINUS
=[-11
arcsin est impaire cad
arcsin(-x) = -arcsin(x) Vx € [—1;1]
(arcsinx)'= !
a \1—x?
u'(x)

(arcsm 1 %) ) = \ﬁ-——u—Tx)

arcsin est strictement croissante sur [—1;1],

D

arcsin

b

continue sur [—-1;1] et dérivable sur ]—1 l[_
1.5}

-1.5 }

FONCTION ARCCOSINUS
DKIFCCOS = [_ 1;1]
, -1
( arccos x)'=
J1—x2
v —u'(x)
arccos u( x) )' = ——m——==
( ) JI—u* (%)
arccos est strictement décroissante sur
[—1;1] , continue sur [—1;1] et dérivable sur

=11

-1 -0.5 0.5 1

FONCTION ARCTANGENTE
Darctzm = R

La fonction arctan est impaire cad :
Vx € R, arctan(—x) = — arctan(x)

. 1
(arctan x) e
v u'(x)
(arctanu(x)) __—l—l-uz(x)

arctan est strictement croissante sur R,
continue et dérivable sur R. Sa courbe
admet deux asymptotes horizontales :

T i
=—¢t y=——.
y ) Yy 5

1.5
1
0.5

ATTENTION
arcsinx

arctan x =
arccos x

arccos x =
COos x

arcsin x = —
sin x

Vxe[-1;1]sin (arcsin(x)) = x

:%%] arcsin (sin(x)) = x

Vxe| 1;1],cos(arccos(x)) =x

Vx e

Vxe [O; n] ,arccos(cos(x)) =x
[__.

Vxe[-1;1)cos (arcsin(x)) =sin (arccos(x))

=41-x
Vx €[—1;1}arcsin x +arccos x =-7—;—_

Vx e R,tan (arctan(x)) =x

Vx e

e 1
———2—,5 ,arctan (tan(x)) =x




FONCTION SINUS HYPERBOLIQUE

x

e’ —e”
2

shx=

D, =R
La fonction sh est impaire cad
Vx € R,sh(—x) = —sh(x)

(shx)'=chx
(shu(n)'= u'(x)ch(u(x))

La fonction sh est strictement croissante,
continue et dérivable sur R .

E

20 p

10 p

FONCTION TANGENTE
HYPERBOLIQUE

shx e —e™*
thx= =

chx & +e*

D, =R

La fonction th est impaire cad
Vx €R,th(—x) =—thx

thx) =1—th®x
(thx)

(thu(x))'zu'(x)(l—-thzu(x))

La fonction th est strictement croissante
sur R, continue et dérivable sur R. Sa
courbe représentative admet une asymptote
horizontale y =1 pour x positif et une
asymptote horizontale d’équation y = -1
pour x négatif.

-10 *
-20 0.5 b
FONCTION COSINUS - 2 2 4
HYPERBOLIQUE s
chx= ¢ te
2 3
Dch = R
RELATION REMARQUABLE

La fonction ch est paire cad

Vx €R,ch(—x) =ch(x)

(chx) =shx

(chu(x))'z u ’(x)sh(u(x))

La fonction ch est strictement décroissante
sur ]——oo; O] et strictement croissante sur

[0, +oo[, continue et dérivable sur R .

VxeR,ch’x—sh?x=1

VxeR,
sh™ x=argshx=1In (x+ 1+x2)

Vx e [l;+oo[,
ch™ (x)=argchx= 1n(x+ x°— 1)

Vxe]——l;l[,

th™' (x)= argth(x) = -;—ln {1 + x]

1—x
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Fonctions réciproques

Exercice 1

Soit la fonction sinus hyperbolique z — sh(z) =
ez+e——z
et

r_—zx . .
€—¢ _ ot la fonction cosinus

hyperbolique = — ch(z) =

1. Démontrer que Vz € R, ch®(z) — sh*(z) = 1.

Etudier ch(z), (parité, domaine de définition, dérivée)
Démontrer que ch(z) réalise une bijection de R* dans [1, +o0].
Soit Argch(z) sa fonction réciproque. Calculer (Argeh(z))’
Montrer que Vz € [1, +o00[, Argch(z) = In(z + V2?2 — 1)

Al

Exercice 2
Etudier f(z) = arcsin(2z + 1)

Exercice 3
Etudier f(z) = In(arcsin(5z))

Exercice 4
Etudier f(z) = arccos(1 — 2z)

Exercice 5
Etudier f(z) = 2arctan(e®) — arctan(sh(z))

Exercice 6
Etudier f(z) = In(ch(z))

Exercice 7

Etudier f(z) = arcsin(In(z))




Exercice 8

1. Etudier

() 2¢ — 1

T =
z+1
2. Etudicr ) )
x_

=ch
f(e) = ch(5

Exercice 9
Trouver  tel que ch(z) + 2sh(x) = 3.




