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On veut résoudre numériquement, le probléme

ou 0 s/ Ou

Ou, 9 0u <t 0<t<T,
Ot (z,1) Oz <a3:c>($’t)’ O<z<

g—z—(O,t) +a(t)u(0,t) =0, 0<i<T,
Qg(f,t)jLﬁ(t)u(f,t):O, 0<t<T,

Ox
u(z,0) =uo(z), O0<az <L

La fonction a(z,t) est régulitre, telle que

Vze[0,8 Vte[0,T] 0<a<a(zt)<a< +oo.

La fonction ug(z) est régulitre et les fonctions «(t) et G(t) sont bornées.
On choisit deux entiers N et P et on note
¢ T
Az = —, At= —,
TN P
zi=(i—1/2)Az, 0<i<N+1,
th =nAt, 0<n< P, thpip=Mn+1/2)At, 0<n<P—1,

agj}l/z = a(iAz,t,), 0<i<N,1<n<P,

o™ =a(ty), B™=p(ta), 1<n<P

On choisit U® = (ugo))lgigzv proche de Ul = (uo(2;))1<i<ny quand Az est petit.
() — (w(zi, tn))1<i<N

Pour 1 <n < P, on cherche U = (ugn))lgiSN proche de Ugy =
quand Ax et At sont petits.
Si Ve RY on note

N 1/2
V], = (ngviﬁ) 2

1. On suppose dans cette question

vie [0,T] alt) = A(t) = 0.




Montrer 7

Z z
Vi € [0, 7] /Olu(:z:,t)i?‘dxg/o o () 2

2. Soit v(z) une fonction définie sur [0,/], continfiment dérivable

2.a. Montrer
5 1 ¢ 2 ‘£ d 2
vz € (0,4 |v(z)|]” <5 |v(z)|“dz + l——]v(m)[ !dm.
g 0 0 dﬂf
2.b. En déduire, pour tout € > 0,

4 4
vz e[0,8 @) < (%%)/@ Iv(m)lzda:Jrs/O y%(@mx.

3. Dans cette question, on ne suppose pas les fonctions a(t) et B(t) identiquement nulles.
Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

/wZ £
vt € [0,T] / lu(z, t)|?dz < eCt/ lup(z) > dz.
0 . Jo

On pourra utiliser le résultat de la question 2 pour majorer lu(0,8)]? et |u(f,t)]*
On propose le schéma (&) implicite suivant
1 +1
A W) =

1 n n -t n .
L (E0aE - o) -0 ), 1<i<N, 0<n< P,

1 1
@) gDy g S 0D g, MYy =0, 0<n< P -1,

Azt 2
1 n n 1 n n n
TGP — ) gAY ) =0, 0sn< P

ul(-o) =ug(z;), 1<i<N.

4. On suppose dans cette question
vt € [0,T] a(t) <0et B(t) >0.

Montrer que le schéma (S) permet de calculer des U, 1<n<P.

5. Evaluer les composantes de Derreur de consistance (pour 0 <n < P —1)
(n+1/2) ou
€p - 8—26(0, t?H—l) + a(tn+1)u(0, tn+1>

1 1
(u(z1, tni1) — u(xo,tn+1)) - "Z‘OZ(HH)(U(CZ% tnt1) + U(Iboﬂnﬂ)),

Az

)




n4-1/2 5u (’.9 8’& 1
S(H41/2) _ 5 (@i tas1ya) - %(aaQ:)(xutn—H/Z) g (@ tn) = u(zi,10))

1 n
5 (@l arn) = ulws, tnsn)) — 077 (s, ngt) — ul@ion, tas)),
1 <1 <N,
ou
éﬁﬂ”—8<emﬂy+mnﬂ>wtmo

1 n
_‘A‘Z‘E‘(U(xN+1,tn+l) —~u(ZN, tnt1)) — 5ﬂ( O (u(@n i1, tasr) + u(zy, tnt1))-

6. On suppose dans cette question
Vie[0,T] «ft) = p(t) =0.
Montrer
U, < U@, 1<n<P
On pourra s’inspirer de la question 1.
7. Si 71,...,ry sont des nombres réels, montrer

N N-1
1
T S-ﬁzri+zm+1~7‘ila I<j<N.

8. Déduire de la question 7, pour tout € > 0,

n 1 n n-+1 .
i P < (54 DU S Z!EJI)—U,E”“)F, 1SN,

9. Dans cette question, on ne suppose pas les fonctlons a(t) et f(t) identiquement nulles.

9.a. Montrer

N
n n 1 1 1 n
—=(JUCHIE — U R) < N Zaff{/gluﬁ? )
i=0

2At

1 n+1 n+1 +1 +1 1 +1 n n+1 n-+41 m
4= a§/2 ) (n-{—l)( g )+u(()n ))u(()n ) 2 E\TIL-H/)QIB( +1)( (+ )—I—’U,( -+ )) gv—'—i_-ll)

9.b. En déduire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, si Az est assez petit,
(1—cA) UMD <Ju™)2 0<n<P-1.

On pourra utiliser le résultat de la question 8 pour majorer

lu:(LTH—l)IZ ot tug\’l[’b+1){2,
ce qui permet de majorer

fug™ VPP et fujyy 1
9.c. En conclure que le schéma (S) permet de calculer des U™, 1 <n < P et qu'il
est stable pour la norme | - |g.
10. S’il existe une constante ¢ > 0 telle que

U0~ UO), < e,

montrer que le schéma, (S) est convergent pour la norme |- |, et indiquer son ordre.







