
Feuilles de TD 2 et 3
Exer
i
e 1 : Exemple de variable aléatoireSoit la variable aléatoire X prenant les valeurs 0, 1, 2, 5 et 8 et telle que la fon
tion derépartition véri�e :FX(0) = 0.5 ; FX(5) = 15/16 ; P

(
X = 2

)
= P

(
X = 8

) ; P

(
X = 1

)
=

P

(
X = 2 ∪ X = 8

).1. Donnez la loi de probabilité de X, sa fon
tion de répartition et faire une représentationgraphique.2. Cal
ulez son espéran
e et sa varian
e.Exer
i
e 2 : variables aléatoiresD'après les résultats de nombreuses enquêtes, il a été établi que seulement 30 personnes sur
100, qui ont été séle
tionnées au hasard pour 
ompléter un questionnaire sur un sujet quel-
onque, retournent le questionnaire 
omplété à l'auteur du sondage.Supposons qu'une maison de sondage ait séle
tionné au hasard 4 personnes et qu'un question-naire leur soit expédié. On veut dé�nir la loi de probabilité de la variable aléatoire X suivante:nombre de personnes parmi les quatre 
omplétant et retournant le questionnaire à la maisonde sondage.1. Enumérer la liste des événements possibles, en notant par R: personne ayant retourné lequestionnaire, et par N: personne n'ayant pas retourné le questionnaire.2. Dé�nir la loi de probabilité de X.3. Véri�er que ∑

P (X = xi) = 1.4. Déterminer FX(1) puis FX(3). Dé
rire ave
 une phrase 
e que veulent dire 
es quantités.5. Quel est le nombre le plus probable de personnes, parmi 4, qui vont retourner le ques-tionnaire ?
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Exer
i
e 3 : espéran
e d'une variable aléatoireUne 
orporation sans but lu
ratif veut lan
er une vaste opération dite "Opération Fierté" pourin
iter les gens à sous
rire à un fonds qui permettrait de �nan
er, en partie, la 
onstru
tiond'un 
omplexe sportif. D'après l'expérien
e du président de la 
orporation dans d'autres
ampagnes similaires, les montants sous
rits varient, pour 
haque individu solli
ité, selon une
ertaine loi de probabilité: voir tableau 
i dessous. De plus, 79 individus sur 1000 solli
ités nesous
rivent au
un montant.Montant sous
rit (en euros) Probabilité1000 0.001500 0.010200 0.050100 0.12050 0.15020 0.20010 0.1505 0.1002 0.0801 0.0601. Quel est le montant espéré par individu solli
ité ?2. La 
orporation espère re
ueillir 200 000 euros. Environs 
ombien d'individu devrait-onsolli
iter ?Exer
i
e 4 : variable aléatoire dis
rèteOn 
onsidére X1 une variable aléatoire suivant la loi "uniforme" sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 
'est àdire: P

(
X1 = 1

)
= P

(
X1 = 2

)
= . . . = P

(
X1 = 6

)
= 1/6

• Cal
ulez E

(
X1

), puis P

(
X1 ∈

[
E(X1) − 1/2, E(X1) + 1/2

]).
• Soit X2 une autre variable aléatoire indépendante de X1, ayant la même loi de probabilitéque X1. Quelles sont les valeurs possibles pour Y = (X1 + X2)/2 ?
• Cal
ulez P

(
Y ∈ E(Y ) − 1/2, E(Y ) + 1/2

)
. Que remarque-t-on ?Exer
i
e 5 : valeur absolue d'une variable aléatoireConsidérons une variable aléatoire di
rète X, dont la loi de probabilité est donnée par letableau suivant.

x̃ -3 -2 -1 0 1 2 3
P

(
X = x̃

) 0.2 0.1 0.01 0.04 0.25 0.3 0.1 .2



• Déterminez la loi de probabilité de | X |.
• Cal
ulez E

(
| X |

), puis σ2(X)Exer
i
e 6 : densité de probabilitéUne variable aléatoire 
ontinue admet pour loi de densité de probabilité la fon
tion f dé�niepar f(x) = 2 − ax pour x ∈ [0, 2] et nulle ailleurs.1. Déterminer la valeur de a pour que f soit une loi de densité de probabilité.2. Pour une telle valeur de a, obtient-on réellement une loi de densité de probabilité ?Exer
i
e 7 : densité de probabilitéUne variable aléatoire X a pour densité de probabilité f(x) = a + 2x

9
sur l'intervalle [

1; 4
] etest nulle en dehors de 
et intervalle.1. Quelle doit-être la valeur de a ?2. Cal
ulez son espéran
e et sa varian
e.3. Quelle est sa fon
tion de répartition ?4. Cal
ulez les probabilités suivantes :

P

(
X = 2.5

) ; P

(
X < 1

) ; P

(
X > 3

) et P

(
2 ≤ X ≤ 3

).Exer
i
e 8 : loi d'une v.a.Un revolver à six 
oups ne 
ontient qu'une balle dans son barillet que l'on fait tourner de façonaveugle avant 
haque tir.X est la variable aléatoire qui dé
rit l'événement "le 
oup part au
Xème essai".1. Quelle est la loi de distribution des probabilités de X ?2. En déduire la fon
tion de répartition.3. Quelle est la probabilité que le 
oup ne parte pas avant le 8ème essai ?Exer
i
e 9 : loi de BernouilliOn 
onsidère n variables aléatoires indépendantes, X1, X2, . . . , Xn. Toutes 
es variables on lamême loi de probabilité : la loi de Bernoulli de paramètre p qui est dé�nie, par exemple, par
P

(
X1 = 1

)
= p et P

(
X1 = 0

)
= 1− p. On note Sn =

n∑
i=1

Xi. Si Xi représente une expérien
edont la probabilité de su

ès est égale p, alors Sn représente le nombre de su

ès parmi 
es nexpérien
es indépendantes. 3



• Quelles sont les valeurs possibles pour la variable Sn ?
• En notant Ck

n
le nombre de 
ombinaisons possibles de k éléments parmi n éléments,montrez que

P

(
Sn = k

)
= Ck

n
pk(1 − p)n−k.

• Véri�ez que la somme des probabililtés P

(
Sn = k

) fait bien 1.
• Que valent E(Sn), et Var(Sn) ?
• Plus dur : on pose νm = inf n ≥ 1 , Sn = m et Nm = νm −m. Déterminer la loi de Nmet sa fon
tion génératri
e.
• En déduire l'espéran
e et la varian
e de Nm.Exer
i
e 10 : Estimation de paramètres d'une v.a.Parmi la population des singes d'une 
ertaine forêt tropi
ale, on note p la proportion de singesmâles. Si 
ette proportion est trop forte ou trop faible (par rapport à la proportion "normale"1/2), alors 
ela veut dire qu'il y a un sérieux dérèglement démographique, et les s
ienti�quespourront 
her
her la 
ause possible de 
e dérèglement (pollution, 
hangement de 
limat, et
).A�n d'estimer 
ette propotion p, on 
apture n singes au hasard. Pour 
ha
un des singes,on note Xi = 0 si le singe est une femelle, et X1 = 1 si 
'est un mâle. Pour simpli�er les
al
uls, on va supposer que l'on a 
apturé 4 singes. Sur 
et é
hantillon de 4 singes, on note p̂la proportion de mâles.
• Exprimez p̂ en fon
tion de X1, X2, . . . , X4. Pourquoi doit on 
onsidérer p̂ 
omme unevariable aléatoire ?
• Quelle est la loi de X1 + X2 + X3 + X4 ?
• Que valent E

(
p̂
) et Var(p̂) ?

• On suppose que la proportion p (in
onnue) vaut 0, 5. On voudrait savoir si p̂ approximesu�sament bien p, disons à 1/10 près. Cal
ulez P

(
p̂ ∈ [p − 1/10, p + 1/10]

). En quoi
ette valeur nous renseigne-t-elle sur la "pré
ision" de p̂ ?
• On suppose maintenant que l'on a 
apturé 10 singes au lieu de 4. On note p̂2 la propor-tion de mâles dans 
et é
hantillon. En appliquant une méthode similaire à la questionpré
édente, 
al
ulez P

(
p̂2 ∈ [p− 1/10, p+ 1/10]

). Quel est, entre p̂ et p̂2, l'estimateur leplus performant pour estimer p ?
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Exer
i
e 11 : 
omparaison de deux variables aléatoiresOn 
onsidère deux variables X1 et X2. La loi de probabilité du 
ouple (X1, X2) est donnéedans le tableau suivant.
(x̃1, x̃2) -1 0 10 1/16 1/16 1/321 1/16 1/16 2/162 5/16 0 9/32On peut don
 lire sur 
e tableau, par exemple, que P(X1 = 2, X2 = 0) = 0

• Déterminez la loi de X1, 
al
ulez E(X1).
• Mêmes questions pour X2.
• Cal
ulez E(X1+X2) et E(X1X2)−E(X1)E(X2) Est 
e que X1 et X2 sont indépendantes?
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