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Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux problemes
de contact concernant :

@ les estimations d'erreur en mécanique des solides

U'FC

u iTE
DE FRANCHE-COMTE



Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux problemes
de contact concernant :

@ les estimations d'erreur en mécanique des solides

® l'analyse du comportement asymptotique de leurs solutions
en quasi-statique

U'FC

u iTE
DE FRANCHE-COMTE



Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux problemes
de contact concernant :

@ les estimations d'erreur en mécanique des solides
® l'analyse du comportement asymptotique de leurs solutions
en quasi-statique

© la dynamique des globules rouges en mécanique des fluides
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Premiere partie

Qualité des calculs en mécanique des solides
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Présentation des estimations d’erreur

@ Estimations a posteriori pour la méthode XFEM sans
contact

@® Estimations a posteriori pour le probleme de Signorini avec
frottement de Coulomb

© Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact
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Sources d’erreur

Présentation

des . 3

estimations Les principales sources d'erreur pour un probléme statique sont :
d’erreur

» la modélisation mathématique du probleme physique,
» la discrétisation spatiale du probléeme,

» la discrétisation fonctionnelle,
| 4

la résolution numérique.



Sources d’erreur

Présentation

des Les principales sources d'erreur pour un probleme statique sont :
estimations
d'erreur » la modélisation mathématique du probleme physique,

» la discrétisation spatiale du probléeme,
» la discrétisation fonctionnelle,
» la résolution numérique.

On ne s'intéresse qu'a I'erreur de discrétisation spatiale : u — up,.
Deux méthodes ont été développées :

» les estimations d’erreur a priori :
elles permettent la prédiction du taux de convergence
asymptotique de I'erreur éléments finis a une constante pres :

[Ju—unll < Ch*ull

» les estimations d’erreur a posteriori : on estime |'erreur exacte
|lu — us|| & I'aide d’une quantité n(h, us) calculable explicitement,
dépendant de la solution approchée donnée et de certaines données.



Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a posteriori

Une estimation d’erreur a posteriori doit vérifier :
» Borne supérieure globale garantie :
2 2
lu—unllia < C D nr(us)
TET,

» Borne inférieure locale de I'erreur

nr(un)® < Cr > Ju — w7
T’ proche de T

» Robustesse :
Cr ne doit pas dépendre des données, du maillage ou de la solution

» Exactitude asymptotique :
2
e T n7(un)

5 tend vers 1 avec la taille du maillage
[[u—unllig

e surestimation lorsque I'indice est plus grand que 1,
e sous-estimation lorsque I'indice est plus petit que 1.
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Différents estimateurs

» Estimateurs d’erreur en relation de comportement :
(Ladeveze en 1975)
e construction d'un couple admissible déplacement-contrainte
(4,6).
e erreur en relation de comportement : nrc = & — Ae(id).
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estimations
d’erreur e construction d'un couple admissible déplacement-contrainte

(a, 7).

e erreur en relation de comportement : nrc = & — Ae(ii).

» Estimateurs en résidus d'équilibre :
(Babuska-Rheinboldt en 1978)

e construction des résidus d'équilibre : Rf(v) = L(v) — a(un, v).

e les résidus d'équilibre mesurent ainsi la non-vérification des
équations d'équilibre intérieure et la non vérification des
conditions d'équilibre sur le bord ainsi que la discontinuité du
vecteur contrainte au travers de I'interface.



Différents estimateurs

» Estimateurs d’erreur en relation de comportement :

Présentation

des (Ladeveze en 1975)

estimations

d’erreur e construction d'un couple admissible déplacement-contrainte
(4, 6).

e erreur en relation de comportement : nrc = & — Ae(ii).

» Estimateurs en résidus d'équilibre :
(Babuska-Rheinboldt en 1978)
e construction des résidus d'équilibre : Rf(v) = L(v) — a(un, v).
e les résidus d'équilibre mesurent ainsi la non-vérification des
équations d'équilibre intérieure et la non vérification des
conditions d'équilibre sur le bord ainsi que la discontinuité du
vecteur contrainte au travers de |'interface.

» Estimateurs d'erreur en contrainte :
(Zienkiewicz-Zhu en 1987)
e construction d'un champ de contraintes lissées &', a partir de la
solution éléments finis o .
e substitution du champ exact au champ lissé dans la norme en
énergie.

e estimateur global : ([, tr((dh — on) AT (Gh — an)))"/?.



Au niveau des estimations a posteriori pour la méthode des éléments finis
étendus XFEM

» Bordas et Duflot en 2007 ont donné un estimateur par la méthode de
recouvrement global XGR,

» puis par la méthode des moindres carrés mobiles étendue XMLS,
» Rodenas et al (2008) par la méthode SPR avec polynémes conjoints.

» Pas d’estimateur par résidu.

o Estimations a posteriori pour la méthode XFEM sans contact
» Probléme continu
» Probleme discret
» Opérateur de quasi-interpolation
» Estimateurs d'erreurs
» Résultats numériques
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P> Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation
P> Estimateurs
derreurs

» Résultats
numériques

Le probleme d'élasticité est : pour
f € (L2(R2))? soit u € (H1(Q))? le champ
de déplacement solution variationnelle de

—divo(u) = fdans Q,

o(u) = Ag(u) dans Q,
u = Osurlp,
o(u)n = OsurTyUTE.
® u est le champ de déplacement,

e(u) = (Vu +'Vu)/2 est le tenseur
des déformations linéarisées,

o est le tenseur des contraintes,

A est le tenseur de Hooke du
quatrieme ordre,

f=(fi,H) € (L?(Q))? représente la
densité des forces volumiques,

n est la normale unitaire sortante de
Q sur 99.

Probleme continu



Probleme continu

Présentation
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Probleme continu

Soit V= {v e (H}(Q))2:v=0sur I'p}. On cherche I'unique solution u € V de

/a(u):e(v)dQ:/f~de, Yv e V.
Q Q

® Existence et unicité de la solution d’aprés le théoréme de Lax-Milgram.

® us'écrit us = Kju; 4+ Kjjuy partie singuliére et une partie réguliére u — us ou

1 [F cosg (6 — cosb)
up :_\/_(1+V) )
EVar sing (6 — cos0) ﬁ

1 sin§(6+2+cosn9)
— | r 2
uyy —E ?(1+V) 9

4 cos§(2—6—c050)
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Problemes de fissuration

Pour approcher un probleme de fissuration, on peut utiliser :

» la méthode classique des éléments finis :
Inconvénients :

® |e maillage doit respecter scrupuleusement la géométrie de la fissure,
® |a pointe de fissure doit étre maillée trés finement a cause du fort

gradient de contraintes,
le maillage doit étre réactualisé a chaque étape,

la disparité de la géométrie des éléments finis sur I'interface peut
poser probleme pour I'application des lois de contact et de

frottement.
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Problemes de fissuration

Pour approcher un probleme de fissuration, on peut utiliser :

» la méthode classique des éléments finis :
Inconvénients :

® |e maillage doit respecter scrupuleusement la géométrie de la fissure,
® |a pointe de fissure doit étre maillée trés finement a cause du fort

gradient de contraintes,
le maillage doit étre réactualisé a chaque étape,

la disparité de la géométrie des éléments finis sur I'interface peut
poser probleme pour I'application des lois de contact et de
frottement.
» la méthode meshless :
Avantage : pas de remaillage.
Inconvénients :

e effort numérique plus important que les méthodes basées sur un
maillage,
® imposition des conditions aux limites.
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Problemes de fissuration

Pour approcher un probleme de fissuration, on peut utiliser :

» la méthode classique des éléments finis :
Inconvénients :

® |e maillage doit respecter scrupuleusement la géométrie de la fissure,
® |a pointe de fissure doit étre maillée trés finement a cause du fort
gradient de contraintes,
le maillage doit étre réactualisé a chaque étape,

la disparité de la géométrie des éléments finis sur I'interface peut
poser probleme pour I'application des lois de contact et de

frottement.

» la méthode meshless :
Avantage : pas de remaillage.
Inconvénients :
e effort numérique plus important que les méthodes basées sur un
maillage,
® imposition des conditions aux limites.
» la méthode des éléments finis étendus :

méthode introduite par Moés, Dolbow et Belytschko en 1999.
Avantage : maillage indépendant de la géométrie de la fissure.
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Méthode des éléments finis étendus

On enrichit la base de la méthode classique des éléments finis de la maniére
suivante :
® |es nceuds dont le support de la fonction de base est traversé par la fissure
sont enrichis par une fonction de type Heaviside :

H(x)=+4+1 si(x—x%).n >0, et —1 ailleurs,

ol x* désigne la pointe de la fissure et n est une normale a la fissure.



P> Probleme continu
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Méthode des éléments finis étendus

On enrichit la base de la méthode classique des éléments finis de la maniére
suivante :

® |es nceuds dont le support de la fonction de base est traversé par la fissure
sont enrichis par une fonction de type Heaviside :

H(x)=41 si(x—x").n > 0, e —1 ailleurs,

ol x* désigne la pointe de la fissure et n est une normale a la fissure.

® |es sommets du triangle contenant la pointe de la fissure sont enrichis par
les fonctions singulieres suivantes (en coordonnées polaires) :

6 6 6 0
{Fi(x)}1<j<a = { Vrsin > \/'r cos > Vrsin > sin @, /r cos > sin }.
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Méthode XFEM avec fonction cut-off

Variante introduite par Chahine, Laborde, Renard.
Principe : utilisation d'une fonction cut-off pour enrichir par les fonctions
singuliéres toute une zone contenant la pointe de fissure.

Définition .
X € C?(Q) est une fonction cut-off telle

que 0 < rp < rp et en notant r la distance
jusqu’a la pointe de fissure, on ait :

1 si r < r, .
x(r)=1< x(r)€(0,1) sin<r<rm, "
0 sir>n. 01

axe desy axe des x
Avantages :
® réduit le colit de calcul,

® conserve la convergence optimale.



Probleme discret

e On approche le probléme par une méthode d'éléments finis
affines définies sur une famille réguliere de triangulations
(Th)n sur le domaine non fissuré.

e Notations :
e ht :diamétre de T et h = maxreT, hT.
G e patch autour de x : wy = UTxeT, T.
> Opératour d e w7 : union de tous les éléments de T, ayant une
b i intersection non vide avec T.
e e wg : union de tous les éléments de Tj ayant une

numériques

intersection non vide avec E.
e 1), : fonction chapeau P; au nceud x.
e a < b signifie qu'il existe une constante positive C
indépendante de a, b et h telle que a < C b.
N}, ensemble des nceuds de la triangulation Tp,.
./\/'hD = Nh n FD.

N} C N, ensemble des noeuds enrichis.
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Probleme discret

Soit

4
Vi=3Svh € (C(Q)P v = > aah+ > bHb+x) cF

XEN, <N =1

2
= Vhr+ XVhs, ax, bX7 ¢ eR
Le probleme discret consiste a trouver u, € Vj, telle que

/a’(uh) te(vh)dQ = / f-vhdQ, VYvse V.
Q Q

® existence et unicité de la solution par le théoreme de Lax-Milgram.



Définition de I'opérateur

Présentation
des
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Estimations a sous-ensembles Q; et
posteriori suivant la fissure et le
pour la .
méthode prolongement rectiligne

2N e de la fissure.
contact

Définition de la famille d'éléments
généralisés Gy, :

B> Probleme continu
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P> Estimateurs
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P Résultats
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Fissure
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» Proble
P> Probles

P> Opérateur de
quasi-interpolation

Définition de I'opérateur

Definition
® Six €Ny \ NP est tel que wy n'est pas complétement coupé par la
fissure alors 1

mhv(x) = Tor]

v(y) dy.

Wx

e Six e Ny, \ NP, x € QF est tel que wy est completement coupé par
la fissure alors on pose

1 -
mv() = o [ wt)ay.

wWx

e Six e NP, notons I, = w, NTp et soit :

1
Thv(x) = T /rx v(y)dr.




Différents lemmes

Lemme 1

Pour tout v € HY(Q) et tout T € T on a:

® sj aucun des nceuds de T n’est enrichi
alors :
lmavils S Nvllwr + b7V,

® sij les trois nceuds de T sont enrichis,

P Probleme continu

P Probleme discret alors pour £ =1ou f=2,0na:

P> Opérateur d ~ ~

ey ImavilTae, S Vel + ATV llwr,

e Eemateurs ® si un ou deux nceuds de T sont

> Résultts enrichis et si wr est coupé par la o
T fissure on a -

lmavllT S ¥ellor + A7V Tellwr,
® si un ou deux nceuds de T sont
enrichis et si wt contient la pointe de
la fissure alors pour £ =1 ou £ = 2,
ona:
IwavilTae, S NVellwr + ATV Tllwr
Hvllwr + h7lIVVllwr




Différents lemmes

Lemme 2
Pour tout v € H'(R) et toute aréte E de Tj, on
obtient :

® Sjles extrémitlé}s2 de E sont 1n/%n enrichies :
Iwavlle S he " “livllwe + hg TV Vilwe,
® Sj les points extrémes de E sont enrichis

P Probleme continu

P Probleme discret alors pour £ =1ou ¢=2,0n a :

P> Opérateur de —1/2

quasi-interpolation ”ﬂ-hV”EﬂQg S h / ||V[||wE + h ”VVZHWEv

P Estimateurs . o
derreurs ® Sj seulement un des deux points extrémes de
e E est enrichi et si wg est coupé par la

numériques

fissure, on a :
1/2 1/2 &
Invllena, S hg 2 1Vellwe + b 21V Vellwe,

~

® sj seulement une des extrémités de E est
enrichie et si wg contient la pointe de la
fissure alors pour £ =10ou =2, 0n a:
< h—1/2 h1/2 vy
Imnvilliena, < Vellwg + hg "IV Vellwg

1 2 1/2
/ ||v||WE+h/ N




Différents lemmes

Lemme 3
Pour tout v € H'(2) et pour toute aréte de la fissure
F on obtient :
® SiFCTEe&T,ou T est totalement enrichi,
P Probleme continu alors pour ¢/ =1o0ufl= 2 on a:
P> Probleme discret 1/2
e (Tnv)ig, lF S hE Pzt Tellor + B 21V Tellor
quasi-interpolation
S EEmEE ® SiFCTET,ou T est partiellement enrichi,
d’erreurs
R alors pour { =1ou f=2,0n a: o Noeudsenicts
numériques ||(7I'/-,V) ”F < h1/2 71”01”0.1 + h1/2||VV[”w
IQZ ~ 1/;— U 1/ U — Aetesdetypei
+h D Vllwr +hE IV V] wrs o
® SiFC T E Tyou le bout de la fissure se trouve
dans T on a/: / —  Aretes detype il
1/2 1/2
Imavile S A7 IVIwr + B IV V] wr-

Fissure




» Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation
P> Estimateurs
d'erreurs

» Résultats
numériques

Estimation a priori

Chahine, Nicaise, Renard, soumis
Soient u la solution du probleme continu et uj solution du
probléeme discret. Sous la régularité (H?(Q))? pour u — xus, on
a:

Ju—unllro S hllu = xus20.




P> Probleme continu
» Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation
P> Estimateurs
d’erreurs

P> Résultats
numériques

Estimation a posteriori

Estimateur d'erreur résiduel pour le probleme d'élasticité

Soit G € G, et T € Ty, un triangle contenant G. Les estimateurs résiduels locaux
sont définis par :

me = hrC(h7)|f + divo(xuss)lle,
1/2
1/2
me = WD) | X0 Iean]lE |
EcEIMUENUEE
ot C(h1) = +/—In(hT) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 1, sinon

C(ht) =1 et D(ht) = \/—In(hT) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 2 ou
du cas (ii) du Lemme 3, sinon D(h-r) =1,

Borne supérieure

Soit u € V la solution du probléme continu et soit uy € Vy, la solution du
probleme discret. Alors

lu—upllr0 S Z nic + e
GeGy

1/2




Mode | d’ouverture

Présentation Raffinement uniforme
des

estimations

d’erreur

Estimations a 107
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact

— ma T T T
—#— estimateur, pente=-0.89232|
| —+— norme h1, pente=-0.93296

P> Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation

10°F . [ : : EEAEE

erreurs

P> Estimateurs
derreurs

P Résultats
numériques

Estimations a -4

posteriori

pour le

probleme de

Signorini avec

frottement de 10° ; ;

Coulomb 10° 10 10? 10°
Nombre d'elements sur un cote du carre

Estimations a
priori pour la
méthode

XFEM avec Fig.: Convergence de I'estimateur 77 et de la norme ||u — up||1.0

contact



Mode | d’ouverture

Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
P Probleme continu
P> Probleme discret

» Opérateur de
quasi-interpolation

P> Estimateurs
derreurs

P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probléme de
Signorini avec
frottement de

Coslomb Fig.: Carte de I'estimateur d’erreur local 7¢

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact




Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
B Probleme continu
» Probleme discret

» Opérateur de
quasi-interpolation

B> Estimateurs
derreurs

P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probleme de
Signorini avec
frottement de
Coulomb

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact

Mode | d’ouverture

Raffinement avec un seuil

Fig.: Avec une fonction x polynémiale



Mode |l de cisaillement

Présentation Raffinement uniforme
des

estimations

d’erreur

Estimations a 107
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact

— ma T T T
—#— estimateur, pente=-0.95802|
| —+— norme h1, pente=-0.94445

P> Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation

10°F

erreurs

P> Estimateurs
derreurs

P Résultats
numériques

Estimations a -4

posteriori

pour le

probleme de

Signorini avec

frottement de 10° ; ;

Coulomb 10° 10 10? 10°
Nombre d'elements sur un cote du carre

Estimations a
priori pour la
méthode

XFEM avec Fig.: Convergence de I'estimateur 77 et de la norme ||u — up||1.0

contact



Mode |l de cisaillement

Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
P Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation
P> Estimateurs
derreurs
P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probléme de
Signorini avec
frottement de

oot Fig.: Carte de |'estimateur d'erreur local ¢

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact



Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
B Probleme continu
» Probleme discret

» Opérateur de
quasi-interpolation

B> Estimateurs
derreurs

P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probleme de
Signorini avec
frottement de
Coulomb

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact

Mode Il de cisaillement

Raffinement avec un seuil
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Fig.: Avec une fonction x polynémiale



Domaine en forme de L

(I:réscntation Rafﬁnement Uniforme
es

estimations

d’erreur

Estimations a 10 T
posteriori : :
pour la
méthode
XFEM sans
contact

P> Probleme continu
P> Probleme discret

» Opérateur de

quasi-interpolation
-1

P> Estimateurs

derreurs

P Résultats

numériques

erreur
=
o,
T

Estimations a
posteriori
pour le
probléme de
Signorini avec
frottement de -2 i

10
Coulomb 10° 10 10

Estimations a
priori pour la
méthode

XFEM avec Fig.: Convergence de I'estimateur 7

contact



Domaine en forme de L

Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
P Probleme continu
P> Probleme discret
» Opérateur de
quasi-interpolation
P> Estimateurs
derreurs
P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probléme de
Signorini avec
frottement de

Coslomb Fig.: Carte de I'estimateur d’erreur local 7¢

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact




Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact
B Probleme continu
B Probleme discret

P> Opérateur de
quasi-interpolation

P> Estimateurs
d’erreurs

P Résultats
numériques

Estimations a
posteriori
pour le
probleme de
Signorini avec
frottement de
Coulomb

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact

Domaine en forme de L

Fig.: Raffinement avec un seuil



» Pour le probleme de Signorini, beaucoup d’estimateurs a
posteriori ont été donnés.

» Pour le probleme avec frottement de Coulomb, seuls des
estimateurs en relation de comportement ont été obtenus
par Coorevits, Hild, Hjiaj.

» Pas d'estimateur par résidu.

9 Estimations a posteriori pour le probleme de Signorini avec frottement de Coulomb
»Probleme continu
»Un premier estimateur
»Un second estimateur
»Comparaison entre ces deux estimateurs
»Un estimateur par stabilisation

U'FC

u iTE
DE FRANCHE-COMTE



Probleme continu

Pour un probléme d'élasticité sans contact ni frottement, le déplacement
u: Q — R? du corps satisfait aux équations suivantes :

divo(u)+f=0 dans Q,
o(u) = Ae(u) dans Q,
u=20 sur [p,
olun=g sur [y.

P> Probléme continu
P Un premier
estimateur

P Un second
n

esti

» Comparaison
entre ces deux

esti irs

P> Un estimateur
par stabilisation




P> Probléme continu
P Un premier

estimateur

P> Un second
esti

ar
» Comparaison
entre ces deux

esti

irs

P> Un estimateur
par stabilisation

e En 1933, Signorini étudie
I"équilibre d’un corps élastique en
contact sur une fondation rigide.

e En 1959, il formule les conditions
de contact.

® Fichera, Duvaut, Lions... les
utilisent.

La condition de contact unilatéral est
exprimée par la relation de
complémentarité suivante :

up <0, on(u) < 0, on(u) us

Probleme continu

On(u)




P> Probléme continu
P Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison

® Premiers travaux sur le
frottement réalisés par Leonard

de Vinci au XVI eme siecle.

e Amontons (1699) et Coulomb
(1785) reprennent et
développent les études de
Léonard de Vinci en énoncant
les premiéres lois de
frottement.

En notant p le coefficient de
frottement qui dépend des matériaux
en présence (u > 0), la condition de
frottement de Coulomb est :

si u=0, |o(u)] < —0on(u)p,

si us # 0, o(u) = U,,(u),u|5—t|.
t

Probleme continu

ai(u)
#lon(u)|

ue

—H|on(w)|

Tn

Tt

adherence
glissement



P> Probléme continu

Formulation variationnelle

La formulation mixte variationnelle du probléeme continu consiste a trouver
(u, A) = (u, An, At) €V X My X Me(puAn) =V x M(u\,) qui satisfont :

{ a(u,v) + / Apvp dl + / Atve dl = / fovdQ+ / g.v drl, Yv eV,
JTe . JT¢e JQ Iy
/rC

(vn — An)up dl' +/ (vt — Aur dl <0, Vv = (vp, vt) € M(uAn),
Fc

ot V = {v e (H(Q)% v=0sur o} et afu,v) = / o (u) : e(v) d.
Q

On pose M, = {u € H’%(Fc), v >0 sur I'c}, et, pour tout g € M,
M:(g) = {1/ € H_%(rc)7 —g<v<gsur rc}.



P> Probléme continu

» Un premier
estimateur

» Comparaison
entre ces deux

par stabilisation

Résultats d’existence et d’unicité

» Existence et unicité pour le probleme de contact sans frottement par
le théoreme de Stampacchia.

» Existence d'une solution si le coefficient de frottement est assez
petit : Nelas, Haslinger, JaruSek en 1980, Eck, Jaruek I'ont amélioré
(0 <V3—4v/(2—2v)ou 0 <v < 1/2 désigne le coefficient de
Poisson).

» Non unicité de la solution si le coefficient de frottement est grand et
les déplacements tangentiels ont un signe constant sur ['c (Hild en
2003).

» Unicité de la solution si le coefficient de frottement est suffisamment
petit et une condition sur le déplacement tangentiel.

Y. Renard, 2006

Soit (u, A) une solution du probléme continu telle que A\; = pAn€, avec
£ €M, € €Dire(ue) sur Tc et u < G|l ot Go > 0 est indépendante de
&. Alors (u, ) est 'unique solution du probléme continu.




Discrétisation par la FEM classique

La formulation mixte discréte du probléme est de trouver uy € V, et
A € Mp(pdbn) = Min X Mpe(puAnn) qui satisfont :

a(up, vp) + / ApnVhn dl + / Apevpe dl = / fvy dQ + / g.vy dl, Vv, € Vp,
JTe JTe JQ JTy

/r (Yhn — Npn)upn dT + /r (Vht — Ape)upe dT <0, YV vp = (Vhn, Vht) € Mp(pXpn),
Ire Ire

ot Vj = {vh c(C(Q)?: YT eTh wilre @) vilr, = o},
W, = {1/;, cvp € C(T¢),3vp € Vy tel que v - n = vy sur ¢ },

Min = {vh € Wh: [r_vwton dF > 0, Viby € Wa,un >0
et pour g € Mh, :
P Probleme continu
B> Un premier Mht(g) = {l/h S Wh i ’frC Vhwh dr‘ S frC gwh dr7 Vd)h c WI—,,’lL’I—, 2 0 }

estimateur

P Ur d
e

® Existence d'une solution pour tout coefficient de frottement
(Haslinger 1983).

» Co

® Unicité de la solution si le coefficient de frottement est assez petit de
I'ordre de v/h (Haslinger 1983).



Un premier estimateur

L'estimateur résiduel global 7) et les contributions locales nT sont définis par :

1/2 s 1/2
s = (T ,nrz(znfT) ,
TET), i=1
1/2
_ _ pl/2 2
mr = hrlfrllr, mr =hy o Henua)liz |
EcEintyeN
1/2 1/2
3T = hT ”)\hn ar Un(uh)”TﬁrC? naT = hT ||)\ht + Ut(uh)”TﬁrC7
1/2
nsT = </ —)\hn+uhn> s 6T = [ Ann—llTArc,
P Probléme continu Tﬁrc
P Un premier 1/2
estimateur
P Un second mT = / (|>\ht‘ — ;U'Ahn+)* ‘Uht‘ +/ (Ahtuht)f 5
T TArc TArc
P Comparaison
e et = ||([Anel = #Amot )+l 7r e

P> Un estimateur
par stabilisation

ol Jg n(up) désigne le saut de contrainte de up dans la direction normale, (7 et ¢
sont les termes local et global d'oscillation de données.




Un premier estimateur

L'estimateur résiduel global 7) et les contributions locales nT sont définis par :

1/2 s 1/2
s = (T ,nrz(znfT) ,
TET), i=1
1/2
_ _ pl/2 2
mr = hrlfrllr, mr =hy S (Hen(ua)lz |
E€Eintuey
1/2 1/2
3T = hT H)\hn ar Un(uh)”Tﬁrcv naT = hT H)\ht + Ut(uh)”Tﬁr(_w
1/2
U </ —)\hn+uhn> v 167 = I Amn—llTare,
P Probléme continu Tﬁrc
P Un premier 1/2
estimateur
P Un second mT = / (|>\ht‘ — ;U'Ahn+)* ‘Uht‘ +/ (Ahtuht)f 5
T TArc TArc
P Comparaison
e st = ||([Anel = #Amot )+ I 7r e

P> Un estimateur
par stabilisation

ol Jg n(up) désigne le saut de contrainte de up dans la direction normale, (7 et ¢
sont les termes local et global d'oscillation de données.




Un premier estimateur

L'estimateur résiduel global 7) et les contributions locales nT sont définis par :

1/2 s 1/2
s = (T ,nrz(znfT) ,
TET), i=1
1/2
_ _ pl/2 2
mr = hrlfrllr, mr =hy S (Hen(ua)lz |
E€Eintuey
1/2 1/2
3T = hT ”)\hn ar Un(uh)”TﬁrC? naT = hT ||)\ht + Ut(uh)”TﬁrC7
1/2
NsT = </ —)\hn+uhn> s 16T = [[Man—llTAres
P Probléme continu Tﬂrc
P Un premier 1/2
estimateur
P Un second mT = / (|>\ht‘ — [J,Ahn+)7 ‘Uht‘ +/ (Ahtuht)f 5
T TArc TArc
P Comparaison
e et = ||([Anel = #Amot )+l 7r e

P> Un estimateur
par stabilisation

ol Jg n(up) désigne le saut de contrainte de up dans la direction normale, (7 et ¢
sont les termes local et global d'oscillation de données.




Un premier estimateur

L'estimateur résiduel global 7) et les contributions locales nT sont définis par :

1/2 s 1/2
0 = =& . nr:(znfT) ,
TET, =
1/2
_ _ pl/2 2
mr = hrlfrllr, mr =hy S (Hen(ua)lz |
E€Eintuey
1/2 1/2
mr = hf N Am ton(up)lltare,  maT = b7 |[Ape + o (up)ll Tare,
1/2
T = </ _)\hn+uhn> s 6T = [[Amn—llT0rc,
P Probléme continu Tﬁrc
P> Un premier 1/2
‘estimateur
mro= ([ = )l + [ Q)= )
o e
» Comparaison
o st = |[(IXnel = pXnnt )+l 7are,

P> Un estimateur
par stabilisation

ol Jg n(up) désigne le saut de contrainte de up dans la direction normale, (7 et ¢
sont les termes local et global d'oscillation de données.




P> Probleme continu
P Un premier
estimateur

» Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux
estimateurs

P Un estir

ilisation

mateur

par stz

Borne supérieure

Soit (u, A) la solution du probléme continu telle que A\t = puAn&, avec £ € M,
& € Dirt(ut) sur I'c et p||€||p suffisamment petit. Soit (up, Ap) une solution du
probleme discret. Alors

lu—unllne + A =Xall_1 ro Sm+¢.

Borne inférieure

Soient (up, Ap) une solution du probleme discret et 77 = n(up, Ap) I'estimateur
correspondant. Soit (u, A) une solution du probléme continu telle que
X € (L?(T¢))?. Les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S Nu—uwlly,7+¢r, mr Sllu—uplwr +¢T-

Pour tous les éléments T possédant un cété sur ['¢c (i.e. TNT¢c = E), les bornes
locales inférieures sont obtenues :

N

B2 A = Nl + llu— g
201+ ) (1A = Mg + llu = unlle + X = Ml
1/2 1/2 °
+lu = unllZ2INE?), =57,
mr = (1+/J‘)||A_>‘h”l:_7 1=6,8.

1,T+<T7 i:3747
1/2
£l

niT
1/2
|ull¢

IN

nT

A




P Probleme continu
P Un premier
estimateur

» Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux

par stabilisation

Probleme discret

La formulation mixte discréte du probléme est de trouver iy € V) et
An € Kn(pAnn) = Kin X Kie(uAnn) qui satisfont :

a(iip, vp) + / (In(Ahnvhn) + In(Rpevae)) dF = / fvy, dQ + / g.vy dr, Vv, € Vg,
Jre Ja Jry

/r Un((Vhn — Xpn)Tinn) + In((Vhe — Ape)Tpe)) dT <0, ¥ vh = (Vhns Vht) € Kn(pXpn)-
Ire

ou V, = {vh €(CQ): VYT ETh vilrePuT)) vilrp, = 0}7
Wiy, = {Mh : n € C(T¢), vy € Vjy tel que vp - n = pyp sur Te },
Khn:{VhEWh: Vh20}7

et pour g € Knn : Kine(g) = {l/h eWp: v < g }

® Existence d'une solution pour tout coefficient de frottement.

® Unicité de la solution si le coefficient de frottement est assez petit de
I'ordre de v/h.



P> Probleme continu
» Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux

estimateurs

P> Un estimateur
par stabilisation

Un second estimateur

L'estimateur global par résidu 7j et les contributions locales 7j1 sont définis par

1/2 1/2
= )
io= | X Zmr :
TET,
1/2
~ _ ~ _ 41/2 ~ o2
fhr = hrlfrllr.  fior = b7 > ez g
EcEirtyglN

. pL/2
T = / Xen + onl@p)llTrre,  dar = h 2| R he + o (@)l Trre,

1/2

s = / —Abnlpn )
TArc
1/2

/ (1N [Tine| — Nneline) 5
TNl

6T

ou I'on rappelle que Jg n(iip) est le saut de contrainte de ii, dans la direction
normale et {1 et ¢ sont les termes local et global d'oscillation des données.




P> Probleme continu
» Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux

estimateurs

P> Un estimateur
par stabilisation

Un second estimateur

L'estimateur global par résidu 7j et les contributions locales 7j1 sont définis par

1/2 1/2
= )
io= | X ZMJ :
TET,
1/2
~ _ ~ _ 41/2 ~ o2
fhr = hrlfrllz.  for = b7 > [Hea(in)lZ g
EcEirtyglN

~ 1/2
it = B2k + on(@n)llTare, et = Y21 R0 + oe(@in)ll Tar e

1/2

s = / —Abnlpn )
TArc
1/2

/ (1N Tine| — Nneline) 5
Lials

fieT

ou I'on rappelle que Jg n(iip) est le saut de contrainte de ii, dans la direction
normale et {1 et ¢ sont les termes local et global d'oscillation des données.




P> Probleme continu
» Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison

entre ces deux

estimateurs

P> Un estimateur
par stabilisation

Un second estimateur

L'estimateur global par résidu 7j et les contributions locales 7j1 sont définis par

1/2 1/2
- )
io= | > Zmr :
TeT,
1/2
~ _ ~ _ 41/2 ~ o2
fhr = hrlfrllz.  for = b7 > [Hea(in)lZ g
EcEirtyglN
~ 1/2
s = WS+ on(@)llTores At = A 5ne + oe(@m)ll T
1/2
fisT = / —Ahnlinn )
TArc
1/2
fleT = / (uXnn Tkt — NpeTipe) 5
TNrc

ou I'on rappelle que Jg n(iip) est le saut de contrainte de ii, dans la direction
normale et {1 et ¢ sont les termes local et global d'oscillation des données.




P> Probleme continu
» Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux

estimateurs

P> Un estimateur
par stabilisation

Un second estimateur

L'estimateur global par résidu 7j et les contributions locales 7j1 sont définis par

1/2 1/2
= )
io= | X Zmr :
TET,
1/2
~ _ ~ _ 41/2 ~ o2
fhr = hrlfrllz.  for = b7 > [Hea(in)lZ g
EcEirtyglN

. pL/2
3T = / Xen + onl@p)llTrre,  dar = h 2[R he + ot (@)l TAre,

1/2

s = / —Abnlpn )
TArc
1/2

/ (1N [Tine| — Nneline) 5
Lials

fi6T

ou I'on rappelle que Jg n(iip) est le saut de contrainte de ii, dans la direction
normale et {1 et ¢ sont les termes local et global d'oscillation des données.




P> Probleme continu
» Un premier
estimateur

P Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux
estimateurs

P Un estimateur

par stabilisation

Borne supérieure

Soit (u, A) la solution du probleme continu telle que A¢ = un€, avec £ € M,
& € Dirt(ut) sur T'c et p||€||m est suffisamment petit. Soit (s, Ay) une solution
du probleme discret. Alors

llw = @nlle + A =Nl g rp S71+C.

Borne inférieure

Soit (ﬁh,s\h) une solution du probléme discret et soit 7j = 7j(iip, S\h) |'estimateur
correspondant. Soit (u, A) une solution du probléeme continu telle que

X € (L%(T¢))?. Pour tout élément T, les bornes inférieures locales suivantes ont
lieu :

it S Nu—ipll,7+¢7, for Sllu—ialLwr + ¢

Pour tout élément T ayant une c6té dans ¢ (i.e., TNT¢c = E), les estimations
locales inférieures suivantes ont lieu :

& 1 2 .

ir S / (A= Xplle + Ju—@plle,7 +C70 P=3,4,
~ ~l/2 1~ 1/2

st S nJT a7

= = = 1/2

ot S (st + )2 Gnl1Y3-




Comparaison entre ces deux estimateurs

Fig.: Configurations initiale et déformée avec = 0.5 et N¢ = 32.

Zone de cont act il ¢ 91 cateurs
) 02 04 ___06___ 08 H
d
26 - o
> Probleme continu thn, th
) de-
» Un premier o.
estimateur - Ge-
o
- ge-
» Comparaison te. o.
entre ces deux
estimateurs.
. o 7 0 5
» Un estimateur depl acement s zone de contact

par stabilisation

Fig.: Déplacements normal et tangentiel (&p,, Un) sur T'c et
multiplicateurs normal et tangentiel (Apn, —Ape) sur [e.



Présentation
des
estimations
d’erreur

Estimations a
posteriori
pour la
méthode
XFEM sans
contact

Estimations a
posteriori
pour le
probléme de
Signorini avec
frottement de
Coulomb

P Probleme continu

» Un premier
estimateur

P> Un second
estimateur

» Comparaison
entre ces deux
estimateurs.

P> Un estimateur
par stabilisation

Estimations a
priori pour la
méthode
XFEM avec
contact

Comparaison entre ces deux estimateurs

o exemple 2

10 T

—— eta, pente = -0.79546

—&— eta2, pente = -0.78941

—&— norme h1, pente = -0.87644
107 1
1072 0 ‘ 1 2

10 10 10

nombre d’elements dans chaque direction

Fig.: Taux de convergence de 7, 7j et (a(u — up,u — up))/2.



Comparaison entre ces deux estimateurs
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P> Probléme conti

» Un premier
estimateur

» Un second 10000} esti mat eur
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» Comparaison
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P> Un estimateur
par stabilisation
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Méthode de stabilisation

» Beaucoup de méthodes par éléments finis (avec des multiplicateurs
de Lagrange, lagrangien augmenté) requierent la vérification de la
condition inf-sup :

) b(An,
36 >0, inf sup (A, vi) >
ALEMy(pApn) VHEVH H)‘hH—l/Q»rcHVhHl»Q

ot Vj et My(puAnn) sont les espaces des champs de déplacement et
de contrainte normale discrétisés et 3 est une constante strictement
positive indépendante de la taille du maillage.

» On s'intéresse a une méthode par éléments finis mixtes qui ne
requiert pas de condition inf-sup.

P Probleme continu

— ® Premiers travaux en 1987 de Hughes et Brooks.
CERT; ® Hughes, Franca et Balestra I'ont développé pour le probleme de
S Stokes.
SEIrEE ® Hughes et Franca ont généralisé cette méthode.
teurs ® Barbosa et Hughes ont étudié les multiplicateurs de Lagrange sur le
e bord.

® étendu aux problemes de contact bilatéral par Hansbo et Heintz.

® étendu aux problemes de contact unilatéral en élasticité par Hild et

Renard.




Probleme discret

On définit
V) = {v,, € (C()): VT ETh vilre®T), wilr, = o}.

Soit xo, ..., xv des points de T¢ formant la famille de maillages de ¢ notée
Thet H= max |xi+1 — xi|. Alors on définit
0<i<N—1

Wi = {VH € L3(T¢) : Unlpg ol € Po(lxi, xia]), VO < i < N —1 }

MHnZ{VHEWH: VHZO},

et pour g € My, :

Mu(g) = {VH e Wy: lvn|<g }

par stabilisation
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Formulation discrete

Le probleme discret est de trouver uy € Vj, et
AH = (>\Hn, )\Ht) < MH(,u)\H,,) tel que

a(un,vh) + b(A, vp) + /r (= Atn — Ga(u))n(vh)dT
C

+/ ’7(—)\;-” — a’t(uh))a't(vh)dr = L(Vh), Yvp € Vy,
F'c

b(vh — Awyup) + / YWt — An) (— bt — o))l
Fc

+/r Y(WHe — MHe)(=AHe — ot (up))dl <0, Y (VHn> VHt) € My (pAHn),
C

ol ~y est défini constant sur chaque élément T comme v = ~oh7 ol v > 0
est indépendant de h.
® Existence d'une solution pour tout coefficient p positif et pour 7o
suffisamment petit.

® Unicité lorsque p et o sont suffisamment petits.
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Un estimateur stabilisé

Les estimateurs résiduels locaux sont définis par :

1/2
mr = hrlfrlr, mr =62 S0 e ()l
) T n E ’
EcEirtygN
1/2
1/2
mr = WY Ik on(nlE |
EcES
1/2
1/2
T = hT/ Z ||>\Ht+0t(uh)||i‘ )
EcES
s 1/2
5T = (/ )‘HI'H-U/""—) , TMeT = Z ||)\Hn—||%:‘ )
Tnrc EcES
1/2
T E Z ||Uhn+||iE ,  N8T = ”(‘)‘Ht‘_:u‘)‘f"n+)+”Tﬁrc7
EcES

1/2
noT = (/ (IMHe|l = A HA+ ) — [ Upe | +/ ()‘Ht”ht)—> °
TNrc Lials
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Un estimateur stabilisé

Les estimateurs résiduels locaux sont définis par :

1/2
_ _ 12 2
mr = hrlifrllr, mr =h{ D MHeawmliE |
EcEMtUEN
1/2
1/2
mr = WY Dt oan)lE |,
EcES
1/2
1/2
I h# D ke + o (un) 12 )
Ec€ES
e 1/2
U (/ )‘Hn+uhn_> et = | D e ’
TAlc EcES
1/2
mr = D Numntlif e o 18T = (I kel = pAtn )+ l7are
E€ES

1/2
noT = (/ (IMHe|l = A HA+ ) — | Upe | +/ ()‘Ht”ht)—> °
TNrc TNrc
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Un estimateur stabilisé

Les estimateurs résiduels locaux sont définis par :

1/2
. _41/2 2
mr = hrlfrlly, ner = Y D MHeawmliE |
EcEirtyglN
1/2
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1/2
1/2
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Un estimateur stabilisé

Les estimateurs résiduels locaux sont définis par :

1/2
v = hrllfrlly, mr = hY e ntun)liz |
n
EcEirtyglN
1/2
1/2
mr = WS e onnlE |
EcES
1/2
1/2
T = hT/ Z ||>\Ht+0t(”h)||i‘ )
EcES
1/2

1/2
nsT = (/ )\Hn+uhn—> comer = > Mmn-llZ |
TArc

€
EcEF

1/2

mr = Z ||uhn+||§,E o meT = [[([ Akl
EcES

noT = (/ (IXHe | = AR+ ) = Une ] +/
TNrc TNrec

— 2 Hnt )+l Tares

1/2
()\Ht Uht)—> .
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Borne supérieure

On suppose que la solution (u, A) du probléme continu est telle que A\ = pAn€,
avec £ € M, £ € Dir¢(uz) sur ['c et pl|é]|pm suffisamment petit. Soit 7o
suffisamment petit. Alors une solution (up, Ay) du probléme discret satisfait :

lu—upllo + IXA=Adll1re S n4¢

Borne inférieure

Soient (up, Ay) une solution du probléeme discret et n = n(up, Ay) I'estimateur
correspondant. Soit (u, A) une solution du probléeme continu telle que
X € (L%(T¢))?. Les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S Nu—uplly,7+<¢7, mr Slu—uplliwr +CT

~

et pour tous les éléments T possédant un cété sur ¢ (i.e. TN =E):

it S 2N = Aulle + lu = unlls T +¢7, i=3,4,
1/2 1/2
mir < 2L+ @) (1A= Mlle + lu = unlle + 1A= Al [l
1/2 1/2 g
+lu = usll*IAIY?), =58,
(1+N)”>\_)\H”E7 1=6,9,

llup — ulle + bzt llup — ulle + hgtlulle.

IN

mr

IN

mT




XFEM avec contact

Pour la méthode des éléments finis étendus (XFEM), deux principales
méthodes sont employées pour formuler les problemes de contact :

e |'approche par pénalisation : Owen, Peric (1982), Khoei (2006),
Dolbow.

e la méthode des multiplicateurs de Lagrange : Gallego (1989),
Géniaut (2007).

e On combine la formulation stabilisée avec la méthode XFEM et
on utilise une méthode de domaine fictif.

€ Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact
» Probléme continu
» Estimation a priori




P> Probleme continu
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Probleme continu

|—N
Fig.: La géométrie du domaine fissuré Q
On reprend les équations de I'élasticité.
Les équations de contact sont alors remplacées par :
[ <0, oy (u) =0, (u)=0n(u) < 0,  on(u) - [un] =0.
L'absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :
of(u) =o; (u) =0.

On a défini ™ = —n~ la normale sortante unitaire sur [, [un] désigne le saut
du déplacement normal 2 travers la fissure ¢ et o} (u) = o(u)nt — o (u)nt et
or (u) =o(u)n™ — o, (u)n—.



Estimation a priori
Opérateur utilisé
L'opérateur I, satisfait :

Mpu = Ipur + xus pour un triangle non enrichi par la fonction Heaviside H

Ipli;1 + xus pour un triangle totalement enrichi par H sur Q3

Myu

Myu Ipli2 + xus pour un triangle totalement enrichi par H sur Qp

ou I, désigne I'opérateur d’interpolation de Lagrange classique associé a la
méthode par éléments finis et {i,; est |'extension de u, de Q; a Q pour i =1,2
telle que [|rill, 6 < [lurlg ll2,0;-

Estimation a priori

On suppose que A € H/2(T'¢) et u, € H2(R). Soit (u, A) la solution du probleéme
continu. Soit o suffisamment petit et soit (up, Ay) une solution de probléme

1/2
o discret. Avec [[[(v, )lll = (IMP + W20, ) ™ on a

P> Estimation a
priori

Mu—up A=Al < hllu—xusllz.q + h2HY2| N1z
+HYA12(lull3j2— 0 + IMl1/2,rc)-




Deuxieme partie

Inéquations variationnelles




On rencontre des inéquations variationnelles pour :
» les problémes d'obstacle,
» les fluides de Bingham en visco-plasticité,
» les problemes de torsion en élasto-plasticité,

» les probléemes de contact, de frottement.



On rencontre des inéquations variationnelles pour :
» les problémes d’'obstacle,
» les fluides de Bingham en visco-plasticité,
» les problemes de torsion en élasto-plasticité,
» les problémes de contact, de frottement.

On va s'intéresser au comportement asymptotique des solutions
d'inégalités variationnelles quasi-statiques par rapport au :

» coefficient de frottement,

» coefficient de compliance.



o Un modele simplifié de frottement
»Expression du modele en statique et en quasi-statique
»Comportement asymptotique des solutions

e Probleme de frottement quasi-statique avec compliance normale
»Expression du modele en statique et en quasi-statique
»Comportement asymptotique des solutions
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B Expression du
modele en statique
et en quasi-statique
» Comportement
asymptotique des
solutions

Un modele simplifié de frottement

Pour tout € > 0, on considére |'inégalité variationnelle avec Q C R" un ouvert
borné avec un bord régulier, F € L?(Q) et V = HY(Q) telle que Vv € V :

u: €V : /{ua(v— ue) + Vue - (Vv —Vue)} dQ-‘rE/ {Iv] = |ue|} dT
Q o0

> / F(v —ue) dQ.
Q
On le reformule ainsi : on cherche u:. € H tel que Vv € H :

a(ue,v —ue) +ej(v) —ej(ue) > (F,v — ue).

» Modeéle introduit par Glowinski.
» Inégalité bien posée par le théoreme de Lions-Stampacchia.

» Comportement asymptotique étudié par Bostan, Canon et Hild.
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asymptotique des
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Un modele simplifié de frottement quasi-statique

Le probleme est de trouver u. € Wli)’f(R_,_; V)telqueVvevV:
ue(0) = u?
us(t) € V:
Jolue(t)(v — (1)) + Vue(t) - (Vv = Vie(t))} dQ + ¢ [po{lv] — [ie|} dT
= Jo{F(t)(v — (1)) + VF(t) - (Vv — Vire (1))} dQ,

ot F € WHP(R,; V) pour p €]1, +oc].

loc 0
On le reformule ainsi :

a(ue,v —ie) +ej(v) —ej(ie) > (F,v—ie), Vv e V.

» Inégalité bien posée par Andersson, Han, Sofonea, Klarbling, Mikeli¢,
Shillor...

» Existence obtenue avec un schéma d’Euler implicite.

» Qu'en est-il de I'unicité et du comportement asymptotique des solutions ?



B Expression du
modele en statique
et en quasi-statique
» Comportement
asymptotique des
solutions

Transformation en un probléme d’évolution

t) — uO(t
En introduisant la notation y.(t) = M on déduit que le probleme

€
quasi-statique peut étre écrit :
0 0
ug — u
ye(0) = =—=2 =y
d - du®
Ye % u
€ +0j*Aye(t) 3 ———, teR,.
5 T AE(D) o +

» Existence et unicité données par des résultats concernant les opérateurs
maximaux monotones de Brezis :

Pour tout F € Wli)’f(]RJF; V), e > 0 et sous la condition initiale u? telle que
9—F(0
ug — F(0) . s : .
—————= € Dy, le probleme simplifié de frottement a une unique solution

€
us € Wl’z(R+; V), qui satisfait :

loc

T T
[ @R de< [CIFOIP de v T > 0
0 0

o Dp={weV : [jo|v[dl > [({wv+Vw-Vv}dQ, VveV}.
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Comportement asymptotique des solutions

» (uc(t))s>0 converge vers F(t) dans V uniformément en temps.
» ((ue — F)/€)e>0 est borné sur L°(R4; V) et (;L:(ilsk — F))x est borné sur
L2(Ry; V).

Supposons que F(t) = Fo + tG avec Fy, G € V et que (u? — Fy)/e € Dy. Alors la
suite (e4)k converge vers 0 et il existe un élément y € —9j(G) tel que :

. Ugy — F
lim ——— =y
k—+o00 Ek

faiblement * dans L>°(Ry; V) et fortement dans L120c(]07 “+oo[; V).

» En utilisant des résultats sur la stabilité des semi-groupes engendrés par les
opérateurs maximaux monotones, on a :

Supposons que F(t) = Fy + tG, avec Fg, G € V et que la famille .
(e7*(uQ — Fo))e>0 C Do converge lorsque ¢ \, 0 vers un élément z° € Dy = Dy.
Si G e DOl alors il existe y € —9j(G) tel que :

()= (o +G)
e\0 €

y, uniformément pour t € [§, +oo[, V § > 0.



e Probleme de frottement quasi-statique avec compliance normale
»Expression du modele en statique et en quasi-statique
»Comportement asymptotique des solutions
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Probleme de frottement avec compliance normale

Trouver le champ de déplacement u tel que :

divo(u)+f = 0 dansQ,
o(u) = Ag(u) dans Q,
u = 0 surlp.

Les conditions de compliance normale avec frottement sur ¢ sont :

P Expression du
modele en statique

[ on(u) = —cy(un) ™,
e si ur =0, |or(u)] < cr(un)+™T, u
si ut #0, o¢(u)= —cT(un)+mT—t

ue|”

(un)+ représente la pénétration du corps dans la fondation,

® |es constantes my > 1, mr > 1 ainsi que les coefficients de compliance
positifs ¢y, cr dans L°°(I¢) désignent des paramétres d'interface
caractérisant le comportement vis a vis du contact entre le corps et la
fondation rigide.

» Lois initiées par Oden et Martins en 1985.



Expression en statique

Pour € > 0 assez petit, on considére I'inégalité variationnelle avec
V={ve (H(Q))" : vlr, =0} et a(u,v) = [, o(u) : g(v) dQ :

u: €V : a(us,v—ue) +ejy(ue, v —ue) + /7 (ue,v) —ej7(ue,ue) > L(v —ue),

P Expression du

del tati [ ] =
Ccpmi Jn(u,v) frc cn(un) Vv dT correspond au travail virtuel de la contrainte
@i normale,
asymptotique des
D . . m . .
solutions ® jr(uv)= (/r( cr(un) " |ve| dI est la puissance virtuelle des forces de

frottement,
® jy et j7 sont bien définies pour 1 < my, m7 si n =2,
1< my,mr <3sin=3.
» Inégalité introduite par Klarbling, Mikeli¢ et Shillor, existence de solutions.

» Unicité pour des coefficients ecy, ecT suffisamments petits prouvée par
Hild.

» Comportement asymptotique étudié par Bostan, Canon et Hild.
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Expression en quasi-statique

Trouver u. € W2P(R4; V) telle que Vv € V :

u:(0) = u?
u(t) eV :
a(ue(t),v —uc(t)) + eln +j7)(u=(t), v) — eln + j7)(us(t), u=(1))
> (F(t),v —uc(t)),
ot F € WEP(R; V) pour tout p €]1, +o0].
» Inégalité bien posée étudiée par Andersson.

» Qu'en est-il du comportement asymptotique ?
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Comportement asymptotique des solutions

» (uc(t))e>0 converge vers ug dans Coc(Ry, V).
» ((us —ug)/€)e>0 est borné dans L7 (R; V) et (Us)e>o est borné dans
[P (Ry;V).

loc

u;, —u
La limite faible x w = lim —*—° dans LS (R V) satisfait
k—+oc0 Ek

Aw(t) + 0y (jn + 1) (uo(t), uo(t)) 3 0, pour presque tout t > 0

ot Av(jn + j1)(uo(t), -) désigne le sous-différentiel de la fonction convexe
v — Un +J7)(uo(2), v).



Troisieme partie
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UIFC

UNIVERSITE
DE FRANCHE-COMTE



@ Un peu de biologie

0 Modele et algorithme
»Position du probleme
»Formulation variationnelle
»Discrétisation en temps et en espace
»Approximation de I'énergie de courbure
»L’algorithme
»Contacts
»Préservation du volume et de la surface des globules rouges
L algorithme final

0 Simulations numériques
»Sous cisaillement
»Sous écoulement de Poiseuille

U'EC

u
DE FRANCHE-COMTE



Un peu de
biologie

Modéle et
algorithme

Simulations
numériques

Un peu de biologie

DIAMETER * 7.82

+ TPeriphern -
potein  Cytoskeleton it
— i SURFACE AREA = 135 o'

the membrue Cytoplsm

® Nombre total de globules rouges dans un organisme :
25 000 milliards soit 4 3 5 millions par mm? de sang

® Durée de vie : 120 jours

® Fonction : délivrer |'oxygene.



0 Modele et algorithme
»Position du probleme
»Formulation variationnelle
»Discrétisation en temps et en espace
»Approximation de I'énergie de courbure
»L’algorithme
»Contacts
»Préservation du volume et de la surface des globules rouges
L algorithme final
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Les difficultés

o Interaction Fluide/Structure.
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Simulations
numériques

Les difficultés

e Interaction Fluide/Structure.

e Conservation du volume des globules rouges.

e Conservation de

la surface des globules rouges.
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Les difficultés

Interaction Fluide/Structure.
Conservation du volume des globules rouges.

Conservation de la surface des globules rouges.

Gestion des contacts entre les globules et les parois des
vaisseaux.
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Les équations

Au niveau du fluide

Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

P% + p(u.Vu) + Vp — div(pe(u)) = 0 dans Q \ ¢(Xo).

Incompressibilité du fluide :

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

® u:]0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,
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Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

P% + p(u.Vu) 4+ Vp — div(pe(u)) = 0 dans Q \ ¢(Xo).

Incompressibilité du fluide :

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

® u:]0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,
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Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

P% + p(u.Vu) 4+ Vp — div(pe(u)) = 0 dans Q \ ¢(Xo).

Incompressibilité du fluide :

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

u 0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,

p:J0, T[xQ — R est la pression,
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Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

Ou
"ot

Incompressibilité du fluide :

+ p(u.Vu) + Vp — div(p.e(u)) = 0 dans 2\ ¢(Xo).

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

u 0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,

p:]0, T[xQ — R est la pression,

p est la densité du fluide,
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Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

Ou
"ot

Incompressibilité du fluide :

+ p(u.Vu) + Vp — div(p.e(u)) = 0 dans 2\ ¢(Xo).

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

u 0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,

p:]0, T[xQ — R est la pression,

p est la densité du fluide,

@ :]0, T[xXo — R? correspond 2 la déformation des globules,
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Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules
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Incompressibilité du fluide :

+ p(u.Vu) + Vp — div(p.e(u)) = 0 dans 2\ ¢(Xo).

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

u 0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,

p:]0, T[xQ — R est la pression,

p est la densité du fluide,

@ :]0, T[xXo — R? correspond 2 la déformation des globules,

e(u) = (Vu +'Vu)/2 est le tenseur des déformations,



» Position du
probleme

P> Formulation
variationnelle

P> Discrétisation en
temps et en espace
» Approximation de
I'énergie de courbure
» L'algorithme

P> Contacts

P> Préservation du
volume et de la
surface des globules
rouges

P> L'algorithme final

Les équations

Au niveau du fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine et C.I. sur le
fluide et la déformation initiale des globules

Ou
"ot

Incompressibilité du fluide :

+ p(u.Vu) + Vp — div(pe(u)) = 0 dans 2\ ¢(Xo).

divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

u 0, T[xQ — R? est la vitesse du fluide,

® / est la viscosité du fluide,

p:]0, T[xQ — R est la pression,

p est la densité du fluide,

@ :]0, T[xXo — R? correspond 2 la déformation des globules,

e(u) = (Vu +'Vu)/2 est le tenseur des déformations,

> est la configuration de référence de la membrane.
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Simulations
numériques

Les équations

Au niveau de la membrane
Equilibre quasi-statique des forces :

() = A (Pineer) = ~[ue(u).n] + [pn].

Incompressibilité de la membrane :

0
% -1 = 0 sur ¢(Xo).

® J(p) =12 [ kIH? d¥ + 3 [z, W(Vp) d est I'énergie interne des
globules rouges,
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Simulations
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Les équations

Au niveau de la membrane
Equilibre quasi-statique des forces :

/ g
J () - E(pfnextT) = —[ue(u).n] + [p.n].
Incompressibilité de la membrane :

0
% -1 = 0 sur ¢(Xo).

® J(p) =12 [ kIH? d¥ + 3 [z, W(Vp) d est I'énergie interne des

globules rouges,

® DPinext :]0, T[XXo — R est la pression inextensible,
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Simulations
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Les équations

Au niveau de la membrane
Equilibre quasi-statique des forces :

() = A (Pineer) = ~[ue(w)n] + ]
Incompressibilité de la membrane :

0
% -1 = 0 sur ¢(Xo).

® J(p) =12 [ kIH? d¥ + 3 [z, W(Vp) d est I'énergie interne des
globules rouges,

® DPinext :]0, T[XXo — R est la pression inextensible,

® n est le vecteur normal sortant de la surface des globules,
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Les équations

Au niveau de la membrane
Equilibre quasi-statique des forces :

/ 0
J () - a_T(pinextT) = —[pe(u).n] + [p.n].
Incompressibilité de la membrane :

0
3_: -7 =0 sur ¢(Xo).

J(p) =1 [; kIHP d + 3 [z, W(Vp) d est I'énergie interne des

-2
globules rouges,

Pinext :]0, T[XXo — R est la pression inextensible,
® n est le vecteur normal sortant de la surface des globules,

® T est le vecteur tangentiel unitaire,
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Les équations

Au niveau de la membrane
Equilibre quasi-statique des forces :

/ 0
J () - a_T(pinextT) = —[pe(u).n] + [p.n].
Incompressibilité de la membrane :

0
3_: -7 =0 sur ¢(Xo).

® J(p) =12 [ kIH? d¥ + 3 Jz, W(V¢) d est I'énergie interne des
globules rouges,

® DPinext :]0, T[XXo — R est la pression inextensible,

® n est le vecteur normal sortant de la surface des globules,

® T est le vecteur tangentiel unitaire,

® [c| = Cinterieur — Cexterieur cOrrespond au saut a travers la surface des
globules.



Les équations

e Fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine :
povame " Ou :
——. Po; + p(u.Vu) + Vp — div(pe(u)) = 0 dans Q \ (o).
Incompressibilité du fluide : divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

® Membrane
Equilibre des forces :

(0) 2 (Pinee) = ~[ue(u)n] + [pon]

Incompressibilité de la membrane : g—: -7 =0 sur p(Xo).



Les équations

® Fluide
Navier-Stokes Incompressible et C.L. sur le bord du domaine :

» Position du
probleme 8 u

ot
Incompressibilité du fluide : divu = 0 dans Q \ ¢(Xo).

+ p(u.Vu) + Vp — div(pe(u)) = 0 dans Q \ (o).

® Membrane
Equilibre des forces :

(0) 2 (Pinee) = ~[ue(u)n] + [pon]

e 0
Incompressibilité de la membrane : 8_u -7 =0 sur p(Xo).
T
e Couplage Vitesse du fluide = Vitesse de la membrane

de _
p =uop.



Formulation variationnelle

Déterminer la vitesse u, la pression p, la déformation ¢, la pression membranaire
Pinext telles que pour toutes vitesse test v, pression test g et pression membranaire
test (jpext, ON ait :

P Position du
probleme
»Forin / P+ plu Ul = (V- v)p + 2e(w) - (v)d

P> Discrétisation en
temps et en espace

» Approximation de + (J/(Lp)v vo LP) + / (T :
pX

I'énergie de courbure

dQ
Ov _
7)pinext o@ ldz =0,
or

» Lalgorithme

P> Contacts

P> Préservation du
volume et de la
surface des globules

rouges Ou
P> L'algorithme final / (T . —) Qinext © (p_l dy = 07
5 or

Incompressibilité du fluide :

Incompressibilité de la membrane :

Il
o

/Q(V -u)qdQ2

t | Op uo
et couplage : - — .
plag ot ¥
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Discrétisation en temps

En définissant X" :] — oo, 0o[xQ — Q par :

X"(0,x) = x pour tout x € Q,
aa—xt"(t,x) = u"(X"(t,x)) pour tout (t,x) €] — 0o, 00[xXQ

notre schéma consiste alors a résoudre la suite de problemes suivants :

Trouver u"t1, "1 prtl et pzq*e'it telles que pour toutes fonctions test v, q et

Qinext *

n+l _ . n Xn
/ pﬁv —(VV)p" ! 4 2ue(u™) - g(v)dQ
Q At

ov
H e vo e+ [ (750 Yonk o (o) Hax =0,

duntt m—1 1
/ T Qinext © (")~ HdE =0, /(Vu )adQ =0,
> T Q

avec, en discrétisant I'équation de couplage : "1 = " + Atu"t1.
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Discrétisation en espace

Déformation
optt = ¢lément fini Py sur un maillage SP

1 414 -
Pinext.n = €lément fini Po

Fluide
uptt = élément fini P1-bulle sur un maillage 7,"

pptt = élément fini Py sur un maillage 7,

Remaillage

A chaque itération, on remaille 2 de sorte que le maillage
Sl = ¢"(S?) des membranes déformées soit un sous-maillage de 7,".
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Approximation de I'énergie de courbure

Pour un élément fini P1, I'énergie de courbure

1 dzc,o2
= — k|l—| dX
J(e) 2/20 \dsz

est infinie. On approche le terme d'énergie de courbure a I'aide de
splines cubiques par

Jnlps) = inf J(®p),
h(#h) . (®h)
D, (x)=0,(x)

ot (x;); décrit I'ensemble des sommets du maillage S de ¥o.
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Un Algorithme de base

Initialisation de la vitesse initiale u® du fluide et de la
déformation ¢ des vésicules,

On résout la formulation variationnelle afin de déterminer la
n+1

vitesse uy ™,
On détermine la nouvelle position des vésicules
n+l _  .n n+1 n
pn = @pt AtugT o ",

On remaille le domaine Q.
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Simulations
numériques

Contacts

Dans un fluide visqueux, Brenner (1961) puis Maude (1961) ont
étudié le mouvement d'une sphere. Cox (1974) s'est intéressé au
cas de deux solides lisses de forme quelconque.

Deux particules peuvent entrer en contact.
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Contacts

Dans un fluide visqueux, Brenner (1961) puis Maude (1961) ont
étudié le mouvement d'une sphere. Cox (1974) s'est intéressé au
cas de deux solides lisses de forme quelconque.

Deux particules peuvent entrer en contact.

Pour les modeles simplifiés, pas de collision en temps fini.
Vasquez et Zuazua (2006) I'ont montré pour un probléme en
dimension 1. Hillairet (2007) et Hesla (2005) I'ont étudié en
dimension 2 lorsque la particule et le plan sont lisses et le fluide
est de Navier-Stokes.
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Contacts

Dans un fluide visqueux, Brenner (1961) puis Maude (1961) ont
étudié le mouvement d'une sphere. Cox (1974) s'est intéressé au
cas de deux solides lisses de forme quelconque.

Deux particules peuvent entrer en contact.

Pour les modeles simplifiés, pas de collision en temps fini.
Vasquez et Zuazua (2006) I'ont montré pour un probléme en
dimension 1. Hillairet (2007) et Hesla (2005) I'ont étudié en
dimension 2 lorsque la particule et le plan sont lisses et le fluide
est de Navier-Stokes.

Numériquement des contacts peuvent apparaitre.
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Contacts

Numériquement des contacts peuvent apparaitre.
Différentes méthodes ont été utilisées :

o raffinements locaux de maillage et du pas de temps.
Inconvénient : colit de calcul important.

e introduction de forces répulsives lorsque les particules
commencent a se chevaucher.
Inconvénient : fortes contraintes sur le pas de temps
utilisé, pas forcément en accord avec la physique.

e méthode de pénalisation et projection de la vitesse sur un
espace de vitesses admissibles.
Avantage : permet de traiter les cas denses.
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Contacts

Pour la simulation numérique entre des solides déformables, on va
ajouter une étape de projection afin d'éliminer les intersections. A cet
effet, de nouvelles contraintes imposant une distance minimale ¢
entre les vésicules et/ou le bord du domaine sont ajoutées : on
calcule la déformation "1 € A, . telle que :

d(o™ ™Y = inf ~n+1
(", ") o (e, ")

ou QZ"H ="+ Atu"l o ", A . est I'ensemble des déformations
admissibles.

On résout par un algorithme d'Uzawa une suite de problémes
convexes (méthode introduite par Pantz).
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Préservation du volume et de la surface des globules rouges

L'étape de projection est modifiée et I'on calcule la déformation ¢™+!
en résolvant :

de"™e" ) = inf  d(p, "
(¢ ) oA (")

ou Vf,d est I'ensemble des déformations IP; inextensibles avec volume
prescrit.

On résout le probleme de minimisation sous les contraintes
d'incompressibilité de la membrane :

12" (xi11) — " ()| = Ixig1 — xil

et sous la contrainte volumique :

1 ~n+1 d¢n+l
- N ——d¥Y =V
2 /):0 ® dr 0

ou Vj est le volume initial.
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Nouvel Algorithme

Initialisation de la vitesse u® du fluide et de la déformation ¢°
des vésicules,

On résout la formulation variationnelle afin de déterminer la

vitesse uf !,

On détermine la position des vésicules avant projection

P =@+ At o,

On corrige la position des vésicules par I'étape de projection
grace a un algorithme d'Uzawa. Ainsi on vérifie les contraintes
de non-contact, conservation du volume et de la surface (calcul

de (Pz+1)'
n+1

On remaille le domaine € de sorte que ¢} (%) soit un sous
maillage de 7,"*! (maillage du domaine recalculé).
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New_Single_Vesicle_Without_Hydroforces.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)


Mouvement stationnaire de chenille de char
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Sur I'ordinateur :



Shear_1RBC.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Au microscope :

Mouvement de tumbling

Sur I'ordinateur :



Tumbling2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Au microscope :

Sur I'ordinateur :

A travers des petits capillaires




Canal_4RBC.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)


A une intersection




Intersection_Scaling.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)


Conclusion

» Pour le controle de la qualité des calculs en mécanique
des solides :

e obtention, analyse et implémentation sous Getfem++ d'un
estimateur d’erreur pour le probleme de I'élasticité linéaire
par la méthode XFEM,

e obtention, analyse et implémentation sous Cast3m des
estimateurs d’erreur a posteriori pour le probleme de
Signorini avec frottement de Coulomb,

e obtention et analyse de I'existence et de I'unicité du
probleme de Signorini avec frottement de Coulomb
discrétisé par une méthode hybride de stabilisation ne
nécessitant pas de condition inf-sup,

e obtention et analyse des estimations d’erreur a posteriori
pour le probleme de Signorini avec frottement de Coulomb
discrétisé par une méthode hybride de stabilisation ne
nécessitant pas de condition inf-sup,

e formulation du contact pour le probléeme d’élasticité pour
la méthode XFEM et obtention d'une estimation a priori.



Conclusion

» En mécanique des fluides :
e analyse et simulation numérique sous Freefem-++ des
contacts pour les globules rouges en dimension 2 évoluant
dans un fluide régi par les équations de Navier-Stokes.



Conclusion

» En mécanique des fluides :

e analyse et simulation numérique sous Freefem-++ des
contacts pour les globules rouges en dimension 2 évoluant
dans un fluide régi par les équations de Navier-Stokes.

» Pour la partie inéquations variationnelles :

e étude du comportement asymptotique des solutions
d'inégalités variationnelles d'évolution lorsque des
parametres physiques tels que le coefficient de frottement
ou la compliance normale tendent vers 0.
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