TABLE DES MATIERES

Table des matieres

1 Introduction

2 Optimisation sans contraintes

2.1 Conditions d’optimalité .
2.1.1 Notations
2.1.2  Conditions d’ ov?Bm_;o

2.2 Méthodes d’optimisation dans le cas différentiable
2.2.1 Méthode de la plus forte pente .
2.2.2  Méthode du gradient conjugué
2.2.3 Méthodes de type Newton

2.3 Autres méthodes
2.3.1 Méthode de relaxation

2.3.2  Méthode de sous-gradient pour les fonctions convexes

3 Conditions d’optimalité avec contraintes
3.1 Ensemble des contraintes .
3.2 Contraintes d’égalités .
3.2.1 Conditions d’optimalité du premier ordre .
3.2.2 Conditions d’optimalité du deuxiéme ordre .
3.3 Contraintes d’égalités et d’inégalités .
3.3.1 Conditions d’optimalité du premier ordre .

3.3.2 Conditions d’optimalité du deuxiéme ordre .

4 Optimisation avec contraintes, méthodes directes
4.1 Méthode de relaxation
4.2 Méthode de projection
4.2.1 Rappels
4.2.2  Projection sur I’ osmoﬁ_u_m mom contraintes

27
27
29
30
32
33
33
37

38
38
39
39
39

TABLE DES MATIERES

4.3 Méthode des surfaces actives .
4.3.1 Cas général
4.3.2 Cas des contraintes linéaires
4.4 Méthodes de pénalisation .
4.4.1 Pénalisation extérieure
4.4.2 Pénalisation intérieure

4.5 Méthodes utilisant la résolution des oozm_:osm KKT.

5 Optimisation avec contraintes: méthodes duales

5.1 Probleme primal et probleme dual .
5.2 Algorithme d’Uzawa
5.3 Lagrangien augmenté .

41
41
43
45
45
48
50

52
54
56
57




Chapitre 1

Introduction

Un probléme d’optimisation est un probleme de la forme

P Trouver T tel que
f(2) < f(x) Vees,

— f X v R est une fonction définie sur un espace vectoriel normé X. Elle
est appelée fonction objectif, fonction coit, critere,

- S CX,S #0, est 'ensemble des contraintes du probléeme, souvent défini par
des égalités ou des inégalités.

La valeur f(z) (si elle existe) est appelée valeur minimale ou minimum, et par abus
de langage on dit que z est un minimum de f sur S.
Remarque: si on on a un probleme de maximisation, il suffit de changer f en —f.

Exemple: Soit une membrane élastique horizontale fixée sur le bord I' d’un ouvert
Q C R% La membrane est repérée par sa position: z = u(z,y).

-

1
Deux forces s’exercent sur cette membrane, une force F' et la réaction T':

F = fd
T = Aud
. u  0*u - . .
ou Au = el + ®|,cm est la courbure de la membrane et d le vecteur unitaire vertical.

A Téquilibre, on a F+T= 0, ce qui donne:
—Au = fdans Q
u = Osurl.

La théorie des équations aux dérivées partielles nous dit que v minimise dans H{(Q)
I’énergie

J(u) = W \b_QSMI%:&.ﬁ
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ainsi u est solution du probleme sans contraintes:

{Temh)

Considérons maintenant le cas ou un obstacle est placé sous la membrane, repéré
par z = s(z,y). Le probleme devient alors solution du probleme avec contraintes:
min J(u)
u € H}(Q)
u(z,y) > s(z,y)
Ces problemes peuvent étre résolus par une méthode d’éléments finis. Les valeurs

nodales U;, 1 <1 < N, qui sont les valeurs de u en chaque noeud intérieur d’un
maillage du domaine €, sont solution dans le premier cas du probleme

~
.Ikc‘.o,lm.c,
%wa;ﬁ;
ol (AU,U) représente une approximation de %b |[Vu|?dz et (B,U) une approxima-
tion de [, fudz.
Avec obstacle, le probleme discretisé devient :
min 3(AU,U) — (b, V)
Uizsi, 1<i<N
ol s; ~ sz, i)
De tels problemes ameénent les questions suivantes :
Q1) existe-t-il des solutions? si oui, a-t-on unicité?
Q2) peut-on déterminer des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité?

Q3) comment trouver ces solutions? quels algorithmes?

Q4) existe-t-il au moins des suites minimisantes, c.a.d. des suites (z,), non forcé-
ment convergentes, mais qui vérifient :w: f(zn) = minimum de f?
n—+oo
Q5) quelle est la sensibilité de la solution par rapport a de faibles variations des
données f et S?
11y a peu de cas ou I’on sait répondre a la question Q1. Voici quelques exemples.

Théorémes d’existence:

Exemple 1 (Théoréme de Weierstrass) Soit K un compact de RY, et f une
fonction continue de K dans R. Alors il existe © € K tel que

f(2) < fla) Vac K.
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Exemple 2 Soit f : RY —s R une fonction continue, et S C RY un fermé non
vide.
On suppose que f est coercive, c.a.d. lim  f(z) = +oo.

|z|—=400
z€S

Alors il existe z € S tel que f(z) < f(z) VzeS.

Rappelons les propriétés suivantes sur les fonctions convexes (cf. cours d’analyse
fonctionnelle):

Propriété 1.1 Toule fonction convexe sur un ouvert conveze de RY est continue.

Propriété 1.2 Toute fonction convexe sur un ouvert conveze C' de RN admet en
tout point a € C un hyperplan d’appui : il existe h € RN tel que

f(z) = f(a) > h(z —a) VzeC.

Si Vf(a) existe, alors h est unique et h = V f(a).

Théoréme d’unicité:

Exemple 3 Soit f une fonction coercive et strictement convexe sur RYN. Alors f
admet un minimum global unique, c.a.d. il existe un unique x € R tel que

f@) < f(z) VzerY

Remarque: c’est le cas particulier des fonctions du type:
1
flz)= Mm&é — b

ot by z € RV, et A € My(R) est une matrice symétrique définie positive (SDP).
Minimiser f équivaut alors & résoudre le systeme Az = b. On rappelle qu’une matrice
symétrique A € My (R) est dite définie positivesi Az.z >0 Vaz # 0, et semi-définie
positive si Az.z >0 Va.

Dans ce cours, on traitera surtout des questions Q2 et Q3.

Chapitre 2

Optimisation sans contraintes

Ce chapitre est consacré au probleme suivant :

Trouver z € RY tel que
P{ @) < flz) Vaerd
fF:rY >R

2.1 Conditions d’optimalité

2.1.1 Notations

Le produit scalaire usuel de deux vecteurs z = (zy,..., zn) ety = (y1,..., yn

de RY est noté z.y, et la norme associée est notée |z|:

N
ey = Y wys,
i=1
N 1/2

> at

i=1

Soit f : BN — R une fonction de classe C'. Sa différentielle Df(a) € L(RY)
est donnée par

J
%&m ’

Df(a) = (0 f(a),...,Onf(a)), ot O; =
avec pour h € RV:
N
Df(a)h = Mumaév hi.

Soit ((, )) un produit scalaire sur RY. Par définition, le gradient de f au point
a par rapport & ce produit scalaire est I'unique vecteur Vf(a) € RN qui vérifie:

[(Vf(@),) = D@k
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Dans le cas particulier du produit scalaire usuel de RY, on a

01f(a)
Vi(a) = :
Onf(a)

Pour le produit scalaire usuel de RV, on a V f(a) = D f*(a):

Df(a)h = Vf(a).h

De méme, la dérivée seconde est une forme bilinéaire: si f est deux fois dérivable

D*f(a) = A¥v

au point a, on a:

=1,.N
et pour h,k € RV,

D?f(a) (h, k) = M wmwﬁ ik;

i,j=1

D’apres le théoreme de Schwartz, D% f(a) est symétrique.

Le Hessien V?f(a) est 'unique matrice qui vérifie:

[(V2f(a) h,k)) = D*f(a) (h,k) ¥ h,keRY

Dans le cas du produit scalaire usuel, on a

V*f(a) = D*f(a)
D*f(a) (h,k) = V3 f(a)h

2.1.2 Conditions d’optimalité

On dit qu’un point @ € B est un minimum local de f sur RV 'il existe ¢ > 0
tel que
fla) < f(z) Vz € B(a,e),
ol B(a,¢) est la boule de centre a et de rayon e. 1l est dit minimum local strict si
I’inégalité est stricte pour z # a, € B(a,¢).

Proposition 2.1 (Condition nécessaire) Soit a un minimum local de f sur
RY. On suppose que f est dérivable au point a. Alors V f(a) =

Si f est deuz fois dérivable au point a, alors V2f(a) est une matrice semi-
définie positive.

OPTIMISATION SANS CONTRAINTES 8

Remarque: la condition n’est pas suffisante. Contre-exemple: f(z) = z° en a = 0.

Démonstration

Montrons le premier point (par I’absurde). Supposons que V f(a) soit non nul. On a
fla =1V f(a)) = f(a) = 1V f(a).V f(a) + Le(t)

avec £(t) v 0 . D’oli, en tenant compte de |V f(a)[? > 0, on a pour ¢ petit et
t>0:

fla+1Vf(a) = f(a) = t(e(t) - [Vf(a)]*) <

ce qui contredit le fait que @ soit un minimum local. n

Proposition 2.2 (Condition suffisante) Soit @ un point ot f admet une
dérivée seconde, et tel que:

1) Vf(a)=
2) V%f(a) est définie positive.

Alors a est un minimum local strict.

Démonstration On a

flath)=fla)+¥Vf(a)ht5 qmiail_a_nmﬁs

Io

avec e(h) —» 0. Le Hessien V2 f(a) est SDP, donc ses valeurs propres sont réelles

h—0
et strictement positives. Soit @ > 0 sa plus petite valeur propre. On a V2f(a)h.h >
alh|?, d’ou
o
flath)=f@) 2 P (5 +em)
———
>0 pour A petit
et @ est bien un minimum local strict. [ ]

Remarque: cette condition n’est pas nécessaire. Contre-exemple: f(z) = z*ena = 0.

CAS DES FONCTIONS CONVEXES :
Rappels :

1. Soit f une fonction convexe sur un convexe C' de RY. Si @ € C est un minimum
local de f sur C, alors @ est un minimum global.

2. Si f est une fonction de classe C? sur RV, alors:
f est convexe & V?f(z) est semi-définie positive Va € RV.
f est strictement convexe < V2f(z) est SDP  Vz € RY.
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Proposition 2.3 Soit f un fonction convexe sur RN. Si Vf(a) existe el est
nul, alors a est un minimum local (et donc global) de f sur RY (la condition
nécessaire est devenue suffisante).

Si de plus V*f(a)existe et est définie positive, alors a est un minimum global
strict.

Démonstration

- D’apres la propriété 2 des fonctions convexes, aplliquée ici avec h = Vf(a) = 0,
on a f(z)— f(a) > Vf(a).(z — a) = 0, ce qui prouve le premier point.

- Supposons de plus que V2 f(a)existe et soit SDP. On sait déja que @ est un minimum
local strict (proposition 2.2). Montrons que c’est minimum global strict.

Soit # # a € RN et d = = — a.. Pour ¢ petit, t > 0, on a f(a) < f(a + td). Or
a+td =(1—t)a+t(a+d) et f est convexe, donc f(a+1td) < (1—1t)f(a)+tf(a+d).
On en déduit que f(a) < (1 —1)f(a) +tf(z), c.ad. f(a) < f(z). [ ]

Exemple:
Soit f(z) = $Az.z — b.z avec A semi-définie positive. Les minima globaux sont tous
les points z qui vérifient V f(z)= 0, c.a.d. Az = b. Si A est SDP, la solution est

unique, et donne un minimum global strict.

2.2 Meéthodes d’optimisation dans le cas différen-
tiable

On peut distinguer au moins trois classes d’algorithmes d’optimisation, corres-
pondant & des approches différentes.
PREMIERE APPROCHE : elle consiste & diminuer la valeur du critére en cherchant
le long d’une "direction de descente” un point zz41 tel que f(zr41) < f(zg). On
appelle direction de descente au point z un vecteur d qui vérifie:

il existe e > 0 tel que 0 <t <e = f(z+td) < f(z).
Si f est différentiable et si V f(z)# 0, alors tous les vecteurs d # 0 tels que
Vi(z)d<0
sont des directions de descente. En effet f(z + td) = f(z) + ¢(Vf(z).d + £(t)) ol
Vf(z).d+ e(t) est du signe de V f(z).d pour [t| petit.
Les méthodes de descente consistent alors & choisir une direction de descente d,

puis £ > 0 tel que
Flzk +tedi) < f(z).

DEUXIEME APPROCHE : on cherche directement des points stationnaires, c.a.d. des
points ot le gradient s’annule. Pour résoudre V f(z) = 0, on emploie des méthodes
de type Newton.
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RV La condition V f(z) = 0 n’est pas suffisante, on peut tomber sur un maximum!

Ces deux approches donnent licu a un algorithme d’optimisation de la forme
suivante (avec t; = 1 pour la méthode de Newton pure):

2o € RY un point de départ ;
zx € BRY le point courant ;
si Vf(ze) =0
arrét de algorithme;
sinon déterminer
dj, € RN une direction ;
t; > 0 un déplacement dans cette direction;
ZTg41 = T + txdy le nouveau point courant.

11 est entendu que les tests du genre "si V f(z;) = 0”7 sont en fait programmés ”si
|V f(zk)| < eps”, ou eps est un parametre du programme.

TROISIEME APPROCHE : méthodes de région de confiance. Dans ces méthodes, on
choisit une approximation f(z) ~ f(z). Cette approximation dépend du point cou-
rant x, ce peut étre par exemple I"approximation par un polynéme de Taylor d’ordre
1 ou 2. On choisit ensuite 74 > 0 et on détermine dj qui minimise f(z; + dj) sous
la contrainte ||dy|| < ry. Cette boule {z, ||z — zi|| < 7%} est la région de confiance,
c’est & dire la région ol 'on a confiance en l'approximation de f(z) par Wﬁ&v Le
nouveau point devient alors

Tpy1 = T + dp.
Pour plus de détail, se reporter a [2, 7].
Remarque: en général,
- La premiere approche fait appel a la dérivée premiére de f,
- La deuxieme approche fait appel aux dérivées premiere et seconde de f,
- pour la troisieme, cela dépendra de ’approximation de f choisie. A priori, la
seconde approche (et éventuellement la troisicme) est donc plus coiiteuse en nombre
d’opérations. Nous verrons cependant des méthodes efficaces qui évitent le calcul de
la dérivée seconde.

2.2.1 Meéthode de la plus forte pente

Soit @ un point tel que Vf(a) # 0. On appelle direction de plus forte pente un
vecteur d € RY non nul qui minimise V f(a).d’ parmi tous les vecteurs & de méme
norme que d. Un tel vecteur est donné par exemple par

d= 1.4.\,?.&.

et c’est le seul qui a pour norme |V f(a)|.
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Démonstration
Soit d’ un vecteur de norme |V f(a)|. On a |V f(a).d'| < |Vf(a)||d'| = |V f(a)|?, avec
égalité ssi ' = £V f(a). On a alors

Vi(a).d = ~|Vf(a)* < V(a).d,
avec égalité ssi d' = d. [ ]
Cette direction est celle qui diminue le plus ’approximation d’ordre 1 du critére:

flatd) = f(a) + Vf(a).d.

A ce west pas forcément la ”"meilleure direction” (considérer le cas d’une vallée
allongée).

La méthode de plus forte pente s’écrit alors:

zo donné

itération & :

si Vf(ze) =0
stop

sinon
dy = =V f(x)
choix de t; > 0
Tpp1 = T + Ldy.

Théoréme 2.4 On suppose f de classe C', avec f(z) _ _‘v +oo  (i.e. foest
z|—+o00

coercive). On choisit 1y, tel que f(xp + tpdy) < f(zy +tdy) Vi > 0 (recherche

linéaire). Alors:

1) la suite (xx) est bornée (donc admet des points d’accumulation),

2) Tout point d’accumulation est un point stationnaire de f.

Remarques: 1. c’est une méthode de descente,
2. deux directions consécutives sont orthogonales.
Démonstration de la remarque 2:
Soit g : t — f(zx + tdy). Le nombre ¢ minimise g(t), donc ¢'(tx) = 0, c.a.d.

0= Q\Q»v = Q%AH» + ?A&»vﬁtﬂ = Q\A.N»;HV&NA = —dpy1.dg.

Démonstration du théoréme

1) D’apres ’hypothese de coercivité, il existe B > 0 tel que |z| > R = f(z) > f(zo).
De f(ax) < f(zo) Yk > 0 (méthode de descente), on déduit que |zx| < R et la suite
(zx) est bornée.
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2) Soit & un point d’accumulation : il existe une sous-suite (zn, )0 telle que

X:H.W &y, = &. Montrons par 'absurde que Vf(z) = 0.
—+00

Si Vf(z) # 0, on peut trouver ¢ > 0 minimisant la fonction ¢ — f(z — tV f(2)):
f@— 1V /(@) < f)
Par continuité, on a pour k assez grand:
f(@n, =tV f(za,)) < f(2).
La suite f(z) est décroisssante, d’oti, en utilisant la définition de ¢,,,,
%A.‘wv < %Aﬁ:x+~v = %A&:x + &E«&:L
< \,AS:» + w&:»v = .\AS:» - wQ.\,ﬁ&:»vv
< f(2),
ce qui est absurde. [ ]

CAS OU F EST STRICTEMENT CONVEXE:

Corollaire 2.5 On suppose de plus que f est strictement conveze.
Alors la suite (zx)is0 converge vers lunigue minimum global de f sur RN,

Exemple:

1
Reprenons la fonction f(z) = —~Az.z — b.z, ot A est SDP. On a dy = b — Az, et

]
1y = |dy|?/Ady.dy.

L’algorithme de plus forte pente est donc le suivant :

zo donné
itération & :
dy = —Az, +b
sidy =0

stop
sinon

|dx|*

ty = ——

Ady.dy,
Tpy1 = T + 1rdy

Cette méthode peut étre assez lente, surtout si la matrice A est mal conditionnée.
En posant By = A(zy — z).(z — 2) = ||zx — z[[3, on montre que (cf. cours analyse
numérique des grands systemes linéaires) :

2k

£ _
a

8
atl

E. < Eq

ou o est la plus petite valeur propre de A et 3 est la plus grande. On est donc
conduit a abandonner les méthodes de plus forte pente.
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2.2.2 Meéthode du gradient conjugué

Cette méthode a été introduite par Hestenes et Stiefel en 1952. Nous commengons
par le cas des fonctions quadratiques

f(z) = Wb&.& —ba

ou A est une matrice SDP. Le minimum de f est noté z, c’est la solution de Az = b.

L’idée générale est la suivante. Soit 2o € R un point initial. On suppose Azq —

b # 0. On pose

Ug = b&o -b
U = \..»ﬁo
i = Auy,

et on considere la suite des espaces de Krylov définis par
Uy, = Vect{uo, u1, ..., ur}
UCU C...CU,C...
Pour k& > 0, soit x4, le point qui minimise f sur le sous-espace affine zo + Uy.

Soit K = max{j; (ug,u1,...,u;) est libre}. On remarque que nécessairement K <

N -1

Lemme 2.6 L’algorithme ci-dessus converge en ezactement K + 1 ilérations:

TK+41 ”wq H»wmw <\Am K.

Démonstration
On a 2y € zo+Uy, donc zpyy s'éerit 24y = eo+MUWuo ¢;uj. Le point 24, minimise
f sur zq + Uy, donc la dérivée de f par rapport aux c; est nulle:

Q%A&x+uv;¢. = O“ u = Ou ey k. AN“:
D’autre part,

Vi(zrs) = Azgpr—b

k
Azo—b+ MU ¢;Au;

=0

k
= :Q+M CjUjp1-
=0

Compte tenu de la définition de K, on a ux41 € Uk, donc V f(zx41) € Uk. D’apres
(2.1) avec k = K, Vf(zk41) est orthogonal a I'espace Uk, donc V f(zxy1) = 0,
ca.d. Az —b =0, et zx41 = z. En utilisant le fait que la famille vz, 0 <k < K
est libre, on montre alors que V f(z) # 0 pour 0 <k < K. ]
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Probleme: Comment calculer x4 a partir des points précédents? Pour cela, nous
commencons par étudier quelques propriétés de la suite (z)) engendrée par 1'algo-
rithme. Posons

Tk

Vf(zx)

D\n = Tk+1 — Tk
On arppy = Azpyr — b= AAL + Az — b, ie.
Th+1 = Tk + \»D» Awmv

Par construction, on a Ay € Uy, et AA, € Upy1. De ro = ug et (2.2), on déduit par
récurrence que 7y € Uy, pour tout k£ > 0.

L’optimalité de 2441 se traduit par (cf. (2.1)):
rep1y =0 Vy el (2.3)

et en particulier rpyq.7; = 0 pour 0 < 7 < k, ce qui signifie que

la famille (r;);>0 est orthogonale. _

Onarg =r+AA et Aj € U; C U (j < k), et avec (2.3), on obtient pour
<k
0= 36+H..\V.N, = jn:Dm. + \»Dw.bu =0+ \»Dw.p&
d’ot AAL.A; =0 pour 0 < j < k ce qui signifie que

la famille (A;) ;50 est A-conjuguée. _

La matrice A est symétrique donc pour 0 < j <k —1, on a avec (2.2):
0= \»D»DN = D»\»DN = D».A%\+~ — %\v
donc
.\Vg?jnlu =...= D».J =...= .\V»;\.o.

Ces nombres ne dépendent pas de j, on les note ay:
Q\n”D\n.i& <m. HM,NM\A|H

Ces relations vont nous permettre d’obtenir des relations de récurrence permettant
de déterminer x4q.

On a rg4p = 0 (car zx4 est solution), et 7, # 0 Vk < K (car z; n’est pas
solution).
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Donc (rg,...,7%) est une base orthogonale de U pour tout & < K. D’autre part, on

a Ay € Uy, donc Ay, s’écrit sous la forme

k k
s
Ay = =a; 2
2 2T
d’ot la relation de récurrence:
w _ Ay 4 Tk )
ar opoy ||l
1l reste a calculer les oy, :
Posons A
k
i =0
3 o (g-1 )
On a donc
Tk
Q= qr—1 + .
[I7&|
De (2.2) et (2.3) on déduit que (ry + AAg).re =0 et
N».\V».i» =
apAgery =
ar =
La relation de récurrence cherchée est donc
Tpyp1 = Tp+ D=2+ g
+ ok( + i)
= T t+oar Gk—-1)-
[lrxl?

Pour des raisons de stabilité numérique, on effectue le changement de variable
suivant :

de = —|lrelPa

ay, el
o= =
(7] Ady.ry,

On a alors avec ce changement :
||l [?
Tppr = T+ =1k + T dk-1)
[Ire—all
= x4 + tpdy.
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L’algorithme s’écrit donc:
2o € RY donné, dy = —V f(zo) = b — Az,
tant que V f(zx) # 0, calculer
VSl _ IVl
\»&»4.\_“&@ b&».&w
Tpyr = T + pdy
V(1) = V(zr) + tpAdy ,
IV £ (@ean)|
diy1 = —Vf(z o
b = V) G T
Théoréme 2.7 L’algorithme ci-dessus converge en au plus N itérations. La so-
lution est le point k41 ou Uindice K correspond & la premiére occurrence d’un
gradient nul: V f(zg41) = 0.

e =

dy.

Le nombre d’opérations a I'étape k est 2N2 + O(N) (un produit matrice vecteur
et des produits scalaires), soit en tout au plus 2N? opérations. Cette méthode peut-
étre vue comme une méthode directe, plus coiteuse toutefois qu’une factorisation

N3 , . . s
de Cholesky AQA,% opérations). Mais cette méthode est plus stable pour les grands
systémes creux, surtout si I'on utilise un préconditionnement de la matrice A (cf.
cours grands systémes).

Si A n’est pas SDP, il existe une méthode voisine : le gradient biconjugué.
GENERALISATION A DES FONCTIONS NON QUADRATIQUES
Localement, une fonction f suffisamment réguliere s’écrit

fle +h) = f(2) + Vi()h + 5T @)hh+ o),

et est "proche” d’une fonction quadratique. En utilisant la direction de descente du
gradient conjugué, on obtient les deux méthode suivantes:

METHODE DE FLETCHER-REEVES (1964)

2o donné

&o = |4.\.A.‘~uou

pour k > 0, tant que Vf(zx) #0
déterminer ¢, minimisant f(zy +tdy), t >0
Tppr = 2f + 1t di

diyr = =V f(zp) + IV J (zx :__m&Nn

IV 7z

VARIANTE DE POLAK-RIBIERE (1969)

VI (@rn)- (VI (@rn) = V@)
[IVf(=z)l?

Lorsque f est quadratique, ces deux algorithmes coincident avec le gradient conju-

gué.

diy1 = =V f(zp) + k-
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2.2.3 Meéthodes de type Newton

Pour trouver un minimum local de f, on cherche directement des points station-
naires, i.e. des points z tels que V f(z) = 0. En posant F(z) = Vf(z), on est amené
a chercher les zéros d’une fonction F' : RY —3 RV,

RV On peut aussi tomber sur un maximum local de f, ce n’est pas forcément une
méthode de descente.
Méthode de Newton pour résoudre F(z) =0
Soit une fonction F' : RY —s RY. Etant donné un point 2, € RY, on a:
F(z+d) = F(zy) + DF(z1)d + o(d).

Puisqu’on cherche d tel que F(z; + d) = 0, un bon choix pour d est de prendre
d = dj défini par

mq_ﬁﬂwu + bmﬂﬁﬁwv&w =0,
ce qui donne I'algorithme suivant.

Algorithme de Newton :

2o donné

pour k >0, si DF(z) est inversible, résoudre
Uﬁﬁ&wv&w = JN.JAH»VW

Tpp1 = T + dp.

Théoreme 2.8 (Convergence locale de la méthode de Newton)

Soit F : BN — BN une fonction de classe C' et z € RN tel que F(z) = 0. On
suppose que DF(z) est inversible, et que DF' est Lipschitzienne, c.a.d. qu’il existe
L tel que || DF(z) — DF(2')|| ¢~y < Ll|z —2'||gn pour toul et 2’ dans RY. Alors
il existe 7 > 0 tel que la suite (zy) définie par zo € B(z,r) et

Tp41 = T — Umuﬁ&avlmmum&av

reste dans la boule B(z,r) et converge vers z. De plus, la convergence est quadra-
tique : il existe ¢ tel que

ks — 2[| < cllzs — 2| VE>0.

Démonstration
Par continuité de det (DF), il existe R > 0 tel que DF(z) soit inversible sur B(z, R).
Soit

M= sup :bﬁlﬁ&u__h:mzv.

z€B(z,R)
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Soit o € B(z,R). On a

Ty — z = Tg — z — bmuﬁﬁovlmAm‘JA&ov — TJA.‘M‘VU
= —DF(z0)(F(20) — F(z) — DF(z0)(z0 — ))

4
avec
1
A = \ DF(z + t(z0 — 2)) (w0 — 2) — DF(0)(z0 — 7) dt
0
1
Al < [NIDF( +t(eo - 2)) = DF(eo)l 120 ~ o d
0
1
< \ Ll||z + t(zo — ) — zo|| ||zo — || dt
4
= h\ (1 —1) ||zo — z||*dt
L
= Dja o,
d’ou
L
[z —z|| < .SM__&Q —z|[%
Prenons o < 1 et 7 = amin{35, R}. On a alors, si |[zo — || <7,
[lz1 — 2| < o [|zo — 2.
Par récurrence, la suite (z;) reste dans la boule B(z,r) avec
llzx — 2] < o ||zo — 2],
ce qui prouve la convergence. u

Méthodes de Newton approchées
Appliqué a F(z) = V f(z), la méthode de Newton s’écrit :
erp = 2 — V2 f(2x) TV f(2r).

Inconvénients: A chaque pas, on doit:

- calculer de V2f(zy),

- résoudre un nouveau systeme,

- bien que I'on espeére que V2f(z) soit SDP (condition suffisante d’optimalité), il
n’est pas sir que V2f(z;) soit SDP, et I'on n’a pas forcément une méthode de
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descente (on peut vérifier que si H est SDP et si Vf(zx) # 0, alors —HV f(zy) est
une direction de descente).

Solutions envisageables :
- utiliser la méme matrice pour plusieurs itérations (avec factorisation LU, Cholesky,

)

- approcher V2f(z;) (ou méme V2f(z;)~!) par une matrice plus simple et SDP.

Théoréme 2.9 Soit f une fonction de classe C* et T un minimum local. On
suppose que V2f(z) est SDP. On se donne une suite de matrices (Ag)iso (pas
Jorcément distinctes) et A < w tels que

A
V(% _
s = V1@ < Torre

Alors il existe v > 0 tel que la suite définie par

zo € B(z,r)
zpp1 = xp— ANV ()

soit contenue dans B(z,r) et converge vers T géométriqguement, i.e il existe 8 < 1
tel que

||z —2)l| < B [Jeo — 2

Ce type de méthode se met en fait sous la forme suivante:

e choix de z¢ et d’une matrice Hy qui soit SDP (par exemple Hy = I),
o A Tétape k:

— choix de la direction : dy, = —HV f(zy),

— recherche linéaire: trouver t; > 0 tel que f(zy + txdi) < f(zk),

— Tpy1 = Tp + Lpdy,
~ si Vf(zr41) # 0, déterminer Hyyq.

Ici, t,Hy joue le réle de Ap', et est donc censé approcher linverse du Hessien
4&\?&&.
On impose deux conditions sur la réactualisation des matrices Hy :

1) Hj doit étre une matrice SDP, ce qui assure que dj, est une direction de descente

si Vf(zx) #0,
ii) Hepr(Vf(2re1) = VI(2x) = 2p1 — 25
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La deuxiéme condition est imposée du fait que I'inverse du Hessien qu’est supposé
approcher Hy,; vérifie cette méme propriété : si on effectue un développement limité
de Vf(z) au point 2441, 0n a

Vi(xr) = VI(@re) = V2 f(@r41) (@ — Thpr) + o(k — 2p41),

d’ou
V2 f(2r41) " (VF (@41 — VI (28)) ~ Bry1 — 2
11 existe différentes méthodes de mise a jour de Hy, notamment du type:

Hyyy = He + Dy,

ou Dy, est une matrice de rang un ou deux. Les deux méthodes les plus utilisées sont
les suivantes.

Méthode DFP (Davidson, Fletcher, Power 1959-63)

Ay 'Ay  Hpop'opHy
D».Q» mwQ.N?Q.»
Ap = Ty — g,

V f(zr41) — Vf(zx).

Hyyn = Hp+

’

Ok

Proposition 2.10 On suppose V f(z;) # 0.

i) Si Hy est SDP et si t, minimise f(zp — t He Vf(zx)) pour t > 0, alors
Q.w:Dx > 0.

i) St Hy, est SDP et si 0p. A, > 0, alors Hyyy est SDP.
SQ mw+~ O = Dw.

Démonstration
i) Par définition, ¢, minimise ¢ + f(zp — ¢ HiV f(z1)) donc sa dérivée est nulle en
33 et

oAy = Q\A&i_v.?»t - .ﬁnv - dxﬁyxgxt - a&

=V f(zr)(@ps1 — zx)
= anbmA.@»u,m»q,\.A&i > 0.

i) Soit  # 0. On a

Aba.&vm Amwo.\?&vm
H, .z = Hyz. _.
k&2 kT + Dw.Q# mwo.».o.» ’
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qui est bien défini car 0. A > 0 et Hy est SDP. Posons u = mM\mﬁ etv = EM\MS?

On a
(Ag.z)? B (uv)?

H = ’ Tl
e = [P+ R e
i — (ww)? +AD».§M >0,
Ag.0p
N e’
>0

>0 d’apres Cauchy-Schwartz

Le premier terme du second membre est nul ssi u et v sont colinéaires, auquel cas
le second terme est strictement positif. Si le premier terme est non nul, alors le tout
est aussi strictement positif.

iii) Simple vérification. [ ]
Méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shannon, 1969-70)

Si dans DFP, on intervertit o et Ay, au lieu d’avoir Hyy10p = Ay, on définit une
suite Gy, qui vérifie G412, = o, qui est 'inverse de la relation souhaitée. C’est donc

G7' qui nous intéresse comme approximation de 'inverse du Hessien. En inversant
la relation DFP, on obtient alors la formule suivante (avec Hy = G¢'):

AD» AQ.»mb + me.» ava .

.D\?Q.» Q.»:D»

Hyoy. AR A 1
Hypy = H + ? + kT Sﬂv k Tk
Q».Dx

Proposition 2.11 Si H, est SDP et si 0. A > 0, alors Hyyy est SDP. |

Cette deuxieme méthode est considérée aujourd’hui comme étant la plus perfor-
mante.

Méthode de Gauss-Newton

Cette méthode s’applique aux problemes de moindre carrés, ou I’on cherche a mini-
miser une fonction de la forme
I & , 1
flz) = MM:A& = 5llr(2)

=1

%

On suppose que 7 est de classe C* de R dans R™, et 1’on note J(z) = Dr(z) la
Jacobienne de r. Le gradient et la Hessienne de f sont donnés par

Vi(z) = J(z)'r(2)

V() = I )+ Y i) Vi)
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La méthode de Gauss-Newton consiste a appliquer la méthode de Newton en igno-
rant le second terme de la Hessienne de f. Ceci présente I’avantage de ne pas avoir

a calculer les dérivées secondes de r, et se justifie si les termes 7;(z)V?r;(z) sont
négligeables, soit parce que r;(z) est proche de 0 (ce que 'on espere réaliser), soit
parce que les variations secondes de r sont faibles. L’algorithme de Gauss-Newton
est donc le suivant :

e choix de zg,
o A Tétape k:
— calcul de la direction par résolution du systéme
J(ze) T (2p)dy = —J(2) ()

— recherche linéaire: trouver ¢ > 0 tel que f(zp + tpdy) < f(zx)
© Thpr = Tk + ledi
— test d’arrét.
Remarquons que si la matrice J(zy) est de rang N (ce qui suppose m > N), alors

la matrice J(z4)?J(z4) est inversible et le systeme linéaire ci-dessus a une solution
unique. Dans ce cas, dj est une direction de descente si V f(zy) # 0: en effet, on a

Q\A&wv&x = .NA&S%?A&V.&» = J.NASL\N_.NA&S&».&» = J:.NA&&&“__M M 0

avec égalité ssi d, = 0, ce qui n’a pas lieu si V f(zy) # 0.

Méthode de Levenberg-Marquardt
11 s’agit 1a d’une variante de la méthode précédente, ou la résolution de
J(e) I (xp)dy = —J (2)Tr(2)
est remplacée par celle d’un systéeme de la forme
(J(ze) (i) + M D)di = —J (25) (k)

avec A; > 0. Cette modification est apportée lorsque l'on est pas certain que la
matrice J(zx)?J(zx) soit inversible. Cependant, comme celle-ci est au moins semie-
définie positive, la matrice J(z4)"J(xx) + AxI sera inversible (car symétrique définie
positive) pour tout A > 0. Dans ce cas, on peut vérifier ici encore que dj est une
direction de descente si V f(z) # 0, et de plus tend vers la direction de plus forte
pente lorsque A tend vers I'infini. Tout I’art consiste alors a choisir ce A de la
maniere la plus efficace, on pourra pour cela consulter [5, 7]. Cette méthode peut
par ailleurs s’interpréter en terme de région de confiance.
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2.3 Autres méthodes

On s’interesse ici aux cas ou f est non différentiable, ou bien est différentiable
mais V f(z) n’est pas disponible. 1l est fréquent par exemple que I’on ait & minimiser
des fonctions du type f(z) = max fi(z). De telles fonctions ne sont pas partout

13

différentiables, méme si chacune des fonctions f; est différentiable. Par contre, si
chacune des fonctions f; est convexe, alors la fonction f est aussi convexe. Cette
section est essentiellement consacrée au cas des fonctions convexes.

2.3.1 Meéthode de relaxation

Cette méthode consiste a prendre comme directions de descente les vecteurs de
la base canonique (€;)Y5" de maniére cyclique (variante: on change de base & chaque
cycle par rotation des axes, c’est la méthode de Rosenbrock).

L’algorithme est le suivant :

2o donné

Tpp1 = T + Ldy

dy = ep, |k] = kmod N

t; minimise t — f(zx + tdy).

Proposition 2.12 Si A une matrice SDP et si f(z) = wh&..e + bz + ¢, alors
Ualgorithme ci-dessus converge.

Remarque: dans ce cas, on constate qu’un cycle de cette méthode correspond a la
méthode de Gauss-Seidel appliquée a la résolution de Az = —b.

2.3.2 Meéthode de sous-gradient pour les fonctions convexes

Définition 2.1 Soit f une fonction conveze sur RY. On appelle dérivée direction-
nelle de f dans la direction d € RN le nombre

Fe,d) = Tim L@ = F@)

=0 t
>0

Rappels:
Soit g convexe sur R, a < b < ¢, on a:
9(b) —g(a) _ g(c) —g(a) _ g(c) —9(b)
b—a ~ c¢—a ~ c¢—b ’

(2.4)

d’ott 'on déduit que les dérivées a gauche et a droite ¢’ (a) et g/ (a) existent, avec
g-(a) < gy (a) et

dala)(c—a) < g(c) - gla), Veer. (2.5)
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Appliqué & ¢(t) = f(z +td) , f convexe sur RN , cela donne
fi(z,d) < f(z +d) - f(z), Vder". (2.6)
On remarque donc que si s € [¢'(a), g, (a)], alors
s(c—a) < g(c)—g(a), VceRr.

L’intervalle [¢” (a), ¢} (a)], est appelé sous-différentiel de g au point a et est noté
dg(a). Cette notion se généralise de la manicre suivante.

Définition 2.2 On appelle sous-différentiel au point x de f convexe sur RN len-
semble
Af(z) ={s € RY; s.d < f(z +d) — f(z) Vder"}

Un vecteur s € 0f(z) est appelé sous-gradient de f au point .

Proposition 2.13 (Propri¢tés du sous-différentiel).
1. 0f(z) # 0 (eaistence d’un hyperplan d’appui).
2. Si f est différentiable au point x, alors 0f(z) est réduit ¢ un point :
9f(2) ={Vf(2)}.

3. 0f(z) ={s €RY; 5s.d < f'(z,d) VdeRrN}.

4. 0f(z) est un ensemble conveze compact.

Démonstration de 3.

Si s € df(z), alors s.td < f(z + td) — f(z) pour tout d, et pour ¢ > 0, on a
s.d < E. En passant a la limite, on obtient s.d < f'(z,d) pour tout d.
Réciproquement, si s.d < f’(z,d) pour tout d, alors on a d’apres (2.6) s.d < f(z +
d) — f(z) pour tout d, et par définition s € df(z). [ ]

Théoréme 2.14 Soit f une fonction conveze sur RY. On a

f(z,d) = max{s.d; s € df(x)}.

Proposition 2.15 Soit f une fonction conveze sur RN et d € RY. Alors d est une
direction de descente au point x ssi

s.d <0, Vsedf(z).
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Démonstration

Si d est une direction de descente, il existe t > 0 tel que f(z + td) < f(z). Soit
s € 0f(z). En utilisant la proposition 2.13 et la relation (2.6), on a s.td < f'(z,td) <
flz +td) — f(z), d’ou s.d < 0.

Réciproquement, si s.d < 0 pour tout s € df(z), en utilisant la compacité du sous-
différentiel et le théoreme 2.14, on a f/(z,d) = max{s.d ; s € df(z)} < 0. Comme

td) —
fl(z,d) = TWWWWOE on a f(z +1td) — f(z) < 0 pour [t| petit, ¢ > 0,
et d est une direction de descente. ]

Algorithmes de sous-gradient
1ls sont de la forme:

choix de z,

A P’étape k déterminer un sous-gradient s, € df(zy),
si s, = 0, stop

Sk

skl

sinon Zpy1 = xp — g
Probleme: Comment choisir un sous-gradient?

Exemple: Soit f(z) = max fi(z) ot les f; sont convexes différentiables.
LxXemple: 2

Soit I(z) = {1 ; fi(z) = f(z)} alors
Vfi(z) € 0f(z), Viel(z).
En effet en se restreignant a la droite Rd, on a f'(z,d) = max V fi(z).d, donc

i€l(z)
Vfi(z).d < f'(z,d) pour tout ¢ € I(z) et Vfi(z) € df(z).

Remarques:
- on peut montrer que df(z) = enveloppe convexe des V fi(z).

A unsous gradient V f;(z), ¢ € I(z), n’est pas forcément une direction de descente.

Probléme: Comment choisir les #; ? Plusieurs choix ont été proposés :

1. Méthode de la série divergente:

o
on prend une suite (t4)k0, tx > 0, telle que lim ¢, =0 et M? = +o0.

k—oo
k=0

Proposition 2.16 On suppose lensemble D des solutions non vide et
borné (c’est alors un conveze compact). Soit m = min f(z). Alors
T
- soit il existe k > 0 tel que z € D (donc f(zy) =m),
- soit lim f(zy) = m et lim dist(zy, D) = 0.

k—oo k—oo

Cette méthode peut s’avérer assez lente.
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2. Méthode a pas constant :
t; = constante.
3. Méthode de la série convergente :

&AH?Q»WQAQAE

4. Méthode de relaxation : -
flz) — f
[l

ot 0 < p < 2et f est une estimation du minimum.

ly=p

Pour I'étude de convergence, cf. [6].




Chapitre 3

Conditions d’optimalité avec
contraintes

3.1 Ensemble des contraintes

Soit f : RY —» R. On se propose de résoudre les problemes de la forme:

P Trouver T € S tel que
f(2) < f(@) Vees,

ot S C RV (S # 0) est appelé “ensemble des contraintes” ou “ensemble des solutions
admissibles”, et est représenté par des contraintes qui sont du type:

1. Inégalités
S={oerY; g(2) <0, i=1,2, ..., p}

avec g; RY — R.
Avec la convention suivante:

Y1
<0<y <0 YVe=1,2,...,p,
Yo
et en posant
g1(2)
g BY >R, g@)=| |,
9p(2)

on a
S={z erY; g(z) <0}.
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2. Egalités
S={zerY hi(z)=0,i=1,2,..., ¢}
avec
hi : RN — R.
En posant
b ()
ho: BN — R h(z)= :
hy(z)
on a
S ={z erY; h(z) = 0}.
3. Mixte
S={zecrY; g(z) <0; h(z) =0}
avec
. N »
g : R — R

h:RY — R

On peut d’ailleurs toujours se ramener au cas d’inégalités en considérant A(z) < 0
et —h(z) <0 au lieu de A(z) = 0.
Cone tangent
Rappelons qu’un sous-ensemble 7' de RY est un céne si pour tout 2 € T' et tout
a>0,onaazrel.

Soit S = {z; g(z) <0} et z € S. On considere I’ensemble A des arcs paramétrés
dérivables de la forme

s : [0,af — S (a>0),
t — s(t),
s(0) = a.

Définition 3.1 On appelle cone tangent ¢ S au point x, l'ensemble

T(S,z) ={s'(0); s € A}.

T(S,z) est parfois appelé ensembles des directions admissibles.

RV On n’a pas forcément z +td € S pour ¢t > 0 et d € T'(z).
Probléme: Caractériser 7'(S, z) en utilisant les Vg;(z).
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3.2 Contraintes d’égalités
On considere ici le cas

S={zcr"; h(z)=0}, h:RY —Re

Définition 3.2 Si h est de classe C' sur un voisinage de x € S, el si les vecleurs
Vhi(z), i =1, 2, ..., q sont linairement indépendants, on dit que S est régulier
au point x, ou que x est régulier. Si S est régulier en toul point x € S, on dit que
S est régulier.

Remarques:  Dh(z)! = (Vhi(2), ..., Vhy(2)) € Mp,(R).
Si z est régulier, alors ¢ < N.
Si ¢ < N, alors = est régulier ssi Dh(z) est de rang maximal.

g< N

S est régulier au point z & A rang(Dh(z)) = ¢

Proposition 3.1 Soit z € S. Si z est régulier, alors

T(S,z) = Ker Dh(z).

Démonstration
e Montrons 1'(S, z) C Ker Dh(z).
Soit d € T'(S, ). Par définition de T'(S, z), il existe

5:]0,a[— S avec s(0) = z, §'(0) =d.

Onas(t) € S(0<t<a),donc h(s(t)) =0 pour tout ¢ € [0,a[. En dérivant, on a
Dh(s(t))s'(t) = 0 et pour ¢ = 0, on obtient DA(s(0))s'(0) =0, i.e. Dh(z)d = 0.

e Montrons T'(S,z) D Ker Dh(z).

Soit d € Ker Dh(z). 1l faut construire un arc s qui a pour vitesse a l’origine d. Pour
cela on utilise le théoreme des fonctions implicites.

L’ensemble S est régulier en  donc Dh(z) est de rang ¢, donc possede ¢ colonnes
indépendantes. Quitte a renuméroter les variables, on peut supposer que ce sont les
¢ dernieres. Ecrivons h de la maniére suivante :

ho: RYIxR? — R?
y=(u,v) — h(u,0) =h(y),

et posons = = (uo, vp). La fonction £ est de classe C' au voisinage de z, on a h(z) = 0,
et la matrice D,h(ug,vo) = _biﬂv_ﬁxmwuriz est inversible. D’aprés le théoreme
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des fonctions implicites, il existe un voisinage U de ug, un voisinage V' de vg, une
application ¢ : U — V tels que

A:qevm@x‘\ A:»Emo_‘x_\
ﬁi:qevﬂo ﬁﬁc”ﬁ?&

En posant ¥(u) = (u,¢(u)), on a

Y(uo) = (uo,¢(uo)) = (uo,v0) = ,
Pu) € S, Yuel,
h(b(w) = 0, Yuel.

La dérivée de u — h(x)(u)) est nulle, et en particulier

Dh(z) Dip(uo) = 0.

Donc Im Di(ug) C Ker Dh(z). Sachant que Dy(uo) = A DMMNMV vq donc que
0

D(ug) est de rang N — g, et que dim(Ker Dh(z))= N — g, on a I'égalité
Im D¢ (uo) = Ker Dh(z).
Comme d € Ker Dh(z), il existe z € RV¢ tel que D¢(uo)z = d. En posant s(t) =

¥(ug +tz) et en prenant a > 0 tel que s(t) € S pour ¢ €] — a,a[, on a s(0) = =
§'(0) = DYp(uo)z = d. [ ]

3.2.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Théoréme 3.2 (Lagrange, condition nécessaire d’optimalité) Soit z € S
un minimum local de f sur S. On suppose le point x régulier et f dérivable au
point z.

Alors il existe des nombres Ay, ..., Ay, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels
que

De plus, ces coefficients X; sont déterminés de maniére unique.

Démonstration

Soit d € Ker Dh(z). On a vu dans la démonstration de la proposition 3.1 qu’il existe
a>0ets :]—a,af — S tel que s(0) = z et §'(0) = d. Soit

9(t) = f(s(?)).
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Le point 0 est un minimum local de g, donc ¢’(0) = 0 i.e.
0=g'(0) = Vf(z).d.

Ker Dh(z))*. Comme (Ker Dh(z))* = Im Dh(z)?, il existe A € R?

Donc Vf(z) € (
)+ Dh(z)TX = 0, ou encore

tel que Vf(z
i=1

De plus les A; sont uniques car les gradients Vh;(z) sont linéairement indépendants.
| |

Remarque: un tel point = peut aussi étre un maximum local. La condition est seule-
ment nécessaire.

Formulation Lagrangienne

On pose

L:RVxR! — R
(z,A) +— L(z,X) = f(z) + h(z).\

SizeS, L(z,A\) = f(z)car h(z) =0sur S. On a

s () - ()

2 minimum local sur S = VL(z,A) =0.

Conséquences :

1. Les minima locaux sont a chercher:
- parmi les points non réguliers
- parmi les points réguliers qui vérifient les conditions de Lagrange.

2. On est ramené & un probléeme de recherche des zéros sur RN*¢ de la fonction
(z,A) = VL(z,A), pour lequel on peut employer une méthode de type Newton.
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3.2.2 Conditions d’optimalité du deuxié¢me ordre

Théoréme 3.3 Soit z € S un point régulier. On suppose f et h deux fois
différentiables au point z.

a) (CN) On suppose que z est un minimum local de f sur S. Il existe donc
X € R tel que V f(z) + Dh(z)*'X = 0. On a alors

ViL(z,\)d.d >0 VdeT(S,z).
b) (CS) S’il existe A € RY tel que Vf(z) + Dh(z)'A =0 et si
ViL(z,\)d.d >0 YdeT(S,z), d0,

alors z est un minimum local strict de f sur S.

Démonstration
On reprend les notations de la démonstration de la proposition 3.1, et on se ramene a
un probléme sans contraintes. Le vecteur A étant fixé par les conditions du théoréme,
on pose pour u € U :

F(u) = f(s(u)) = L(¥(u), A).
On a

VEF(u).z

V£ ($(w)-Di(w)z
Vo L(¥(u), A).Dyp(u)z
ViF(u)z.z = V2L(¥(u), \) D(u)z.Dip(u)z + Vi L((u), A).D*p(u)(z, 2).
Au point ug, on a ¥(ug) = . On pose d = D¥(ug)z. On a alors
VF(ug).z = ViL(z,\).d

V2F(uo)z.z = ViL(z,N)d.d+ V,L(z,A).D*¥(uo)(z, 2).
De plus, on a V,L(z,\) = Vf(z) + Dh(z)'X = 0, donc
V2F(ug)z.2 = V2L(z,\)d.d. (3.1)

a) Le point z est un minimumlocal de f sur S donc g est un minimum local de F'
sur U. D’aprés la proposition 2.1, on a V2F(ug)z.z2 >0 Vz € RV L’appli-
cation linéaire Dy(u) est un isomorphisme de RY=¢ sur 7'(S, z) = Ker Dh(z),
espace tangent & S au point z. Dol avec (3.1)

V2L(z,A\)d.d >0 VdeT(S,z).
b) Avec les mémes arguments, on a V2F'(ug)z.z > 0 pour tout z € R¥N7%, z # 0.

D’apres la proposition 2.2, ug est un minimum local strict de F' sur U, donc z
est minimum local strict de f sur S.
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3.3 Contraintes d’égalités et d’inégalités

On considere ici le cas général
§={z e RY; g(x) <0; h(z) =0}
g : RY — R?
Rt BY — RY

On appelle contrainte active en un point = € S une contraine g; telle que g;(z) = 0.
Les autres sont dites inactives. L’ensemble des indices ¢ pour lesquels g;(z) = 0 est
noté I(z). Par convention, les contraintes d’égalité h; sont considérées comme étant
actives.

3.3.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Théoréme 3.4 (Karush, Kuhn, Tucker, 1951) Soit z € S un minimum local
de f sur S. On suppose que les fonctions f, g et h sont de classe C' sur un
voisinage de z, et que les vecteurs Vhi(z), i = 1,..., q et Vgi(z), 1 € I(z)
forment une famille libre.

Alors il existe des nombres p; > 0, 1 € I(z) et X\; ER, 1 =1,..., q tels que

Vi) + Y pVa(z)+ > \Vhi(z) =0.

iel(x) J=1

Formulation équivalente
11 existe des nombres p;, 1 =1,..., pet N ER,i=1,..., q tels que

>0, 1=1,....p

ou encore tels que

V() + 30, 1V gi(x) + 35, A Vhy(z) =0
pi >0, 0=1,..., p
pg(z) =

Ces conditions sont appelées ”conditions de KKT”, et les nombres p; et A; sont
encore appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration

Le point « est un minimum local de f sur S, donc aussi sur le sous-ensemble de S
défini par

S'={z€8; hi(z)=0,i=1,...q, g:i(z) =0, Vi € I(z)}.
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D’apres le théoreme 3.2, il existe des réels p; et A; tels que
g
Vi) + Y pValz)+ > \Vhi(z) =0.

i€l(z) J=1

Montrons par I'absurde que les y; sont positifs ou nuls. Supposons que I'un des y;
soit strictement négatif, par exemple p <0, k € I(z). Prenons

d € Vect{Vhi(z), i=1,..., ¢, Vgi(z), 1 € I(z)}
tel que
Vhi(z)d = 0,i=1,..., q

Vgi(z).d = 0, Nmm.a N € I(z)
Vgr(z).d 0.

A

Un tel choix est possible car les vecteurs Vhi(z), i = 1,..., g et Vgi(z), 1 € I(z)
forment une famille libre. Admettons provisoirement I'existence d’un arc

s [0,a] — S
t — s(t)
tel que s(0) = z et s'(0) = d. Par le choix de d, il vient que
d
)= = Vf(2)d

= — Y wVgz)d—Y AVhi(z).d

i€l(z) J=1
= —u Vg(z).d <0,

d’ou f(s(t)) < f(s(0)) = f(z) pour [t| petit, ¢t > 0. Ceci contredit le fait que = soit
un minimum local.

11 reste a montrer I'existence de I’arc s. Soit
§" = {2 eRY; hi(2)=0,i=1,...q, g:(z) =0, Vi € I(z)\{k}}.
Par construction, on a
d € Ker A Dh(z) v .
Dgi(@)ic1@)\ i)
D’apres le proposition 3.1, on a d € T'(5”, z), et il existe un arc

s : [0, — S
t — (1),
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tel que s(0) = z et s'(0) = d. 1l ne reste plus qu’a montrer que s(t) € S pour t > 0
proche de 0, i.e. gi(z) <0 pour i =k oui ¢ I(z). On a

d
7 (9x(3(1))) =0 = Vigi(2)-d < 0
9x(s(0)) = gx(2) = 0,
donc il existe a” €]0,d’] tel que gx(s(t)) < 0 pour t € [0,a”[. Pour les contraintes

inactivesi ¢ I(z), on a g;(s(0)) <0, et par continuité des g; et de s, il existe a €0, a”]
tel que g;(s(t)) < 0 pour t € [0,a[. Donc s(t) € S pour t € [0,al. ]

Proposition 3.5 L’hypothése: les vecteurs Vhi(z), 1 = 1,..., q et Vgi(z), t €
I(z) forment une famille Libre, peut étre remplacée par l'une des conditions sui-
vantes :

i) les fonctions g; et h; sont affines,

it) les fonctions g; sont convezes, les fonctions h; sont affines, et il existe g € S
tel que gi(zo) < 0 pour tous les g; non affines.

Ces hypothéses sont appelées hypotheses de qualification des contraintes, et sont
notées QC(z).
Remarque: il y a une différence fondamentale entre les conditions KKT d’une part,
et les conditions d’optimalité sans contraintes ou de Lagrange d’autre part: on a
ici une information concernant la direction du gradient, provenant du signe des
multiplicateurs. Ceci a pour conséquence que dans le cas ou S est d’intérieur non
vide (pas de contraintes d’égalité), le risque d’avoir un maximum local satisfaisant
les conditions d’optimalité est plus "faible” que dans le cas sans contraintes ou
contraintes d’égalité uniquement.

Formulation lagrangienne

L xR xRI — R
(@) L@ ) = f(z) + () s+ h(z) A
VoL@, \) = V() + Dg(e) s+ Dh(z)"A
VLX) = | VLo = g()
ViaL(z,pu,X) = h(z)
ViaL(z,p,A) = 0
VuL(z,p,A) <0
(ze€Set KKT) & { VioL(z,p,A) = 0
1% >0
9(z).p =0
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Mis a part les contraintes de positivité sur g, on a N 4+ p+ ¢+ 1 équations, avec des
inégalités qui sont simples a prendre en compte. On peut donc ici aussi employer
des méthodes de type Newton.

CAS DES FONCTIONS CONVEXES

On suppose ici que les fonctions h; sont affines et que les fonctions g; sont convexes.

Théoréme 3.6 (Condition suffisante du premier ordre) On  suppose la
fonction f conveze. Soit v € S tel que V f(z) existe. S7il existe (p, ) € R x R?

tel que
A VoL(z, i, A)
9(z).p
alors = est un minimum global de f sur S.

0
0

Démonstration

Soit y € S. En utilisant la convexité de g;: gi(y) — gi(z) > Vgi(z).(y — z), Iégalité
Vhj(z).(z —y) =0, et la convexité de f, on obtient

fle) < fl2) +p(g(z) — 9(y) = f(2) + 20, pilgi(z) — 9:(y))
< fla)+ 2, mVa(@).(z —y)

fla) + 200 iV gie)(2 — y) + 25, A Vhi(2).(z — y)
f(@)+Vi(2).(y—=)
f(y).

IA
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3.3.2 Conditions d’optimalité du deuxié¢me ordre

Théoréme 3.7 Soit x € S. On suppose que les fonctions f, g et h sont deux fois
différentiables au point z.

i) (CN) on suppose que la famille {Vh(z), 1 =1,...,q,Vgi(z), 1 € I(2)} est

libre et que x est un minimum local de f sur S. Il existe donc (i, ) € RE xRY
tel que:
* Vol(z,p,A) = 0
g(z).p = 0

Alors
V2L(z, p, N)d.d >0

pour tout d dans lespace tangent auz contrainles actives

{d € BN, Vhi(2)d=0,i=1,..., ¢, Vgi(z).d=0, i€ I(z)}.

i) (CS) S’il existe (p, ) € RE x R? tel que
a) ViL(z,p,A) =0

b) g(z).p=0
¢) ViL(z,p,N)d.d > 0 pour tout d # 0 dans

{d RN, Vhi(2).d=0,i=1 d g, Vg(z).d =0 sii € I(z) et p; >0}

alors x est un minimum local strict de f sur S.

Chapitre 4

Optimisation avec contraintes,
méthodes directes

4.1 Meéthode de relaxation

C’est la méme méthode que celle décrite dans le cas sans contraintes, mais en se
restreignant a S. On suppose ici que S est d’intérieur non vide. L’algorithme est le

suivant :
2o €S donné

Ty = 2k + lee,  ([k] = k mod N)
t; minimise f sur le segment {z; + Rdx} N S.

Cette méthode est en général déconseillée, sauf dans le cas suivant :

Proposition 4.1 On suppose que S est de la forme

Si f est de classe C? et s'il existe a > 0 tel que
Vif(z)d.d > o||d|* Ve, d R,

alors la méthode de relazation converge.

Remarque: la fonction f est ici strictement convexe.
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4.2 Méthode de projection

4.2.1 Rappels

Théoréme 4.2 (Théoréme de projection) Soit C' un conveze fermé non vide
de RYN. Pour tout point x € RY, il existe un unique point Po(z) € C minimisant
la distance de z a C :

llz = Pe(z)|[ < [lz —y

Yy € C.
Ce point est caractérisé par
(y — Pe(z)).(z — Pc(2)) <0, VyecC.

La projection

est continue et méme 1-Lipschitzienne :

|Po(2) = Po(@)|| < [le — /||, Ve, o' €RY,

i.e. la projection réduit les distances.

4.2.2 Projection sur ’ensemble des contraintes

On suppose dans ce sous-paragraphe que S est un ensemble convexe fermé d’in-
térieur non vide.
Principe: soit € S le point courant. On suppose que ce point ne satisfait pas les
conditions KKT. Soit 2’ = 2 — ¢,V f(z) le point obtenu par la méthode de plus
forte pente. Si ce point n’est pas dans S, on prend comme nouveau point la projec-
tion de 2’ sur S. Ceci peut se justifier de la maniére suivante: soit s : [0,a[— S un
arc paramétré tel que s(0) = zx et §'(0) = Pr(sz,)(—V f(2x)). Alors on a générale-
ment (f(s(1))(0) = Vf(2x).Pr(sz(—Vf(zx)) < 0. Pour #; petit, Ps(z') est de la

forme s(t) avec t petit, et le critere décroit. L’algorithme est le suivant :

zo donné
Ty = NUUAH» — N»Q.\A&avvu tp > 0.

Remarque: on pourrait aussi considérer zx41 = z% + L Pr(se,)(—V f(2x)). Ce point
n’est cependant pas forcément dans S, et cette méthode peut étre plus lente (exemple
d’un polygone). Par contre, si on remplace —V f(z;) par une direction de descente
d, alors d' = Ps(z) + d) — x4, n’est pas forcément une direction de descente, et il
est alors préférable de travailler directement dans 'espace tangent aux contraintes
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actives.

Proposition 4.3 On suppose que f est une fonction conveze de classe C?, et qu’il
existe o > 0 et M > 0 tels que

V2f(z)d.d > al||d|?, Vaz,decrY
[[VF(z) = Vi)l < Mz —yll, Ve,yecr".
On note & le minimum de f sur S. Soit 0 < a < b < 2a/M? el (t3)rp0 une

suite telle que a < 1, < b pour tout k > 0. Alors lalgorithme ci-dessus converge
géométriguement, i.e il existe 8 < 1 tel que

||z — 2|l < B¥lzo — 2|, VEk>0.

Démonstration
On suppose pour simplifier que ¢, = ¢ € [a, b] pour tout k£ > 0. L’ensemble S est un
espace métrique complet, on utilise le théoreme du point fixe. 1l suffit de montrer
que

g(z) := Ps(z — tV f(z))

est une contraction de rapport 8 < 1, et que son point fixe est z.
o En utilisant les hypotheses et le fait que la projection est 1-Lipschitzienne, on a

llg(z) =gW)I* < |z —y —t(Vf(z) - VI(y)lP

llz —ylI* = 2t(z — y).(VF(2) = VI)) + 7|V f(y) - Vf(2)|]*
llz — ylI* — 20tz —y|[* + M?*¢||z — y|?

(1 —2at + M**)||z — y||*.

IA

Soit P(t) = 1 —2at + M?2. Pour 0 < @ <t < b < 2a/M?, on a 0 < P(1) <
max(P(a), P(b)) <1, et le résultat est obtenu en posant g = \/P(t).

e Soit ' le point fixe de g. Si on pose z = z’ — tVf(z’), on a &’ = g(z’) = Ps(z).
En utilisant la convexité de f et la caractérisation de la projection, on obtient

fly)—f@=") = Vi@E).(y—2)

1, ’
= MTH —z).(y—2)
= e Ps()y - Po(2))
> 0, Yyes,

ce qui prouve que 2’ est un minimum global. Comme f est strictement convexe, ce
minimum est unique et 2’ = z. ]
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Remarque: pour S = RV, on obtient un résultat de convergence de la méthode du
gradient a pas variable.

La projection est en général difficile a calculer, sauf dans quelques cas comme:

* S =R* (cf. les conditions de KKT):
+
Iy

Ps(z) = : avec z} = ﬁ

4
TN

zisiz >0
0 sinon

* S = :—R:@L“
i=1

a; siz; < a;

Ps(z)=yavecy; = § zisia; <z; <b
F si Z; W m:,
* S ={z € RY; Az <b}. C'est le cas d’un polyedre, que nous étudions dans le
paragraphe suivant, ot 'on combine la méthode de projection avec la méthode
des surfaces actives.

4.3 Meéthode des surfaces actives

4.3.1 Cas général

On considére a nouveau le probleme

m){ it

g(z) <0, g : RN — R~
Soit zg € S et Sy la surface active définie par
So={z € BY; gi(z) =0, Vi € I(z0)}.

On effectue une méthode de descente sur Sy tout en surveillant les contraintes non
actives en zq. Deux cas peuvent se présenter :

cas 1: on arrive a un point z; ot une nouvelle contrainte g; devient active (le cas de
plusieurs contraintes devenant actives est similaire). On prend alors

Sy ={z € RY; gi(2) =0, Vi€ I(z;)},

et on continue le procédé sur S; qui est une surface incluse dans Sy (une
contrainte de plus).
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cas 2: les autres contraintes restent inactives, et on converge vers un point station-
naire z; (stationnaire par rapport a Sp), tel que I(zy) = I(zo). D’apres les
conditions de Lagrange ,si z; est régulier, il existe des multiplicateurs A; réels
tels que
Vi) + MU AiVgi(z1) = 0,
i€l(zo)

i.e. le gradient est orthogonal a la surface active. Il y a alors deux possibilités:

a) si A > 0, les conditions KKT sont satisfaites, on a trouvé un point sta-
tionnaire (par rapport a S).

b) il existe un indice j tel que A; < 0. En supposant le point z; régulier,
on peut trouver une direction de descente d, en prenant par exemple d
orthogonal aux Vg;(z1), ¢ € I(zo), ¢ # j et tel que Vg;(z1).d < 0. En
prenant un arc s : [0,a[— S tel que s(0) = z; et $(0) =d, on a

(f(s())(0) = Vf(a1).d = =X;Vgj(z1).d < 0. (4.1)

Ceci signifie qu’en abandonnant la contrainte g;, on peut diminuer le
critere strictement. On itere alors avec

Si={ze RY gi(z) =0, Vi € I(z0), 1 wmqu
qui est une surface contenant Sy (une contrainte de moins).
On considere donc la stratégie suivante:

choix de zp € S
a I’étape k > 0: x4y minimise f sur Sy NS (via éventuellement le cas 1)
cas 2a): stop
cas 2b): abandon d’une contrainte pour laquelle A; < 0,
Sky1 = AH € _WZW Q*A&v =0, Vie NA&»Y ? wmuw

Proposition 4.4 On suppose que 'ensemble des contraintes S est régulier, et que
pour tout I C {1,2,..., p}, le probléme

inf f(z)
gi(z)=0 Viel
€S

a des solutions. Alors la méthode décrite ci-dessus converge vers un point station-
naire satisfaisant les conditions de KKT.

Démonstration
Pour 2z € Set I C {1,2,...,p}, on pose Si(z) = {y € S; gi(y) =0, Vi € I(a)}.
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Par construction, le point zj4q minimise aussi f sur sur Sy(zg41), car Sy(zp41) C
Sk N S. Dans le cas 2b) on a nécessairement f(zp42) < f(zpy1) (cf. 4.1). La suite
f(zx), k > 1 est strictement décroissante, et on ne peut donc pas revenir sur un

S déja exploré. Comme I'ensemble des I C {1,2,...,p} est fini, la suite des zj est
finie. Le dernier des points obtenus correspond au cas 2a), et satisfait les conditions
KKT. u
Remarque:

Cela ne définit pas vraiment un algorithme: chacun des z; est un minimum qui de-
mande en général un nombre infini d’itérations. En pratique, on abandonne une
contrainte lorsque la distance ||zx41 — zi|| devient petite, mais des oscillations
peuvent se produire.

4.3.2 Cas des contraintes linéaires

Lorsque les contraintes d’inégalité sont affines, la méthode précédente est assez
facile a mettre en oeuvre. Nous décrivons ici une méthode de plus forte pente par
rapport a la surface active. Elle peut étre modifiée en une méthode de type gradient
conjugué. Son principe repose sur la projection du gradient sur la surface active,
et met a profit les techniques qui, connaissant 1’inverse d’'une matrice de dimension
n, permettent de calculer rapidement I'inverse de la matrice obtenue en rajoutant
une ligne et une colonne (ajott d’une contrainte) ou en supprimant une ligne et une
colonne (abandon d’une contrainte).

On consideére le probleme

min f(z)
a.x < by, Viel
a;.r = @.? <.w € J.

Pour z € S, on a I(z) = {t € IU J; a;.x = b;}. La surface active peut s’écrire sous
la forme

S(z) = {yeRY; quy="b;, Vie I(2)}

= {yer"; Ay=1b}

en notant A (respectivement b) la matrice (respectivement le vecteur) qui a pour
lignes les al, i € I(z) (resp. b;, i € I(z)). Si A est de rang maximal, le projecteur
sur KerA est

P=1-A"(AA")TA.

La projection est ici affine (S(z) est un espace affine),
Ps@)(z = V(2)) = 2 + Prera) (- Vf(2)),

N e’
P
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on prend donc comme direction de recherche
d = P(-V ().
1° cas d # 0. On reste dans la surface active S(z): on détermine a > 0 tel que
z+tde S, VYiel0,al,

et on minimise f sur le segment {z +¢d ; ¢ € [0, al}, ce qui donne le nouveau
point 2’ = z + td.

o Sit < aalors I(z) = I(z), on itére sans avoir a recalculer le projecteur P.
e Si t = o, une nouvelle contrainte devient active. Dans ce cas, la matrice des
contraintes A’ au point 2’ a une ligne de plus que A, et le projecteur P’ sur la
nouvelle surface active S(z’) peut se calculer rapidement a partir de P (une
ligne et une colonne de plus). La situation se complique un peu si plusieurs
contraintes deviennent actives, mais ce cas a peu de chance de se produire.

2% cas d = 0. On a alors
Vf(z) - AT(AAT)T AV f(z) = 0,
ct en posant —A = (AAT)"1AV f(z), ceci s’écrit

Vi(z)+ATx = 0.

o Si tous les A; pour j € J sont positifs ou nuls, les conditions de KKT sont
satisfaites : arrét de 1’algorithme.

¢ Sinon, parmi les indices ¢ € J tels que A; < 0, on peut choisir un indice j
pour lequel Aj||a;|| est le plus négatif, et on abandonne la contrainte aj.z < b;.
Ce n’est pas forcément le choix optimal, qui serait de prendre un indice j pour
lequel —Aja;.d; est le plus négatif, les vecteurs (d;)ies(s) étant définis de la
maniére suivante :

Vect{d;, 1 € I(z)} = Vect{a;, 1 € I(z)}, ||di]| =1,
&»..Qw. =0, siz ﬂ 75 &T&\ <0, siz=y,

avec

Vi(z)d; = —ATAd; = X Ad; = —)ja;.d;.
Algorithme:

1. choix de z € S,

2. déterminer I(z) et A,
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3. calculer P =1 — AT(AAT)"A et d = P(—V f(2)),
4. si ||d|| > 0, déterminer ¢, puis & < x + td et retour a 2.
5. sinon, calculer A,

e si \; > 0 pour tout ¢ € I(z) N J: stop,

e sinon, choisir j € I(z) N J tel que A; < 0, A < A privé de la ligne j,
I(z) « I(z)\{j} et retour & 3.

Remarque: il n’y a pas de certitude de convergence.

4.4 Méthodes de pénalisation

L’idée consiste a remplacer un probleme avec contraintes par une suite de pro-
blémes sans contraintes, dont on espére que les solutions convergent vers celles du
probléme initial.

4.4.1 Pénalisation extérieure

Soit le probleme

(P) inf f(x)

z€S
avec S fermé dans RV et f continue.

On considere une fonction continue

Y RY — Ry
telle que
P(z)=0z€S

et une suite strictement croissante de nombres positifs ¢, telle que

lim ¢, = +o0.
k—oo

Le probléeme pénalisé est alors :

(Pr)  inf f(z)+ cpep(a).
zERN
Algorithme :
choix de zg,
pour k > 1 résoudre (Py) par une méthode
itérative initialisée avec xj_g,
x; = solution de (Px).
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RV Pour des raisons de stabilité numérique, il est déconseillé de commencer avec ¢;
trop grand.

Proposition 4.5 On suppose que (P) admet une solution et que (Pi) admet une
solution xy pour tout k > 1. Alors toute valeur d’adhérence de la suite (z) est
solution de (P).

Démonstration
Soit = € S solution du probleme (P). On a
flae) < flzi) + exp(i) < f(z) + extp(z) = f(z), (1.2)
car ¢t > 0, ¥(zx) > 0, z; minimise f(z) + cx¥(z) et ¥(z) = 0. On a également
Flarer) + ekrro(@ie) = flaen) + eb(zre) = flzx) + ez, (4.3)

car cp1 > ¢ et 2 minimise f(z) + cxtp(z).

La suite f(zz) + cxtp(zx) est croissante et majorée par f(z), donc converge vers
une limite { < f(z). Soit 2* une valeur d’adhérence de la suite (zy). 1 existe une
sous-suite extraite de (z) telle que

. N
lim zy, = 2*.
n—o0

On a lim,—ye f(2s,) = f(z*) car f est continue. D’ou

lim (f(zx,) + ek, ¥(2k,) = f(z,)) =1 = f(27),

n—oc
c’est-a-dire la sous-suite ¢, v (zy,) converge vers [ — f(z*). Comme ¢, — oo et ¥
est continue, on a

(e.) = lim ¥(as,) = 0.

n—oc

Donc z* € S. D’aprés (4.2), on a

() = Jim f(e,) <1< f(2),

n—o0
donc z* est solution de P. [ ]

Remarque: si on suppose de plus limjy)j—e0 f(2) = 400, ou bien que S est borné et
|so0 ¥(2) = +o0, alors d’une part, (P) a des solutions, et d’autre part on
peut montrer que la suite (z4) a effectivement des valeurs d’adhérence.

Exemples de pénalisation :
On suppose que

S={zerY; g(x) <0, i=1,...,p},

ot les fonctions g; sont de classe C!
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Pénalisation exacte

P(e) = M@w ),

avec

0 sinon.

wt(z) = A u(z) si u(z) >0

On a

P(z)=0 & max;gf(z)=0
& gi(z) <0 Vi
& zel.
La pénalisation est dite exacte car dans la plupart des cas, les solutions de (Py)
sont solutions de (P) des que k est assez grand.

NV Inconvénients: © n’est pas partout dérivable.

Pénalisation quadratique

b(@) =Ygt a)”

Cette méthode n’est plus exacte mais par contre elle est différentiable.
En effet, soit

:mmggiinﬁ

Notons

0 si 2<0
z si x>0

h(z) = ut(2)* = I(u(z))™
Pour u(z) #0 on a

R(z) = 2(0(u(=)))(z)
2ut(z)u'(z),

qui se prolonge par continuité aux points ot u(z) = 0.

Nous allons en déduire la généralisation suivante.

Généralisation de KKT (Fritz John)
On reprend les hypothéses de la proposition 4.5. Quitte & renuméroter, on suppose
que z est solution de (Py), et converge vers z solution de (P).

L’optimalité de zy se traduit par

Vf(zk) + 2ex M gF (21)Vgi(zx) = 0. (4.4)

i=1
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On pose
» 1/2
A= 144G (gF(z4))?
i=1
et .
ym _ Pq yw _ 2¢pg; ASC
Ay Ay
On a donc
P
MV (f(2) +_ X Vai(zi) = 0. (4.5)
i=1
La suite AF = (Mf,... u\/wv vérifie ||A¥|| = 1, elle admet donc une sous-suite conver-
gente vers un A = Mg,..., A, avec |[A|| = 1. En passant a la limite dans (4.5) on
obtient

XV f(z)+ Y AVag(z) =0,

ot les A; sont non tous nuls.
Remarque: 1l se peut que Ag = 0!

On peut en déduire le résultat suivant, ot il n’y a plus de conditions de qualifi-
cation de contraintes comme "les Vg; sont linéairement indépendants”, et qui inclut
le cas des contraintes d’égalité.

Proposition 4.6 Soit & un minimum local de f sur

M”.Tum_wzq .QQA&va 1= .JEHT

ot les fonctions f et g; sont de classe C'. Alors il existe des multiplicateurs
A >0, A 20, ..., A, >0 non tous nuls tels que

MVF(z)+ Y AVg(z) =0

i=1

Xigi(z) =0 1=1,...,p.

4.4.2 Pénalisation intérieure

Au lieu de pénaliser f quand z est a Pextérieur de S, on travaille a intérieur de
S et on empéche z de s’approcher du bord de S (fonction barriere).

On considere ici le probleme

(P)  min f(z)

z€S
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ou 'on suppose que S est fermé, avec
o d
5#0, =5
Soit B une fonction telle que

B(z)>0 Vzes
lim B(z) = +o0 (4.6)

z—8S o
B continue sur § .

Par exemple si S = {z; g;(z) <0 7 =1,...,p}, les fonctions g; étant continues,
)

on peut prendre B(z) = — 3 1/gi(z). On peut également utiliser la fonction loga-
=1

rithme.

Le probleme pénalisé est le suivant : pour un ¢; > 0, que I'on fera tendre vers 0:

(Pe) inf f(2) + cxB(z).

zES

Avantage : compte tenu de la définition de la fonction B, ce probleme se traite
comme un probleme sans contraintes.

Si f est continue et coercive sur RV, le probleme (P}) admet au moins une
solution z;. On arréte si ¢x B(z) est petit, sinon on prend 0 < ¢x41 < ¢ et on résoud
(Pr41) initialisé avec z solution de (Pg).

Proposition 4.7 Sous les hypothéses précédentes, on suppose que f est continue,
et que S est borné ou f est coercive. Soit ¢ une suite positive, décroissante, telle
que limy_,oc ¢ = 0. Alors la suite (z1)k>1 admet au moins une valeur d’adhérence
et toute valeur d’adhérence est solution de (P).

Démonstration

Posons fx(z) = f(z)+ cxB(z) avec ¢x B > 0. Soit Z une solution de (P). Pour k& > 1,
soit 2 une solution de (Px). On a

f(2) < f(zk) < frlap).

Soit & > 0. Comme f est continue et que w = S, on peut trouver z’ m.m tel que
f@') < fz) +e.
On a
Tu(zs) Ji(2') = f(2') + e B(2')
f@) +e+aB@)

INIA

D’ot & la limite

f(z) < liminf fy(zx) < limsup fe(zx) < f(2) + ¢,

koo k—oo
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ce qui prouve que fy(zy) converge vers f(z).

D’autre part la suite (zj) est bornée, on peut donc en extraire une sous-suite
(2#, )n convergeant vers y € S, et

f(y) = lim fr, (2x,) = f(2).

n—o0

4.5 Meéthodes utilisant la résolution des condi-
tions KKT

On se place dans le cas contraintes égalités (cf. surface active):

min f(z)
%L hi(z)=0 i=1,...,q

Les conditions de Lagrange s’écrivent

Vf(z)+ DhY(2)A =0
RL hz) =0,

ou encore, avec L(z, ) = f(z) + h(z).A:
VL(z,\) = 0.

Pour résoudre ce probléme, on utilise I'itération de Newton :

V2L(x2k, i) A HMH HWM v = —VL(ze M),

c’est a dire

(Bt e ) (i) = (g v o)

On pose Hy = V2L(zg, M), Di = Dh(zy), dr. = Tpp1 — 2k €t yp = Apy1 — M. Le
systéme précédent s’écrit alors

A Hyd, + DFyy = —V,L(zk, M) (4.7)
Uw&» = J\NA&»V :

Ce systeme est a résoudre pour chaque itération. On peut employer les méthodes de
type quasi-Newton pour le calcul de Hy.

On peut vérifier que (d, yx) est une direction de descente pour la fonction mérite

m(z,)) = [V f(z) + DR (@)AI* + [ h()][>
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On en déduit le résultat suivant, intéressant dans la mesure ou 'on n’est pas
obligé d’étre proche de la solution a I'initialisation de I’algorithme :

Proposition 4.8 On suppose que le systéme (4.7) est inversible pour tout k.
On prend comme nouveau point

Tpp1 = Tp+ apdy
Mep1 = e+ oy

ot oy, minimise m(zp+ad, Me+ayx) (Siar =1, c’est la méthode de Newton). Si la
suite (zx, A) est bornée, alors toute valeur d’adhérence est solution des équations
de Lagrange (L).

Le systeme (4.7) s’écrit aussi

2) Hidi + D Myn = —Vf(ai)
( Dy.dy = —h(zg)

qui peut-étre interprété comme étant les conditions de Lagrange du probleme qua-
dratique suivant :
min L Hyd.d + V f(zy).d
2
63 A Ei%cno

Méthode SQP

Cette interprétation a été généralisée au cas des contraintes d’inégalité de la
maniére suivante. Les conditions KKT associées au probleme

min f(z)
9(z) <0
h(z)=0

sont résolues de manicre itérative: la direction dy = 2441 — 2 et les multiplicateurs
de Lagrange pix4+1, Aky1 sont obtenus en résolvant les conditions KKT du sous-
probléme:
min 3 Hd.d + V f(xy).d
(QPY{ Dy(ar)d + glay) < 0

ott Hy = V2L(z, ), L(z, 1, A) = f(2) +g(z).p+h(z).X (la condition ~(zx) = 0 n’est
pas forcément satisfaite). A chaque itération, on doit résoudre un sous-probleme
quadratique (QP)’, ce qui peut étre fait par une méthode de surfaces actives. Les
modifications dans (QP)’ par rapport au probleme initial sont la linéarisation des
contraintes et le remplacement de la fonction objectif par un approximation qua-
dratique.

Chapitre 5

Optimisation avec contraintes :
méthodes duales

On consideére toujours le probleme

ai min £(z)

zeS
ot S = {z € RY; g(z) < 0}. Le Lagrangien est

L : RYxR, — R
(zA) = L((z, ) = f(2) +g(2)-A

Définition 5.1 Soit z € RY, A € RY. On dil que (2, ) est un point selle si

L(z,)) VzecRrN
L(z,\) VAeRry

—N
==
Rl
Pl
Naia
IV IA

Théoréme 5.1 Si (z,)) est un point selle, alors  est solution de (P). De plus,
ona

Démonstration
e Montrons que g(z) < 0.

(2, A) est un point selle donc L(z, ) > L(z,A) VA >0, dou
g(2).(A=2) >0 YA>0,

et
g:(z2) <0 Vi=1,...,p.
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De plus pour A = 0, on a g(z).(A) > 0 avec g(z) < 0 et A > 0, donc
g(2)A=0
e z minimise f sur {g(z) < 0}:si g(z) <0, alors

f(&) = £(2) + g(2).(A) = L(z,}) < Lz, )
——

car c’est un point selle.
Donc

~~
0

1@) < f(2) +g(z). A< f2).

Remarques:

1. on en déduit que si (z’, \') est un autre point selle alors
L(z,\) = L(@', X) = f(z) = f(2')

et méme

L(z,N) = L(z", \).
2. il n’existe pas forcément de point-selle.

3. la réciproque n’est pas toujours vraie, sauf dans le cas particulier des fonctions
convexes :

Proposition 5.2 On suppose f ¢t g convezes. Si (P) a une solution & qui vérifie
QC (cf. prop. 3.5), alors il existe A € R, tel que (z, ) soit un point-selle. De plus,
si f et g sont différentiables, alors

V§(#)+ Dg(z)"x = 0. (5.1)

Démonstration
Nous montrons juste Iégalité (5.1) : comme le point # minimise L(z, A) sur RY, on
a V,L(z,A) =0, ic.
V£(z) + Dg(z)"x = 0.
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5.1 Probléme primal et probléeme dual

Posons F(2) si g(z) <0
[ z) si g(z) <
\A&VIAL.OO sinon

On a sup,5q L(2,A) = f(z), donc (P) s’écrit de maniere équivalente:

probléeme primal :

(P) inf sup L(z, A)

z€RN \>0

Par définition le probleme dual est le probleme

probléeme dual :
(P') sup inf L(z, )

A>0 z€EN

La fonction
P(A) = inf L(z,N)

zeRN
est appelée la fonction duale. Le probleme dual est donc le probleme de maximisation

(P) supw(h).

A>0

Dans le cas de contraintes d’égalité dans le probleme (P), I’approche est la méme,
a ceci pres qu’on ne met pas de conditions de positivité sur A.

Remarque : la fonction % est I'inf d’une famille de fonctions concaves (car affines) :

P(.) = inf L(z,.)

zeRN

C’est donc une fonction concave. Par contre ¢ n’est pas forcément différentiable. On
peut montrer que §'il existe z tel que ¥ (A) = L(z, A), alors ¢ est dérivable au point
A si et seulement si 2 est un minimum unique de L(., A). Dans ce cas V§(A) = g(z).
Question : quel est le rapport entre (P) et (P’)? On a toujours
sup inf L(z,A) < inf sup L(z, ),

A>0 zERY T zerN \>0

donc (P’) minore (P). La différence est appelée saut de dualité.
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Théoréme 5.3 Théoréme de la dualité.

i) S’il existe un point-selle (z,)) alors le saut de dualité est nul :

f(z) = min f(z) = max¥(A) = ().

z€S A>0

it) Réciproquement, si (P) a une solution T et s’il existe X > 0 tel que

F(@) = (X alors (z,A) est un point-selle.

Démonstration

i) D’apres le théoreme 5.1, on a g(z).A =0 et

f(2) = min f(z) = L(z, \).

z€S
Le point (, A) est un point-selle, on a donc

L(z,)) = inf L(z,\) = (3.

zeRN

De plus (P’) minore (P), donc ¢(A) < f(z) pour tout A > 0. Comme f(z) =

¥(X), ceci prouve que ¥(A) = maxyso¥(A).

ii) On a pour tout z

(@) = () < Lz, 3) = f(z) + g(z)-A

En prenant = z, on obtient

0 < g(z).A
Comme g(z) <0et A>0,0na
g(2).A =0,
d’ou
L(z,)) = f(z) < L(z,\) VzeRrY. (5.2)

D’autre part, g(z) < 0, donc g(z).A < 0 pour A > 0. D’ou
L(z,X) = f(z) + g(2).) < f(z) = L(z,A) YA=0,

ce qui prouve avec (5.2) que (2, ) est un point-selle.
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5.2 Algorithme d’Uzawa

L’intérét du probleme dual est double:
- il est concave.
- les contraintes sont simples & prendre en compte: contraintes de positivité dans le
cas général, pas de contraintes dans le cas de contraintes d’égalité dans (P).
Pour résoudre le probleme dual, on peut utiliser :

~ une méthode de gradient projeté dans le cas des contraintes d’inégalité dans

(P),

— une méthode de gradient dans le cas des contraintes d’égalité, c’est le cas de
Palgorithme d’Uzawa décrit ci-dessous,

— des méthodes de type Newton, .

Méthode d’Uzawa:
Nous décrivons cette méthode dans le cas ou le probleme primal est :

vi A M:: w.&&plwé“)i
z=c

avec A matrice SDP. Ce type de probléme se rencontre fréquemment lors de la mise
en oeuvre des méthodes d’éléments finis, les contraintes Bz = ¢ représentent les
conditions aux limites du probleme, par exemple des conditions de glissement (cf.
également cours éléments finis mixtes de 5¢me année).
Ona L(z,A) = f(z) 4+ (Bz — ¢).A. Pour A fixé, le minimum de L(z, A) est atteint
pour VoL(z,A) =0, i.e.
0=Az - b+ BT\

En posant

2(\) = A7\ (b— BY))

on a

=
>
I

L@(A), )
AW%E ~ b4 BUA).(N) — A

|w>-§ ~ BTA).(b— BT) — e\

Le probleme dual s’écrit alors:

:ui P

On constate ici que le probleme dual est lui aussi un probleme quadratique, on
maximise un fonction quadratique concave.
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Calculons V(A):

<
<
Neor

Il

—~BAT'BTA+ BA b —¢
Bz()\) —¢

On prend donc V¢)(A) comme direction de montée, et 1’algorithme s’écrit :

Choix de zg, Ao

A Titération k:

- résoudre Azpyy =b— BT,

- un pas de gradient pour (P’): Agy1 = Ax + p(Bergr — ).

Proposition 5.4 On suppose que A est une matrice SDP et que B est de rang
mazimal. Soit o la plus petite valeur propre de BA™' BT (a > 0) et 3 la plus
grande. Alors la méthode converge si et seulement si p m_cqwﬁ. Le meilleur choiz
de p est

2
a+p’

La convergence est géomélrique, de rapport

Popt =

B—a  cond(BA™ BT)—1
B4+a  cond(BA-1BT)+1°

Démonstration : cf. TD.

Variante:
L’étape k nécessite la résolution d’un systéme, et est donc assez cotliteuse. Arrow et
Hurwitz ont proposé la modification suivante:

Choix de zg, Ao

A Tétape k:

- descente en x

Tpy) = Tg — QQHN\A.&?\/»U t>0
- montée en A

Mer1 = A + p(Bagyr —¢) p>0.

Cette méthode consiste & résoudre alternativement le probléeme primal et le probleme
dual.

5.3 Lagrangien augmenté

C’est une méthode qui peut s’interpréter a la fois comme une méthode de pénalisa-
tion et comme une méthode duale. Soit le probleme d’optimisation suivant :

(P)  min f(z)

h(z)=0
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olt les fonctions f et h sont de classe C2. Comme pour la pénalisation extérieure,
on choisit une suite croissante de nombres strictement positifs (cx)rso telle que

NO:B ¢ = +0o. On définit le Lagrangien augmenté sur RY x R¢ x R, par
—r+oo

La(z, A c) = f(z) + h(z). A+ WMU ha(z)?.

La méthode est la suivante: on initialise 29 et Ag. Puis, pour & > 0, on résout
approximativement le probleme
@wﬁvcnu min N\.\;&q\fﬁ@nv
z€RN

dont on note la solution (approchée) zx. On passe alors au probleme Qpi1(Ary1) en
prenant

v£+_ = vé + bem.@.»v‘

L’un des intéréts de cette méthode est le suivant, qui rappelle ce que nous avions
observé avec la pénalisation exacte.

Proposition 5.5 Soit 2* un point régulier solution du probléme (P). On suppose
que ce point salisfait la condilion nécessaire d’optimalilé du premier ordre, le mul-
tiplicateur de Lagrange €tant noté X*, ainsi que la condition suffisante du second
ordre. Alors il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ > C, z* est également un minimum
local strict de la fonction v+ La(z,\*,c).

Démonstration : cf. TD.

A noter que si A est proche de X, on peut en déduire par continuité que
L4(z, A, ¢) aura un minimum proche de z*. En fait, on peut montrer que la mé-
thode du Lagrangien augmenté converge localement, c.a.d. que z — 2* et Ay — X*
si 2o et Ag sont suffisamment proches de z* et A* [7].

Le choix de Apyq ci-dessus peut par ailleurs étre justifié de la maniére suivante.
Pour ¢, fixé, notons g(z) la fonction f(z) + ¢/2Y %, hi(z)?. Si I'on considere la
minimisation de g sous la contrainte i(z) = 0, probleme équivalent au probleme
initial, la fonction duale associée a maximiser est

P(A) = inf La(z, A, k).
zeRN
Supposons alors que le probleme Q;()) admette un solution z(A) différentiable par
rapport a A. On a par définition

(A) = La(z(A), A, ) = g(z(X)) + A-h(z(})).
En dérivant cette expression, on obtient directement

Dp(X) = [Dg((N) + M Dh(z(X)] D(A) + h(z(X))".
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Le terme entre crochets est nul car #(A) minimise la fonction g(z) + A.h(z) qui a
pour dérivée Dg(z) + AT Dh(z). Ainsi

V() = h(z(Y)

est la direction de plus forte montée pour maximiser la fonction %, ce qui justifie
une itération de la forme

v£+_ = v:n + nbﬁewvﬂq T = &Av:nvu c> 0.

Cette méthode peut étre généralisée aux contraintes d’inégalités, cf. [5, 6, 7).
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