Résolution de systemes lineaires

A la fin du chapitre, I'étudiant doit étre capable de :

1.
2.

Faire la distinction entre méthode directe et itérative

Faire la distinction entre probleme mal posé (pas de solution) et
meéthode peu robuste aux erreurs de troncature (solution imprecise)

Décrire I'algorithme de Gauss pour la résolution des systémes
linéaires

Justifier et décrire I'algorithme de Cholesky pour la resolution des
systemes SDP

Donner I'ordre de grandeur du nombre d’opérations nécessaire a la
resolution d’'un systeme de grande taille, a lI'inversion d’'une matrice
de grande taille

Décrire les algorithmes de Jacobi et de Gauss-Seidel

Faire un choix éclairé entre les méthodes du cours pour la résolution
d’'un probleme donné 1



Equation matricielle

( allxl +a12X2 + - —|—a1an — bl
a21X1 +a22X2 + -+ aZan == b2
<

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Systeme de n equations linéaires

Ecritures indicielles
j=1

En general, g;

et b, connus; x; Ligne i

inconnus...

dn1 A2

Ecriture matricielle AX=B

Colonne j

Ann _

n
ZaIJXJ — bi i:].,..n ou a”XJ = bi

X} = by




Méthodes Directes — Méthodes itératives

« Meéthode Directe:

on calcule « la » solution en une « fois ». En
arithmeétique exacte, on obtient la solution exacte
Gauss, Cholesky

« Méthode Itérative:

on calcule la solution comme la limite d’'une suite de
vecteurs. Méme en arithmétique exacte, le nombre
d’itérations restant fini, on n’atteind jamais la solution
exacte

Jacobi, Gauss-Seidel



Méthodes Directes



Méthode de substitution de Gauss

Conditions d’utilisation : méthode applicable pour tout systeme n x n

Principe : triangularisation de la matrice A + balayage

« On ne change pas la solution d’un systeme linéaire si :
- on multiplie tous les termes d’une équation par une constante
non nulle.
- 8i 'on remplace une équation par la somme, membre a membre

de cette equation et d’'une autre equation du systeme. »
On utilise ces propriétés pour triangulariser !
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Application de la méthode a un exemple 3x3:

£(0) (a{0, +alDx, +a{PVxg = b®

Triangularisation (0) ) 4(0) (0) (0) (0)
&tape 0 E a21 X1 +a5," Xy +355° X3 = by,

E:(go) a3 Ix, +632)x +a30)x _b(o)

Elimination des termes en x, dans E, et E; ...
(0)

—a(z—éx E{O Q) gD E{O) al(l))x +ald)x, +aldxg = bl
A1 étape 1 EV | allx, +aldxg = bl
a31 E(O) Eéo) _ E:(%l) Eél) agl)x2 + aél)x = b(l)

(0) \
a1

Elimination du terme en x, dans E; ...

Eio) (ai(l))lerai X +a10)x - b(o)
a?lz) «ESD +EM =E) étape2 ELY | allx, +aldxs = b
. (2) (2) (2)

E; Ays’' X3 = b
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Balayage
(><1=(b§°) a{Ox, —aldx )/

o = (b6 -l ) /a2

s =07 /23

Définition importante

N\

"

Les termes diagonaux par lesquels il est nécessaire de diviser lors de

0) alD al

I'étape de balayage (ai (2) ) sont appelés pivots

On verra plus tard gu'’ils jouent un réle trés particulier ...



cas genéral

Etape (r -1) : A(r_l))( — B(r—l)

Alr-1) _

Formules de Gauss :

(0 0
ajy)  ajy

1
0 al)
0 0
0 0
0

étape r-1

(r-1)
1 a.
bi(r) _ bi(r ) i

R

b (r +1<i <n)

0 0 0 - -
AP o
1 1 1 1
ag);  agy as, bS"
r—2 r—2 r—2 (r=1) _| h(r-2)
a§ —1r21 aE—lr) a§ —1n) B by 4
0 Al L. i br' ™
1
0 a(1-D a(1=D _bﬁ,r )
G N
_A(r-D) _ Gir — 3
8’ =aj D a (r+1<i,j<n)
I'r




Etape (n -1): A(n_l))( — B(n—l)

[ (0 0 0 0 0)
ail) aiz) aM (r) (n)
1 1 1 1
0 agz) a§r21 agr) agn)
(n_l) r—2 r—2 r—2 B(n_l) =
A 0 0 all P &y ally)
0 0 0 aigrr!]_l)
1
X = b(n—l)
A
Balayage : . )
_ (r-1 (r-1)
Xr‘WEbr —_Z a: Xj] 1<r <
arr |=r+1




Vue matricielle de la méthode de Gauss: un exemple

2 1 1|x 5
Oncherchearésoudre:AX=| 4 -6 0} y|=|-2|=Db parlaméthode de Gauss
-2 7 2|z 9

2 1 1 |x 5 2 1 1 |x 5
, .. Ly« L,-2L _
Onecrit: 10 -8 -2|y|=|-12| puls L« L,+L,:|0 -8 -2|y|=(-12
L, <L +L
0 8 3|z 14 0 0 1|z 2

UX=c

Partant de A quelconque, on obtient donc une matrice triangulaire
supérieure U et un systeme UX=c qui se résout facilement par substitution

Comment passerde AaU ?

La premiere etape consiste a enlever 2 fois la premiere ligne a la deuxieme.
Sous forme matricielle cela s’écrit:
1 2 1 1]« 1 5 2 1 17x 5
Onécrit: L,«L,-2L:|-2 1 4 -6 Ofy|=|-2 1 —2|soit:] 0 -8 -2|y|=|-12
1|-2 7 2|z 1] 9 -2 7 2|z| |10



Vue matricielle de la méthode de Gauss: un exemple

1
La matriceE=|-2 1 est une matrice élémentaire qui remplace la ligne L, par L,-2L,
1

De méme la matrice F = 1 est une matrice élémentaire qui remplace la ligne L, par L, + L,

et la matrice G = 1 est une matrice élémentaire qui remplace la ligne L, par L, + L,
11

Au final on passe de A a U en combinant les opérations élémentaires dans

le bon ordre:
Les mémes opérations sont appliquées sur le membre de droite donc:

c=GFEDb
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Vue matricielle de la méthode de Gauss: un exemple

Apres avoir écrit le systeme a partir de la matrice U, est-on capable de
revenir a la forme initiale écrite a partir de A ? Oui bien sdr, en appliquant
les transformations élémentaires inverses.

Par exemple, I'opération associée a la matrice E est annulée par I'opération
qui consiste a remplacer L, par L, + 2 L,. La matrice élémentaire
correspondante est simplement:

-1

+2 1 |=|-2 1 ~E?
1 1

En procédant de méme pour les matrices élémentaires F et G, on obtient au

final:
E'F'G'U=A
E'F'G'c=b
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Vue matricielle de la méthode de Gauss: un exemple

Le produit des matrices élémentaires inverses a deux proprietés tres

importantes:

1. Elle est trianqulaire inférieure

2. Ses coefficients contiennent I'information sur les transformations
élémentaires permettant de passer de U a A

E—lF—lG -1 —

1
+2

1
=+2 1
A

1

1
1
1| —1/
L, < L,+2L,

-1 1.1
\

L« L, L,

™~

L« L,—L,

Le produit des matrices elémentaires inverses est souvent noté L de sorte

que:

A=LU

Lc=Db
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Factorisation LU et résolution de systemes linéaires

La réécriture de toute matrice carrée A comme le produit d’'une matrice
triangulaire inférieure L et d’'une matrice triangulaire supérieure U a de tres
nombreuses applications en algébre linéaire. Cette opération porte le nom
de factorisation LU

Partant d’'un systéme linéaire AX=b, elle permet d’obtenir deux systemes:
LY=Db Ux=Yy

L'intérét réside dans le fait que les matrices L et U étant triangulaires, ces
deux systemes peuvent étre résolus tres simplement par substitution directe
(pour LY=Db) ou inverse (pour UX=Y)

La résolution de AX=Db se fait alors en deux étapes:
1. Résolution de LY=Db qui donneY,

2. Résolution de UX=Y qui donne X une fois Y connu
14



Factorisation LU ou LDU

La factorisation LU est non symétrique dans le sens ou:
1. L, triangulaire inférieure, contient des « 1 » sur sa diagonale,
2. U, triangulaire supérieure, contient les pivots sur sa diagonale

C’est la raison pour laquelle on préfere parfois écrire la matrice A sous la
forme:

A=LDU’

ou les diagonales de L et U’ ne contiennent que des 1 et D est une matrice
diagonale dont les éléments sont les pivots.

Evidemment cette écriture affecte les coefficients de la matrice U dont la i€me
ligne doit étre divisée par le i¢™e pivot (lien entre U et U’):

3 2 1] [1 3 2 1 1 3 Tr 2/3 1/3]
A=[1 2 3|=|1/3 1 4/3 8/3|=|1/3 1 4/3 1 2
12 2| |3 1 1 ~1| |13 1 1) -1 1

o<
<

L

C<

L



Matrice singuliere

Les factorisations LU et LDU sont équivalentes (au sens de I'information
qu’elles contiennent) SAUF lorsque la matrice A est singuliere

Dans ce cas, un pivot (au moins) est égal a O et la factorisation LDU n’existe
plus alors que LU est toujours bien définie (rien n"empéche U d’avoir un
zéro sur sa diagonale ...)

A=

(1 2 3]
32 1

1 2 3

1
1/3 1

1/3 1 1

3

2 1
4/3 8/3
0

=LU

Dans ce cas, la factorisation LU ne peut évidemment pas étre utilisée pour
résoudre le systeme linéaire AX=b puisque le systeme UX=Y n‘admet pas

de solution unique.

Ce n’est pas une faiblesse de la méthode, c’est que le probléme posé
(résoudre AX=b) n'admet pas de solution unique
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Qualité numerique - Précision

« Méme lorsque la matrice A n’est pas singuliere, la méthode de
substitution de Gauss (ou factorisation LU, c’est la méme chose) peut ne
pas donner de bons résultats en précision finie

« Exemple: On suppose que I'on calcule avec une précision de 10 et que
I'on veut résoudre le systéme suivant:

10 1] X 1 : . X 1/(1-107%) 1.0001
=| _ |, dont la solution théorique est: = . N
1 1]y] (2 y| |@1-2x10"*)/(1-10"*)| |0.9999
« Appliquer la méthode directement conduit au systeme triangulaire:

-4 X 1
L, < L, —10*L, d'ou 10 L =
0 —9999 || v —9998
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Qualité numerique - Précision

Avec une erreur de troncature de 103, on obtient en fait;

0—10000y = —10000 soit y =1, résultat valablea10”prés

Avec y=1 (proche de 0.9999), le processus de substitution inverse donne
alors pour x:

10*x+1=1 soit x =0, trés éloigné de1.0001 !

Autrement dit, le fait d’utiliser un pivot « petit » conduit a une tres grande
sensibilité du résultat aux erreurs de troncature

Remarqgues:

« 103 est énorme pour une troncature, mais pas pour une donnée
expérimentale

» Pour des problémes de grande taille, une erreur de 101> peut
conduire a une grande sensibilité des resultats

» Ce probleme a une solution: le « partial pivoting »
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Qualité numerique - Précision

» Lorsqu’il s'agit de résoudre un systéme linéaire, I'ordre d’écriture des
équations n’influence pas le résultat ... sauf en précision finie !!

« Exemple: On suppose que I'on calcule avec une précision de 102 et que
I'on veut résoudre le systéme suivant:

1 1« 2 _ . X 1/(1-107) 1.0001
L =| |, dont la solution théorique est:| |= » NG
107" 1|yl |1 y| | (1-2x107")/(1-107")| |0.9999

« Appliquer la méthode directement conduit au systeme triangulaire:

L, < L, —107*L, d'ou LX) e
27 0 1-10%|y| |1-107
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Qualité numerique - Précision

Avec une erreur de troncature de 103, on obtient en fait;
0+ y=+1 soit y =1, résultat valablea10~pres

Avec y=1 (proche de 0.9999), le processus de substitution inverse donne
alors pour x:

X+1=2 soit x=1, proche del1.0001

Autrement dit, le fait d’utiliser un pivot « grand » conduit a une tres faible
sensibilité du résultat aux erreurs de troncature

En termes de matrices, échanger les lignes du systeme linéaire revient a
multiplier a gauche par une matrice de permutation

o 3 oS
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Factorisation LU avec pivotage partiel

A chaque étape de substitution, on cherche dans les lignes a traiter le
plus grand pivot en valeur absolue

Autrement dit, les formules de Gauss données précédemment pour
I'étape r-1 sont appliguées aprés avoir placeé en position r la ligne i
dont le premier coefficient est tel que

max

1)
r

= MaX

r<i<n

o

(r-1)
air ‘

En termes matriciel, chaque permutation entre les lignesr et i, revient
a multiplier a gauche le systeme linéaire par une matrice de permutation

fabriquée a partir de la matrice identité en échangeant les lignesreti.,,:

-

ri :Pi ,r:]'
AX=b —PAX=PbavecP telleque<P. =1sii#reti=i_,
P, = 0sinon

21



Nombre d’opérations pour résoudre un systeme linéaire

On compte le nombre d'opérations arithmetiques
Factorisation LU (ou élimination de Gauss) d’'une matrice de taille n:

- ATlétape k, il faut annuler n-k coefficients en dessous du pivot
Pour chacune des lignes entre k +1et n cela nécessite :

e1ldivision par le pivot pour calculera, /a,,
e n—k multiplications/soustractions pour effectuer L, <— L, —a{"™ /al" L,
Pour les n -k lignes on obtient donc (n—k)(n —k +1) opérations

* Pour la totalité des étapes on arrive donc a :

Zn:(n —k)(n—k +1) =Zn: k?—(2n +1)Zn:k +n(n +1)Zn:1

_ n(n +1)6(2n +1) —@2n+1) n(n+1) Fn2(n+1)
L
3 3 n—oo 3

22



Nombre d’opérations pour résoudre un systeme linéaire

Le terme de droite doit également étre manipulé a chaque étape de la
substitution. Un calcul similaire conduit a

> (-k)=ny1-Yk=nz D0
k=1 k=1 2 oo 2

k=1

Une fois le systeme triangularise, il faut utiliser une substitution inverse
pour obtenir la solution
Pour chacune des lignes k entre n et1cela nécessite :
e n — k multiplications/soustractions
e 1division par le pivot

Pour I'ensemble des lignes (des inconnues) on obtient :

n(n+1) n® n n’
+tN=—+— =~ —

2 2 2 now 2

Zn:n-k+1:n2—
k=1

Au final, résoudre un gros systeme linéaire « colte »
environ n3/3 opérations

23



Nombre d’opérations pour inverser une matrice

Inverser une matrice revient a resoudre n fois le méme systeme linéaire
avec n membres de droite différents (les n vecteurs de la base

canonique):

111:100 1 00 3/2 -1 1/2
123:010>»>>>010: 0 1 -1
113:001 001 : -1/2 0 1/2
A | | A
C’est la méthode de Gauss-Jordan
Le compte des opérations est le suivant: 4
elimination + n termes de droite + n substitutions inverses =~ 3 n®
~ ~ ~ N—00

n’ n? n?
— nx— nx—

3
qui peut étre ramené a n® opérations en prenant en compte la présence

de zéros. En tous les cas il est clair que d’'un point de vue numerique:

Inverser une matrice pour résoudre un gros systeme

. s i 24
linéaire n’est donc pas efficace !!



Remarques

1 — La méthode de GAUSS (ou LU) est aussi utilisée pour le calcul
du déterminant de A :
det(A) =alP.aly...alh

nn

2 —la méthode de GAUSS (ou LU) peut étre optimisee pour les
matrices bandes. Par exemple, pour une matrice tri-diagonale, on
montre que le nombre d’'opérations nécessaire pour résoudre le
systeme peut étre réduit a O(n) (au lieu de O(n3) dans le cas général

)
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Meéethode de Cholesky

conditions d’utilisation

Il faut que la matrice A soit symétrique définie positive (SDP).

A symétrique : a; =ay,Vi,j, (QUA" = A)

A définie: AX=0= X =0 (detA = 0)
A positive 1 X =0, XTAX >0

En fait, ces conditions ne sont pas si restrictives car pour pouvoir résoudre
AX=B, il faut que Al existe et donc que det A soit non nul. Si A n’est pas
symetrique et positive, il suffit de réécrire le probleme sous la forme :

ATAX =ATB
A* B*

n
A* est symétrique: A*T = (ATA) —ATA=A*

A" est positive: X TA*X = XTATAX = (AX)' (AX) = |AX|* >0
26



Meéethode de Cholesky

Lorsque A est symetrique la factorisation LDU peut prendre une
forme particuliere : A=LDU =A'=UDL! dou Ut=LetlL!=U et

donc :
A = LDL!

Par theoreme, si A est définie positive alors toutes ses valeurs
propres sont positives et tous ses pivots sont positifs. On en déduit
que D peut s’écrire D = AA = AA!

La décomposition A = LDL! donne alors: A = LAA'L! = LA(LA)

Au final, si les conditions SDP sont respectées alors on obtient la
factorisation de Cholesky:

Si A est SDP, alors il existe une matrice L telleque: A=LL

27



« Une fois la factorisation LL! effectuée, la méthode de résolution
est identique a celle utilisée avec la factorisation LU:

A=LL" |A]-

L'équation AX = B peut étre réeécrite sous la forme :
LL'X =B

Sion pose :Y = L"™X alors on peut résoudre en deux balayages
successifs (c’est le fameux double balayage de Choleski !l) :

AN

Le 1¢" balayage donne Y

L'X =Y N [:

Le 2éme palayage donne X




Comme pour la méthode d’élimination de Gauss (factorisation LU),
la principale difficulté de la methode est de déterminer les
coefficients I; de la matrice L a partir des coefficients a; de A.

Exemple : dans le cas d’ un systeme 3 x 3, on doit avoir :

A7 Ao Y3 i 0 0\l Iy I3
Ay Ay Ax3 |=|lpy lp O || O Iy g
d3; 83y dz3 I3 I3 133 L0 0 33

29



Soit a résoudre le systeme non linéaire suivant :

1591, = a5,
3411, = a3

2 2

150 +155 = ay,

131051 + 135155 = a3,

2 2 2
137 +135 +133 = az;3

Pas de probléeme pour calculer les I;
| =1,2,3 car on sait que la diagonale
de L est positive...

- 2 _
1 =214 6 équations a 6 inconnues

(|11 — \/a
1 = azl/@
31 = 331/\/%

2
L, = [a,, — 221
22 =4[822
A g
A91837
Azp —
I — aj 1
32 = 5
o _ 221
22
aj1
2 2
. — |a 8y 83q
33 =4/833
A1 g

30



Cas généeral
ona: @ _Zl|k|kj lekljk

or I,, =0desqueq>p

donc, Iy =0desquek >i et |, =0 des quek > |

min(i, )

d ou aij — Z likljk
k=1

31



En suivant la méthode de résolution
mise en place sur I'exemple 3x3, si
\ 'on se placeen=r:

touslesly 1< j<r-letj<i<n)
sont connus.

En fait les |; ou i<j sont nuls !!

J
k=1

A EEEEEENEEXNKX)
A EEEEENEX)
AR EEENENXXK)
oo mn

o0 00000

n
r r-1
S| J =I’, a.lr — leklrk +|ir|rr’ J S' <n
k=1
r-1 r-1
#sii=j=r a, =2yl +15 > |I. = [la, - > I3
k=1 k=1

r-1 1 r-1
*SI 1 >1T, air — leklrk +|il’ll’l' [”:“::> Iir — |_ a‘il’ _Zliklrk
k=1

rr k=1 A




1.

Remarques

La méthode de Cholesky est moins génerale que la factorisation
LU puisqu’elle n'est applicable qu’aux atrices SDP.

On montre que le nombre d’'opérations nécessaires a la résolution
d’'un systéme linéaire de taille n est de I'ordre de n3/6, soit environ
2 fois moins que pour la méthode géenérale LU

Un autre avantage: la méthode de Cholesky est tres robuste

numeriguement, peu sensible aux erreurs de troncature. Le
pivotage est en pratique beaucoup moins nécessaire pour qu'il ne
I'est pour I'élimination de Gauss.

Méme divisé par 2, le nombre d’opérations reste proportionnel au
cube de la taille du systeme a résoudre. Cela devient tres
problématique lorsque n est de I'ordre de 106, ...,10° comme on le
rencontre en calcul intensif ... Il faut trouver autre chose !
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Méthodes Itératives

34



Méthode de Jacobi

A1 X1 +A-X> =D

. 1181 T 2K 1

Cas d’un systeme 2x2 { b
Ay1Xq tAxoXy =Dy

A . _
X5 Ay I 8y1X1 + 35Xy =Dy

( (i+1) _ 1 (i)
X =— (b, —a;,X
1 all( W —Ad2X2 )

..................... X2(|+1) _ i(bz B a21X1(|) )
X | Aoo
1

& TTTTTR— : On utilise, pour calculer x,,
I'ancienne valeur de Xx;.

Critére d’arrét

Xog 2> X > > X > s
Critere de convergence 35



Méthode de Jacobi

Généralisation aux systemes nxn

k+1

Convergence : HX X(k)H <g

Méthode lente, mais tres facile a programmer
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Méethode de Gauss-Seidel

. a1Xy +oXy = by
Cas d’un systeme 2x2 { b
Ap1X) T Ay Xy =Dy

(i+1) 1 (i) ;
X — (b1 —ag2%; s
............. RN e)
i+ ai (b2 _ a21xl(i+1))
\ 22
DASTETY I Xy
>

On utilise, pour calculer x,,
la valeur de x; reactualisee.

37



Méethode de Gauss-Seidel

Généralisation aux systemes nxn

allxl +a12X2 + .- +a1an — bl

[
o

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Passage de x(K) _, x(k+1)
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Méethode de Gauss-Seidel

Généralisation aux systemes nxn

N 1 n 1=1
pe =a—£b1—2alj ng)J
11 j=2
............... |igne | = 2ceeeeeinieiinnnnnn,
n 1 -1 N n
- 3{a St $
1l j=1 J=1+1
............... |igne | =N =T ceeeeeeeeeaeennn.
n-1
XY = ai[bn - 2.8 ngﬂ)] X pxM oy 0=
nn j=1

n
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Méethode de Gauss-Seidel

Conditions de convergence

. k k
On va chercher a montrer que : x kD - £x®) 4 h

On pose pourcela:A=D-E-F

a;; O 0 0O O O| [0 a5 ay,
0 a - PRI 0 ;
A 22 L |2 s
: 0 0 An_1n
0 w0 Ay, (81 " 9nn O_ o - 0 O |
D —E —F
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Méethode de Gauss-Seidel

Conditions de convergence

La méthode de Gauss-Seidel s’écrit avec ces notations :

(k+1)

a1 X 1 ' Zalj

............... ||gne | = 2 (D_E)X(k+1) _ Fx(k) 4B

| (k+1)
<Za, b - Z g X J

= = x Y —p-gytEx®+(D-E)'B
............ |igne l=n-1 N . y N " J

. L H

k+1
Zaﬂj XE ) :bn
[j=1

41



Méethode de Gauss-Seidel

Conditions de convergence

Prenons alors comme vecteur X initial

o x _H
% (0) _ alors : ?((2) =[1+2]H
0] x (k+Y) :[1+£+---+LK}H

La suite des X&) sera convergente si la suite matricielle converge

42



Méethode de Gauss-Seidel

Conditions de convergence

Théoreme 1: une condition nécessaire et suffisante de convergence

d’une méthode itérative (ici G.-S.) est que le rayon spectral de la
maitrice £ associée soit inférieur a 1.

p(L) <1 avec p=Sup|r;| A; valeurpropre
i1=1,..,n

Remarque : peu d'intérét en pratique car la recherche des valeurs
propres est un probleme plus complexe que la résolution du systeme.

Théoreme 2: une condition suffisante de convergence

d’une méthode itérative (ici G.S.) est que la matrice A soit a
« diagonale dominante ».

N
|aii|22‘aij‘ pour 1<i<n

j=1 43
| #




Méethode de Gauss-Seidel

Relaxation

« La méthode de relaxation a déja été utilisée pour la recherche

de racine de fonctions
« Elle est appliquée ici pour la résolution de systemes linéaires,

avec Gauss-Seidel ...

gsr(k+1) ngr(k) gs(k+1) ngr(k))

+o(x
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Condition de convergence

Pour toute matrice A, le rayon spectral de la matrice de la méthode

de relaxation L, est supérieur ou égal a |1-o|.

En d’autres termes, une condition nécessaire de convergence de

la méthode de relaxation est que :
O<mw<?2

o > 1: sur relaxation
o < 1: sous relaxation

Attention !! Une condition nécessaire de convergence
n’est pas une condition suffisante !
Le fait que o vérifie la condition n’assure en rien la convergence
de la méthode.
Par contre si o ne vérifie pas la condition,
alors la, on est sir de diverger...

Dot ?
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Comparaison des méthodes
directes (MD) et itératives (Ml)

Le compte des opérations est en général largement inférieur pour les Ml

Rapidité _ . :
g p i que pour les MD, au moins pour les systemes de grande taille [O(n)
execution | contre O(n3)].
Facilité de Equivalente pour les Ml et les MD

mise en oeuvre

Les MI permettent, sous certaines conditions, d’obtenir

Systemes : ) X ) .
4EaENETE une solution y compris pour les systemes singuliers, ce
egeneres qui n'est pas le cas pour les MD (det A= 0)
Validité des Converaence La définition du critére d’arrét est un probléme complexe
résultats g gui ne se pose que pour les M.
Les effets dévastateurs de la propagation des erreurs
Précision peuvent étre évités que ce soit avec les MD ou avec les
MI. Evidemment, pour les systemes mal conditionnes, le
probléme peut ne pas avoir de bonne solution.
En général, les MD sont a preférer aux Ml lorsque le choix est possible
(systémes de taille modérée (O(103)): elles sont plus fiables et I'on sait
Conclusion que I'on obtiendra la solution a coup sar. Toutefois, les M| sont souvent

les seules possibles pour la résolution de systemes issus de la
discrétisation d’'EDP Ces systemes sont trés creux et de taille 46
potentiellement énorme (O(108).




Qualité numerique

En précision finie, les réels sont définis a une erreur de troncature
pres
L'erreur de troncature peut se propager et s‘amplifier

considérablement durant I'algorithme de recherche des valeurs
propres

Ce probleme a déja eté observé pour la résolution des systemes
linéaire et avait justifié I'introduction du pivotage partiel dans la
méthode de Gauss

De méme, les incertitudes sur les données (coefficients de la
matrice de départ) conduisent a des incertitudes sur la solution
obtenue

Pour une matrice et un probleme donnes, il est utile de connaitre
la maniere dont 'incertitude sur les données d’entrée se convertit
pour la solution



Qualité numérique pour larésolution de AX=B

On suppose que A est symetrique définie positive et que ses
valeurs propres sont telles que: 0< 4, <4, <--- <A

On suppose que B est connue a une incertitude pres 86B. On note
alors 6X l'incertitude correspondante sur la solution X

On obtient alors: A(X +8X) =B + 6B, et donc 6X = A-16B

Le probleme est alors d’autant plus mal conditionné que I'erreur
relative sur X est grande devant l'erreur relative sur B. Il est donc
utile de comparer les quantités||5X]/|X| et |B|/|B|
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Qualité numérique pour larésolution de AX=B

L'erreur sur X est d’autant plus grande par rapport a 6B que 6B
est aligné avec la direction propre de A1l associée avec la plus
grande valeur propre de A1, soit 1/,

La solution X est d’autant plus petite par rapport a B que B est
aligné avec la direction propre de A1l associée avec la plus petite
valeur propre de A, soit 1/A,,

Au final, on obtient la majoration suivante:

BXIX] _ A _ A
BBI/B A A

Pour une matrice SDP, le rapport A../Anin.€St le conditionnement
de la matrice
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Qualité numérique pour larésolution de AX=B

Pour le cas d’'une matrice quelconque il faut tout d’abord

introduire la notion de norme d’une matrice

|Al= maxM
=0 X

On rappelle alors que: B=AX et 6X=A"6B
Dot I'on déduit : [B]<A[[X] et [8x]<[a]|sB|
La majoration recherchée est alors simplement:

XX <[afla]
o8]/ -
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Qualité numérique pour larésolution de AX=B

« Lorsque l'incertitude vient de la matrice elle-méme, on part de:
AX =B et (A+3A)X+8X)=B
« Et on obtient apres quelques calculs:
80X = —A'8A(X +6X)

« Entermes de normes cela donne :

[ <A loAx + 8X]
« D'ou l'on déduit :

oX/]X +8X]
BAJ/A]

<Al

- Le conditionnement|A||A™| est donc pertinent pour le probléme
AX = B quelque soit le type de perturbation

51



Calcul pratigue de la norme de A

La définition de la norme de A ne donne pas directement un mode
de calcul de cette quantité car il est exclus de trouver le maximum
sur 'ensemble de tous les vecteurs non nuls ...

On utilise donc 'astuce suivante;:

2
Al =max B = jap cmax L S AR 2 max
x#0 HxH x#0 X2

X'A'AX
X0 XtX

Il s’agit donc de maximiser le produit scalaire de x et de A'Ax . Le
maximum recherché est atteint pour x = v,.,, OU V., €st le vecteur
propre de A'A associée a sa plus grande valeur propre A,

Au final, la norme de A est la racine carrée de la plus grande valeur

propre de A'A. C’est aussi la plus grande valeur singuliére de A. -
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