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Objectifs pour I'étudiant :
A la fin de la matiere, I'étudiant doit pouvoir :

1) calculer la différentielle d’une fonction de plusie variables,
2) Calculer la matrice Jacobienne et le Jacobien dometion a plusieurs variables
3) Représenter les iso-lignes d’'une fonction de 2aideis

4) calculer le gradient et le Laplacien d’'un champao®, la divergence et le rotationnel d'un
champ vectoriel.

Dans ce cours on étudie la généralisation de léomale dérivabilité aux fonctions de
plusieurs variables. Notre objet d’étude sera typment une fonctiohdéfinie sur une partie

UdeR" et avaleurs danR”.

Ce type de fonction est en effet capital pour lacdption de nombreuses situations
physiques. Par exemple, la concentration en umiogpblluant d’une riviere est représentée
mathématiquement par une application de troisabées du type :
C:UOR®’-R
(X, Y,2) > C(x,Y,2)
Ici U désigne le volume de I'espace tridimensionRébccupé par le lit de la riviéréx, Y, z)
sont les coordonnées cartésiennes d’un point corttans la riviere eC(x, Y, z) représente la

concentration en ce point. Cette description perd@talyser le taux de pollution moyen

dans la riviere. Dans le cas d’'un événement intecsmme par exemple le déversement
accidentel d’une grande quantité de polluant,tinésessaire de suivre I'évolution temporelle
de la concentration en chaque point du lit de Vé&me. La description mathématique du
phénomene sera alors basée sur une fonction des gaaiables :

C:UOR*-R
(X, y,z,t) > C(x,y,zt)
On peut également étre amené a décrire un phénopwnelequel une fonction a valeur
vectoriel est nécessaire. Par exemple, la condemtrde poIIuantC(x, Y, z) dépend de la
vitesse de I'eau dans le lit de la riviere. Cettargité est bien représentée par une fonction
vectorielle du type :
V:UOR* - R®
(X, ¥,2,t) > V(X y,zt) = (ux,y, z,t),v(x,y, 2,t), W(X, y, ,t))

On notera | la norme euclidienne usuelle sur les espaces velstR" et R” et ou bien

(') le produit scalaire usuel.
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1- NOTIONS DE BASE

De méme que I'on peut définir tout vecteurde R" a partir de ses composantes
(xl,xz,...,xn), on pourra définirf(x), vecteur deR"”, a partir de ses fonctions
composanteﬁfl(x), f,(x), ,fp(x)). Pour touti D{lz,...,p}, f, est une fonction dg
dansR.

Remarque dans le cas d&k? ou R® on utilisera souvent la notatiofx,y) ou
(x,y,2) plutdt que(x,,x,) ou (X, X,,X;)

La i projection canonique (oif™ application coordonnée) est une fonction a

valeurs réelles définie par :
7:RP - R
X X,
Sif est une application dB" a valeurs dan®k" alors lai°™® fonction composante
est telle que f,(x) = 7Ti(f (x)), soit f, =7 of. On peut définirp fonctions

composantes a partir e

f étant définie sur une partid de R" et a valeurs dan®R®, on appellei®™

application partielle déen x OU la fonction d’'une variable réelle définie par :
p¥:U, - RP
t = P ®) =F (X, Xy X, X+ XX )
ol U, est la partie d&® définie parU; O{t OR : (X, Xy,..0; X X +1, X 4g 000X, ) DU}

On peut définin applications partielles a partir fe

On dit que la fonctiof est continue ex, OU si :
Oe > 0,07 > 0,0x OU,[x =X, <7 = [[f(x) = f(x,)| < &

On dit quef est continue sud sif est continue en tout point d& Cette définition
étend celle déja connue pour les fonctions réellesme seule variable (obtenue en
remplacant les normes par des valeurs absolues)meégour les fonctions réelles, la

continuité peut également étre définie comime f(x) =f(x,). Il faut souligner que

pour garantir la continuité deen x,cette condition doit étre vérifiee quelque soit la
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maniére dont le poink tend vers le pointx,. Par exemple, dan®?, voici trois

manieres de tendre vers l'origine :

y y y
v _
X X X
X=Yy, X 0" x=0,y - 0" y=0,Xx > 0"

Cette distinction rend la notion de continuité nsoimiviale pour les fonctions a

plusieurs variables qu’elle ne I'est pour les fames d’'une seule variable. Par exemple
0 si (xy)=(00)

. Y& & - 2 1
la fonction définie surR°par (X Yy)— 2Xy _ si (xy)# (00) n'est pas
X“+y
continue. Pour s’en convaincre, il suffit de cotmta que
lim f(x,x):l;tf(0,0):O, méme Si
(x,%) - (0,0 2
li f(x,0)= i f(O,y)=0=f(00).
(x,o;mom (x0) (o,y>|[n(o,0) ©) (00)

Quelques propriétés classiques sur la continuitédmnnées ci-dessous :

0 la continuité est stable par combinaison linéaisef et g (deux fonctions
définies surU O R" et a valeurs dan® ") sont continues ex, U alors
pour tout couple de réeldl, # 1a fonction Af + 19 est continue eix,,

o la continuité est stable par combinaison f siest une fonction définie sur
U OR" et a valeurs dan® " et continue enx, U, si g est une fonction
définie surV OR" et & valeurs danfk® et continue enf(x,)dV, alors
I'application g f est continue e, U

o toute fonction construite a partir de combinaisomltiplication, quotient de

fonctions continues est continue. Par exempleration
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f:R2-{(00)} - R

COSX

(X, y) >

2

Xy
est continue sur son domaine de définition.
si f est continue alors toutes les applications péetiajui lui sont associées

sont continues. Attentionla réciproque est fausse ! Par exemple considéro
0 si (xYy)=(00)

encore I'application définie suR*par (X,y) — % si (x.y)# (00)°
X“+y

Les deux fonctions partielles deen 0 sont identiquement nulles, donc

continues suR et notamment en 0. Par contre la foncfioriest pas continue

en 0.

on cite également un résultat célébre (hors cadreedcours) : I'image d’'un

compact par une fonction continue est compacte.

2- DERIVEES DIRECTIONNELLES ET PARTIELLES

e . .. f
v si la limite suivante existelim

f étant définie sur un ouvddtde R" et a valeurs danR®, on considére un vecteur

de R" et un élémenk, deU. On dit quef admet une dérivée ex, suivant le vecteur

(Xo +tV) —f (Xo)

f
. Dans ce cas on notge— (x,) cette
Vv

t-0

Remarques

e . . i .
0 dans cette définition la variableest un réel et la derlveg—(xo), si elle
v

existe, est un vecteur de’

. of . )
Si g—(xo) existe alors pour tout réel non nul on montre que
v

of of
i o
oy Xo) T A5 (X)
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. T of . :
* Si la dérivée dlrectlonnell%—(xo) existe pour tout vecteuv JR" et si de plus
v

L e R of L .
I'application (définie suR" a valeurs danf®) v > a_(XO) est linéaire alors on dit
vV

quef est Gateaux-différentiable eq.
« f étant définie sur un ouveltt de R" et & valeurs danR*, on note(e,,e,,....e,) la
base canonique dB". Sif admet une dérivée ex, U suivant le vecteue, on dit

que f admet une dérivée partielle dans la direction. On note

of of .
—(X,) =—(X,) cette dérivée.
. 050) = 5 %)

f(xo +tei) —f (Xo)
" .

» Par définition, la dérivée partiellgf—(xo) est donc égale éltirrg
X; -

En introduisant les composant@s,,, X,,,-.-, X1 Xo» Xgjs1r--1%n & X4, ON obtient

encore”ng f ((XO,l""'XO,i—l’ XO,i +t’ XO,i+1""’XO,n)z _f ((Xo,li""XO,i—l’ XO,i ’XO,i+1""’XO,n)) '
t-

Si

on note p'™ la i®™ application partielle dé en x,, cette limite s'écrit plus

M- P (0
t

simplementlim P , qui n’est autre que la dérivée g™ en 0. Par
to

conséquent les différentes dérivées rencontrées’plers sont liées par la relation :

g—f(xo) ::—f(xo) =( .f(x"’)' (0). On remarque que la dérivée partiellefdeans la
X, e

direction x; s’obtient en figeant les variables,; et en dérivant alorkpar rapport a

X .

» Sion suppose queadmet des dérivées partielles suivant toutesitestobns enx, il
en est de méme pour ses fonctions composaritesOn appelle alors matrice

jacobienne dé en x, la matrice de taillepxn d’élément génériquggi(xo)]. On
X .
J

note Df (X, ) cette matrice dont I'expression est :
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Uy W O]
ox (Xo) ox, (Xo) - ox, (Xo)
Oy iy Oy . O

Df (X,) =| ax, (o) 0x, (o) ox, (o) 1)

afp'( ) afp'( ) afp'( )
—_ X —_ X cee —_ X

0% A, ox, |
o lorsquen=p, on définit le jacobien dé en x,comme le déterminant de la

matrice jacobienne deen x,. On note :

D(f,, f,,....T,)
D(X,, X5,..45X,,)

cette quantité reelle,

Jag (x,) = = def(Df (x,)) 2)

o lorsque la fonction est a valeurs réellps), la jacobienne est une matrice
ligne. Sa transposée est une matrice colonne appgedéient dé. On note :
fof
o,
of

grad f =0f =Df (%,)' =| gx_ (3)

of
X, |

3- DIFFERENTIELLE
On a vu précédemment que plusieurs types de dérpegvent étre introduits dans le cas
d’'une fonction vectorielle a plusieurs variable® fait, chacune de ces dérivées ne donne
gu'une information partielle sur les variations ldefonction f (information dans une
direction donnée, pour une des composantef.dea notion de différentielle est alors
introduite pour permettre une description comptéts variations dé au voisinage d’'un

point x,. Cette notion vise donc a généraliser la notiod@hevée d’'une fonction réelle a

une seule variable.

Rappelons tout d’abord la définition de la déridéas le cas d’'une fonction &edansR :

1:(Xo +t) B f(Xo)
t

(4)

f'(x%,) = Itigg



Polytech’Montpellier STE3

Bien sdr, dans ce cas particulieq, est un réel fixé et les quantitésf(x,) et f'(x,)
sont elles aussi réelles. Cette définition ne pest étre généralisée au cas des fonctions
de plusieurs variables puisque la division pégui est alors un vecteur d®") n’est pas
définie. Cette difficulté est surmontée en obsetrgae la définition de la dérivée den

f (%, +1) = (F (%) +tF'(x,))
t

X, ci-dessus implique qultdrrg =0. En posantx = x, +t, on

trouve également

im T~ (F00) + (x= %) (%)) _
X— Xg X—X0

(5)

Autrement dit, I'application
X F (%) +(X=%) (%)
est la meilleure approximation affine qu’il estspible de trouver podrau voisinage de

X, . En effet, la relation (5) permet d’obtenir
F) = (%) +(X=%) F'(%) +0(x = X,) (6)
ou o(x — X, )est une fonction négligeable devgmt- x, ay voisinage de, .
Remarque ce résultat était en fait déja connu puisque :
1. y=1(x)+(x—x,)f'(x,) nest rien d’autre que I'équation de la tangente a
graphe dé en x,
2. I'équation (6) est en fait le développement lind&f en x, a l'ordre 1

Alternativement, I'équation (6) peut se réécrirasta forme :
f (X, +1) = f(Xx,) +tF'(X,) +0O(t), avec Lirrg@zo (")
On approxime doncf(x, +t )au voisinage dex = x,(ou alternativementt =0) par

f(X,) augmenté de la valeur prise par |'application dine t +— tf'(x, ). C'est cette

derniere relation que I'on généralise pour défiminotion de différentielle.

Définition : f étant définie sur un ouved de R" et a valeurs danR?, la différentielle

def en x, OU est une application linéaire d@" dansR ", notée df x, »telleque:

f(xo +h) =f(x,) +df, (h)+o(h),  avec li %ﬁ):o 8)

h-0 ”
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* On montre que si elle existe, la différentielle @sique.
» Sif admet une différentielle en tout pointdeon dit quef est différentiable sur U.

On peut alors considérer I'applicatiali de U dans I'ensemble des applications
linéaires deR" dans R”, et définie parx df,. Si cette application est

continue, on dit quéest continiment différentiable (ou de cla€desurU.

Propriétés :
* la différentiabilité est stable par combinaisorédire : sif et g (deux fonctions

définies surU O R" et a valeurs dan®") sont différentiables ex, JU alors
pour tout couple de réeldl, 1 |1x fonction Af + g est différentiable erx, et sa
différentielle estAdf, +/dg,

« la différentiabilité est stable par combinaison f sest une fonction définie sur

U OR" et a valeurs dan®” et différentiable enx, JU , si g est une fonction
définie surV ORP et a valeurs danR“ et différentiable erf(x,) OV, alors
I'application gof est différentiable erx, JU . Sa différentielle est la composée
des différentielles, sod(g-f), =dg;,-df,

» sif est différentiable emx, alorsf est continue en ce point

» sif est différentiable e, alorsf est Gateaux-différentiable en ce point et de plus

DVDRn,i(XO):de (V) (9)
ov °

En effet, écrivant I'équation (8) pour le vectdurtv out est un réel et est un

vecteur non nul fixé deR", on obtient immédiatement, par linéarite dg,_ :

f(x,+h)-f vio(h o .
(X +h) =T(X,) =df, (v)+ ” ||||hﬁ ) . La norme des étant fixée, le dernier terme
de cette égalité tend vers zéro lorsquée — 8i bien que

jim T X0 W =T06) e ()

t-0 t
« sif est différentiable erx, alorsf admet des dérivées partielles dans toutes les
. . . of of N réme
directions etlli D{lz,...,n},a—(xo) =a—(xo) =df, () oue estlei” vecteur
Xi ei °

de la base canonique @'. Par linéarité de la différentielle on en dédyuie:

-9-
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DhOR",df, (h) = g—f(xo)hi (10)

n
i=1 i

ou les composantes tledans la base canonique Bé sont(h,,h,,...,h, ).

* La matrice associée a la différentiellefden x, dans les bases canoniquesRie

. & of

et RPcontient enj“™ colonne les composantes du vectelfy (e;) =6—(Xo)-
0 X
J

C’est donc par définitioDf (x, ,)la matrice jacobienne desn x,,.

» On utilise souvent la notation différentielle pdargument de la différentiellen(

devientdx,). On note donc

5 Of
df, (dx) = 37— (¥, )dlx (11)
i=1 0%,
ou bien, avec une notation Iégerement abusive regépandue:
> Of
df =) —dx 12
Zl o & (12)

Dans cette notatiorx est la variable microscopique ou locale, contragst ax

ou X, qui sont des variables macroscopiques ou globHlésut bien voir que la
différentielle agit sur la variable locale alorsegia fonction agit sur la variable
globale. La relation (12) exprime la valeur de ifédentielle def enx appliquée

au vecteudx. La notation abusive consiste a notée simplerdémette quantité
qui n'est en fait autre quef, (dx).

Comme toujours il est nécessaire de bien compreadreivent les différents
termes de cette derniére relation : b sont des réels (composantes du vecteur

dx deR") et Iesg—f (X,) sont des vecteurs de” (dérivées partielles dedéfinie
X.

de R" dansR"®). Au final on trouve bien que la valeur prise fmdifférentielle

def enx une fois appliquée au vectealx est un vecteur d& °

» Dans le cas d'une fonction d®" dansR, la relation (12) indique que le vecteur
gradient dd est tel que

Odx OR",df = df, (dx) = (gradf ,dx) (13)

De ce résultat on peut déduire que le vecteur gnadest perpendiculaire aux

surfaces de niveau de orienté vers les grandes valeurs de la fonctfar.

-10 -
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exemple, considérons une applicatfal valeurs réelle différentiable s®”. Une
représentation pratique de cette fonction considtacer les lignes sur lesquelles

la fonctionf est constante :

o Si on choisit dx =dx,, tangent a une courbe de niveau, alors

i=O:<gradf,dxl> et le vecteur gradient est donc
d(dx,)

df, (dx,) =
orthogonal au vecteutx, , donc a la ligne de niveau,

o Si on choisit dx =dx,, orthogonal a la ligne de niveali=f,, alors
(gradf ,dx2> =df, (dx,) = f, — f, <0 et le vecteur gradient est colinéaire
au vecteurdx, et de sens opposé. Il est donc bien orienté esrgriandes

valeurs dd puisque I'on a choisi icif, > f,. Bien sur le méme résultat est

obtenu lorsque 'on choisi la situation inverssaaoir f, < f,

f=f
! f=f, < f;

Xm

» Attention : L’existence de dérivées partielles dans touess directions enx,

n'entraine pas nécessairement la différentiabid#d en ce point. Par contre on

peut montrer qué est contindment différentiable eq si et seulement $iadmet

des dérivées partielles continudems toutes les directions &p.

Différentielles exactes Etant donnée une application linéaireRI& dansR P définie par

L :dxn—>Zgi(x)dxi, il est utile de savoir s'il existe une applicatib de R" dans
i=1

-11 -
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RPdont la différentielle erx est Zgi(x)dx . Si tel est le cas on dit gue est une
i=1

différentielle exacte dont la primitive dst

n
On montre qu’une condition nécessaire et suffisgpuar que Zgi(x)dx soit une
i=1

.09
différentielle exacte est que(i, j)D{lZ,...,n}z,% :%. Pour cela on remarque tout
X, 0X

d’abord que, si etj sont deux indices fixés, on obtient par identtfima entreL et df :

f f L. . R .
o} =§— etg; =§—. Dérivant ces deux relations par rapport;aet x, respectivement,
Xi Xi
. , , 9% 9%
on obtient le résultat annoncé en remarquant-gue— = )
0X;0% 0% 0X;

Changement de variables

e On suppose que la variable macroscopiogiéR" peut étre paramétrée et vue

comme une fonction d’'une variable rédll€hague composante gest alors une
fonction det et pour toute applicatiohde deR" dansR® on peut trouver une
fonctiong définie deR dansR?" telle que :

Ox OR™,f(x) = f(x,(t), %, (t),....x, (1)) = g(t) .
Si on s’intéresse a la dérivée depar rapport a (on suppose donc que les
fonctions x, :t+— x (t ) sont dérivables) on peut utiliser la différengetlef et
écrire :

Lo df & of dx
ty=—= _—,
g dt <z ox dt

ou %n’est autre que la dérivée de:t > x (t par rapport &

. . f:R* - R
Exemple: On considere la fonction et on suppose queety
(X, y) — xcos(y)

sont des fonctions det réel: x:t—t> et y:t—>t3. On a alors

-12 -
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f(x,y)=g(t) =t* cos(t3). La dérivée deg peut s’obtenir en dérivant
g(t) =t? cos(t3) directement (en utilisant les régles de dérivaticlassiques), soit

g'@)= 2tcos(t3)— sm( ) On peut également passer par la différentiell¢, de

soit df =cos(y)dx— xsin(y)dy, puis utiliser x =t? %—Zt et y=t? (jljy—St2

pour obtenir de mém%f? = 2tcos(®) —3t* sin(t®)

 Dans le cas plus général, la variable macroscepiquR" ne peut pas étre

paramétrée a I'aide d’'une seule variable réellglle peut par contre étre reliée a
une autre variable macroscopiqyél R" Chaque composante deest alors une
fonction des composantés,, y,....,y,)dey :

%, = % (Y, Vareees¥a)
X, = %, (Y1, Yoo V)

Xn = Xn(yl’yZ""’yn)

Pour toute applicatiohde U 0 R" dansR" on peut alors exprimer les dérivées

partielles par rapport aux variable,,x,,....x,) en fonction des dérivées

partielles par rapport aux variable(sll,yz,...,yn). C’est encore une fois la

n

différentielle de f qui permet de faire le lien.rldat de df =Z§—fd>g et en
i=1 X
« divisant » pay; on obtient :
Oj D{].,Z,...,n},a—g = i%
dy;, = 0x 0y,
Dans cette relation, I'applicatiog est définie pardxOU O R",f(x)=g(y ) Il

faut noter que bien souvent les physiciens et tegrieurs ne font pas la
distinction entrd etg et parle de f « vue comme une fonctioryde Le tout est de
bien comprendre ce dont on parle ...

-13 -
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f:R? - R
Exemple: On considére la fonction et on introduit les
(X y) - x*+y?
. X =r cosd _ ) .
coordonnées polalre{ g’ La fonction g des variablegr,6 Qui
y =rsin

représente la méme quantité physique que f (c*elsteaqui est égale a f en tout

point du plan) est telle quel(x y)OR? f(x,y)=g(r,8 .) Puisque
x? +y? =r?on trouve directemeng(r,8) =r?. La dérivée partielleg—g(r,é?) est
r

alors évidemment égale a 2r. Cette dérivée peulerdgat se calculer sans

exprimer explicitement la fonction g en écrivant :
sf = x/

a—g(r,é?) :i%+iﬂ:2xcos€+2ysin9. En utilisant C_O X r’ on

or oxor oy or sinéd=ylr

retrouve bien le résulta%%(r,&) =2r.

» Les variations des variables macroscopiques sdréeseentre elles par leur
Jacobien de la maniére suivante :

D(X,, X5,-+1,X,,)
D(Y1s Yase-sYn)

dxdx,..dx, = dy,dy,..dy, (14)

Par exemple dans le cas des coordonnées polairesrisiennes, on a le

résultat classique:

dxdy=2Y 4o = rdrdg
D(r,8)

Dans le cas des coordonnées sphériques et camésjeon a un autre
résultat classique:

dxdydz= 20Y:2 44540 = r2 sing drdgde

D(r.¢.6)

-14 -
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4- COORDONNEES CYLINDRIQUES ET SPHERIQUES

Hormis les coordonnées cartésiennes (not€esx,, X,

et Jassociées a la base

orthonormée(i, j,k ), les coordonnées cylindriques et sphériques paribis trés utiles

pour représenter certaines situations physiquesiddne ici la définition de ces systemes

de coordonnées. Dans la suite, les points géornégi® et M sont l'origine du systeme

de coordonnées et le point courant respectivement.

Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriquds, 8,z sgnt représentées dans la figure ci-dessous,

en méme temps que la base orthonorig@egs,,e,) correspondante :

X

La distance entre le point courant M et I'axe Or restéer alors que le plan
(M,0z) est repéré par I'anglé qu’il forme avec le plan (Ox,0z). L'altitude du
point M dans la direction Oz est notée z. Finaleimes coordonnées cylindriques

(r,6,7) [dans cet ordre] varient dans I'ensemBl& x[027xR.

Les relations suivantes peuvent étre obtenues air pde considérations
géomeétriques :

0 Vecteur position OM = reﬁr + ze_;

o Vecteur déplacementh\/f = dreﬁr +rd He: + dzet

0 Volume élémentaire rdrd@dz

(X, Xy, %;) = (r cosd, r siné, z)

(@)

-15 -
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X
o (r,6,2) :(fo +X2 ,arctan—z,x3j
X

1
o (g.6,6€,)= (cosHT +sin@],~sin@i +cosd ], IZ)

o (i,j.k)= (cosé?a -sinfe,,sinfe, +cosle, 5;)

* Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériqu@sg,d soint représentées dans la figure ci-dessous, en

méme temps que la base orthonorngee,,e,) correspondante :

La distance entre le point courant M et 'originee§t notéa alors que le plan
(M,02z) est repéré par I'anglé qu’il forme avec le plan (Ox,0z). Finalement, le

rayon OM est repéré par 'angle qu’il forme avec I'axe Oz. Finalement, les

coordonnées sphériquegr,¢,8 [dans cet ordre] varient dans I'ensemble

R x[0,7]x[0,27] .

Les relations suivantes peuvent étre obtenues air pde considérations
géometriques :

0 Vecteur position OM = reﬂr

o Vecteur déplacementm = dra + rd¢e7 +r sin¢d0€;

0 Volume élémentairer? singdrdgdd
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0 (X, X%,,%) = (rsingcosh,rsingsing,r cosg)

o (r,g,0) :(JXf + X2+ X, ,arcco£><3/ X2+ X2+ X2 ),arctanx—zJ

X

sing cosdi +singsindj +cosgk,

0 (e,e,,e,)=| cospcosdi +cosgsingj —singk,
—sin@i +cosf]

sin¢cos€€ + cosg cos@% —sinHe:,

o (7,],k)=|singsinde +cospsinbe, +cosde,,

cos¢€ —sin¢e7

5- OPERATEURS DIFFERENTIELS

Certains groupements ou combinaisons de dérivédself@s apparaissent souvent a
répétition lorsque l'on fait du calcul difféerentiell est donc utile de nommer ces

opérateurs différentielst de bien comprendre leur signification physique.

On se restreindra ici aux applications de troisabdes a valeurs danR ouR®. On se
dote pour la suite des fonctions suivantes :
o Une fonction vectoriell®& définie de la maniere suivante :
V:R® - R®
(%1% %) = V() = (V; (3, V, (%), V4 (%))
ou (X;,X,,X;) sont les coordonnées cartésiennes. Une telleidonpeut par

exemple étre utilisée pour représenter le vectd#asse au sein d’'un fluide. Si
l'espace est repéré par les coordonnées cylindgidugd, z) ou sphériques

(r,#,6) on note respectivemetlt, (x),V, (x),V, (x)) ou (V, (x),V, (x),V, (x)) les
fonctions composantes de

o Une fonction scalairé définie de la maniere suivante :
T:R® R
(%45 X5, %3) > T(X)
Une telle fonction peut par exemple étre utiliséargeprésenter la pression, la
température, la concentration en nitrates au saimftlide.
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Le gradient:
On a vu précédemment que les dérivées partiellasedfonction a valeurs réelleg=1)

peuvent étre combinées pour former le vecteur gradde cette fonction dont une

propriété fondamentale a ensuite été déduite (Bq. 1

Odx OR",df =df, (dx) = (gradf ,dx>
Cette propriété peut en fait étre vue comme landéfh du vecteur gradient: c'etd
vecteur (on montre aisément qu’il est unique) dtntproduit scalaire avec tout

déplacementx, soit <gradf,dx>, est égal a la différentielle deappliquée alx, soit

df, (dx) . Cette définition est évidemment indépendanteydtesne de coordonnées utilisé
(coordonnées cartésiennes, cylindriques, sphérigues Le gradient apparait alors
comme un opérateur intrinségque ayant ses propnEtgses. On a par exemple déja vu
gue le vecteur gradient est orthogonal aux ligreesideau, dirigé vers les grandes valeurs
de la fonction. Ces propriétés en font un outilcleix pour la modélisation de certains
phénomeénes physiques comme la diffusion. Il s’ajiln processus moléculaire qui
conduit & mélanger les zones chaudes avec les hoimss, ou les régions polluées avec
les régions qui le sont moins. D’'un point de vue lIdggénieur, il est utile, voire
indispensable, de disposer d'une représentationrasempique de ce phénomene
microscopique ; on utilise pour cela des lois dikdeis gradients ». Par exemple, on

modeélise le flux de chaleug, lié a la diffusion dans un corps par la loi de feu
g, =-Agrad T dans laquelld est la températurd, le coefficient de diffusion et le signe
moins indique que la chaleur diffuse du chaud leefeoid. De maniere similaire, la loi de
Fick permet de modéliser le flux de diffusion. d'une espece dans un fluide :
g. =-Dgrad C, ou D est le coefficient de diffusion pour I'espéce ddésee,C sa

concentration volumique.

Exprimé dans les systemes de coordonnées cylirefrigusphériques, le vecteur gradient

prend respectivement les expressions suivantes :

. _— of 10f of |
» Coordonnées cylindriquesgrad f =|— —— —
or rof oz

, y of q0f 1 of |
+ Coordonnées sphériquegrad f =| — —— ———
or rad¢g rsing 048
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Evidemment, en coordonnées cartésiennes, la nelg@)odonne directement la forme bien

connue :

of of of |
grad f = — (15)

ox, 0x, 0%,

La divergence:

C’est un opérateur défini siR® a valeurs dan® qui est par définition l&race (somme
des termes diagonaudg la matrice jacobienneDf (x) définie dans I'équation (1). Cette
définition est évidemment intrinseque et ne dépmawldu systeme de coordonnées choisi.
La divergence revét une importance capitale en nmgga des fluides en particulier et
dans les sciences de l'ingénieur en général ;aglfmrait en effet naturellement lorsque
I'on écrit des bilans (de masse, de quantité deverment, d’énergie, ...) sur des éléments
de volume de petite taille afin de déduire des tgus de conservation. Par exemple,
pour un fluide incompressible, le principe de conaion de la masse s’écrit localement

sous laforme div(V)= 0

Puisqu’il est défini suR®, 'opérateur divergence ne peut étre appliqué gu&fonction
a valeurs dan®R°telle que la fonctio’/ définie plus haut. En coordonnées cartésiennes,

son expression est la suivante :

ov, oV, odV
div (V) =tr(Df (x)) = —% + —2 + —3 16
(V) =tr(Df (x)) Vv (16)

En coordonnées cylindrigues et sphériques on montre la divergence prend
respectivement les formes suivantes :

» Coordonnées cylindriquediv (V) =Earvr +E6V" + V,
ror r 08 ox

2 oV, sin
« Coordonnées sphériquesiv (V) :izar Ve y 1 0SNG, 1 AL
r< or rsing 06 rsing ox,
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Le Laplacien:
C’est un opérateur défini siR a valeurs dan®R qui est par définition la combinaison

des opérateurs divergence et gradient :
AT =div(gradT) (16)

Cette définition est évidemment intrinseque puidoasée sur les opérateurs divergence et
gradient ; elle ne dépend pas du systeme de coogédsnchoisi. Le Laplacien apparait
naturellement lorsque l'on écrit des bilans de d¢té&s pouvant étre éventuellement
diffusées. Par exemple, pour la concentration gialluant quelconque (notée C par la
suite) dilué dans de l'eau, le principe de cond@made la masse de polluant fera
intervenir la divergence du vecteur flux de diffusig.. Comme indiqué plus haut, ce
type de flux est souvent modélisé a l'aide d'unedm type gradient (loi de Fick) faisant

intervenir le gradient de la concentration en il Au final, on obtient bien la

divergence du gradient de la concentration, c’edit@le Laplacien de la concentration.

En combinant les expressions données plus haut lpodivergence et le gradient, on

obtient les relations suivantes :

2 2 2
* Coordonnées cartésienneAT = 9 12- + 0 12- + 0 12-
ox; 0x;  0X]

» Coordonnées cylindriquesAT :%a%[r

aTj 10°T 0°T
— += +
or ) r?96° 0z?

2
« Coordonnées sphériqueat =1a(r20TJ+ L0 (g |1 0T
r2or_ ar) r?sing d¢ 0¢ ) r?sin’¢ 062

Le Rotationnel:

C’est un opérateur vectoriel défini s* a valeurs danf®® qui mesure, dans un fluide,
la propension des particules a tourner autour gaint fixe. Une situation bien connue
dans laquelle le rotationnel est non nul est cdlieme tornade ou d'un cyclone ; les
particules fluides tournent en effet autour de I'dei cyclone qui peut étre vue comme

'axe de rotation. NotérotV, le rotationnel a, comme les opérateurs précédenme

décrits, des expressions différentes en fonctiosydteme de coordonnées choisi. Dans le
cas des coordonnées cartésiennes, nous donnamsiécriture mnémotechnique faisant

intervenir le déterminant d’'une « matrice » ddeaead!:
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OV, OV,
I T ox, O0x,
otV =detL 9 9 || OV 17)
X, 0X, 0X, Xy  0X,
Vi Vo Vo |ov v,
| OX,  0X, |

Exprimé dans les systémes de coordonnées cylirelrigusphériques, le rotationnel prend

respectivement les expressions suivantes :

A7
raaﬁ aaz
» Coordonnées cylindriquegotV = Vi OV,
dz or
(arv avj
or 06
asm¢V 0V,
rsm¢

e Coordonnées sphériquesotV =

e
im0

On observe pour I'ensemble des opérateurs quexfmessions sont plus complexes en

rsing
1

coordonnées sphériques (et dans une moindre meglimeriques) qu’en coordonnées
cartésiennes. Cela est du au fait que la basernmtinge (i, j,k )est constante alors que

les bases(eT,ej,ej) et (g,g,g)dépendent de la position du point courant M (vair p

exemple les expressions du vecteur positiOoM et de sa différentielle, le vecteur

déplacemenw ).

Propriétes :
On pourra montrer a titre d’exercice les résuktddssiques suivants :
« div(rotv)=0
« rot (gradT) =
« div(TV)=Tdivw +gradT [/
« grad (TU)=T gradU +U gradT
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« rot (TV)=TrotV +gradT OV

« rot (rotv ) = grad(divw)-AV  (qui utilise le Laplacien d’un vecteur)

Vecteur symboligue « nabla »

Dans de nombreux ouvrages les opérateurs diffélengont écrits a partir du vecteur
symboligue « nabla » défini par :

0X,
d

0X; |

On vérifie alors aisément en coordonnées cartésgemue les opérateurs précédents
peuvent s’écrire a l'aide dé de la maniére suivante :

e gradT =0T

« divV =0I[V, ou [ estleproduitscalaire

« AT =000T, notéégalement AT =0°T

e rotV=0OLCT ou L estleproduit vetoriel
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