Méthodes Mathématiques pour
I"Ingénieur
Suite de la boite a outils ...

en 5 séances de cours

+ 5 séancesde TD



Sommaire

e Vecteurs et valeurs propres des matrices

* Applications aux systemes d’équations
différentielles

e Intégrales curvilignes et multiples



Objectifs — Auto-évaluation

A la fin de la matiere, I'étudiant doit pouvoir :

e calculer les valeurs et vecteurs propres d’'une
matrice de dimension 2 ou 3.

e appliquer la décomposition en éléments
propres a la résolution d’un systeme
d’équations différentielles

e calculer des intégrales curvilignes, de surface,
de volume avec changement de variables



Vecteurs et valeurs
propres des matrices



Introduction

Deux grandes classes de problemes en algebre linéaire :

e Résoudre un systeme linéaire d’équations

AX =D

Déja vu en STE3

 Trouver les éléments propres d’'une matrices

AX =X

X: vecteur propre
A: valeur propre

'objectif de ce cours



Pourquoi faire ?

e La détermination des éléments propres d’'une matrice
carrée a de multiples applications: résonnance,
traitement d’'image, géométrie, recherche sur le web,
balancoire, vibration, marché financier, résolution de
certaines équations aux dérivées partielles (équation de
la chaleur), des systemes d’équations différentielles
ordinaires (EDO), ...

e Voici un exemple concret a partir du systeme d’EDO
suivant ...



Exemple introductif

(dv

— =4v-35wW
Systeme différentiel de taille 2: (S) 4 Cclllt
Les inconnues sont les fonctions d_\iv =2vVv—3W

v(t) et w(t)

Il s’agit d’un probleme aux conditions initiales tel que
souvent rencontré en pratique (ex: modele de type
proie-prédateur)

Ici on prendra v(0)=8 et w(0)=5 et le but du jeu est de
trouver v(t) et w(t) pour t>0



Exemple introductif

Ce systeme peut facilement étre écrit sous forme
matricielle. On pose pour cela:

U(t) :{V(t)} A :B :2}

w(t)
Le systeme différentiel (S) est alors équivalent a:

8
av =AU, avec U(0)=
dt 5

C’est une équation linéaire du premier ordre pour la
nouvelle inconnue U(t)



Exemple introductif

 On sait résoudre cette équation sans probleme dans le cas
scalaire (U(t)=u(t) est une fonction réelle et plus un vecteur:

du
— =au, avec u(0)=u
" (0) = u,

* La solution est alors connue:

u(t) =u(0) e*, enfait: u(t) = Reu(0) €*|=u(0) cos &) e”

e Le comportement pour les grandes valeurs de t dépend de |la
valeur du paramétre (éventuellement complexe) a=a+if3.
— a> 0: solution instable
— a< 0: solution amortie qui tend vers zéro
— [ # 0: solution oscillante amortie, instable ou a amgé constante



Exemple introductif

e Retour au cas du systeme: on cherche une solution avec une
dépendance exponentielle:

v(t) = ye"

solution de (S) cherchéesousla forme
w(t) = ze"

 Eninjectant dans (S) on obtient:
Aely =4ty -5e'z
AeMz=2e"y-3e"z

e Quise simplifie en

{4y—52 = Ay

ou ennotationmatricielke AX =AX avecX = Y
2y —3Z2= Az

Z



Exemple introductif

e On obtient donc le probleme aux valeurs propres suivant:

e Sil'on sait résoudre ce probleme d’algebre linéaire, c’est-a-
dire déterminer la ou les valeurs propres A et les vecteurs
propres associés X =[y z|', alors on connait la solution du
systeme différentiel (S):

v(t) = ye'
w(t) = ze"



Résolution de AX=AX

e On remarque tout d’abord que:

AX =X peuts'écrireégalement (A =1 )X =0

e On seramene a un probleme de résolution de systeme
linéaire du type :

MX =b avec M =A-Al et b=0

 Mais b=0, X=0 est toujours solution !! Fin de |"histoire ?

e NON bien slr ! On cherche une solution X non nulle

(pour qu’elle puisse avoir une utilité pour la résolution du
systeme (S) ...)




Résolution de AX=AX

e Rappel du cours sur les systemes linéaires:

MX =b avec M matricecarréadmet

-1solutionuniquesi.det(M) #0
-0ouuneinfinité desolutionssi:det(M) =0

Danslecasdet(M) =0, ondit queM estsinguliere

e Conséguence pour le probleme aux valeurs propres:

PuisqueX = Oest toujoussolutionde(A — I )X = Oetquel' oncherche
dessolutionsX # 0, onseplacedandecasouM = A — Al estsinguliere
Autrementdit oncherchadesvaleurgropres. deA enrésolvant

I"'équation

det(A-Al)=0




Retour sur 'exemple

Avec |la matrice A de I'exemple on a:
4 -5 1 O 4—-4 -5
A-1l = - A =
2 - 0 1 2 -3—-4

Le déterminant de cette matrice de taille 2 se calcule
simplement:

det(A-A1)=(4-2)(-3-A)-(-5)(2) =P -1-2

C’est un polynéome d’ordre 2 (= taille de la matrice de départ).
On 'appelle polyndme caractéristique de A

Ses racines annulent le déterminant de A-Al; ce sont donc les
valeurs propres de A



Retour sur 'exemple

e Le polyndme caractéristique de A est d’ordre 2; il admet -1 et
+2 comme racine

e A admet donc 2 valeurs propres que l'on notera :

L="let/l,=2

 Le cours sur les systemes linéaires indique que pour les choix
A=A, ou A=A, (et uniguement pour ces choix), 'équation
AX=AX admet des solutions X non nulles



Retour sur 'exemple

Calcul du vecteur propre X, associé a A,: ses composantes
(v, z,) vérifient le systeme d’équations:

{4y1 -5z, =(-1)y,
2y, =327, = (_1)21

Les deux lignes de ce systeme sont en fait identiques et
équivalentes a :

y, —z =0, vérifieenotammenpary, =z =1

Par conséquent, tout vecteur non nul proportionnel a [1,1]*

est vecteur propre de A associé a A =-1.



Retour sur 'exemple

Calcul du vecteur propre X, associé a A,: ses composantes

(v,, Z,) vérifient le systeme d équations:

{43’2_52 :(+ 2)Y2
2y, =3z, = ( 2)22

Les deux lignes de ce systeme sont en fait identiques et
équivalentes a :

2y, —5z, = 0, verifieenotammenpary, = 5etz, =2

Par conséguent, tout vecteur non nul proportionnel a [5,2]t

est vecteur propre de A associé a A,=+2.



Résolution de AX=AX

Elle se fait en 3 étapes systématiques:

1. Calcul du déterminant de A-Al

2. Détermination des racines du polyndme caractéristique
obtenu en écrivant : det(A-Al)=0

3. Pour chaque racine (chaque valeur propre), résoudre le
systeme linéaire AX=AX afin de déterminer le ou les
vecteurs propres associés.




Re-Retour sur 'exemple

e Deux solutions ont été obtenues pour le probléme AX=AX:

1 5
A =-lavecX proportiomela{l} et A=+2avecX proportiomela{z}

 Cela correspond a deux solutions pour le systeme différentiel
S):
? U(t) =e" ! et U(t)=¢” >
1 2

e Comme le systeme différentiel (S) est linéaire, toute
combinaison linéaire de ces deux solutions est
potentiellement solution. La solution générale est alors:

el
Uit)=Ce’| [+C,e
1 2




Re-Retour sur 'exemple

Les constantes C1 et C2 sont a déterminer en utilisant les
conditions initiales:

1 5 8
U(t=0)= clu + czM =U(0) = M

Cela revient a résoudre le systeme linéaire suivant

1 5| C, 8 _ C, 3
= dont la solution est =
1 2||C, 5 C, 1

La solution recherchée pour le systeme différentiel (S) est
finalement:

1 5 =3¢’ t
U(t):3e'{l}+e2{2} c'est-a—dire: {V(t) 3¢’ +5¢

w(t) =3¢e" + 2¢™




Eléments propres de quelques
matrices simples

e Matrice diagonale:

3 0 | 1 | 0
A= 0 2 A=3 X, = 0 A =2X,= 5
e Matrice de Projection

A = 1/2 1/2 A =1X 1 oy o 1
Tz vzl T =0X, =)

e Matrice de rotation

A{ﬁ’s/z —1/2} /]1:@ i

1/2 /312 2 , X, nonreel AzzTI;XZ nonréel



Eléments propres de quelques
matrices simples

e Matrice défective:

2 -1 1 1
A:L o} )llzj;xlzm AZ:xXZ:u:xl 1

e Valeur propre double

J212 212 0 1 V2 +1]
A=[212 =212 0| A =-LX,=|J2+1| A, =1X,=| 1 A, =
0 0o 1 0 0

e Matrice non normale

1 2 T2 =y ]2
A:L J A1:1+«/§,X1—L/§} A, =1 ﬁ,xz_{ﬁ}

Onremarqueue: X, [X, #0

LX, =




Quelques observations

Le nombre de valeurs propres (éventuellement complexes) est
TOUJOURS égal a la taille de la matrice

Le nombre de vecteurs propres réels PEUT étre inférieur a la
taille de la matrice qui est alors dite défective

Une matrice ne peut étre défective que si elle admet une
valeur propre multiple. Autrement dit, deux valeurs propres
distinctes admettent des vecteurs propres distincts

La somme des valeurs propres d’'une matrice est égale a la
trace de cette matrice

Le produit des valeurs propres d’'une matrice est égal au
déterminant de cette matrice




Diagonalisation des matrices

e Si A est une matrice de taille n qui admet n vecteurs propres
distincts (linéairement indépendants), alors on dit que A est
diagonalisable. Si on note S la matrice dont les colonnes sont
les n vecteurs propres de A, alors on montre facilement:

AS=SA ; A=S"AS ; A=SAS"

e Dans ces trois égalité équivalentes, /A est une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs
propresde A: - - - C T

A= " S= . Zn




Au sujet du terme « diagonalisable »

e SiA et B sont deux matrices carréees de méme taille et gu’il
existe une matrice S inversible telle que

AS=SB ; B=S"'AS ; A=SBS"

alors on dit que A et B sont semblables.

e A est donc diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.




Variables caractéristiques

Si la matrice A est diagonalisable:

A =SAS™ avecA matricediagonale

Le systeme différentiel initial peut s’écrire:

au _ AU =SAS™U soil: S™ au _ AS™U
dt dt

On introduit alors les variables caractéristiques: W = S™*U

. yro . W
qui permettent d’écrire le systeme sous la forme: d— = AW

dt

On notera dans la suite: \W = W,
W,



Re-Re-Reto

ur sur I'exemple

Ecrit a partir des variables caractéristiques, le systeme

différentiel est découplé:

dﬂ:AW = S

dt

[ d
o= AW =,
W,

= AZWZ = MZ

| dt

Les variables caractéristiques évoluent de maniere

indépendante 'une de I'a

W, (t)
W, (t)

utre

=W, (0)e"
=W, (0)e*



Re-Re-Retour sur I'exemple

e Les conditions initiales pour les variables caractéristiques
s‘'obtiennent simplement:

L L [1 5] 1[-2 5
W=S"U avec S = = —
1 2 31 1 -

d'oll W, (0) ~11-2 5 v(0) ~1|1-2 58| |3
W,0| 31 -1{wO | 3] 1 -1|5 1
e Lesvariables caractéristiques sont finalement égales a

W, (t) =3e”
W, (t) = e



Re-Re-Retour sur I'exemple

e Connaissant les variables caractéristiques, on peut retrouver
les variables primitives v(t) et w(t):

W=S"U - U=SW

c'est—a-—dire: {V(t)} = {1 5}_36_t
wi(t) 1 2

e On retrouve évidemment la méme solution que
précédemment:

w(t) =3¢e" + 2¢”

{v(t) = 36! +5¢*




Base propre

e Si A est une matrice diagonalisable, elle admet n vecteurs
propres linéairement indépendants. Ces vecteurs constituent
une base appelée « base propre »

e Les colonnes de la matrice S contiennent les composantes des
vecteurs propres dans la base canonique: c’est aussi par
définition la matrice de passage de la base canonique (base
B) a la base propre (base B’)

e Siun vecteur admet X comme composantes dans la base
canonique et X' dans |la base propre, alors:

X=P,X' , P, =S

30



Changement de base

 Dans le cas d’un systeme différentiel, cette formule de changement de
base permet de passer des variables primitives aux variables
caractéristiques et inversement

W=S"U - U=SW

e En géométrie Euclidienne, elle permet de déterminer les composantes
d’'un méme vecteur lorsque représenté dans différentes bases :

V=V, i +V, ] =V, i+, ]

Lescomposantesontliéespar:

' Vil |V
V =P, V' avecV = Vv V= Vv

y y

etlescolonnesleP,,. contiennenhles
composantedeB'= (T T') exprimées

—
O

dandabaseB = (T, j )




Une application geéométrique ...

On s’intéresse a la courbe C d’équation : ;xz +£ y? +£xy:1
X
Sousformematricielle: X'AX =1 avecX = etA 1o V3
y 443 7

On montre que A est diagonalisable :

1{1 —Jﬂ

2 0
A =SAS™ avecA = et S==
0 1 J3 1

2
On remarque que S est orthogonale: SS'=StS=I (ou bien S-1=St).

C’est toujours le cas pour les matrices symétrigues (A*=A) ou méme
simplement normales (AtA=AA!)

La courbe C admet donc également pour équation:

X'SAS'X =1, ouencore (Stx)t/\( tX):l



Une application geéométrique ...

* Exprimée a l'aide des coordonnées X'=SX= S-1X, I'équation de la courbe C
devient alors plus simple:

X"AX'=1 ouencore 2x'°+y'*=1

e (’estI’équation d’une ellipse de grand axe y’ et de petit axe x’

L'analyse en valeurs propres permet

de déterminer la bonne base pour
observer /décrire la courbe C.

Cette base est la base propre associée a
la matrice A.

La formule de changement de base

permet de se placer effectivement dans
cette base.



Vecteurs et valeurs propres des
matrices

Consulter les notes de cours ‘Algebre
linéaire’ pour plus de propriétés et
définitions



Intégrales curvilignes et
multiples



Introduction

Intégrale de Riemann bien connue pour les fonctions numériques a
une variable y=f(x):

f(x) d

b f (X)dx
77 !

a b X

On a étudié en STE3 les fonctions de plusieurs variables et leur
différentiabilité:

— Dérivée directionnelle, partielle

— Gradient,

— Différentielle

— Matrice Jacobienne et Jacobien

Dans les sciences de I'ingénieur, il est souvent utile voire

indispensable de généraliser la notion d’intégrale aux fonctions de

plusieurs variables
36



Intégrales curvilignes

Le domaine d’intégration est une courbe de 'espace (une
trajectoire).

Exemple: la quantité d’énergie dépensée par un véhicule
pour aller du point A au point B suivant un itinéraire

Ne peut pas étre représentée par une intégrale de Riemann
gui vaut nécessairement zéro lorsque A=B ...

Doit dépendre du chemin parcouru

o

’_
——
P
—
P
—
P
—
—_—
—
=_
—’
—
=

37



Intégrales curvilignes

* On se donne une courbe C de R? (pourrait étre R3) liant les deux points A
etB

* Onse donne une suite de points M,, M, ..., M_ telle que
— Mg=A
- M, =B
— toutes les longueurs MM, sont identiques: M;M, = MM, =..=MM,,, =... =M M

| n

I\/Ii I\/|i+1

Ml

Vg B

* Onse donne également une fonction f de deux variables:
f:(xy)— f(xy)=f(M),
ou M estle pointgéometriquedecoordonnég(x, y)



Intégrales curvilignes

* Onnote alors S, la somme:

S, =) f(M)M;M,,, aveecM;M, lalongueudusegmeniM M., |

=1

e Eton définit I'intégrale curviligne de f sur le parcours C comme la limite
suivante:

j f(x,y)dl =limS.
J i

* Remarques:
— Similarité avec la définition de I'intégrale de Riemann (passage a la limite)

— 3ingrédients doivent impérativement étre choisis pour définir I'intégrale curviligne: la
fonction f, le parcours C, I'élément différentiel dl (ici la longueur de I'élément de
parcours dl)

— Si elle existe, cette intégrale est un nombre (si f est une fonction scalaire)



Un exemple concret ...

y
| = j(x—y)dl =7 °B(3,2)
C:A-B |
Rg: AB= [dI=v5 N |
C:A-B | | | X
0 1 2 3

e dlestlalongueur parcourue sur le parcours C lorsque les coordonnées x ety
évoluent de dx et dy

dl =/dx +dy?

e Le parcours C est le segment de droite [AB]. Son équation est par exemple:

y:§+1 avec 1< x<3
2 2

40



Un exemple concret ...

B(3,2)

0 1 2 3

Le calcul de I'intégrale curviligne | se fait en la reformulant comme une
intégrale de Riemann classique en x

dl =/dC +dy? = dy\/1+(dy) =d 1+% %dx

dx

BT CE RS .

x=1

41



Intégrales curvilignes

e On peut définir de maniere analogue les intégrales curvilignes
suivantes (avec g une fonction vectorielle définie sur C):

' f(X, y)a . c'estun vecteur j df :c'estunscalaire
c c

' g(x,y) @l : c'estunscalaire J'd_g} .c'estun vecteur
c c

' g(x,y) Odl : c'estun vecteur

C
e Dans le cas ou A=B, C est un contour fermé et on note

§ aulieude j
C C



Intégrales curvilignes

e Propriétés: j — J' + j avedO un pointdu parcours
C.A-B C.A-O0 CO-B

jdf = f(B) — f (A) sidf estunedifférentelleexacttde primitive f

C:A-B

Sﬁdf = 0 sidf estunedifférentelleexacte

C
e Calcul pratique: on se ramene a une intégrale de Riemann en
utilisant I'équation du parcours C sous une des formes

suivantes:
X = X(t)

tOft,,t,
y = y(t) to

y=y(x); X=Xx(y) {



Un exemple concret ... suite

y
| = j(x—y)dl =7 °B(3,2)
C:A-B |
Rg: AB= [dI=v5 N |
C.A-B | | | X
0 1 2 3

e Le parcours C est le segment de droite [AB]. Son équation est par exemple:

Xx=2t+1
avec 0<t<l

y=t+1

e dlestlalongueur parcourue sur le parcours C lorsque le parametre t évolue dt

2 2
dl = /dx +dy? :dt\/((;)t(j +(%’j = dtJ/4+1 = /5dt

44



Un exemple concret ... suite

B(3,2)

* Lecalcul de l'intégrale curviligne | se fait en la reformulant comme une
intégrale de Riemann classique en t

_t:1 e _ t2 1 _\/g
= [(2t+1-t 1)\Edt-£ﬁ2U-2¢AB

t=0

45



Intégrales curvilignes

e Exemples:

jdl = j \/1+ y*? (X) dx:longueurdu graphede f entrex, etx,

C:y=y(x) X=Xp

t=tg
jdl = _[ \/x'z (t) + y” (t) dt: longueurdela courbeparamétrépar t

C:{ X=x(t)  t=t,
y=y(t)

j\7 @l : circulatian du champdevitessé/ lelongdeC
C

t=tg

%i xdy— ydx= i xdy= —§ de:% _[ (X(t) y'(t) - y(H)x (t))dt

C t=t,

airecontenuaelansC suppose&rmeeet parcouruelandesensanti- horaire



Intégrales de surface

Le domaine d’intégration est une surface de I'espace
Exemple: la quantité de pluie qui tombe sur le toit d’'une

habitation
La surface est orientée par son vecteur normal unitaire
Elle peut étre ouverte ou fermée

N : vecteumnitairenormaladS

------------ ' Elément de surface dS

47



Intégrales de surface

On se donne une surface S de R3

On se donne une famille de N de portions élémentaires de S: dS,, dS,, ...,
dS, telle que

— VLintersection des dS, est nulle (pas de recouvrement)

— Tout point de S appartient a un unique dS, (pas de trou)

— Les aires dA, des éléments de surface dS; sont toutes identiques: dA, =dA, =...=dA = ...
ds
ds, 3
S
ds

On se donne également une fonction f de deux variables:

f:(xy,2)— f(X,y,2) = (M),
ou M estle pointgeometrigiedecoordonnég(x, v, z) 48



Intégrales de surface

On note alors S, la somme:

S = Z f(M.)dAn avecM, lecentradel elémendesurfacedS

i=1

Et on définit I'intégrale de surface de f sur la surface S comme la limite
suivante:

”f(x, y,2)fidS=1im S,

Nn—- oo
S

Remarques:
— Similarité avec la définition de I'intégrale de Riemann (passage a la limite)

— 3ingrédients doivent impérativement étre choisis pour définir I'intégrale surfacique: la
fonction f, la surface orientée S, I'élément différentiel (ici I'aire de I'élément de surface
fois le vecteur normal unitaire)

— Si elle existe, cette intégrale est un vecteur (f est une fonction scalaire)



Un exemple concret ...

| = ”(x—y)dS:?

S: triangleABC

Rg: Aire de ABC= de:Z

S:triangle ABC

e dSestl'élément de surface généré lorsque les coordonnées x et y évoluent de
dx et dy

dS=dxdy

e Lasurface S est le triangle ABC. Son équation est par exemple:



Un exemple concret ...

| = ”(x—y)dS:?

S: triangleABC

Rg: Aire de ABC= de:Z

|
S:triangle ABC X

Le calcul de I'intégrale de surface | se fait en la reformulant comme une
intégrale de Riemann double classique en x ety

| = j J' x—y)dy [dx = _f x[y]fxf3 —{yz} dx = J'(x(x—l)—g(Sx—S)jdx
x=1 y:_>2< +2 x=1 22 -’2‘+2 x=1

3 3 IARE
| = j(x2—2x+1 X= j(x—l)zdx:{(x 31) } :g;tAire de ABC
1

x=1 x=1 51



Intégrales de surface

 On peut définir de maniere analogue les intégrales de surface
suivantes (avec g une fonction vectorielle définie sur S):

[ f (X,V,2)dS: c'estunscalaire H dg(x,y, z): c'estun vecteur

S S

Il d(x, vy, z2)dS: c'estun vecteur Hg(x, Yy, z) LINdS : c'estun vecteur
S S

[ d(x,Yy,z) HdS: c'estunscalaire

'S

e Dansle cas ouS est une surface fermée on note

g aulieude J'Sj



Intégrales de surface

e (Calcul pratique: on se ramene a une intégrale double de
Riemann en utilisant I'équation de la surface S sous une des

formes suivantes: X = X(U.V) UD[U ]
X=X(y,2); y=y(X2); z=zxY);, {y=yuv), vOly e ’“ax]
kz — Z(U,V) mln’ max

e Théoreme de Fubini:
sia,b, cetdsontdesparametrexésalors:

XI [yj: f (X Y)ddex :y_:[ (XI f (X, y)dedy

 Etaussi:
sia,b, cetdsontdesparametreBxésetsi f (X, y) = g(x)h(y) alors:

XI [yj F(x, Y)dYJdX j (XJ f(x, y)dx]dy: XIg(x)dxx yj h(y)dy

x=a\ y=c y=c \ x=a



Intégrales de surface

e (Cas particulier: S est une partie du plan contenue entre les
graphes de deux fonctions numériques:

y V=a(Z
y=b(x)

e Alors:

x=b [ y=b(x)
j j f (x, y)dxdy= j [ j f (X, y)dyjdx

S x=a \ y=a(Xx)
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Intégrales de surface

e Changement de variables:

y {xzx(u,v)@{u:u(x,y) v
y=yu,v) [v=V(XY)

® B

o Alors: X u

j j f (x, y)dxdy= j j f (x(u,v), y(u,v))J dudv

S

0(%.Y) 4
o(u,v)

avecd leJacobierela transfornation: J =
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Intégrales de surface

e Exemples:
[[ dxdy: Aire des z=f(%y) —_
S

(55 o

Aire delasurfacez = f (X, y Jau—dessusleS

[{If (< y) = g(x, y)] dxdy:

Volumecomprisentrelessurfacez = f (x,y)etz=g(x,y)

_[ .[\7 [fidS: Flux duchampdevitesse&/ a traverdasurfaceS
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Intégrales de volume

Le domaine d’intégration est une partie (volume) de I'espace
Exemple: la quantité de nitrate dans une riviere

On se donne une fonction de |'espace:

f:(x,y,2)— f(x,y,2)=1(M),

ou M estle pointgéomeétriguedecoordonnég(x, v, z)
Par une construction similaire a celle utilisée pour les

intégrales de surface, on définit I'intégrale volumique de f sur
un domaine Q de I'espace et on note:

j j j f (x,V, 2)dxdydz



Intégrales de volume

e La plupart des propriétés énoncées pour les intégrales de
surface se généralisent directement pour les intégrales de
volume:

— Théoreme de Fubini
— Changement de variables avec l'aide du Jacobien

e Pour tout domaine Q de |'espace:

”jdxdydz VolumedeQ
Q

_m,o(x, y, z)dxdydz MassadeQ dontla masse/olumiqueestpo(Xx, vy, 2)
Q



