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Obijectifs pour I'étudiant :

A la fin de la matiére, I'étudiant doit pouvoir :

1)

2)
3)

4)

5)
6)

7

dériver et intégrer les fonctions numériques ctpsss (exp, log, puissance, fractions
rationnelles, fonctions trigonométriques, hyperpads),

reconnaitre et manipuler des nombres complexes,

résoudre une équation différentielle linéaire denper ordre et déterminer la constante
associée a une condition initiale,

résoudre une équation différentielle linéaire duxikeme ordre a coefficients constants et
déterminer les constantes associées a des cosditittes,

réaliser un développement limité d’'une fonction Buue,

réaliser des opérations de base sur les matricgdititen, multiplication, transposition,
déterminant, inversion)

résoudre un systéme linéaire d’équations

1- DERIVATION

On noteR I'ensemble des nombres réeld en intervalle deR.

On consideré une fonction continue définie suia valeurs réelles. Le graphefdpermet de

représenter cette fonction graphiquement :
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y=1()

Y= (%) -

Yo = F(%) -

v

Remarque On dit qu'une fonction est continue sur l'intelle | de R si elle tend vers sa

valeur en tout point c’est-a-dingm f(x) = f(X,) .
X=X

On noteMy le point de coordonnées,, f (x, e)M; le point de coordonnées f(x). On
suppose que la valeugreste fixe et quex, tend ver,. La droite Mo, M;) tend alors vers

une droite limiteD appelée tangente au graphefdeu pointMy. La pente (ou coefficient

F(x) - (%)
X =%

f'(x,) . On l'appelle la dérivée de la fonctibrau pointx,. La droiteD étant la limite de la

directeur) de la droiteMo, M;) est égal a , celle de la droite D est notée

droite Mo, M) lorsquex,tend versx,, la dérivee dé en x, est définie par :

F'(%) = Xlli[nxo—f (X)l(z:io(xo)

Remarque La pente de la tangenie est aussi égale a la tangente (cf. fonctions lair@s)

de I'anglea que formeD avec I'horizontale.

L’équation de la droiteMo, M1) s’obtient en disant qu’elle passe par les deurtp, etM;,
soit: y= f(xo)+M(x—xo). Par passage a la limite, I'équation de la tareyént
X =X

du graphe déen x, est donnée par :
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y= %)+ F100)x(X=%)

Pour le calcul pratigue des dérivées, plutdt queldfinition ci-dessus, il est plus simple
d’utiliser les regles de dérivations classiquesdessous f( et g sont deux fonctions
dérivables) :

« Linéarité : O(a, B)OR?,(af (X) + Ba(X))=af '(X) + Bg'(X)
« (f®9()) = F(9g'(x) + F'()g(x)
« [f{gM)] =g' (9% F'(g(9)

{f(x)} _ £ ()99 - F (9 g'(X)
9(x) 9°(x)

L’opération de dérivation peut éventuellement éppliquée plusieurs fois consécutivement a

la méme fonction. On note alors (lorsque cellexiste) f ' la dérivéek™ def (obtenue en
dérivantk fois la fonctionf). Par extension, la notatioh® sera comprise comnfeet f®

commef’.

Exercices :

a. Utiliser la définition de la dérivée pour -calculeles dérivées de
f(x)=x axf(x),f(x)=x>f(x)=x>,

b. Dessiner le graphe d'une fonction continue, d’uoacfion discontinue, d’'une
fonction croissante dérivable, d’une fonction csaiste non dérivable, d’'une
fonction décroissante non dérivable, d’une fonction dérivable non monotone,

c. Tracer le graphe d’'une fonction dont la dérivéengea3 fois de signe,

d. Utiliser la définition de la dérivée pour montrer ueq

(f)9(x) = f(g'X)+f'(x)g(x) et que{ | } - _gl(x).
g(x) 9%(x)

e. Etudier (domaine de définition, de dérivabilitémiies, extrema locaux, zeéros,

comportement asymptotique en [linfini, allure duapgne) les fonctions

2—
F(0= 20— (0 =X 2XF3 00 = 263 4 X - dx+1
X X+1
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2- FONCTIONS USUELLES

*

a. Fonction puissancea [ R ): R* - R"
X > x?

Remarque Le domaine de définition des fonctions puissaeseétendu a I'ensemble des
réels tout entier lorsque la puissamcest entiere (privé de 0 lorsque celle-ci est emtigais

négative).

a5 i
a1 z
a=1
il
¢
-
//
25+
a<0 y
/./
2
7
P O<a<1
15 -

+ Lafonction puissance est dérivablgx > 0, (xa)' =ax*.
* Les fonctions puissances admettent des fonctionsverses :

Oaz0,0x>0,0y>0y=x* = x=y"2

b. Fonction exponentielle R - R™

X e ou exp(X)
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e La fonction exponentielle est dérivabléei‘)' =e.
« O(x,y)OR?* e =¢*e’

. O(xy)OR,[e) =e¥

e La fonction exponentielle tend plus vite vers imfque n’importe quelle

X

. . e
fonction puissancea>0, lim — =+

X — +00 Xa
e La fonction exponentielle admet une fonction ineers

Oy>0,y=e" = x=Iny

c. Fonction logarithme népérienR™* - R

X Inx

i i i i i
0 05 1 15 2 25
ex 2715

« La fonction logarithme népérien est dérivabléx> 0, (In x) :1.
X

e [Ox>0,0y>0,In(xy)=Inx+Iny
e [Ox>00y>0,In(x")=ylnx
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La fonction logarithme tend plus lentement versfiiii que n'importe quelle

. . . Inx
fonction puissancelda>0, |lim —=0

X o +00 Xa

On définit également le logarithme de base0 : R* - R

In x
X+ log, x=—
Ina
Les exponentielles de base> sbnt définies par R -~ R™ et sont les
X > ax - e><Ina
fonctions inverses des logarithmes de base

Oa>00y>0,y=a" = x=log,y=Iny/lna

d. Fonctions trigopnométriques

08 i
R - [_ 111] 06 i
X sinx ;
|
0 |
-02 i
04 :
08 i
-08 :
L
g 5 4 2 7] g
2
1 : :
08 i |
R - [_ 111] 06 i i
1 1
X > COSX i, ; i
1 1
0 ;
I
-02 :
04 !
06 i
G :
i

4

2 5 E
m2 n 3n2 2n

}nﬂ—z,nﬂ+7—7[ - R ’
2 2 ; J

sinXx .
X tanx = —= (

COSsX E:

=

a.
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» Interprétation géométrique a partir du cercle unité

A
aa| E ara
e
d cota 1
* Valeurs remarquables :
Angle cos sin Tan
0 1 0 0
6 J312 1/2 J313
4 J212 J212 1
™3 1/2 J3/2 J3
T2 0 1 0

e Quelques propriétés remarquables :

0 Les fonctions cosinus et sinus sont respectiverpaire et impaire.
Elles sont 2-périodiques alors que la fonction tangente w®st
périodique.

0 cos x+sin’x=1

0 sSin2x=2sinXcosx

0 C€0S2x=c0S X—sin’ x=2cos x-1=1-2sin’ X

0 cos@+b)=cosacosb-sinasinb

0 sin(@+b)=sinacosb+sinbcosa

» Les fonctions trigonométriques sont dérivableslsur domaine de définition :
1

co<? X

cosx=-sinx , sin'x=cosx , tanx=1+tan’x=

» Triangles rectangles :
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a
cosa =—
h

sing =—

b
tana = —
a

e. Fonctions trigpnométriques inverses

h? =a® +b’

2'2
X = arcsinx

- |- 2]

[-11] - [o.7

X arccos

114

X arctanx

-10 -

STE3
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+ Les fonctions trigopnomeétriques inverses sont déteﬁasur]—l][, ]—1,][ etR

respectivement et:

arcsink = 1 , arccosx=- 1 , arctanx =
1-x? 1-x? 1+x

f. Fonctions hyperboliques

R-R
X|—>shx:e —€

R - [1L+oo]

e +e
X+ chx=

R~ -1+
shx
chx

» Valeurs et limites remarquables :

Angle ch sh Th
0 1 0 0
- +oo - +00 - +00 S +1
— —00 — 400 — —00 - -1

-11 -
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* Quelques propriétés remarquables :

0 Les fonctions ch et sh sont respectivement lagadire et impaire de

I'exponentielle :e* =chx+ shx
— —
paire  impaire

0 ch’x-sh’x=1

0 sh2x=2shxchx

0 ch2x=ch’x+sh’x

o ch(a+b)=chachb+ shbsha
o sh(a+b) =shachb+ shbcha

* Les fonctions hyperboliques sont dérivables sur ttamaine de définition :

1
ch?®x

chx=shx , shx=chx , th'x=1-th*x=

g. Fonctions hyperboliques inverses

R- R

X > argshx = In(x+\/ x? +1)

-12 -
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[1.4e0] - R*

X > argchx = In(x+\/ X’ —1)

H
- /
—_ argth 7
/
1+ £
/
</
S
L

X > argthx:%InL
- X

« Les fonctions hyperboliques inverses sont derivsalsiar R,]l+oo[ et ]—l][

respectivement et :

argshx = argch'x = argth'x =

1 1 1
dx2+1 Ixe-1 1-x?

Exercices :

a. Etudier (domaine de définition, de dérivabilitémilies, extrema locaux, zéros,
allure du graphe) les fonctions
f0 =i, 100 =% 100=5 10 =(Vx-1, () =& ~x,

X X X
xv/2 |

f (X) = cosx+ ——
(X) 5

-13 -



Polytech’Montpellier STE3

3- NOMBRES COMPLEXES

Il est parfois utile de disposer d’'un ensemble denlores plus vaste que I'ensemble des
nombres réels. On appelle cet ensermhlensemble des nombres complexes.
* Interprétation géométrique : on repére le planidigrl par 'axe des abscisses
ou axe des réels et par I'axe des ordonnées odesxenaginaires purs. Ainsi a
chaque point géométrique M du plan on peut assagierk nombre » qui
contient les coordonnées du point selon les a&&ls et imaginaire pur (c’est-

a-dire I'abscisse et 'ordonnée du point). On alepaifixe de M ce nombre.

Axe des
imaginaires purs 4

»

"6 ALO—1
4
- a a Axe des réel

* A lorigine O du plan on associe logiquement le hoe0. Le nombre réel
est I'affixe du point géométrique A de coordonnée®) dans le plan. On
appellei (ouj) I'imaginaire pur qui est l'affixe du point géomigue B de
coordonnées((1). Plus généralement, on associe l'affixea+ib au point
géomeétrique M de coordonnéeshi.

* aetbsont les parties réelle et imaginairezdespectivement.

* On appelle conjugué de=a+ib le nombre complexe défini par=a-ib

» La richesse du calcul complexe vient de ce queateéade I'imaginaire pur
estégalal:i®=-1

» En utilisant les régles classiques du calcul Héetarré du nombre complexe
est alors lui-méme complexe® = (a+ib)’ =a? —b? + 2iab

* Introduisantr et 8 les coordonnées polaires du point M, les partedlas et

imaginaires de peuvent s’exprimera=rcosd, b=rsind

-14 -
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Les régles

complexes

Exercices :

a.

Le complexe z peut alors s'écrize=r(cosd +isind) ou bien encorez = re'’

ol l'on a utilisé la notation « exponentielle cdexe» €¢ =cosf+ising.

r :|z| est alors le module deet 8 =arg(z)est son argument (défini modulo
2n , souvent pris dans I’intervall]eﬂ,lﬂ)

Le conjugué dez=re'’ estz=re™

Le module et 'argument peuvent étre calculés airpdes parties réelles et

arctar{b/a),a>0

imaginaires et on ala+ib| =+a? +b?:arg@+ib) =
J | | o ) {arctar(b/a)ﬂz a<o0

Le module d’un nombre complexzesst aussi tel qu|e| =Jz

Les relations d’Euler se déduisent directementette motation et permettent

d’écrire les fonctions cosinus et sinus a partexgonentielles complexes:

ei0+e—i0 ] eie_e—ie
cosH:T , Sin@=

de calcul classiques connues pour letmes réels s’appliquent aux nombres

. Notamment les identités remarquablessigs pourront toujours étre utilisées :

a’-b*=(a-b)(a+b)
a’+2ab+b® =(atb)?
Les solutions dansC de I'équation ax’* +bx+c= Gont données par

-bxvA . :
x:b—\/_ avec A =b”*—-4ac. On remarque que cette équation admet
a

toujours 2 solutions (éventuellement une solutionlde) puisque dan€ la
racine carrée d’'un nombre négatif existe. Si lesffments a,b,c sont réels

alors les deux racines sont soit réelles soit cergd conjuguées.

z, et z,étant deux nombres complexes, calcugr,, z, +z, en fonction dez,

etz,.

Calculer|4, arg(z) en fonction déZ], arg(z). Calculer|Z en fonction dez et z.

Calculer la racine des nombres complexes suivabeS'? 4e "% 4-i,3+ 2i

Calculer le module et 'argument de-i, 4—i,1+2i,—-1+i

-15 -
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e. Montrer que si les coefficientsb,csont réels et que I'équaticax” +bx+c= 0
admet deux racines distinctes, celles-ci sont séélles soit complexes
conjuguées.

f. Utiliser les formules d’Euler pour exprimaosacosb,sinacosb,sinasinb sans

faire intervenir de produits de fonctions trigondriggies

4- DEVELOPPEMENTS LIMITES

Il est parfois utile d’approximer une fonctidbrau voisinage d’un poin de son domaine de
définition. On utilise pour cela le développementsérie de Taylor (on suppose duest
suffisamment réguliére e@ pour que celui-ci existe) :

n f(k)(xo) N

(9= 2 (=) +of(x-x,)')

k=0 ki
Le reste o((x—xo)”) est une fonction de qui est négligeable devarfk—x,)" c’est-a-dire
lim O((X_XO)Z =0. Le développement de Taylor ne fournit une appnation utile de la
X— Xo X_XO

fonctionf que lorsque le terme résiduna{(x—xo)”) est négligeable, c’est-a-dire au voisinage

dexo.

Si l'on se limite au cas oux=0, la formule de Taylor devient plus

n £
simplement f (x) :z f kl( )x" +0( ) avec |Imi—)—0 Par application aux fonctions

k=0 1 X-0 x

usuelles simples on obtient les développements$dgmn O suivants :

a(a—l)x2+" a(a-1...a-n+ 1)x“+o( )
2

o ([1+x)" =1+ax+ -

P . +o(x”)
1-x

. S +..+(-1)"x" +o(x”)

1+X
e i)z x= e X o)
>ty -
2 n
. eX:1+x+X—+...+—+o(x”)
2 n!

-16 -
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2 2n
X

. chx=1+2 4+ .+ +0(x2”)
21 (2n)!

3 2n+1
« shx= x+X—+...+X—+o(x2”*1)
3 (2n +1)!

2 4 2n

° - ——2&_ 2&_ _1\n 2n
cosx=1--, +4!...+( 1) (2n)!+0(x )
3 2n+l
o sinx=x—a 4.4 (-1 2 +o(x?™)
(2n +1)!

L’ordre d’un développement limité est le degré eéunier terme explicité (par exempigour

le développement de* ci-dessus2n+1 pour celui dsinx ). L'approximation de la fonction
est d'autant meilleure que l'ordre est élevé. Unetlippement limité a l'ordre 1 est une
approximation linéaire de la fonction considérégest aussi I'équation de la tangente au
graphe de la fonction.

De maniére géneérale, un développement limitégthe la fonction composéé(g(x)) peut
s’obtenir de deux maniéres différentes :
« en exprimant les dérivées successivesf{g(x)) en x, et en utilisant la formule de

Taylor générale donnée plus haut. Les calculs pauyarfois s’avérer (trés)
fastidieux,

* en combinant un développement limité de la fonctigfx) en x=x, et un
développement de la fonctioﬁ(u) enu=g(x, ). Les ordres des développements des
fonctions f et g doivent alors étre choisis judicieusement afinttdiadre I'ordre
d’approximation désiré pourf(g(x)) sans multiplier les calculs inutiles. Cette

méthode est souvent beaucoup plus efficace.

Exemple: Développements limités successifs de la fondions :

-17 -
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Exercices :

4a : Calculer les développements limités en zémfdections suivantesa* (ordre 4) ;

1 1 1
ordre 4) ;——— (ordre 3) ;tanhx (ordre 5) ———— (ordre 5) ;tarx (ordre 5) ;
firx ( ) o1 ( ) ( )tamx ( ) ( )
« ~ACOSX . SInZX
arctarx (ordre 5) ;e (ordre 4) ; (ordre 4)
1+ cosx

5- INTEGRATION
Partant d’'une fonctiofy on notej f (x)dx une primitive dd, c’est-a-dire unéonctiondont la
fonction dérivée edt En utilisant les propriétés de la dérivation heontre que :

. J' f (X)dx est en fait définie a une constante additive,pres

e Linéarité :0 (a,B)OR?, j (af (x) + Bg(x))dx=a j f (X)dx+ ﬁj g(x)dx

Intégration par parties j f(x)g'(x)dx= f(X)g(X) - j f'(x)g(x)dx
* Changement de variable{:f (g(x))g'(x)dx:J' fdt,t=g(x )

¢ Quelques primitives classiques :

f(x) [ f(9dx f(%) [ f(9dx
x“,a#-1 Xt u'(x) 1 arcsir{u(x))
2| Jwge IS
1 In| U argsHu(x))
X Ny

-18 -



Polytech’Montpellier STE3
u()u® (%), @ # -1 U (x) u'(x) 1 argcHu(x))
7 Tt u(x)| >
u'(x) Inju(x)| u'(x) arctar{u(x))
u(x) 1+U?(X)
u'(x)e’ g™ u'(x) Ju(|£1 argth{u(x))

1-u?(X)

N()

Pour lintégration de fractions du typem ou N(x)et D(x) sont deux fonctions
X

polynomiales, il est judicieux de simplifier la ftion considérée en réalisant la division
Euclidienne deN(x )par D(x), soit N(x) =Q(X)D(x) + R(x) ou Q(x)et R(x) sont deux
fonctions polynomiales, respectivement le quotiehtle reste, le degré d&(x étant

strictement inférieur a celui dB(x . )

Ainsi on peut toujours se ramener a une fractidgrpmmiale D(( ; dans laquelle le degré du
X

numeérateur est strictement inférieur a celui duoddénateur. Il est alors commode pour
intégrer de décomposer cette fonction @éments simplesOn factorise pour cela le

polyndbme D(x) en facteurs de degré au plus égal a 2:
D(x) = C(x— xl)pl...(x - X )p' (x2 +aXx+ bl)ql...(x2 +aXx+ bs)qs . On peut alors toujours réécrire
R(X)

la fraction polynomiale — sous la forme
D(x)
ROO_ Au y Ao Ay A
D x=%  (x=x)*"" x=x T (x=x)"
+ ?1,1X+Cl,l +.+ BLOQX+CLOQ +. .+ ?s,lx-'-cs,l +. .+ Bs,qsx-l_cs,qS
X +aXx+h (x2+a1x+bl)°“ X“ +ax+b (x2+asx+bs)qs

ou les A AL A LA L B Cll B Crg i Bei Coaie By s C o SONE - des

coefficients qui peuvent étre déterminés par idieation en réduisant la forme ci-dessus au

méme dénominateud(x .)

x*+3x+4 e
Exemple: f(X) :TZ3 peut s’ecrire, en remarquant que
X X =
2 -
x* +3x+4=(x-2)(x*+2x* -3) +4x*> +6x—2, sous la formef (x) = x—2+%, ce
X X =

-19 -
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qui permet de simplifier le calcul de la primitivede f(x), soit

2 _
J'f(x)dx—— 2X+ IR( X dx, avec ~X) :42( +6)2( 2 e dénominateurD(x )de la
D(x) x*+2x°-3
fraction polynomiale restante se factorise comxie 2x* -3=(x—-1)(x* +3x+ eﬂ)[%
X

admet donc une décomposition en éléments simples e forme

4x* +6x-2 _ A L Bx+C
x3+2x*-3 x-1 x*+3x+3

. Les coefficients A, B et C se déterminent panidieation

4 +6X— 2_8/7 20x/7+38/7 , s
et on trouve finalement- . Le premier terme s’intégre en

X3 + 2x2 —3 X— 1 x?+3x+3

J-8/7 10 2x+3 + 8/7

8
dx==Inx-1, le deuxiéme peut se réécrire sous la forme,———+————
7 7 x2+3x+3 x*+3x+3’

2X+3

Le premier terme s'intégre a son tour comljfu-}—
X“+3X+3

dx :170In(x2+3x+3) et le

deuxieme peut étre reformulé comr*(b 8/7 ou encoreigL qui

x+3/2) +3/4 \/_7(“3/2)
+1
V312

16V3

L , X+3/2
une fois intégré donne enflwarcta

J3/2

j. On trouve finalement le résultat

recherché J‘ﬁd 7—2x+—|n|x ]j+17O

(x2 +3x+3)+

16V3 arcta { X+ 3/2}
21 J3/2

Remarques
* les éléments simples irréductibles dont la muttifdip est supérieure a 2 s’integrent

par parties en faisant apparaitre une formei'€x)/u’(x . Pay exemple, la primitive

J'L“ se trouve en écrivant
(1L+x%)
j dX2 5 =j 2X2 2><id =- 1 5 —j 5 >-- On fait alors une
@+ x9) @+x9)° 2x 2xX@A+x7) Y 2x°(1+x9)
réduction en eléments simples pour trouver finalgme
j dX2 X 1arctané<)
A+x3)* 20+x*) 2

-20 -
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R(X)

R . . . X . o . .
* Méme si la fonction de depa%ﬂ est réelle, on peut réaliser la décomposition en
X

éléments simples en complexe auquel cas tousdesufa sont du premier ordre. Il est
alors nécessaire de regrouper les différents teohtsnus aprés intégration afin de

retrouver I'expression de la primitive réelle redge.

La notion de primitive (fonction) est distincte delle d’intégrale d’'une fonction sur un

intervalle. Par exemple l'intégrale de Riemannf(@g sur I'intervalle p,b], si elle existe, est

b
un nombrenoté J' f (X)dx. Cette quantité peut étre comprise comme la gbsatian au cas
a

N
continu de la notion de sommE f,, ou les f, sont les termes d’une suite de nombres. Dans
i=1

la notation intégrale, les bornasetb jouent le role des indicesetN, le signe intégrau'

joue le role du signe sommE , la quantité f (x)dxjoue le réle du termef, et la variable

d’intégrationx celui de I'indice muet. C’est d’ailleurs par passage a la limite de soeime

b
discretes que se définit I’intégraléf(x)dx. De cette construction on peut déduire
a

l'interprétation géométrique suivante de l'intégrde Riemann :

f (X) A

b
Aire hachurée signée =] f (X)dx

a

v
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Les bornes d’intégration ne sont pas nécessairerfigiels. On parle alors d’intégrale

+0o

impropre et on définit par exempje‘ (x)dxcomme la limite, si elle existe et qu’elle estdini

a

X +00 X
de la quantitéj'f(x)dx lorsque X devient arbitrairement granq':f (X)dx= XIim If(x)dx.

b b
De maniére équivalente on défirftf (X)dx= XIim J' f (x)dxsi cette limite existe et qu'elle est
_,—oox

—00

finie.
Un lien existe entre I'intégrale d’'une fonctif(x) et sa primitiveF (x) :I f (x)dx lorsquef(x)

b
est continue sur lintervalle d'intégrationjf(x)dx:F(b)—F(a). On note que toute

primitive def(x) étant dérivable sur ce méme intervalle, elle essiacontinue.

Quelques propriétés des intégrales

« Linéarité :0(a, B OR?, j (of (x) + Bg(x¥))dx=a j f (X)dx+ ﬂj g(x)dx

a

* Intégration par partiesjb': f(X)g'(X)dx= [f (x)g(x)]f1 —jl f'(X)g(x)dx

. jl f(X)dx= —j} f (x)dx

. jl f (x)dx:j' f (x)dx+j. f (x)dx

b t=g(b)
. Changementdevariable'[:f(g(x))g'(x)dxz J'f(t)dt
a t=g(a)

* La fonction F(x) :J f (t)dt admetf(x) comme dérivée. C’est donc la primitive

def(x) qui s’annule ex=a.

Exercices :
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X2

. } X . X
x/2+3 j2><+5dx’j(3x—2)2 o 'j«/Zx—ldX
X _ dx . 1 _ 1 . x° .
j2x2 _3dx ' jx‘2x2 -3)" J'5x2 +3dx ’ J'x2‘2x2 +1jdx ’ J'2x2 +1dx '
J.\/inzldx ;J.\/Zlizldx; .[\/2—3x2dx ;J'tanﬁx)dx ; jarcsiandx ; J'sin4 2xdx ;
-2x° + -2X% +

dx . .
J'z— (discuter suivant les valeurs dgé,Q
ax“ +bx+c

5a: Calculer les primitives suwante#

2 1 +00
dx X X :
5b: Calculer les intégrales suwantesj' +1' ; d—a et Id—a (discuter le
X 5 X X X

résultat en fonction de la valeur du paraméorej' f(x)dx avec
x=0

f(X)=x, si x<1
f(x)=x+1 si x=1'

2
Ig(x)dx avec

x=0

g(x)=x-1 si x<1
g(x)=Inx, si x=1

6- EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES LINEAIRES

Ce sont des équations dont les inconnues ne serdgganombres mais des fonctions. Elles
sont le plus souvent issues de raisonnements plessigisant appel a des principes tels que
le principe fondamental de la dynamique ou la cova®n de la masse. Une équation
différentielle ordinaire (EDO) ne fait intervenir que des fonctions d'ureuls et méme
variablex (dans le cas contraire on parle d’équation auwéeés partielles — EDP). Une EDO
linéaire ne fait intervenir que des termes indépendantsadenction inconnudg ou bien
proportionnels a celle-ci ou & une de ses dériséesessive$ . L'ordre d’une EDO est le
plus haut degré de dérivation apparaissant dagsdtéon. La forme générale d’'une EDO

linéaire d’ordren est donc :
FO ) +a,,00 F " (X) +...+2,(x) F'(X) +a,(X) f (X) =b(x) (E)

L'inconnue de (E) est la fonctiof(x). Les fonctionsa,_ (X),...,a,(X),8,(x),b(x ¥ont des

données du probleme. Lorsque le second membreofgage)b(x )est nul, 'EDO est dite

sans second membre ou homogeéne.

Conséquence de la linéarité :
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A toute équation du type (E) on peut associer Bdigm homogene (E obtenue en

supprimant le terme de droite de (E) :
PO () +a,, ()T TP () +...+a, () F'(X) +8,(x) F () =0 (E)

Supposons désormais connue une soluten de (E) et cherchons a caractériser les autres

solutionsf(x) de (E). Par linéarité de cette équation vis-aedda fonction inconnue, il est
clair que la fonctionfy(x)=f(x)- fo(x) est solution de I'équation homogéene,)(EPar suite,
trouver 'ensemble des solutiof(g) de (E) revient a déterminer 'ensemble des sahgtiigfx)

de (&) et de rajouter a ces fonctions la solution paliicefy(x) de (E).

1. EDO linéaire du ¥ ordre:
On s’intéresse aux solutions de I'équation généri@i) suivante :
f'(x) +a(x) f (x) =b(x) (B)

L’éguation homogene associée est
f,'(x)+a(x)f,(x)=0 (B)
Par suite, f,"(x)/ f,(X) =-a(x )et en intégrant on obtierih| f, (x)| :—J'a(x)dxou bien

encore .
f, (x) = Cexp- A(X)),

ou A(X) = I a(x)dx etC est une constante arbitraire.

Connaissant la solution générale dg),(H est désormais nécessaire de déterminer une

solution particuliere de (E). On peut utiliser poeta la technique dite de la « variation de
la constante » dans laquelle on cherche la soluparticuliére sous la forme :

fo(X) :c(x)exd— A(x)), ou c(x) est une fonction a déterminer. Pour ce faire douta
tout d’abord la dérivée de,(x , )soit f,'(x) = c'(x)exp(— A(X))-c(x)a(x)exp(— A(x)),
puis on injecte les expressions dé,(x ot f,'(x)dans (E) pour obtenir:
c'(x) =b(x)exp(A(x)) ou encore c(x) =J'b(x) exp(A(x))dx. Finalement la solution
particuliére recherchée admet pour expressigix) = exp— A(x))J' b(x) exp( A(x) )dxet les
solutions de (E) s’écrivent toutes sous la forme :

f(x) = (C + [ b(x) exp A(X) JdxJexp(~ A(x))
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ou C est une constante arbitraire qui peut par exentpded@terminer par la connaissance

d’une condition limite ou initiale associée a I'égjon (E).

2. EDO linéaire du 2ordre a coefficients constants

On s’intéresse aux solutions de I'équation généri@) suivante :
af"(x) +bf'(x) +cf (x) =d(x) (E)

oua,betc sont des constantes données.

L’éguation homogene associée est
af"(x) +bf'(x) +cf(x) =0 (=Y)
La solution générale de cette équation s’écrit cenfp{x) =C,Y, +C.,Y,, ou C,etC, sont
deux constantes arbitraires ¥t et Y, sont deux fonctions non linéairement liées. La
détermination de celles-ci passe par la résolutiopolynéme caractéristique :
ar’+br+c=0
Le discriminant étantA = b* —4ac, on pose a =-b/2a et ﬁ:\/mma et on trouve
que :
i. siA<O0alorsY, =e™cos(x)etY, =e™sin(fX)

ii. siA>0alorsY, =e™ch(fx)etY, =e™sh(fx)

jii. siA=0 alorsY, =e™ etY, = xe™
La notation complexe permet d’écrire la méme chdsemaniere plus compacte en

: : __—b+/A _-b-/A
introduisant les deux racings=———— etr, ==
a

5 du polynéme caractéristique.
a

On peut alors choisiry, etY, comme :
i. siA#O0alorsY, =e¥ etY, =e*

ii. siA=0alorsY,=e" etY, = xe¥

Connaissant la solution générale dg)(Bn peut utilise la technique dite de la « vaviat
de la constante » pour obtenir une solution pditi de (E). On écrit donc
fo (X) =, (XY, (X) +¢,(X)Y,(X), oucy(x) etcy(x) sont deux fonctions a déterminer. Ayant
augmenté de une unité le nombre de fonctions andiéter (2 au lieu de 1), on a la liberté

de se donner une contrainte supplémentaire. judstieux de choisir :
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()Y (X) +6,"(X)Y,(x) =0 1)
Injectant I'expression dé,(x dans I'équation (E) on obtient apres simplificago

0N )+, (0% (9 = T @)

Les équations (1) et (2) constituent un systeméalnre a deux équations dont les
inconnues peuvent étre déterminées de maniére aigs lors que le déterminant du
Yi(x) Ya(x)
Yi'(x) Y2'(X)

Cette condition est toujours remplie lorsq¥g et Y, sont non linéairement liées. On

systeme est non nul, c’est-a-diw¥#(x) = =Y, (XY, '(X) - Y,(X)Y,'(x) 0.

obtient alors les expressions :

cl'(x):_YZ(X)/a cz'(x)=+Y1(X)/a
W(xX) W(x)

Finalement, les solutions de s’écrivent sous Im@ogénérale :

f(x) = (c +IL))’6‘ )Y(x)+(C +jY(X)’)a ]Yz(x)

Le développement ci-dessus montre que I'on peyotiosi résoudre une EDO linéaire du
second ordre a coefficients constants. L’approchariation de la constante » n’est
cependant en général pas la plus efficace pourndigter la solution particuliére de (E) et
il est préférable dutiliser une forme d&,(x gdaptée au second memlé&). Par
exemple :

i. si d(x) est un polynébme de degrealors on chercherd,(x spus la

forme d’'un polyndme de degréloun+1 sic=0, oun+2 si b=t=0),
ii. sid(x)est de la formee™ alors on prendré, (x Sous la forme :
a. e™ siA n'est pas solution du polynéme caractéristique,

b. xe¢* si A est solution simple du polynédme

caractéristique,
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c. x’¢™ si A1 est solution double du polyndme

caractéristique,

lii. sid(x)est de la formeAcosix) + Bsin(Ax @lors on prendrd,(x spous
la forme :
a. Ccos(x)+Dsin(Ax) si A n'est pas solution du
polynébme caractéristique,
b. x(Ccos¢ix) + Dsin(4x)) si A est solution du polynéme
caractéristique,
iv. sid(x)est de la formeAch(Ax) + Bsh(dx lors on prendr,(x ous
la forme :
a. Cch(Ax)+ Dshx) siA n’est pas solution du polynéme
caractéristique,
b. x(Cch(x)+Dsh(ix)) si A est solution du polynéme
caractéristique,

v. si d(x) est de la formeg(x)e™ alors on prendré,(x gous la forme

z(x)e™ et on résout I'équation obtenue pagx)
vi. sid(x)est une somme de fonctiodgx), th(x), d(x), .., on cherche les
solutions particulieres associées a chacun destepnis séparément et

on fait la somme des différentes contributions obé&s

Exercices
6a : Résoudre les EDO dff ardre suivantes :
o f'(X)+2f(X)=x*—-x+3

6 2
X+2 o= (x+2)?

« '+

o xf'(X)-2f(X)=x°

. xf'(x)—f(x):1
X

o XP'(X)+@A+x)f(X)=¢€"
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xf'(x)—2f(x)=Inx

o f'(X)—tanx f(x) = cosx

f'(X)—X—Zlf(x)zex(xﬂ)”

x(l— xz)f "(X) + (2x2 —1)f (x) =x°

f'(xX)—g'(x)f(x) =g(x)g'(x), g(x) fonction donnée

NI+ X2 F'(X) - f(X) = x++1+Xx°

6b : Résoudre les EDO df™ ordre suivantes :
o fU(X)+f(x)=e*
o fU(X)-f(X)=x3+x?
o fU(X)-2f'(x)+ f(X)=¢€"
o fU(X)+2f"(X)—3f(X) =X
o fU)+T'(X)+Tf(X)=€e
o f"(X)—-3f'(x)+2f(X) =sinx

. f"(x)—2f'(x)+f(x)=sh2(§j

e £(x)+9f(x) = coq3x)
o fU(X)+2f"(X)+2f(X) =2x+sh2x-sinx
o fU(x)—2f"(x)+5f(x) =chx cos2x
o fU(X)-3f'(X)+2f(x)=€e*(1L-2X)
x-1

X2

o fU(X)+3f'(X)+2f(X)=€"
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7- CALCUL MATRICIEL
Unematriced’ordre (ou de dimensionhx p est un tableau rectangulaire de nombres réels ou

complexes constitué aelignes efp colonnes :

a, @, ... d,; a, |

: a,,

A=| : g, :
| anl anp |

Si I'élément générique de cette matrice, situéndelfsection de 1€ ligne et 3™ colonne,
esta, ; la matrice peut également étre no®e (a; . )

Les matrices sont utiles pour représenter les iciefts des systemes d'équations linéaires ou

pour représenter les applications linéaires.

Cas patrticuliers :

» Sip=1, on parle de matrice colonne (ou de vecteur pas die language),
* sin=1 on parle de matrice ligne,
* sin=p la matrice est ditearréeet son ordre est,

* sitous les €éléments ; sont nuls, aloré est la matrice nulle d’ordrex p, notéeO,,

Opérations sur les matrices :

« L 'ADDITION : L'addition de deux matrices n'est possible quessideux matrices

sont de méme dimensiof.etB étant deux matrices de dimensionp . La matriceS

somme des deux matrices est une matrice de ménamsiom (% p) telle que :

06, j)Of{Lntx{1, p}. s, =a, +h,

o Exemple:
1 3 2 00 5 1+0 340 245 1 37
A1 O O|+B|7 50 =S|14+7 0+5 04+0|=S5|8 510
1 2 2 211 1+2 241 241 3 3 3
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o Propriétés:

» L'addition des matrices est commutative.
A+ B=B+ A
» L'addition des matrices est associative.
(A4 B)+C=A+(B4+C)=A+B+C

e LA MULTIPLICATION SCALAIRE : Soit une matricéA de dimensionnx p et

soit un scalaird . La matrice produitP = AAest une matrice de méme dimension telle

que :
06, j) Ot npx{1, p}, p; = Aa,

o Exemple:
5 1 8 3] (2 16 -6
4 -2 5| |8 —4 10

L'addition et la multiplication par un scalaire mssent I’ensembIean(R)
(respectivement/ np(C)) de toutes les matrices de dimengiorp a coefficients réels

(respectivement complexes) d'une structure d'espaeetoriel de dimension

finienxp.

o Propriété:

» La multiplication scalaire est commutative.

e LA MULTIPLICATION : On peut définir la multiplication matricielle d®ute

matriceA de dimensiomx p par toute matrice B de dimensiggx m. Le résultat est

alors une matric€ =AB de dimensiomx mdont les éléments sont donnés par :

06, ol ¢, =3 ab,
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o Exemple
1 0 2 v
-1 3 1

o0 Propriétés :
- associativit§ AB)C = A(BC)

3 1
2 1| =
1 0

(1x34+0x24+2x1) (Ix14+0x1+4+2x0)| (5 1
(-1%x34+3x24+1x1) (-1x14+3x14+1x0)| |4 2

« distributivité : (A+B)C = AC+BC et C(A+B)=CA+CB
* en général, non-commutativitéAB # BA

+ SiAest une matrice de dimensiox p alorsAl, = A etl A=A

Transposition
¢ A étant la matrice d’'ordrenx p d'élément géneriquey, ;, on noteA' la matrice

transposéaleA. C'est la matrice d’ordrepxn dont I'élément génerique esf;
¢ A étant la matrice d'ordrenx p d’élément géneériquen, ;, on noteA” la matrice
transposéehermitienne (ou adjointe de A. C’est la matrice d'ordrepxn dont

I'élement générique est; ; , complexe conjugué da, ; .

1

« AetB étant deux matrices telles que le produtexiste, on montre quEAB)' = B'A'

et que(AB) =B'A’

Définitions spécifiques aux matrices carrées (n=p)

» LadiagonaledeA est 'ensemble des éléments dont les indicesgde ket de colonne
sont identiques :a; , i D{Ln}. On appelletrace de A la somme des éléments
diagonaux dé\. On la notetr (A )

* si seuls les éléments diagonaux de la matrice sont nuls, la matrice est dite
diagonale

* siles éléments extra-diagonaux sont tous nuls les €léments diagonaux sont tous
égaux a l'unité, alorsA est la matriceidentité d’'ordre n. Elle est telle que:
D(i,j)D{ln}X{Ln},i #j=>a =0 0O i=j=4a =1.Onlanotel oul.
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* les éléments placés sous la diagonale d'une madtigzegulaire supérieuresont tous
nuls : O(, j)O{Lnpx{Ln}i>j=a =0

* les éléments placés au-dessus de la diagonale dhatrcetriangulaire inférieure
sont tous nulsl (i, j) O{Lnfx{Ln}i< j=a, =0

* SiA est une matrice carrée de taillet s'il existe une autre matri@de méme taille

queA telle queAB=BA=1_, alors on dit qué estinversibleet queA etB sont deux

matricesinversesOn noteB = A™ ou A=B™

- une matrice estymétriquesi elle est vérifieA = A", soit 0, j) O{Ln} x{Ln}, a, =a,
« une matrice esthermitienne (ou auto-adjoint® si elle est vérifie A= A", soit
0G, j)0{Lnpx{1n}, a, =a, . Toute matrice symétrique réelle est donc héemie.

« une matrice est anti-symétrigue si elle est vérifie A=-A', soit

D(|, J) D{:L n}x{l’ n}, a‘ij = _aji
e une matrice est anti-hermitienne si  elle est vérifie A=-A", soit
O, j)D{l n}X{L n}, a, =—a_ji. Toute matrice anti-symétrique réelle est dont-a

hermitienne.

« une matrice esirthogonalesi elle est vérifieAA' = A'A= |

« une matrice edinitaire si elle est vérifieAA" = A'A=1 . Toute matrice orthogonale

réelle est donc unitaire.

« une matrice esinormale si elle vérifie AA" = A"A. Les matrices symétriques,

hermitiennes, orthogonales et unitaires sont descedemples de matrices normales

Déterminant d’'une matrice carrée :

Le déterminant de la matrice carrgzg; d'drdren est le nombre :
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det(A) =

anl

a;

&;

a:l., p-1 a:I.p

p

np

= Z(_l)aai,plamz 8y o

ou la somme est prise sur toutes les permuta(ippspz,..., pn) de (],2,...,n) etaestle

STE3

nombre d’échanges nécessaires pour transforméquaeace( Py Poiseees pn) en (],2,...,n).

Avec cette définition, le nombre de permutatiom&t!, le calcul du déterminant dke

nécessite environ! additions (ou soustractions) exn ptoduits. Globalement le nombre

d’opérations arithmétiques nécessaires au calcdet@) croit commaen !

» Cas patrticuliers::

o n=1 det(A) =deffa,])=a,

0 n=2: det(A)=

8y

a21

T

0 n=3: det(A) =l|a,

A5

a'22

&,
a'22

s,

=ay,8,, ~ a8,

Q5
23

33

- +8,85,853 + Q1,838 T 31385,85,
T Q385,85 T 8,,851833 ~ 818385,

 Calcul du déterminant: On peut calculer le déterminant d'une matrige (3

d'ordren par récurrence. Notarll; la sous-matrice déduite deen ayant enleve la

lignei et la colonng de celle-ci, on montre que :

Il s'agit du développement du déterminantAlsuivant 1aj™colonne. De maniére

det(d) =Y (-1)'*/a, detM,)

similaire on peut utiliser le développement suivarif™ligne :

det(®) = Y. (1) a, det,)

On appelle respectivemenetM; ex (—1)”j det(M;) le mineur et le cofacteurde

3.
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Le calcul du déterminant d’'une matrice de taillese raméne donc au calcul de
déterminant de matrices de taillel. La récurrence s’arréte grace au fait que le
déterminant d’'une matrice de tailleest égal a I'unique élément de cette matrice, soit

det([a]): a. Cette methode n'est interessante que si plusiasrgoefficientss; sont

nuls, ce qui permet de réduire le nombre dopématioécessaires par un choix
judicieux des lignes ou colonnes suivant lesqueties développe les différents
déterminants a calculer. Dans le cas contraireretprouve la croissance em du
nombre d’opérations nécessaires au calcul d'unrmi@iant de taillen. Il vaut alors
mieux utiliser les propriétés de commutation duedétnant afin de se ramener au

calcul d’'un déterminant d’'une matrice triangulace,qui permet d’obtenidet(A §n

un nombre d’opérations qui est proportionnei’a

Propriétés du déterminant
o0 en échangeant deux lignes (ou deux colonnesh den change le signe de

det(A) mais pas sa valeur absolue (ou moduke est complexe),

o0 en multipliant tous les éléments d’'une ligne (ound colonne) dé\ par un
facteur A, on multiplie det(A) par le méme facteud . Par suite, siA est
d’ordren alors det(AA) = A" det(A)

0 en ajoutant a une ligne (ou une colonnepden multiple d’'une autre ligne (ou
colonne) deA, on ne modifie paslet(A .)Par suite :

» si une ligne (ou colonne) de A ne contient que&éments nuls alors
det(A) =0,

* si deux lignes (ou colonnes) desont identiques ou proportionnelles
alorsdet(A) = O,

o le déterminant d'une matrice triangulaire est égal produit des termes
diagonaux de la matrice,
o le déterminant du produit de deux matrices cardeeméme taille est égal au

produit des déterminants de ces deux matricdst(AB) = det(A)detB . )

o le déterminant de la transposée BAeest égal au déterminant d&:
det(A') = det(A)

o le déterminant de la transposée hermitienneAdest égal au conjugué du

déterminant dé\ : det(A") = det(A)
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Calcul de I'inverse d’'une matrice carrée :

Le déterminant d’'une matridetire son importance du fait géeest inversible si et

seulement sdet(A) # 0De plus on montre que :

A—l — 1 Ct
det(A)

ou C est la matrice des cofacteursAle

* Propriétés:

o (A)*=A

o (A =(a)’
a1

o det(A )_det(A)

o (AB)*=B?A"

* Cas patrticulier n=2:

o Al= 1 { Ap a:l.2:|
A8y, ~Qpdy | T8y Ay

8- APPLICATIONS AUX SYSTEMES LINEAIRES

Un systéme linéaire deéquations et inconnuesx,, X,,..., X, peut s’écrire sous la forme :
A A%, ot aX, =h
+ +..+ =
(5) 3%tk | X%, =B,

ayX tapX, to.ta,x =h,
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ou a;,...,.a,,,0,b,,...h, sont des coefficients réels ou complexes fixésodluisant la matrice

X by
A : : 1% b . :
carree A= (aj)de taillen et les matrices colonneX =| “| et B=| | , il est clair que le
X, b,
systeme d’équation (S) est équivalent a I'équaticatricielle AX = B soit :

(S) = AX=B

La résolution du systéme dépend alors de la valeuatet(A) :
e Casoudet(d) # O:
La matrice admet alors une matrice inve’se et en multipliant la relatiolPAX =B a
gauche parA™ on obtient directement la solution d® 6ous la formeX = A"'B. Le
systeme admet donc dans ce cas une solution unique,
» Casoudet(d) = O
La matrice n'est alors pas inversible et deux @as/pnt se produire :
0 (S n‘admet pas de solution

o0 (S admet une infinité de solutions

Plusieurs techniques existent pour la résolutiansystemes linéaires :

0 Méthode de Cramerl'inconnue x; est donnee par :

D, . &
X = 5 t(JA) ou D, est le déterminant obtenu en remplacant dalag“™ colonne
e

a; ... Ay, boagy, ..oa,
parB, soit D, =| : : : : :
N T N S VR

o Par.inversiordirecte de la matrice du systémX := A™'B

o Méthode de Gauss avec substitutiam triangularise le systeme (S) pour

obtenir un systéme équivalent de la forme

alll )(1 + allz X2 + e alln Xn = bll
a + ... & = b _ R i
2% w7 P g qui peut étre résolu

(S)

alnn Xn bln
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Exercices

efficacement par substitution, la derniére équatdmmnant x,, l'avant-
derniére donnank,_, a partir dex,, jusqu’a la premiéere équation qui donxe
a partir des autres inconnues deéja déterminéesx ,...,X,. La

triangularisation se fait par un enchainement daij@ns simples sur les
différentes équations (lignes) d&

 Remplacer la lignd par la lignei augmentée d’'une combinaison

linéaire des autres ligned; - L, +> a,L,

j#i
* Echanger la ligne avec la lignek (utile afin de conserver des
coefficients non nuls sur la diagonale du systemangulaire) :
L - L,
Méthode de_Gauss-Jordamlle consiste a réaliser des combinaisons sur le
lignes jusqu'a obtention d'un systeme équivalenagdnal qui donne
directement la solution deS)¢ Moins rapide que la méthode de Gauss avec
substitution la méthode de Gauss-Jordan permehdape d’obtenir I'inverse

deA en plus de la solution du systéns .(Par exemple :

111:100 100 : 32 -11/2

123:010---/0210: 0 1 -1

113:001 001: -1/2 0 12
A I I Al

Factorisation LU : On factorise la matriceA comme A=LU ou L est

triangulaire inférieure el est triangulaire supérieure. Résoudgp revient
alors a résoudre deux systéemes triangulaires, icestjlbeaucoup plus efficace
gue la résolution d’'un systeme non triangulair@ :résout d’abordLY =B

puisUX =Y. Au final on a bienX =U Y =U 'L*B=(LU)"B=A"B
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7a: CalculerA+B, B+D, AB, A'A, AA', E'E, E'E,CB, BC, A", B'etD™

1 1 -5 4 1 2 0O -5 4 1+7i
avecA=|2|,B=|2 2 5|,C=|-5 4|,D={2 9 8|, E=|2-i
3 3 0 7 -3 7 3 2 -4 3

7b : Montrer que sA est une matrice orthogonale alast(A) =+ . Montrer que SIA est

unitaire, alors le module de son déterminant vVauite.

7¢ : Montrer que pour toute matridele produit AA" est symétrique. Qu’en est-il des

produits A'A et AA" ?

REPONSES AUX EXERCICES

1l-a:

« (simple) x'=1(af (x))'= af'(x),(x*)'= 2x
X=X i X X)0OC + X0 +X5)

e |im im
-% X=X,

X=X X_XO X

= lim (X® + X%, + X7) = 3x;
)

1b : dans I'ordre, de gauche a droite et de haut en bas

\_—~

A\
~
/I

v

1c : un exemple parmi tant d’autres :
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/\/\

\

A

v

1d:
I|m f(X)g(X)_ f(XO)g(XO) - “m f(X) g(X) - g(XO) + I|m g(xo) f(X) - f(XO)
o X=X X=X, X=X X=X, XX X=X,
= F(X)9'(%) + (%) £(X,)
e Gim Y90 -1g) _ 1 9(%)=9(¥) _ _ 21 g'(%)
X% X=X, =% g(X)9(X) X=X 9°(X,)
le:
e [f(X) :2x—x—12 :

D, =D, = R—{0}; f'(x) :2(1+i3j; f'=0 e x=-1
X

f(-D)=-3f@2")=0
lim f(x) = —oo; lim f(x) = +oo; Iirg_ f(X) = —o0; Iirg f(X) =—o

f(x) = 2x

X — oo

x> =2x+3|

TS
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2 —
D, =D, =R-{-1; f' () = X125 120 . x=-1+6;

(x+1f
f(-1£+/6) = -4+ 2./6;

lim f(x) = —oo: lim f(x) = +o0: lim f(x) = —o; lim f (x) = +0o
X - =00 X - +00 X--1" x--1"

f(x) = x-3

X — oo

o [f(X)=2x>+x*-4x+1]:

D, =D, =R f'(X)=6x*+2x-4,f'=0 = x:—lﬂé;

f(-1)=4; f(2/3)=-17/27. £ 1) = C;

0

F(x) = (x=1)(2x? +3x—1) donc f[ﬂj

lim f(x) =—oo; lim f(X) =+

X > —00

=1

T - S = N E - -1
8 T T T T T T T T T

2a:

e |f(X)= In[x—lzj : c'est en fait la fonction paird (x) = -2In|x

D, =D, = R-{0}; f'(x) = -2/ x;
lim £ (x) = —oo; lim £ (x) = —oo; lim £ (x) =-+o5; lim £ (x) = +eo

X —» —00
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Lin B o 45 o = h oW =
. T T T . T T T .

. f(x)=|n7x:

D, =D, =R™; f'(x):—l_lznx; f'=0< x=¢
X
f(e)=1/¢

lim f(x)=0; Iir_r(1)+ f(X) = -0

0s

o |[f(X =e—:
X

D, =D, = R—-{0}; f'(x)=%ex; f'=0 - x=1
f)=¢

lim f(x) =0; lim f(x) = +oo; Iir_rc1)7 f (X) = —oo; Iir_rgy f(X) =+

-41 -
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T -~ e T T S
T T T T T T . -

. oo =(Vx-1]:

Jx -1
Jx

D, =R";D,=R"; f'(x) = f'=0 - x=1

fQ=0f0)=%
lim f (x) = +oo; lim F/(x) = ~e0

X — +o0

o |f(X)=+e" —X|:

D, =RD, =R f'(x) =

e -1

Ve —-x

f'=0 - x=0

f(0) =1,
lim £ (x) = +oo; lim £ (x) = +e0
f(0 = J-x
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e [f(X) :cosx+X—22 X

D, =D, =R f'(x):—sinx+%; f'=0 = X=IZT+ZKZTDX:37]T+2K7T(|(DZ)

f(£+ 2k77j =£(1+7—7+ 2knj; f(3—77+ 2k77j :£(1+3—ﬂ+ 2knj
4 2 4 4 2 4

lim f(x) =—oo; lim f(X) =+

f (x) n'admetpas d'asymptoteen I'infini mais est portéepar y = X212
f'(x) est périodiquede période 2z

3a: 27,=727,,+2,=7+2,
3b: |4=|Ziarg@) = -arg@)[4 =2z ;
3c: \/geinM ,26_””3 ;

La racine deg +if se trouve en posaia +ib)? =a +if, ce qui conduit & une équation

N . . . —a+a’+ p? .
bicarrée erb puis aux solutions possibles= 2%;b = i\/ > A . Le choix entre

ces deux solutions se fait en sélectionnant lauvalent 'argument est moitié de celui de
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a+if. Par exemple, on trouve ainsi

S T L L 2 T4
J-8+2/17 2

3+2i =a+ib aveca= L;b:+ L\/E
\ -3+4/13 ' 2

arctafb/a), a >0
arctarb/a)+ 7,a<0’

J4-i =a+ib aveca= et

3d: Avec |a+ib|=a®+b*arg@+ib) ={ on obtient

h-i|=2;argll-i) =-7/4
|4-i|=+17;arg@-i) = arctan¢1/4) = -0.245
[1+2i| = /5;arg@L+ 2i) = arctang) = 107

|-1+i| =+/2;arg-1+i) = arctan¢1) + 7= 377/ 4

3e: Dans le cas de coefficients réels, le discrimiresitsoit positif, soit négatif (on
écarte la possibilité d'un discriminant nul camgi&tion possede deux racines distinctes).
Dans le premier cas les racines sont évidemmenleseeDans le deuxieme, on a

A =b*-4ac<0, soit A=(i8)’, avec B=+/-Aréel. Finalement les deux racines sont

= —b+ip etr, = ~b-ip
2a 2a

et sont donc bien complexes conjuguées.

cosacosh = % (cos@ —b) +cos@+ b))
3f: sinacosh= %(sin(a— b) +sin(@+h))

sinasinb :%(cos@— b) - cos@+h))

4a:
2 3 4
. aX=1+xIna+(X|na) +(x|n6a) +(xlna) +o(x)
2 3 4
. 1 :1_§+3x _ X +35x +o(x")
1+x 2 8 16 128
3
. 1 :1—1 l—x_+0(xs)
-1 x 2 12 72C
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5a:

3 5
tanhx=x—x—+zi+o(x5)
3 15
1 1 x x* 2x°
+ +

=—+=- +0(x
tanfx x 3 45 94t ()

3 5
tanx = x+— +2i+0(x5)
3 15

3 5
x® X
arctarx = X=3 +—5 +0(x%)

2 4
ecosx - 1_X_+X_ +O(X4)
2 6

H 2 4
Sin™ X X X
=2 -2 +o(x")
l1+cosx 2 24

[~ 3 =ainjx/2+3
x/2+3

2 2
J‘X—dxzx——§+2—5ln|2x+5|
2x+5 4 4 8

X 2 1
— —dx=———7——<+=1I -2
J (3x-2)? > 9(3x—2)+9n|3x |
J- X dX:\/2x—1(

N2x-1 3

X _1 2

jzxz_sdx—4ln‘2x 64

2

I dx :-lmx— (éléments simples)
x‘2x2—3i 6 |2x*-3

I 21 dx:\/l_Sarctar\/Ex
5x°+3 15 3

J'Z 12 dx = - — 2 arctany2x
X (2x +1j X

2

X X /2
dx== ——arctanx/ix

J‘2x2+1 2 4
:—%\/—2x2+1

X
—dXx
J.\/—sz +1

-45 -

(division euclidienne)

(éléments simples)

x+1)  (intégration par parties)

STE3



Polytech’Montpellier STE3

5b:

6a:

j;dxzﬂamsin\@x
V=-2x%+1 2

jx/2—3x2dx:%xx/2—3x2 +§arcsin§x (intégration par parties)

jtan@x)dx = —% In|cos@x)|

Iarcsiandx: xarcsin2x+%x/1—4x2 (intégration par parties)
J‘sin4 2xdx= 3x_sindx , sin8x (formule d’Euler)
8 8 64
1 In|2aX+b_\/Z|, A=b*-4ac>0
NI ‘2ax+b+\/Z‘
J' X _) 2 rctarir®*P A-p?odac<o
ax +bx+c |+J-A V-4
- , A=b°-4ac=0
2ax+b

2
L In(3/2)
x=1 X+1
2
ax_ In(2/5)
X=-5 X

a

— sia<l

L dx _{dlverge&azl
1l-a

x=0 X

a

—— siag>1

+w% B divergesi a <1
X

x=1

j'f(x)dx =3

‘ 3
J.g(x)dx =2In2-—
x=0 2
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6b:

2
f(x) =Ce™ +X7—x+2

cC ., 2
(x+2)° 5(x+2)

£(x) =x2(In[} +C)

f(x) =

1
f(x) =Cx——
(x) .

X X

e e
+ —
X  2X

f(x)=C

f(x) =Cx I
2 4

C+x/2+sin(2x)/4
COS<X

f(x) =

f(9=(Cre 1)

f(X) =Cxvy1-x* +x

f(x)=Ce*™ - g(x)-1

f(X) :(C+In(x+m))(x+m)

2X

f(x) =C,cosx+C,sinx+

f(x)=Ce*+Ce* = x> —x* —6x—2
X2
f(x) = (Clx +C, + EJeX

f(x)=Ce*+C,e™ -

V3 V3

w | x
RN

f(x) = [Cl cos—=x+ C, sin7 xje’x’2 +e7

f(x) =C.e” +C,e* +3 cosx+ L sinx
10 10

1 e~ e
f(x)=(C,x+C,)e*—=+—+x*—
(09 =(Cx+Cy) e~ S+ +x*

-47 -
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e f(X)=C, cosSx+(C2 +gjsin3x

2X —2X H
. f(x):(Clcosx+Czsinx)e‘X+x—1+e _& ,2cosx_sinx
20 4 5 5
«  f(x)=(C,cos2x+C,sin2x)e" +%m2x + 30 (cos2x - 2sin2x)
. f(0)=Ce¥+(C, +x+x?)e
- f(=Ce®+(C,+Injx)e™
fa:
* A+B non défini
1 -10 8
- B+D=|4 11 13
6 2 3
* AB non défini
« AA=14
1 2 3
« AA=|2 4 6
369
« E'E=-36+10
- EE=64
* CB non défini
14 10
« BC=|-23 47
-18 55
« A™ non défini
L 14 35 -33
« detB)=-15 B‘lz—E 1 -5 3
-6 -15 12
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7b :

7cC:

52 12 76
det(D) = —252 D’lz—%z -32 12 -8
23 15 -10

Si A est orthogonale alors elle est inversible &t = A'. On en déduit que
def{A)=defA'), et puisque par ailleurdefA™)=1/de{A) et def A') = def(A),
on en déduit quelet?(A) =1 et donc quedet A) = +1.

Si A est unitaire alors elle est inversible At* = A" = A'. On en déduit que
def{A?)=defA’), et puisque par ailleurs defA™)=1/defA) et
de A‘)=m:m, on en déduit quie{ A" =1 et donc que le module de

defA) vaut 'unité.

Soit A= (ajj) de taillenx p. On note alorsB=A' = (b”. )= (aji) la transposée de
A. B est de taillepxn si bien que le produiAB est bien défini. On pose

C = AB= AA', matrice carrée de taille. Par définition du produit matriciel, on
sait que : 0, j)D{l n}X{l n}, C; =Zp:a,.kbkj :Zp:aikajk . En échangeant l'ordre
k=1 k=1
des produits dans la somme sur Kk, on trouve imnemdent que
g, j)D{l n}X{l n}, C, = Zp:aikajk =Zp:aika,.k =c; . La matriceC = AB= AA' est
k=1 k=1

donc bien symétriqgue. Une démonstration plus cotepecnsiste simplement a
écrire que(AAt )t = AUA = AA

On trouve de maniére similaire qua'A est une matrice carrée de tailte

symétrique.
(AA) = A" A =AA. Par suite AA est une matrice hermitienne qui n’est

symétrique que si ses éléments sont reels.
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