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Nomenclature

(.)′ Grandeur fluctuante temporelle

¯(.) Grandeur moyenne

∆h0
f Enthalpie de formation du milieùa la temṕerature de ŕeférenceT0 du milieu

Q̇ Source volumique de dégagement de chaleur

q̇ Taux de d́egagement de chaleur volumique

Φ Richesse locale du ḿelange

α∗ Conjugúe du nombre complexeα

γ Coefficient polytropique (rapport des capacitées calorifiques̀a volume et pres-
sion constantes)

σ Tenseur des contraintes

ˆ(.) Grandeur fluctuante fréquentielle : transforḿee de Fourier

C Ensemble des nombres complexes

R Ensemble des nombres réels

M Nombre de Mach

‖x‖2 Norme euclidienne du vecteurx

ˆ̇Q Taux de d́egagement de chaleur global

ω̇ j Taux de ŕeaction de l’esp̀ece j

ρ Masse volumique

T Tenseur de viscosité

~Vj Vitesse de diffusion de l’espèce j dans le milieu gazeux

u Vecteur vitesse

AH Matrice complexe conjugúee de la matriceA
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c Vitesse du son

cp Capacit́e calorifique massiquèa pression constante.

Dth Coefficient de diffusivit́e thermique du milieu

e Energie interne massique

es Energie interne massique sensible

h Enthalpie massique

Im(A) Image de la matriceA.

p Pression

R Constante des gaz parfaits : 8,314J.mol−1.K−1

r Constante des gaz parfaits réduite

rg(A) Rang de la matriceA.

s Entropie massique

Sp(A) Spectre de la matriceA

T Temṕerature

W Masse molaire du milieu gazeux

Xj Fraction molaire de laj iemeesp̀ece du ḿelange

Yj Fraction massique de laj iemeesp̀ece du ḿelange
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Résuḿe

Les instabilit́es thermoacoustiques constituent une catégorie de ph́enom̀ene im-
pliquée dans des applications aussi diverses que chaudières, moteurs fusées ou tur-
binesà gaz. Dans ce dernier cas, les réglementations environnementales de plus en
plus contraignantes ont amené les constructeurs̀a élaborer des systèmes reqúerant
des ḿelanges air-carburant très pauvres̀a la limite de la flammabilit́e. La suscep-
tibilit é de la flamme aux perturbations de l’écoulement s’en trouve alors fortement
accrue induisant parfois des oscillations auto-entretenues de toutes les grandeurs phy-
siques pouvant aboutir̀a des dommages importants. Dans ce contexte, la possibilité
de pŕedire d̀es la phase de conception l’apparition de ce genre de phénom̀ene s’av̀ere
cruciale. Cependant, le recourtà des simulations nuḿeriques instationnaires clas-
siques ne peut̂etre que limit́e compte-tenu du coût de calcul encore prohibitif sur
de grandes configurations industrielles. Une approche complémentaire ŕeside dans
l’utilisation d’outils nuḿeriques exclusivement dévolus aux fluctuations acoustiques.
Cette th̀ese s’inscrit dans cette optique et présente deux approches explorées au cours
de cettéetude :
• un code de type ”ŕeseau”́evalue les modes propres longitudinaux en discrétisant

la configuration en quelques dizaines d’éléments monodimensionnels aux fonc-
tions de transferts connus.
• un code, s’inspirant du formalisme deséléments finis, tridimensionnel et pa-

rallèle.
Ces outils, valid́es sur configurations académiques, ont́et́e appliqúesà des configu-
rations exṕerimentales de turbines̀a gaz.

PREDICTION OF THERMOACOUSTIC INSTABILITIES IN GAS
TURBINES

Abstract

Thermoacoustic instabilities are a major cause of concern in a large variety of de-
vices such as furnaces, rocket engines or gas turbines. Due to stringent environmen-
tal legislations, many gas turbines manufacturers strategies consist in operating their
systems under very lean conditions. Flamability limit can then be locally reached and
flame susceptibility to flow pertubations enhanced. Consequently, self-sustained os-
cillations of all physical quantities may occur inducing blow up of the flame and even
structural damages. In this context, there is a need to better understand combustion
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instabilities and to predict them at the design level. Despite constant computational
progress, fully unsteady numerical simulation of global industrial devices in a daily
use is still out of sight. Nevertheless, tools specifically devoted to acoustic waves can
be used. This work presents two kinds of such numerical tools :
• In the first one, the configuration is modelled as a network of monodimensio-

nal elements with acoustic transfer functions determined analytically or nume-
rically. Longitudinal eigenmodes evaluation can be performed by using only a
few dozens of elements.
• The second one is a parallel and fully three dimensional code based on a finite

element method.
Both tools have been validated against analytical results and applied to experimental
devices including swirl injectors and annular combustion chambers.

DISCIPLINE : Mathématiques

MOTS CLES : instabilit́e, thermoacoustique, combustion, acoustique, valeurs
propres

LABORATOIRE : CERFACS, 42 avenue Coriolis, 31057 Toulouse, cedex 1
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Introduction

Dans le contexte environnemental etéconomique actuel, l’une des principales
préoccupations des constructeurs de turbines aéronautiques concerne la réduction
drastique deśemissions polluantes. Cependant, la plupart des méthodes emploýees
pour atteindre cet objectif présentent l’inconv́enient majeur de favoriser les insta-
bilit és de combustion et plus particulièrement les instabilités thermoacoustiques.
La disposition d’outils permettant l’analyse de ce type d’instabilité d̀es l’étape de
conception se révèle donc particulìerement int́eŕessante. Ce travail s’inscrit dans cette
optique à savoir l’́elaboration d’outils nuḿeriques pŕedictifs entìerement d́evolus
à l’étude de ce ph́enom̀ene. Bien que destinés à être appliqúes dans un contexte
aéronautique, les ḿethodes d́evelopṕees dans cettéetude demeurent géńerisables̀a
d’autres situations dans lesquelles interviennent les instabilités thermoacoustiques.

Le terme d’instabilit́e thermoacoustique désigne le ph́enom̀ene par lequel le cou-
plage entre fluctuations de dégagement de chaleur et fluctuations acoustiques en-
gendre des oscillations auto-entretenues, et parfois même s’amplifiant au cours du
temps, des diff́erents param̀etres de l’́ecoulement (d́ebit, pression, temṕerature, ... ).
Ce type d’instabilit́e est particulìerement susceptible d’apparaı̂tre dans des situations
où une flamme demeure confinée dans une cavité. Etant donńe la vaste utilisation
de la combustion (87 % de l’énergie mondiale en 1997) cette situation concerne
donc une large gamme d’applications telles que fourneaux, chaudières industrielles
ou domestiques, moteurs fusées [1], statoŕeacteurs [2], turbines̀a gaz industrielles
[3, 4] et turbines áeronautiques [5]. Par ailleurs les instabilités thermoacoustiques se
rencontrent́egalement dans des systèmes òu les variations du d́egagement de cha-
leur ont une origine autre que la combustion. C’est le cas dans certains dispositifs
cryoǵeniques pŕesentant des oscillations de Taconis [6], ou encore dans certains types
de prototypes de réfrigérateurs thermoacoustiques [7] dans lesquels les variations en
question sont principalement dues aux fluctuations du flux thermique aux parois.

Si, de part leur large diffusion actuelle, les instabilités thermoacoustiques béńeficient
d’un important regain d’attention, elles n’en sont pas moins connues depuis plus de
deux sìecles. D̀es 1777, Higgins met eńevidence ce ph́enom̀eneà travers l’exemple
de la ”flamme chantante”. Ce dernier reste toutefois pendant longtemps une curio-

9
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sité scientifique red́ecouverte par Sondhauss en 1850 et Rijke en 1859 sur laquelle
se penche en particulier Lord Rayleigh. A l’aide de l’exemple du tube de Rijke dans
lequel une simple grille chauffée plaćee judicieusement dans un tube ouvertà ses
extŕemit́es produit un son (Fig. 1), Rayleighénonce en 1878 son célèbre crit̀ere qui
constitue encore aujourd’hui la base fondamentale de la compréhension des instabi-
lit és thermoacoustiques [8].

Grille chauffante

p’

u’

p’=0 p’=0

FIG. 1 – Exṕerience du tube de Rijke : tube ouvertà ses extŕemit́es contenant une
grille chauffante plaćee au quart de sa longueur [9].

Toutefois c’est avec l’apparition de la propulsionà ŕeaction que l’́etude des in-
stabilit́es de combustion commenceà se d́evelopper. En outre, la première v́eritable
application technique de ce type d’instabilités date de la deuxième guerre mondiale
avec la tristement ćelèbre fuśee allemande V1 (”buzz bomb”) faisant appelà un
réacteur pulśe. Par la suite, le d́eveloppement des fusées conduit̀a uneétude ap-
profondie des ḿecanismes de couplages thermoacoustiques menée en particulier par
Crocco et Cheng̀a la fin des anńees cinquante [10-12]. Dans le cadre de la conquête
spatiale, la mâıtrise des instabilit́es thermoacoustiques a constitué un point cĺe dans
la réussite des diff́erents programmes comme l’atteste les travaux menés par Culick
au cours des années soixante et soixante-dix [13]. Cet intér̂et s’explique en particu-
lier par la tr̀es grande concentration de puissance atteinte par les moteurs requis pour
cette t̂ache ;à titre d’exemple, la densité de puissance du moteur F1 des fusées de
type Saturn V des missions Apollo s’élevait à environ 146.4 GW/m3, la puissance
délivrée par les cinq moteurs de ce type correspondait donc, pendant quelques ins-
tants,à environ 750GW soit environ neuf fois la puissance totale du parcéléctrique
français en 2003. On comprend dans ce type d’application l’impérative ńecessit́e de
limiter les fluctuations de toute nature dont l’énergie est certes proportionellement
faible en regard de l’énergie totale mise en jeu mais peut néammoins s’av́erer suffi-
sante pour gravement endommager le système.

Dans le contexte des turbinesà gaz, áeronautiques ou industrielles, les construc-
teurs concerńes sont depuis la naissance de ce type de propulsion ou de géńeration
d’énergie sensibiliśes à ce probl̀eme et ont d́evelopṕes un savoir-faire et des ap-
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proches largement empiriques permettant d’y remédier. Toutefois, ces dernières montrent
depuis une d́ecennie environ leur limite. En effet, sous l’impulsion de réglementations
environnementales internationales de plus en plus restrictives, les constructeurs ont
ét́es ameńesà modifier consid́erablement les configurations de turbinesà gaz avec
pour prinicipale conśequence, une amplification de la sensibilité de ces disposi-
tifs aux instabilit́es de combustion. La plupart de ces modifications font appelà
des syst̀emes de pŕemélange d’air-carburant fonctionnant en richesse pauvre afin
de limiter la consommation et l’apparition de flammes diffusives dont les hautes
temṕeratures induisent la formation de polluants tels que les oxydes d’azote (NOx)
ou le monoxyde de carbone (CO) [14, 15]. Les conséquences de ce type de fonction-
nement sont alors les suivantes :

• Du fait du ḿelange pauvre, les fluctuations de richesse peuvent amener la
flamme en de-ça de sa limite de flammibilité aboutissant ainsìa une succes-
sion d’extinctions-ŕeallumages favorablèa la ŕesonance acoutisque [5].
• La faible richesse induit une faible vitesse de flamme rendant cette dernière

particulìerement succeptible aux fluctuations de vitesse et donc potentielle-
ment instable.
• Pour obtenir de faibles richesses, il est nécessaire de rediriger, dans le cas

de turbines áeronautiques, une partie du flux initialement prévu pour la zone
de dillution vers le flux principal d’injection c’est̀a dire la zone primaire.
L’atténuation acoustique conséquentèa l’injection d’air par les trous de dillu-
tion est donc ŕeduite et par conséquent, les instabilités en sont d’autant plus
favoriśees [16].

Ainsi, il en résulte une susceptiblité acrrue de ces dispositifs aux instabilités thermoa-
coustiques qui se manifestent concrètement par des fluctuations de pression d’ampli-
tude inacceptable (fatigue du matériel et parfois m̂eme dommages structurels) et par
une d́estabilisation de la flamméeventuellement fatale pour la turbine (phénom̀ene
dit de ”flashback”, voir Fig 2). On comprend donc le regain d’intér̂et actuel de la part
des constructeurs concernés pour ce type de phénom̀ene.

Deux grandes approches se distinguent pour appréhender ce type de problème :

• Une approche fond́ee sur le contr̂ole actif des instabilit́es[17-19]. Le principe
consisteà ŕeduire les ph́enom̀enes de ŕesonance acoustique par interférences
destructrices ou plus fréquement en modifiant les fluctuations du dégagement
de chaleur par le contrôle de l’injection de carburant notamment [20, 21]. Cette
approche repose sur la détection et sur une action suffisament rapide pour ju-
guler l’instabilit́e. Elle permet donc a priori de stabiliser une configuration
donńee sans pour autant nécessiter une refonte de celle-ci. Compte-tenu du
développement constant de l’électronique et de l’informatique cette approche
apparâıt prometteuse. Ńeammoins, la fiabilit́e et le degŕe de śecurit́e requis
dans le cas, par exemple, de turbines aéronautiques limitent son application
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STABLE

Fuel

Air

Air

Fuel

Air

Air

INSTABLE Flamme

Flamme

FIG. 2 – Retour de flamme (phénom̀ene de ”flashback”) induit par les perturbations
acoustiques de vitesse et destruction partielle d’un brûleur de turbine áeronautique
paréchauffement aux parois.

actuelle.
• Une approche fond́ee sur le contr̂ole passif des instabilités. Le principe consiste

àélaborer des configurations intrinsèquement stables en modifiant leur géoḿetrie,
leurs caract́eristiques acoustiques ou les caractéristiques du br̂uleur. Cette phase
de conception peut s’avérer longue et côuteuse car elle ńecessite encore ac-
tuellement un grand nombre de tests expérimentaux et parfois de profondes
modifiactions de la configuration initiale augmentant par la même les d́elais de
mise au point.

L’ étude pŕesent́ee dans ce rapport de thèse s’inscrit dans la seconde approche.
On cherche en particulier̀a d́evelopper des outils nuḿeriques d’analyse acoustique,
mais aussi de prédiction de ces instabilités, suffisament rapides pour pouvoir tester
un grand nombre de configurations industrielles dès la phase de conception. L’ori-
ginalité de la ḿethodologie choisie réside dans sa modélisation ainsi que dans son
utilisation conjointe avec d’autres techniques telles que la simulation numérique des
grandeśechelles (LES pour l’acronyme anglais). La description de ces deux apsects
s’organise de la manière suivante :

La premìere partie de cettéetude s’attache tout d’abordà pŕeciser la notion d’in-
stabilit́e thermoacoustique dans le contexte applicatif des turbinesà gaz et permet de
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mettre en exergue les principales caractéristiques des ḿecanismes de couplage ther-
moacoustique. Il apparaı̂t ainsi que le probl̀eme pośe fait intervenir deux catégories
d’échelles bien distinctes : d’une part les fluctuations acoustiques impliquées dans
les instabilit́es en question correspondent aux premiers harmoniques de la configu-
ration, c’està direà des longueurs d’onde du même ordre de grandeur que la taille
du syst̀eme lui-m̂eme ; d’autre part le couplage thermoacoustique met en jeu des
phénom̀enes tourbillonnaires, turbulents, de mélange ou de variations de surface de
flamme caract́eriśes par deśechelles beaucoup plus petites. Ces deux aspects sont pris
en compte dans la lińearisation deśequations de la ḿecanique des fluides réactive
particulariśees au contexte des turbinesà gaz. Le cadre de l’étudeétant ainsi d́efini,
on s’int́eresseráegalement̀a la mod́elisation du terme source acoustique inhérent aux
fluctuations du d́egagement de chaleur, ce dernier constituant le coeur du problème
pośe.

Dans un deuxìeme temps, une vue géńerale des ḿethodes actuelles permettant
de pŕedire les instabilit́es thermoacoustiques sera présent́ee. On montrera l’int́er̂et
mais aussi les limitations des approches de simulations numériques instationnaires
classiques telles que les techniques de LES, ces dernières demeurant actuellement
encore trop côuteuses pour l’application industrielle recherchée. On s’attachera donc
à pŕesenter les possibilités offertes par certaines approches numériques uniquement
dévolues aux fluctuations acoustiques. Celles-ci peuvent notamment tirées partie
des grandes longueurs d’ondes des modes recherchées et ainsi raisonner sur des
maillages beaucoup moins raffinés que ceux utiliśes dans les techniques classiques.
Deux types d’outils seront présent́es : le premier, qualifíe de ”code ŕeseau”, repose sur
une discŕetisation de la configuratiońetudíee en nombre limit́e de blocśelémentaires
dans lesquels il est possible d’appliquer des formes de solutions aux fluctuations
acoustiques. En reliant entre eux ces différents blocs, il est alors possible d’établir
une relation de dispersion caractéristique du probl̀eme pośe et v́erifiée par les modes
propres du système ; l’autre type d’outil est moins rapide mais plus précis car il ne
suppose aucune forme de solution pour les fluctuations acoustiques. La partie spatiale
est alors d́etermmińee par une ḿethode d’́eléments finis.

Faisant suite aux approches préćedement introduites, on s’intéressera ensuite aux
méthodes de prédiction des instabilit́es thermoacoustiques dévelopṕees au cours de
cette étude. L’objectif de ces ḿethodes est de déterminer la stabilit́e des modes
propres de configurations données et leur fŕequence correspondante. L’amplitude des
fluctuations accompagnant les instabilités n’est pas recherché par conśequent le re-
coursà des approches linéaires apparaı̂t justifié. Deux types d’outils acoustiques ont
ét́e d́evelopṕe au cours de cettéetude :

• Un code de type réseau appelé ”Soundtube” dont les caractéristiques sont dis-
cut́ees au chapitre trois. Soundtube constitue une forme particulière de ce type
de code puisqu’il se restreint aux seules ondes longitudinales tout en prenant
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en compte des ǵeoḿetries tridimensionnelles. La simplification des configura-
tionsétudíees dans le cadre de la modélisation retenue permet alors d’obtenir
rapidement sur un simple ordinateur une première id́ee de la forme et de la
valeur de leur modes propres. Les particularités de cette mod́elisation seront
présent́ees ainsi que les diverses procédures de recherches des modes propres
mises au point.
• Un code tridimensionnel et parallèle appeĺe ”AVSP” présent́e au chapitre quatre

de ce document. La prise en compte de l’influence de détails ǵeoḿetriques
et de la forme du champ moyenà travers une approche réseau apparaissant
difficile, une autre ḿethodologie áet́e retenue dans AVSP, plus couteuse en
temps de calcul mais plus précise. Celle-ci s’inspire du principe des codes
acoustiques d’éléments finis introduits au deuxième chapitre mais son origi-
nalité ŕeside d’une part dans sa capacité à traiter de grandes configurations
grâceà son paralĺelisme et d’autre part dans sa prise en compte du rôle actif
de la flamme sur les instabilités. Cette dernière caract́eristique conduit̀a un
probl̀eme aux valeurs propres non classique nécessitant l’́elaboration de tech-
niques de ŕesolution sṕecifiques. La première technique mise au point cherche
à évaluer les modes propres avec flamme active par un développement asymp-
totique autour de la situation sans terme source acoustique. L’autre technique
dévelopṕee dans cettéetude est fond́ee sur une ḿethode de point fixe dans la-
quelle la d́ependance fréquentielle de la fonction de transfert de flamme acous-
tique est fiǵeeà chaquéetape du processus itératif.

Les ḿethodes de d́etermination des modes propres du code AVSP sont ensuite
appliqúeesà des diverses configurations expérimentales. Le chapitre cinq corres-
pond à un article en cours soumissionà la revue Combustion & flame. Il montre
l’application de AVSP sans flamme activeà un dispositif exṕerimental et permet
de mettre eńevidence l’origine purement acoustique d’un mode propre rotatif. Le
chapitre six pŕesente un rapport technique consécutif à l’application de AVSPà
une turbine exṕerimentale du Lehrstuhl für thermodynamik de Munich. La confi-
guration en question est constituée d’un plenum et d’une chambre de combustion
annulaires relíes entre eux par douze injecteurs induisant un mouvement de vrille
à l’écoulement (”swirlers”). L’́etude montre l’influence de la prise en compte des
détails ǵeoḿetriques et de la forme du champ moyen sur la valeur des modes propres.
Compte-tenu de la connaissance de la fonction de transfert de flamme détermińee
exṕerimentalement, ce chapitre montreégalement une application de la méthode
asymptotique permettant d’évaluer la stabilit́e des modes. Enfin le dernier chapitre
présente les travaux réaliśes durant le Summer Program 2004 du Center of Turbu-
lence Research de Stanford. Ceux-ci ont permis de prédire avec succ̀es le mode
le plus instable obsvervé dans la simulation LES d’une chambre de combustion
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exṕerimentale munie d’une injection ”swirlée”. Ce chapitre d́ecrit l’application de la
méthode de point fixe de AVSP̀a cette configuration avec notamment la détermination
de la fonction de transfert de flammeà partir des ŕesultats de la simulation LES.
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2.3.1 Principe ǵeńeral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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3.3.1 Principe de la ḿethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.3.2 Mise en pratique de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.4 Recherche des frequences propres par méthode de forçage . . . . . 87
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4.4.1 Méthode de la puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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Chapitre 1

Description des instabilit́es
thermoacoustiques

1.1 Description ph́enoménologique

1.1.1 Cat́egories d’instabilités rencontŕees dans les turbines̀a gaz

Afin de d́efinir le concept d’instabilit́e thermoacoustique, il convient tout d’abord
de d́ecrire le contexte dans lequel celles-ci s’inscriventà savoir celui des instabi-
lit és de combustion. Les instabilités de combustion sont une classe très ǵeńerale
de ph́enom̀enes qui concernent l’ensemble des processus susceptibles de rendre une
flamme ou le milieu qui la contient instable. Plusieurs types de classement existent
selon le crit̀ere retenu, ainsi Barrère et Williams [22] s’int́eressent au domaine fréquentiel
auquel appartiennent les différentes instabilit́es pour les distinguer. Une autre ap-
proche consistèa différencier les principales instabilités (dans le cadre applicatif aux
turbinesà gaz) par la nature des mécanismes qui interviennent. On distingue ainsi :
• Les instabilit́es de couplage fluide-structure.
• Les instabilit́es intrins̀eques de flamme.
• Les instabilit́es hydrodynamiques.
• Les instabilit́es convectives.
• Les instabilit́es thermoacoustiques.

Instabilit és de couplage fluide-structure

Dans certaines situations, un mode propre vibratoire de la structure peutêtre
excit́e par les fluctuations de l’écoulement. L’effet Pogo, rencontré dans les moteurs̀a
ergols liquides des lanceurs spatiaux, est une illustration de ce type de phénom̀ene. Le
déroulement est le suivant : des fluctuations au niveau de l’injecteur engendrent des
variations de la poussée, celles dont la fréquence correspondà un mode propre de la

23
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structure du moteur induisent des vibrations qui peuvent remonter jusqu’à l’injecteur
fermant ainsi la boucle d’instabilité. Ce type d’instabilit́e est ǵeńeralement de l’ordre
de quelques Hertzs. Puisque un mode propre de la structure est excité, l’instabilité
concerne l’ensemble de la configuration et peutêtre qualifíee de globale.

Instabilit és intrinsèques de flamme

Comme leur d́enomination l’indique, ces instabilités ne font intervenir aucun cou-
plage externèa la flamme et sont inh́erentes aux ḿecanismes de combustion. Ce sont
des instabilit́es locales qui concernent le front de flamme. Dans cette famille d’in-
stabilit́e, on distingue en particulier les instabilités thermodiffusives et les instabilités
de Darrieus-Landau. La première apparâıt lorsque les effets de la diffusion thermique
sont faibles devant ceux de la diffusion moléculaire. Ces deux effets se traduisent par
des valeurs caractéristiques du nombre de LewisLe (rapport de la diffusivit́e ther-
mique sur la diffusivit́e moĺeculaire ). On consid̀ere un front de flamme perturbé c’est
à dire plisśe et on cherchèa savoir si le plissement vâetre amplifíe ou att́enúe. Clavin
[23] montre qu’au-del̀a d’une valeur critiqueLecr du nombre de Lewis, la gamme de
nombres d’onde instables s’élargit consid́erablement. Autrement dit lorsque les effets
thermodiffusifs l’emportent largement, le front flamme est beaucoup plus instable et
dégeǹere en une multitude de cellules de tailleégales aux longueurs d’ondes stables.

Dans le cas de l’instabilité de Darrieus-Landau, le phénom̀ene clef est la d́eviation
des lignes de courant au niveau du front de flamme plissé. Son origine provient du
fait que seule la composante normale au front de flamme de la vitesse des gaz frais
béńeficie de l’acćelération imput́ee au saut de densité, la composante tangentielle au
front de la vitesse se conserveà travers la flamme. On peut alors montrer [23] que
ce ph́enom̀ene de d́eviation va avoir tendancèa amplifier le plissement de la flamme
et donc la rendre instable. Pour un front de flamme d’épaisseur nulle, la flamme est
même inconditionnellement instable.

Les ŕesultats essentiels pour ces deux formes d’instabilité sont ŕecapituĺes parà
la figure 1.1, extraite d’un ouvrage de R. Borghi [24]. On appelleα la perturbation
du front flamme et dans le cas de fluctuations harmoniques onécrit :

α(y, t) = ℜ(Aeσt+iky)

Avec σ = σr + iσi . La variableσr est donc le taux de croissance de l’instabilité.

On notera par ailleurs que ce type d’instabilité ne cŕee pas de comportement
oscillatoire ou pulsatoire ; il n’y a pas de fré quence associéeà ce type d’instabilit́e
et par conśequent elle ne constitue pas une source de problème pour les applications
de type turbinèa gaz.
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FIG. 1.1 – Instabilit́es de Darrieus-Landau et thermodiffusive : la figure de gauche
illustre la situation, la figure de droite indique les domaines de stabilité [24], la ligne
1 correspond au cas d’un front de flamme infiniment mince pour la seule instabilité
de Darrieus-Landau.
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FIG. 1.2 – Instabilit́es thermodiffusives : compétition entre les flux diffusifs
moléculaire (traits pleins) et thermique (traits creux) [25].

Instabilit és hydrodynamiques

Les instabilit́es de nature hydrodynamique sont une autre catégorie de fluctua-
tions potentielles qui concrètement se caractérisent par la formation de structures
tourbillonnaires. D’une part ces structures sont en elles-même une source de déstabilisation
de l’écoulement et d’autre part elles induisent des zones localisées de combustion
périodiques. Dans les divers configurations expérimentales ou industrielles envisagées
dans cettéetude, la ǵeńeration de ces tourbillons peut survenir du fait des cisaille-
ments (instabilit́es de type Kelvin-Helmholtz) présents dans l’écoulement au niveau
de l’admission d’air et de carburant ou du mélange dans la chambre de combustion.
En comparaison avec les instabilités d’origine acoustique, les instabilités d’origine
hydrodynamique se caractérisent par :
• La localit́e de leur manifestation : l’instabilité se d́eveloppe au niveau du jet

cisaillé et non dans l’ensemble de l’écoulement, par contre les tourbillons
géńeŕes peuvent se propager loin de leur source et par exemple dans le cas
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des turbines̀a gaz impacter bruyamentà la tuỳere de sortie.
• L’ étalement des fréquences instables sur une gamme plus ou moins large se-

lon les caract́eristiques de la configuration ; ces fréquences ne sont donc pas
discr̀etes.

Dans une configuration classique de deux jets codirectionnels cisaillés, la th́eorie
linéaire montre que la fréquence la plus instablefhyd peutêtre d́eduite de la valeur
du nombre de StrouhalSt [26] :

St =
fhydθ

U1−U2
= 0,031

Avec θ l’ épaisseur de quantité de mouvement du profile ([27]) etU1−U2 la
diff érence de vitesse des deux jets. Ce résultat est parfois complexèa mettre en
pratique sur des configurations industrielles car il peutêtre difficile de d́eterminer
les quantit́es requises. Une autre difficulté ŕeside dans les modifications induites par
la combustion. Dans ce cas, la fréquence pŕeferentielle d’apparition de l’instabilité
peut être d́ecaĺee par rapport̀a la situation non ŕeactive du fait de la présence de
gradients de densité [28] et de l’influence de l’expansion thermique sur le champ
aérodynamique. Enfin, la théorie classique doit́egalement̂etre modifíee pour prendre
en compte des formes différentes d’́ecoulement en particulier lesécoulements vrilĺes
(”swirl” en anglais) [29]. Ce derniers engendrent une dépression suffisante pour créer
une zone centrale de recirculation où la faible vitesse de l’écoulement permet̀a la
flamme de se maintenir (Fig. 1.3).

FIG. 1.3 – Ecoulement vrilĺe pŕesentant une zone de recirculation centrale pouvant
jouer le r̂ole d’accroche-flamme.
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Dans ce cas de figure, une nouvelle définition du nombre de Strouhal est requise
correspondant̀a une gamme de fréquences instables différente[30] :

0,25< St =
fhydD

U0
< 0,5

Avec D le diam̀etre du jet etU0 la vitesse moyenne du jet. M̂eme si, de part sa très
large diffusion dans l’industrie, ce système d’accroche-flamme se révèle globalement
stable [29], il peut pŕesenter sous certaines conditions des instabilités :
• Au-del̀a d’un certain seuil d’intensité du mouvement de vrille (́evalúeà travers

le nombre de ”Swirl” [29]), ce type de structure peut présenter des modes
instables axisyḿetriques et h́elicöıdaux [31] .
• L’ écoulement vrilĺe peut pŕesenter un mouvement de précession (”Precessing

Vortex Core”) induisant des perturbations notoires du champ aérodynamiquèa
la fréquence correspondante [32].

Par ailleurs les instabilités hydrodynamiques peuvent aussiêtre impliqúees dans
des couplages résonnant avec l’acoustique. Cette situation peut survenir lorsqu’une
fréquence propre acoustique de la configuration et la fréquence hydrodynamique
préférentielle cöıncident [30, 33]. Cependant, cette condition n’est pas toujours nécessaire,
du fait des appariements de tourbillons par exemple [34] ; Rogers et Marble [35] ont
montŕe que ce couplage hydro-acoustique pouvait se réaliserégalement lorque la
fréquence cöıncide avec un multiple de la fréquence propre acoustique.

Instabilit és convectives

Ce sont des instabilités ǵeńeŕees par des ondes se propageantà la vitesse de
convection de l’́ecoulement et que l’on qualifie donc de ”convectives”. Un des exemples
les plus importants concerne l’instabilité de combustion de type ”rumble” apparais-
sant parfois au d́emarrage des turbines aéronautiques. Cette instabilité fait intervenir
un couplage entre ondes convectives de type entropique et ondes acoustiques. Les
ondes entropiques se caractérisent avant tout par des fluctuations de température et
de densit́e mais ne ǵeǹerent pas de fluctuations de pression tant que l’écoulement
demeure homog̀ene. Si celui-ci varie, on peut montrer [36] que, dans le cas d’un
écoulement moyen unidirectionnel selonx et de vitesseu, ces deux types d’ondes
interagissent̀a travers la relation suivante :( ∂

∂t
+u

∂
∂x

)(u′

u

)
+

c2

u
∂
∂x

( p′

γp

)
+
(

2
u′

u
− (γ−1)

p′

γp

)du
dx

=
du
dx

s′

cp
(1.1)

Avec s, p,c respectivement l’entropie, la pression et la vitesse du son locale ;cp et γ
correspondent quantà euxà la capacit́e calorifique massiquèa pression constante et
au coefficient polytropique respectivement. Les grandeurs munies d’une apostrophe
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repŕesentent des fluctuations. Cette situation se rencontre en particulier dans les tur-
bines áeronautiques et est illustrée par la figure 1.4. Le ḿecanisme est alors le suivant
en consid́erant les grandeurs munies d’un chapeau comme les transformées de Fou-
rier des fluctuations correspondantes dans l’hypothèse d’ondes harmoniques : une
perturbation acoustique ˆp1 par l’intermédiaire de la vitesse acoustique correspon-
dante ˆu1 induit au niveau de l’injecteur une inhomogéńeité de ḿelange qui en se
consummant au niveau de la flamme provoque la formation d’une fluctuation d’en-
tropie ŝ2. Cette dernìere est relíee par la fonction de transfert de flamme aux fluc-
tuations de vitesse au niveau de l’injecteur. La perturbation d’entropie se propageà
la vitesse de l’́ecoulement ind́ependamment des ondes acoustiques jusqu’à la tuỳere
de sortie ( ˆs3 = ŝ2exp(iωL/u)) où la forte acćelération de l’́ecoulement moyen induit
alors la cŕeation de fluctuations acoustiques ( ˆp4) par les fluctuations entropiques.
L’onde acoustique créée, contrairement,̀a l’onde entropique de type convective, peut
remonter l’́ecoulement jusqu’à l’injecteur (p̂1 = p̂4exp(iωL/c)) bouclant ainsi un
cycle potentiellement instable. Le déroulement du ph́enom̀ene est ŕecapituĺe à la fi-
gure 1.5. En appelantωτ f lam, ωτin j

re f l etωτtu
re f l les d́ephasages respectifs induits par la

flamme et les reflexions̀a l’injecteur et̀a la tuỳere, la fŕequencef de l’instabilit́e doit
donc v́erifier la relation suivante :

arg(p̂1) = arg(p̂5) soit 2π f (τin j
re f l + τ f lam+L/u+ τtu

re f l +L/c) = n (mod 2π)(1.2)

Avecn∈ N. Des exemples de ce type de mécanisme sont d́ecrits dans [16] et [37].

u p’

s’

injecteur

Flamme tuyère

0 xL

FIG. 1.4 – Instabilit́e issue du couplage entropique-acoustique dans le cas d’une tur-
bineà gaz áeronautique.

Ce genre d’instabilit́e est avant tout piloté par le comportement des ondes entro-
piques. Celles-ci se propageantà la vitesse de l’́ecoulement, elles sont alors beau-
coup plus lentes (d’un facteurégal au nombre de Mach) que les ondes acoustiques.
Par conśequent le temps convectif (L/u) est ǵeńeralement le terme prépond́erant dans
l’expression de la fŕequence de l’instabilité (Eq. 1.2). Par ailleurs, ce phénom̀ene se
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FIG. 1.5 – Boucle d’instabilit́e d’origine entropique-acoustique dans le cas d’une
turbineà gaz avec indication des déphasages induits̀a chaquéetape.

caract́erise par des basses fréquences (entre 50 et 150Hz) principalement pour deux
raisons :
• d’une part, sa vitesse de propagation (u) est faible dans les turbines aéronautique.
• d’autre part, seules les grandes longueurs d’ondes sont concernées car ce type

de fluctuation est particulièrement sensible aux phénom̀enes dissipatifs de type
diffusion thermique qui s’expriment dès que les gradients spatiaux de température
deviennent trop importants.

Cette dernìere caract́eristique a tendancèa pŕevenirégalement de trop fortes ampli-
tude de fluctuations entropiques, en outre ces dernières sont directement relier aux
inhomoǵeńeités du ḿelange ǵeńeratrices de ”points chauds” [36, 37] et peuvent donc
être limit́ees par les dispositifs de prémélange. M̂eme si ce type d’instabilité peut
provoquer de fortes perturbations globales de l’écoulement, elles ne semblent pas les
causes premières dans les nouvelles géńerations de turbines et semblent cantonées
aux phases de démarrage des moteurs aéronautiques. En outre [37] ont montré que
des instabilit́es purement acoustiques peuvent survenir dans la gamme de fréquence
attribúee aux perturbations entropiques.

Instabilit és thermoacoustiques

Contrairement aux instabilités convectives, les ondes acoustiques assurent la pro-
pagation des fluctuations aussi bien au retour qu’à l’aller dans le cas d’instabilités
thermoacoustiques. La clef du mécanisme de ce type d’instabilité ŕeside dans le cou-
plage entre les fluctuations du dégagement de chaleur et les fluctuations acoustiques :
d’une part les fluctuations de pression influencent les fluctuations du dégagement de
chaleur et d’autre part ces dernières ǵeǹerentà leur tour des fluctuations de pression
d’où la boucle potentiellement instable de la figure 1.6.

Rayleigh en 1878 [8] áenonće une condition ńecessaire pour que cette boucle
deviennent instable :
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Combustion Acoustique

p’

q’

FIG. 1.6 – Boucle du ḿecanisme thermoacoustique potentiellement instable.

At the phase of greatest condensation heat is received by the air, and at the phase
of greatest rarefaction heat is given up from it , and thus there is a tendency to
maintain the vibrations.

Ces observations ont donc conduit au critère suivant connu sous le nom de ”critère
de Rayleigh” :Z

Tac

Z
Vf lam

p′(~x, t)q̇′(~x, t)d~xdt > 0 =⇒ instabilit́e favoriśee (1.3)

Avec q̇′ les fluctuations du d́egagement de chaleur,Tac une ṕeriode acoustique des os-
cillations en question etVf lam le volume occuṕe par la flamme. Ce critère tel qu’il est
écrit constitue une condition nécessaire mais non suffisanteà l’instabilité, un crit̀ere
plus d́eterminant peut̂etre obtenu [38, 39] en tenant compte des fuites acoustiques
aux bords du domaine. Ńeammoins, il renseigne sur la valeur du terme source ther-
moacoustique. D’un point de vue thermodynamique, ce critère peut s’expliquer de la
manìere suivante [40] : la zone chauffée par la flamme constitue une machine ther-
moacoustique susceptible de transformer la chaleur reçue enénergie ḿecanique soit
Wmec le travail ḿecanique fournit sur un cycle, c’està dire sur une ṕeriode d’oscil-
lation [0,Tac] (voir Figure 1.7) ; comme les grandeurs moyennes sont par définition
constantes et que les fluctuations ont les mêmes valeurs initiales et finales sur un
cycle, celui-ci s’́ecrit :

Wmec=
Z Tac

0
pdV =

Z Tac

0
p′dV′ =−

Z Tac

0
p′

dρ′

ρ̄2

Les variables munient d’une apostrophe correspondant encore une fois aux fluctua-
tions acoustiques et celles munient d’une barre aux valeurs moyennes. Sous l’hy-
poth̀ese des gaz parfaits, la relation suivante peut-être obtenue [41] :

dρ′

dt
=

1
c2

dp′

dt
− (γ−1)ρ̄

c2 q̇′
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D’où le ŕesultat :

Wmec = − 1
2ρ̄2c2

Z Tac

0
dp′2 +

(γ−1)
ρ̄c2

Z Tac

0
p′q̇′dt

= − 1
2ρ̄2c2 [p′2(Tac)− p′2(0)]+

(γ−1)
ρ̄c2

Z Tac

0
p′q̇′dt

Wmec =
(γ−1)

ρ̄c2

Z Tac

0
p′q̇′dt

Finalement, il apparaı̂t que le crit̀ere de Rayleigh est directement proportionnel au
travail mécanique fournit par le système.
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FIG. 1.7 – Fluctuations de pression en un point du système consid́eŕe dans le cas
d’une instabilit́e thermoacoustique.

D’un point de vue physique, ce phénom̀ene se comprend́egalement en considérant
le pic de pression induit par le dégagement de chaleur de la flamme. Si la fluctua-
tion de pression acoustique incidente sur le front de flamme est en phase avec le pic
de pression d’origine thermique, les quantités de pression s’additionnent de manière
constructivèa chaque ṕeriode et il en ŕesulte donc une augmentationà chaque cycle
des amplitudes correspondantes.

1.1.2 Mécanismes de couplage thermoacoustique

Le critère de Rayleigh pose les conditions nécessaires̀a la formation des insta-
bilit és thermoacoustiques, cependant il n’explique pas la nature des liens entre les
fluctuations acoustiques et les fluctuations du dégagement de chaleur. Une liste ex-
haustive de ces liens est difficileà établir car chaque configuration met en oeuvre des
interactions particulìeres entre acoustique et dégagement de chaleur. On cherche dans
cette sectioǹa ŕecapituler les principaux ḿecanismes thermoacoustiques observés
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dans le contexte applicatif aux turbinesà gaz. Un point crucial commuǹa tous les
mécanismes concerne les divers temps caractéristiques qu’ils induisent entre l’instant
où le ph́enom̀ene perturbateur est géńeŕe et l’instant òu il atteint la flamme. La valeur
de cette duŕee conditionne le d́ephasage entre les fluctuations de pression et celle
du taux de d́egagement de chaleur, par conséquent il d́etermine le signe et la valeur
du crit̀ere de Rayleigh, c’est̀a dire la stabilit́e de la configuratiońetudíee. A l’instar
de la description ph́enoḿenologique ŕealiśee par T. Schuller dans son mémoire de
thèse [42], on traite disctinctement les deux branches du couplage thermoacoustique
(Fig. 1.6).

Actions de l’acoustique sur le d́egagement de chaleur

Les principaux ḿecanismes relatifs̀a l’influence des perturbations acoustiques
sur les fluctuations du dégagement de chaleur sonténuḿeŕes par ordre croissant de
complexit́e des situations dans lesquelles ils peuvent intervenir.

• fluctuations purement cinématiques du front de flamme :
On consid̀ere la configuration académique d’une flamme plane, parfaitement
prémélanǵee dont l’́ecoulement laminaire est soumisà des perturbations acous-
tiques. La fluctuation du taux de dégagement de chaleur en un point donné de
la configuration ŕesulte des variations de la position du front de flamme. Même
en l’absence d’́eventuelles fluctuations de la valeur de la vitesse de flamme,
ces variations cińematiques du front de flamme surviennent en raison des va-
riations de la vitesse de l’écoulement au niveau de la flamme. Ceci constitue la
situation la plus simple òu le d́egagement de chaleur varie selon les perturba-
tions acoustiques.
• fluctuations de d́egagement de chaleur induites par les fluctuations de température :

Les fluctuations de température associées aux ondes acoustiques peuvent in-
duire de fortes variations du taux de dégagement de chaleur géńeŕe par une
flamme plane, monodimensionnelle, parfaitement prémélanǵee. Par ce biais,
les fluctuations de pression peuvent directement moduler le taux de dégagement
de chaleur. Clavin et al. [43] ont montré sur une configuration académique que
la phase entre fluctuations de pression et de dégagement de chaleur issue de ce
mécanisme peut effectivement vérifier le crit̀ere de Rayleigh.
• fluctuations induites par des variations de la surface de flamme

Les ph́enom̀enes acoustiques peuvent induire des perturbations de dégagement
de chaleur en modulant la surface de flamme de deux manières diff́erentes :
– Directement : Searby et al. [44] ont montré sur le cas d’une flamme plane,

prémélanǵee qu’une onde acoustique peut géńerer des flammes cellulaires
pulsantes d’induire une instabilité thermoacoustique.

– Indirectement : On s’intéresse maintenantà une configuration plus proche de
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celle d’une turbinèa gaz dans laquelle le système d’injection du pŕemélange
ainsi qu’unélargissement brusque rendent l’écoulement plus complexe (voir
figure 1.8). Du fait de l’accentuation du cisaillement par l’acoustique au ni-
veau de l’injecteur, des parois ou encore au niveau d’élargissement brusque
de section, on peut assisterà une augmentation de la turbulence de pe-
tite échelle et̀a la ǵeńeration de structures cohérentes. Ces dernières sont
alors convect́ees jusqu’̀a la flamme òu elles peuvent induire une perturba-
tion du front de flamme. Comme la flamme n’est plus nécessairement plane,
la déformation est de surcroı̂t diff érente selon la zone de front de flamme
observ́ee. Il en ŕesulte une variation de la surface de la flamme et par voie
de conśequence une fluctuation du dégagement de chaleur [45, 46]. Si l’in-
tensit́e des fluctuations acoustiques est suffisante, les structures tourbillon-
naires ǵeńeŕees par les perturbations acoustiques peuvent suffisamentétirer
la flamme pour l’́eteindre localement et périodiquement [47] augmentant
ainsi l’instationnarit́e de la combustion.

Système de 

prémélange

Air + fuel

Front de flamme
Front perturbé

Front moyen

FIG. 1.8 – Fluctuations du d́egagement de chaleur par variations de la surface de
flamme.

• fluctuations induites par des structures tourbillonnaires
Les structures tourbillonnaires géńeŕees par l’acoustique n’induisent pas uni-
quement des fluctuations du dégagement de chaleur en faisant varier locale-
ment la surface de flamme parétirement. Il existe au moins deux autres types
d’interaction :
– Lors de leur formation par perturbation de vitesse acoustique, celles-ci peuvent

piéger et convecter une poche de carburant qui ne se consumme qu’après un
certain d́elai ńecessaire d̂u, entre autres, aux processus de mélange et de
chauffage [26, 48]. La situation est illustré par la figure 1.9.

– Les structures tourbillonnaires peuventégalement interagir entre elles périodiquement
et induire localement une augmentation de la turbulence de petiteéchelle.
En aḿeliorant localement par exemple le mélange, elles induisent alors une
augmentation du d́egagement de chaleur et donc une fluctuation de ce der-
nier [47].
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FIG. 1.9 – Fluctuations du d́egagement de chaleur induites par des structures tour-
billonnaires (image extraite de [26]).

• fluctuation de richesse
Dans les configurations de type turbinesà gaz, il est rare d’être dans une si-
tuation de flamme parfaitement prémélanǵee. Les perturbations acoustiques
peuvent alors induire des perturbations de richesse. Ce genre de fluctuation
apparâıt lorsque les lignes d’alimentation en carburant et en air répondent
de manìeres diff́erentes̀a une perturbation acoustique. La perturbation de ri-
chesse est alors convectée jusqu’̀a la flamme òu elle induit une fluctuation du
dégagement de chaleur et même une fluctuation de la vitesse de flamme. La fi-
gure 1.10 illustre la situation préćedement d́ecrite. Ce ph́enom̀ene aét́e étudíe
entre autres par Keller [49] , Lieuwen et al [50] et Flohr et al [51]. Bien qu’il
constitue une catégorie importante de couplage thermoacoustique, il està noter
que ce ph́enom̀ene peut̂etre att́enuer par les effets de l’agitation turbulente sur
les amplitudes des flucutations de richesse durant leur convection entre l’injec-
teur et la flamme [52].

Injection de

Fuel 

Air

Front de flamme

!’

FIG. 1.10 – Fluctuations du dégagement de chaleur par fluctuations de la richesse
(Φ′).

• fluctuation d’atomisation et de vaporisation des gouttelettes de carburant
Enfin une autre forme de couplage entre acoustique et dégagement de chaleur
est inh́erenteà la nature diphasique du carburant et du comburant parfois uti-
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lisés. La situation est illustrée par la figure 1.11. L’influence de l’acoustique
sur un jet de carburant liquide est un phénom̀ene complexe difficilèa mettre
en évidence exṕerimentalement. La plupart des théories prennent en compte
principalement deux types d’influence :
– Influence sur l’atomisation des gouttes : les fluctuations de pression par l’in-

termédiaire des fluctuations de quantités de mouvement modifient les pro-
cessus d’atomisation (nombre de Weber modifié) primaires et secondaires ;
la taille des gouttes mais aussi la répartition de la taille des gouttes en sont
affect́ees, comme une goutte de carburant plus petite s’enflamme plus rapi-
dement, il apparâıt que la modification de l’atomisation peut entraı̂ner des
fluctuations de d́egagement de chaleur [37].

– Influence sur la vaporisation des gouttes : plusieurs mécanismes interviennent
sur ce point. D’une part l’absorption d’énergie par la vaporisation peut avoir
un effet stabilisant [53] ; mais d’autre part, dans le domaine des basses fréquences
(quelques centaines de Hertzs) et pour certaines tailles de gouttes, les temps
de relaxation induits par l’inertie thermique de ces dernières peuvent̂etre
suffisants pour d́ephaser les fluctuations du dégagement de chaleur et satis-
faire le crit̀ere de Rayleigh [54, 55]

Injection de

fuel (liquide)

Air+fuel

Prémélange

Atomisation / Vaporisation

Des gouttelettes de fuel

Front de flamme

FIG. 1.11 – Fluctuations du dégagement de chaleur en milieu diphasique.

Actions du dégagement de chaleur sur l’acoustique

S’agissant de l’influence du dégagement de chaleur sur l’acoustique, le lien est
moins ambigu : le d́egagement de chaleur induit une augmentation de pressionp′ qui
vient donc s’additionner avec la fluctutation de pression acoustique incidente sur la
flamme. Dans des dispositifs où le d́egagement de chaleur n’est pas forcément assuré
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par une flamme (Exṕerience historique de Rijke avec fil chauffant par effet Joule),
on peut envisager des fluctuations du dégagement de chaleur accompagnées par des
faibles fluctuations de pression par rapport aux fluctuations de température. Dans ce
cas, l’interaction thermoacoustique se faità travers la temṕerature : la fluctuations
de temṕerature d’origine thermique venant s’ajouterà la fluctuation de temṕerature
d’origine acoustique.

1.2 Mise enéquation des instabilit́es thermoacoustiques

On cherche dans cette partieà établir les relations ńecessaires̀a la caract́erisation
des instabilit́es thermoacoustiques notamment l’équation d’onde ŕegissant les fluc-
tuations acoustiques dans le cas réactif. Celles-ci se d́eduisent deśequations ǵeńerales
de la dynamique des fluides. Cependant, la prise en compte de la combustion re-
quiert à la fois l’utilisation de variables caractérisant les composants du milieu et
l’utilisation d’équation supplémentaires par rapport au cas non réactif, en particulier
l’ équation de l’́energie. Dans le cadre de cetteétude, seuls leśecoulements mono-
phasiques gazeux sont envisagés.

1.2.1 Description du milieu

Dans le cadre deśecoulements fluides réactifs, le milieu est composé de plu-
sieurs esp̀eces. Pour quantifier cette composition, on introduit la notion de fraction
massique. On considèreN esp̀eces contenues dans un milieuV. On appelle fraction
massique de laj iemeesp̀ece, la grandeurYj définie par :

Yj =
mj

m
(1.4)

avecmj la masse de laj ieme esp̀ece pŕesente dans le volumeV et m la masse totale
de gaz dans ce volume. Par définition, les fractions massiques vérifient :

N

∑
j=1

Yj = 1 (1.5)

Par ailleurs, on retient l’hypothèse de mod́elisation suivante :
Hypothèse 1 :Le milieu est consid́eré comme un gaz parfait.
On en d́eduit alors l’́equation d’́etat suivante :

p = ρrT (1.6)

dans laquelleρ repŕesente la masse volumique du mélange,T la temṕerature etp la
pression ; enfinr repŕesente la constante réduite des gaz parfaits définit à l’aide deW
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la masse molaire moyenne du mélange et de la constante universelle des gaz parfaits
R= 8.314J.K−1.mol−1 :

r =
R
W

(1.7)

Du fait des diff́erents composants chimiques présents dans le ḿelange, la masse mo-
laire moyenne se d́eduit des masses molairesWj de chaque composantj comme suit :

1
W

=
N

∑
j=1

Yj

Wj
(1.8)

1.2.2 Equations bilan

La dynamique deśecoulements fluides réactifs est ŕegie par leśequations de
Navier-Stokes :
• Conservation de la masse

∂ρ
∂t

+∇.ρu = 0 (1.9)

Dans laquelleu est le vecteur vitesse.
• Conservation de la quantité de mouvement

ρ
∂u
∂t

+ρu∇u =−∇p+∇.T +
N

∑
j=1

ρYj~f j (1.10)

dans laquelleT repŕesente le tenseur des contraintes visqueuses et~f j les forces
volumiques associéesà chaque esp̀ece. Dans le contexte des turbinesà gaz,
l’impact des forces volumiques (pesanteur, forcesélectromagńetiques) demeure
très limit́e et sera donc ńegligé dans le reste de cetteétude (hypoth̀ese 2).

Hypothèse 2 :Les forces volumiques sont négligées :∑N
j=1ρYj~f j = 0.

Le pŕesence d’une flamme induit en sus la prise en compte des espèces chimiques
mises en jeu dans les diverses réactions. Leur conservation s’exprimeà travers lesN
équations de la forme :
• Conservation de l’esp̀ece j

∂ρYj

∂t
+∇.[ρYj(u+~Vj)] = ω̇ j (1.11)

avec~Vj la vitesse de diffusion de l’espèce j et ω̇ j le taux de ŕeaction de cette
esp̀ece. La vitesse de diffusion peutêtre relíeeà la fraction de ḿelangeYj et
plus pŕeciśementà la fraction molaireXj = YjW/Wj à l’aide d’une loi d’une
mod́elisation de type Hirshfelder-Curtiss. Le taux de réactionω̇ j , quantà lui,
est relíe à l’avancement des différentes ŕeactions chimiques mises en jeu. De
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plus amples descriptions sur ces sujets sont fournies par Poinsot et Veynante
[26] mais celles-ci n’entrent pas directement dans le cadre de cetteétude. Du
fait de l’Eq. 1.5 et de la contrainte∑ j Yj~Vj = 0, la somme desN équations de
conservation de chaque espèce (Eq. 1.11) aboutit̀a l’équation de conservation
de la masse (Eq. 1.9).

Dans le cas deśecoulements ŕeactifs, la prise en compte du dégagement de chaleur
issu de la combustion se faità travers l’́equation de conservation de l’énergie qui,
dans le cas de l’énergie interne massiquee, s’écrit :
• Conservation de l’́energie interne :

ρ
∂e
∂t

+ρu∇e= ∇.(ρcpDth∇T)+σ : ∇u+ Q̇ (1.12)

Dans cettéequation,σ est le tenseur des contraintes dont l’expression estσi j =
−pδi j + Ti j , Q̇ repŕesente le terme source d’énergie,Dth le coefficient de dif-
fusivité thermique etcp la capacit́e calorifique massiquèa pression constante.
Q̇ ne repŕesente en aucuns cas le dégagement de chaleur isssu de la com-
bustion mais une source volumique externe au milieu qui, par exemple, cor-
respondrait̀a l’apport d’́energie issue d’un faisceau laser. Ce type de source
peutêtre ńegligé dans le contexte applicatif aux turbinesà gaz sans perte de
géńeralit́e pour leśequations obtenues (hypothèse 3).

Hypothèse 3 :Les termes source de chaleur volumiques dans l’équation 1.12 sont
négligés :Q̇ = 0.

Sous cette forme, le dégagement de chaleur issu de la combustion n’apparaı̂t pas
dans l’́equation 1.12 puisqu’il ne provient pas d’un apporténerǵetique ext́erieur mais
de la conversion de l’énergie potentielle sous forme chimique contenue dans le milieu
enénergie interne. Pour le faire apparaı̂tre, on introduit les notions d’énergie interne
sensiblees et d’enthalpie massique de formation∆h0

f ([26],[56]), l’ énergie interne
massiquéetant la somme de ces deux composantes :

e=
N

∑
j=1

Yj

Z T

T0

cp, jdT−YjRT/Wj︸ ︷︷ ︸
es

+
N

∑
j=1

Yj∆h0
f , j︸ ︷︷ ︸

∆h0
f

(1.13)

Compte-tenu de ces notations, on définit le taux de d́egagement de chaleur ˙q par :

q̇ =−
N

∑
j=1

∆h0
f , jω̇ j (1.14)

On en d́eduit donc l’́equation suivante pour l’énergie sensiblees :
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• Conservation de l’́energie interne sensible

ρ
Des

Dt
= q̇+∇.(ρcpDth∇T)−∇.(ρ

N

∑
j=1

Z T

T0

Yjcp, jdT~Vj)+σ : ∇u (1.15)

Dans le cadre d’application de notreétude, on peut supposer le mélange suffisa-
ment homog̀ene pour ńegliger le flux de chaleur issus des phénom̀enes de diffusion
moléculaire ce qui am̀eneà l’hypoth̀ese suivante :

Hypothèse 4 :L’homoǵeńeité du ḿelange est suffisante pour négliger le terme
∇.(ρ∑N

j=1
R T

T0
Yjcp, jdT~Vj) devant les autres termes dans l’Eq.1.15

Grâceà cette dernìere, il est possible d’obtenir uneéquation de conservation pour
l’entropie massiques. Celle-ci est obtenuèa l’aide de l’́equation de Gibbs :

Tds= des−
p

ρ2dρ (1.16)

En utilisant conjointement leśequations 1.9 et 1.15, on obtient finalement :
• Equation de l’entropie

Ds
Dt

=
r
p

(
q̇+∇.(ρcpDth∇T)+T : ∇u

)
(1.17)

1.2.3 Linéarisation deséquations

Leséquations pŕećedement d́erivées sont maintenant particularisées aux fluctua-
tions thermoacoustiques. Dans le cadre de cetteétude on ne considérera que la situa-
tion suivante :

Hypothèse 5 :Les perturbations d’origine acoustique sont prépond́erantes de-
vant les perturbations issues des autres phénom̀enes, en particulier devant les fluc-
tuations de nature turbulente.

Par ailleurs, dans toute la suite de ce document, on conservera la notation sui-
vante : une variable surmontée d’une barre et celle munie d’une apostrophe représentent
respectivement la valeur moyenne et la fluctuation acoustique de la grandeur as-
socíee. Compte-tenu de l’hypothèse 4 on en d́eduit donc les relations suivantes :

p = p̄+ p′ (1.18)

ρ = ρ̄+ρ′ (1.19)

u = ū+u′ (1.20)

Cetteétude est focaliśee avant tout sur la détermination des modes propres ther-
moacoustiques mais non sur la détermination de la valeur réelle et observable des am-
plitudes de ces modes. En particulier l’évaluation de cycles limiteśeventuels accom-
pagnant les instabilitées thermoacoustiques n’est pas considéŕee dans cettéetude. On
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ne s’int́eresse donc qu’à la phase de croissance linéaire des instabilitées thermoacous-
tiques, c’est̀a dire la phase qui prévaut dans les premiers instants de l’établissement
d’une instabilit́e. La pertinence de cette approche est alors fondée sur l’hypoth̀ese
que les modes les plus instables correspondent aux modes présentant les taux de
croissance les plus grands durant la phase linéaire. Ainsi, on ne s’int́eresse pas aux
instabilit́es ǵeńeŕees par interaction entre différents modes, c’està dire par couplage
non-linéaire. Ce type de phénom̀ene est susceptible d’apparaı̂tre dans les configu-
rations de type moteur fusée [59] òu, compte-tenu de la densité de puissance mise
en jeu, l’intensit́e des fluctuations induisent fréquement des couplages non-linéaires
entre modes. Dans le cas des turbinesà gaz cette situation est plus rare ou en tous cas
a rarement́et́e ŕepertoríee du fait en partie de densité de puissance moindre que dans
le cadre spatial. On pose donc l’hypothèse fondamentale suivante, appelée hypoth̀ese
d’acoustique lińeaire :

Hypothèse 6 :Les fluctuations acoustiques sont considérées petites devant les
grandeurs caract́eristiques de l’́ecoulement, en particulier :

p′/p̄� 1 (1.21)

ρ′/ρ̄� 1 (1.22)

|u′|/c� 1 (1.23)

Une autre hypoth̀ese permet de simplifier la linéarisation deśequations, elle consiste
à consid́erer les vitesses desécoulements faibles devant la vitesse du son :

Hypothèse 7 :L’ écoulement considéré està bas nombre de MachM :

M =
|u|
c
� 1 (1.24)

Cette assertion est bien vérifiée dans les configurations de type turbineà gaz sauf
éventuellement dans les tuyères de sortie, l’id́ee est d’alors d’arrêter le domaine de
calcul en amont de ce type d’élément et d’eńevaluer son comportement acoustique
en calculant, par exemple, son impédancéequivalente [36, 60].

Cette nouvelle hypoth̀ese autorise des simplifications dans les dérivées totale de
fluctuation acoustique [61]. En effet, soitf ′ une fluctuation acoustique quelconque,
on appelleTac le temps d’une ṕeriode acoustique etLac la longueur d’onde associée
tels queLac = cTac. On en d́eduit alors le ŕesultat suivant :

D f ′

Dt
=

∂ f ′

∂t
+u.∇ f ′ ∝ f ′

( 1
Tac

+
|u|
Lac

)
∝

f ′

Tac
(1+M )

Ainsi, compte-tenu de l’hypoth̀ese 7, on admet queD f ′

Dt '
∂ f ′

∂t .
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Muni de ces hypoth̀eses, la lińearisation au premier ordre de l’équation de conser-
vation de la masse (Eq.1.9) s’écrit :

∂ρ′

∂t
+ ρ̄∇.u′+u′.∇ρ̄+ρ′∇.ū+ ū.∇ρ′ = 0 (1.25)

Cetteéquation peut encore se simplifier, en particulier au niveau du dernier terme de
celle-ci :

ū.∇ρ′ ∝
|ū|
Lac

ρ′

∝
M
Tac

ρ′ (1.26)

De même, l’ordre de grandeur du premier terme de l’Eq. 1.25 se déduit de la
relation suivante :

∂ρ′

∂t
∝

ρ′

Tac
(1.27)

Compte-tenu de l’hypoth̀ese 7, il est donc clair que :

|∂ρ′

∂t
| � |ū.∇ρ′| (1.28)

Par ailleurs, il est possible de pousser plus loin encore les simplifications en
précisant quelque peu l’hypothèse 7. L’́ecoulement moyen présente de fortes varia-
tions au niveau de la flamme ce qui ne permet pas a priori de négliger le troisìeme
terme de l’Eq. 1.25 faisant intervenir le gradient deρ̄ et le quatrìeme terme faisant in-
tervenir le gradient dēu. On peut toutefois montrer que ce dernier reste faible devant
le premier terme de l’Eq. 1.25 pourvu que le nombre de Mach vérifie une condition
suppĺementaire. En appelantδ f lam l’ épaisseur de flamme, on montre que :

ρ′∇.ū ∝ ρ′
|ū|

δ f lam

∝ ρ′M
c

δ f lam

∝ ρ′
M
Tac

Lac

δ f lam
(1.29)

Ainsi, compte-tenu de la relation 1.27, la condition suivante doitêtre requise pour
négliger le troisìeme terme de l’Eq. 1.25 devant les autres :

|ρ′∇.ū| � |∂ρ′

∂t
| ⇐⇒ M �

δ f lam

Lac
(1.30)
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Cette condition pŕecise donc l’hypoth̀ese 7 et quantifie la valeur du Mach permettant
de s’affranchir des caractéristiques de la vitesse moyenne de l’écoulement. Sur un cas
réaliste, la longueur d’onde acoustique est typiquement de l’ordre de la dimension de
la turbineLac∼ 1m tandis que l’́epaisseur des flammes prises en compte est telle que
δ f lam∼ 10cm (flamme turbulente). Par ailleurs une valeur typique de la vitesse du
sonc dans les configurationśetudíees est de l’ordre de 500m.s−1. Par conśequent,
dans un cas réaliste, le ŕesultat suivant est obtenu :

M �
δ f lam

Lac
⇐⇒ M < 0,02 (1.31)

la condition associéeà la relation 1.30 apparaı̂t donc ŕealiste. Par ailleurs si cette
condition permet de ńegliger dans l’Eq. 1.25 le terme faisant intervenir le gradient
de |ū|, elle ne pŕesume en rien de l’ordre de grandeur du terme faisant intervenir
le gradient dēρ. En particulier, on peut montrer que|ρ′∇.ū| � |u′.∇ρ̄| du fait que
ρ′/ρ̄�|u′|/|ū| car la valeur de ŕeférence des fluctuations de vitesse n’est pas|ū|mais
c (cf Eq. 1.23). En effet, avec̄u∼ 1m.s−1 et ρ̄∼ 1kg.m−3, une fluctuation acoustique
de pressionp′ ∼ 1Pa engendre respectivement|u′| ∼ p′/(ρ̄c) ∼ 2× 10−3m.s−1 et
ρ′ ∼ p′/c2∼ 4×10−6kg.m−3. D’où le rapport suivant :

|u′|
|ū|

ρ̄
ρ′
∼ 2×10−3

4×10−6 ∼ 500 (1.32)

Ainsi, en prenant en compte ces dernières simplifications, l’́equation de conser-
vation de la masse lińeariśee au premier ordre s’écrit finalement :

∂ρ′

∂t
+ ρ̄∇.u′+u′.∇ρ̄ = 0 (1.33)

Dans la suite de cettéetude on va consid́erer une nouvelle hypothèse simplifica-
trice sur les fluctuation acoustiques : on peut aisément montrer que les principaux
phénom̀enes diffusifs (viscosité, diffusion thermique et diffusion moléculaire) n’in-
fluencent pas la catégorie d’onde acoustique qui nous intéressent̀a savoir les ondes
de moyennes et basses fréquences. Pour y parvenir, on peut déterminer l’ordre de
grandeur deLth, Lvis, Lmol, les épaisseurs respectives de diffusion thermique, de
viscosit́e et de diffusion moĺeculaire par rapport̀a la longueur d’onde acoustique
caract́eristqueLac de notre probl̀eme. Comme on l’a vu préćedement,Lac ∼ 1 m,
et, compte-tenu de la vitesse du son caractéristique de l’ordre de 500m.s−1, Tac∼
2×10−3 s. Le coefficient de diffusion thermique de l’airà 1600K valant typique-
mentDth∼ 3×10−4m2/s, on en d́eduit donc que :

Lth =
√

DthTac∼ 8×10−4 m
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Sachant que les valeurs des nombres de PrandtlPr = ν/Dth et LewisLe= Dth/Dmol

sont de l’ordre de l’unit́e dans le contextéetudíe, il apparâıt donc que :

(Lth,Lvis,Lmol)� Lac

d’où l’hypothèse suivante :
Hypothèse 8 :Les ph́enom̀enes diffusifs (viscosité, diffusion thermique, diffusion

moĺeculaire) assocíes aux fluctuations acoustiques sont négligeables devant ceux as-
socíes aux grandeurs caractéristiques.

Dans ces conditions, la linéarisation au premier ordre de l’équation de conserva-
tion de la quantit́e de mouvement prend la forme suivante :

ρ̄
∂u′

∂t
+ ρ̄ū∇u′+(ρ̄u′+ρ′ū)∇ū =−∇p′ (1.34)

Compte-tenu de l’hypoth̀ese 7, on en d́eduit le ŕesultat suivant :

ρ̄
∂u′

∂t
+ ρ̄ū∇u′ ≈ ρ̄

∂u′

∂t
(1.35)

En tenant compte de l’ordre de grandeur du rapport issu de la relation 1.32, on montre
que|ρ̄u′| � |ρ′ū|. Ainsi l’Eq. 1.34 se simplifie comme :

ρ̄
∂u′

∂t
+ ρ̄u′∇ū =−∇p′ (1.36)

Enfin, en appliquant au nombre de Mach une condition similaireà celle de l’Eq. 1.30,
l’ équation de conservation de la quantité de mouvement lińeariśee au premier ordre
prend finalement la forme suivante :

ρ̄
∂u′

∂t
=−∇p′ (1.37)

Hypothèse 9 :Les fluctuations acoustiques r′,γ′,W′,c′p sont ńegligées devant les
fluctuations acoustiques des autres grandeurs.

D’où le ŕesultat suivant obtenu en linéarisant au premier ordre l’Eq. 1.17.

Ds′

Dt
=

∂s′

∂t
+u′.∇s̄=

r
p̄

(
q̇′+ T̄ : ∇u′

)
(1.38)

Le lien entre les fluctuations de pression et de densité dans le cas ǵeńeral (c’est
à dire non ńecessairement isentropique comme dans le cas de la combustion) est
obtenuà partir de l’expression m̂eme de la densité enécrivantρ = ρ(p,s) d’où le
résultat suivant [41, 57] :

Dρ
Dt

=
1
c2

Dp
Dt

+
∂ρ
∂s

)
p

Ds
Dt

(1.39)
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Dans le cas d’un gaz parfait∂ρ/∂s)p = −ρ/cp, par conśequent la lińearisation de
l’Eq. 1.39 s’́ecrit :

Ds′

Dt
=

cp

ρ̄c2

Dp′

Dt
−

cp

ρ̄
Dρ′

Dt
(1.40)

En utilisant cette relation dans l’Eq. 1.38, il vient :

cp

ρ̄c2

[∂p′

∂t
+u′.∇p̄

]
−

cp

ρ̄
[∂ρ′

∂t
+u′.∇ρ̄

]
=

r
p̄

(
q̇′+ T̄ : ∇u′

)
(1.41)

Cetteéquation peut encore se simplifier en admettant, dans le contexte applicatif aux
turbinesà gaz, l’hypoth̀ese suivante :

Hypothèse 10 :La pression moyennēp varie suffisament faiblement pour négliger
les termes faisant intervenir les gradients de celle-ci.

Par ailleurs, en faisant appel aux ordres de grandeurs des différentes variables im-
pliquées, on montre aisément que le terme faisant intervenir la viscosité de l’́ecoulement
moyen est lui aussi ńegligeable dans les situationsétudíees et qu’en particulier|(T̄ :
∇u′)r/p̄| � |cp∂p′/(c2ρ̄∂t)|. Dans ces conditions, l’Eq. 1.41 prend la forme sui-
vante :

cp

ρ̄c2

∂p′

∂t
−

cp

ρ̄
[∂ρ′

∂t
+u′.∇ρ̄

]
=

r
p̄

q̇′ (1.42)

A l’aide de l’équation de conservation de la masse linéariśee ( Eq. 1.33), et en utili-
sant la d́efinition de la vitesse du sonc2 = γp̄/ρ̄, l’Eq. 1.42 s’́ecrit :

1
γp̄

∂p′

∂t
+∇.u′ =

r
cpp̄

q̇′ (1.43)

Ainsi, en combinant la d́erivée temporelle de cettéequation et la divergence de
l’ équation de conservation de la quantité de mouvement lińeariśee ( Eq.1.37), on
obtient finalement l’equation d’onde suivante :

∇.(c2∇p′)− ∂2p′

∂t2 =−(γ−1)
∂q̇′

∂t
(1.44)

Dans laquelle, l’expressioncp = γr/(γ−1) a ét́e utilisée dans le cadre de l’hy-
poth̀ese de gaz parfait.

L’ équation d’onde ainsi obtenue possède deux caractéristiques importantes et
inhérentes au problème thermoacoustique posé :
• Elle rend compte des fortes variations de la vitesse du son issues des impor-

tants gradients de température au niveau du front de flamme. Cette situation
est physiquement très diff́erente d’une variation continue dec dans laquelle
les ondes acoustiques ne sont pratriquement pas réfléchies. Au contraire, ici,
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on cherchèa d́eterminer les d́ephasages inhérents aux reflexions associéesà ce
changement brusque de caractéristique du ḿedium qui modifient le mode et sa
fréquence propre.
• Elle comprend un terme source induisant une inhomogéńeité particulìere. En

effet, comme mentionńeà la section 1.1.2, le terme source n’est pas indépendant
des fluctuations acoustiques qu’il géǹere. La forme de cette dépendance, dis-
cut́ee dans les sections suivantes, rend en particulier le problème aux valeurs
propres difficileà appŕehender par les ḿethodes classiques.

Dans le cadre de l’approche linéaire choisie dans cettéetude, l’interaction entre
modes n’est pas prise en compte. Cette situation se prête donc particulìerement bien
à une mod́elisation sous forme d’ondes harmoniques dans laquelle chaque onde, as-
socíeeà une fŕequencef donńee, est trait́ee ind́ependement des autres. Ainsi, dans
ce formalisme, les fluctuations de pressionp′(~x, t) se mettent sous la forme suivante :

p′(~x, t) = ℜ(p̂(~x)e−iωt) (1.45)

où ω = 2π f est la pulsation du mode associé à la fŕequence complexef et p̂(~x),
également complexe, constitue la partie spatiale du champ de pression complexe.
La partie ŕeelleℜ( f ) de la fŕequence représente le nombre de périodes ou pseudo-
périodes par seconde. La partie imaginaire quantà elle renseigne sur la stabilité du
mode et plus exactement sur son taux de croissance. Compte-tenu de la convention
choisie, le mode en question est :
• stablesi ℑ( f ) < 0
• instablesi ℑ( f ) > 0
• marginalement stablesi ℑ( f ) = 0

En appliquant ce formalismèa l’équation d’onde 1.44, on obtient uneéquation de
type Helmholtz permettant de mettre le problème aux valeurs propres considéŕe sous
la forme suivante :

{
∇.c̄2∇p̂+ω2p̂ = iω(γ−1) ˆ̇q dansΩ
+ Conditions Limites surΓ

(1.46)

Avec Ω le domaine de la configuratiońetudíee etΓ ses frontìeres associées.

1.2.4 Conditions limites

Les conditions limites acoustiques rendent compte des reflexions au bord du do-
maine. Le plus souvent ces reflexions sont caractériśees soit par des rapports de fluc-
tuations acoustiques soit par l’annulation d’une de ces quantités. En revanche, la
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valeur des fluctuations acoustiques n’est géńeralement pas imposée (sauf si la va-
leur à imposer est la valeur nulle) en particulier dans une approche linéaire òu les
grandeurs acoustiques sontévalúeesà une constante multiplicative près.

Notion d’imp édance et de coefficient de réflexion

La caract́erisation acoustique la plus géńerale d’une condition limite réside dans
la valeur de son imṕedance ŕeduiteZ ([62, 63]) d́efinie comme :

Z =
p̂

ρ̄cû.~n
(1.47)

Dans cette relation,~n repŕesente la normale au bord orientée vers l’int́erieur du
domaine. Les grandeurs ˆp et û étant complexes, l’imṕedance est elle aussi une gran-
deur complexe. De plus, il est possible de relier cette grandeur au concept d’onde in-
cidente et ŕefléchie. Pour se faire, considérons la situation au voisinage d’un bord du
domaine de normale intérieure~n. Cette zone est suffisament mince pour y considérer
la vitesse du son constante, et on admet que la flamme ne touche pas le bord en
question. Dans cette partie du domaine, l’équation d’onde 1.44 prend donc la forme
classique suivante :

∇2p′− 1
c2

∂2p′

∂t2 = 0 (1.48)

Dans ces conditions, on montre que, dans la direction de la normale~n, p′ s’écrit sous
la forme d’une superposition d’une ondeA+ se propageant dans le sens de~n et d’une
ondeA− se propageant dans le sens opposé [26, 62] :

p′(~x.~n, t) = A+(t−~x.~n/c)+A−(t +~x.~n/c) (1.49)

De même pour la vitesse acoustique :

u′(~x.~n, t).~n =
1
ρ̄c

(
A+(t−~x.~n/c)−A−(t +~x.~n/c)

)
(1.50)

La situation est illustŕee par la figure 1.12. L’ondeA+ est alors qualifíee d’onde
réfléchie etA− d’onde incidente par rapportà la normale~n. Compte-tenu du forma-
lisme utiliśe, on d́efinit A+(t−~x.~n/c) = ℜ(Â+(~x.~n)e−iωt). Ainsi, l’impédanceZB au
pointB dans la situation de la figure 1.12 s’écrit :

ZB =
p̂(~xB)(

(ρ̄cû)(~xB)
)
.~n

=
Â+(~xB)+ Â−(~xB)
Â+(~xB)− Â−(~xB)

(1.51)

L’impédance est fréquement utiliśee en acoustisque car les fluctuations de pression
et de vitesse sont des grandeurs directement mesurables. Toutefois, elle ne rend pas
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A
+

A
-

n

x

y

B

FIG. 1.12 – Reflexion des ondes acoustiques au niveau d’un bord de normale~n
orient́ee vers l’ int́erieur du domaine.

compte aiśement des ph́enom̀enes de reflexion au point où elle s’applique. Pour cela,
on utilise plut̂ot le concept de coefficient de réflexion R qui, dans notre situation, est
défini comme le rapport de l’onde réfléchie sur l’onde incidente :

R=
Â+

Â−
(1.52)

Rest donc aussi complexe et sa relation avec l’impédance s’́ecrit :

R=
Z+1
Z−1

(1.53)

Impédances particulìeres

On s’int́eresse aux valeurs prises par l’impédance (et le coefficient de réflexion)
dans certaines situations fréquement rencontrées :
• Dans le cas d’unmur , la vitesse normale au mur est nulleû.~n= 0. En utilisant

l’ équation de conservation de la quantité de mouvement lińeariśee (Eq. 1.37),
on peut montrer que cette condition limite est de type von Neumann sur la
pression :

∇p̂.~n = 0 (1.54)

On appelle alorsΓN la partie de la frontìere du domaine òu s’applique ce type
de condition limite. Compte-tenu de la définition de l’imṕedance (Eq. 1.47),
cette dernìere prend donc une valeur infinie dans le cas présent :

Zmur = ∞ (1.55)
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Enfin, d’apr̀es les relations 1.50 et 1.52, le coefficient de réflexion prend alors
la valeur :

Rmur = 1 (1.56)

• Dans le cas d’uneouverture sur l’atmosphère, l’inertie acoustique de cette
dernìere impose :

p̂ = 0 (1.57)

Ce qui correspond̀a une condition limite de type Dirichlet sur la pression.
La frontière òu celle-ci s’applique est appeléeΓD. Par ailleurs, elle induit les
valeurs suivantes d’imṕedance et de coefficient de reflexion :

Zatm = 0 et Ratm =−1 (1.58)

• Dans le cas d’unbord absolument non ŕefléchissant, cela signifie qu’̀a son
niveau, il n’y a pas cŕeation d’une onde réfléchie. Ainsi,Â+ = 0 implique que :

Znr f l =−1 et Rnr f l = 0 (1.59)

A l’aune de ces valeurs particulières de l’imṕedance, on considérera donc trois
types de situations différentes aux frontières du domaine :

– Le cas d’une condition limite de von Neumann s’appliquant sur la frontièreΓN

du domaine.
– Le cas d’une condition limite de Dirichlet s’appliquant sur la frontièreΓD du

domaine.
– Pour le reste de la frontière appeĺeΓZ, une condition limite ǵeńerale d’imṕedance.

Ainsi, le bordΓ du domaineΩ consid́eŕe se compose en trois parties vérifiant :

Γ = ΓD∪ΓN∪ΓZ (1.60)

1.2.5 Aspect́enerǵetique du problème acoustique

On d́efinit en tout point~x du domaineΩ de recherche des solutions età chaque
instantt l’ énergie acoustiquee′(~x, t) comme suit [26] :

e′((~x, t) =
1
2

ρ̄u′2 +
1
2

p′2

ρ̄c̄2 (1.61)

Uneéquation de bilan d’énergie acoustique peut alorsêtre d́erivée en multipliant
parp′ la forme lińeariśee de l’Eq. 1.43 et en multipliant paru′ l’Eq. 1.37. En sommant
les deux́equations obtenues, il vient :

∂e′

∂t
+∇.f =

γ−1
γp̄

p′q̇′ (1.62)
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Avec f = p′u′, le flux acoustique local.
L’ énergie acoustique globaleE′ du domaine d’́etudeΩ est alors obtenue en intégrant

cetteéquation sur l’ensemble du domaine età l’aide du th́eor̀eme de Green-Ostrogradski,
il vient :

∂E′

∂t
+F ′ = S′ (1.63)

Avec F ′, le flux au bordΓ du domaine etS′ le terme source acoustique global. Ces
deux grandeurs sont respectivement définies comme :

F ′ =
Z

Γ
f.(−~n)dS (1.64)

S′ =
Z

Ω

γ−1
γp̄

p′q̇′dV (1.65)

Le signe ńegatif dans la relation 1.64 s’explique par le fait que les normales considéŕees
au niveau d’iune condition limite sont orientées vers l’int́erieur du domaine. Ainsi,
dans le cas particulier où les conditions limites correspondent uniquementà des murs
ou des ouvertures sur l’atmosphère,F ′ = 0 puisque, aux niveaux bords,u′.~n = 0 ou
p′ = 0. De plus, si le système ne comporte pas de flamme active alorsS′ = 0 et
donc d’apr̀es l’Eq. 1.63, l’́energie acoustique reste constante au cours du temps et
par conśequent le mode est marginalement stable.

L’ équation 1.63 fournit́egalement un nouveau cadre explicatif au critère de Ray-
leigh introduit au paragraphe 1.1.1. En effet, dans le contexte des turbinesà gaz, il
est rare que les flux acoustiques aux bords du domaine injectent de l’énergie dans
le domaine car les conditions limites ont géńeralement un caractère dissipatif. Par
conśequent, en int́egrant l’́equation 1.63 sur une période acoustiqueTac, on voit
qu’une condition ńecessaire pour que s’instaure une instabilité (c’està dire une aug-
mentation de l’́energie acoustique globale d’une périodeà une autre) s’écrit :Z

Tac

Z
Ω

γ−1
γp̄

p′q̇′dVdt> 0 =⇒ Instabilit́e (1.66)

en admettant que(γ−1)/(γp̄) està peu pr̀es constant dans la zone de combustion,
on retrouve donc le critère de Rayleigh. On comprendégalement que sans la prise en
compte des effets dissipatifs aux bords, le critère de Rayleigh classique ne peut offrir
qu’une condition ńecessaire mais pas suffisante pour que s’établisse l’instabilit́e.

1.2.6 Propriétés du formalisme choisi

On cherche dans cette partieà expliciter le lien entre les fluctuations réelles des
diff érentes grandeurs et leurs fluctuations spatiales complexes associées. On prendra
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comme exemple les fluctuations de pressionp′mais les raisonnements appliqués (ex-
cept́e ceux concernant le déphasage entre la pression et les composantes de la vitesse
acoustiques) serontégalement valables pour les fluctuations des autres grandeurs.
Enfin, on s’int́eresseráegalement aux situations dans lesquelles les modes propres
sont orthogonaux.

Propri étés de|p̂| et dearg(p̂)

D’après le formalisme choisi, on a :p′(~x, t) = ℜ(p̂(~x)e−iωt). Le lien entre la
fluctuation ŕeelle de pressionp′ et celui de sa composante spatiale et complexe ˆp
peut s’́ecrire sous une autre forme parfois plus explicite :

p′ = eωitℜ(|p̂(~x)|ei(arg(p̂(~x)))e−iωr t)

p′(~x, t) = eωit |p̂(~x)|cos(ωrt−arg(p̂(~x))) (1.67)

Sous cette forme, on voit donc que la phase temporelle dep′ est équivalente
à l’argument de la partie spatiale des fluctuations complexes ˆp. On voitégalement que
les noeuds de pression seront détermińes par|p̂|= 0 et que ceux-ci sont fixes au cours
du temps. Par contre le mode associéà ces fluctuations de pression sera véritablement
stationnaire uniquement siarg(p̂(~x)) est constant dans le domaine considéŕe puisque
dans le cas contraire on peutécrire :

cos(ωrt−arg(p̂(~x))) = F(g(t)+h(~x))

On obtient donc une onde instationnaire qui, par définition, se propagèa la vitessea
dans la direction~n telle que, sih(x) n’est pas constant :

a(~x) =
dg(t)

dt
dh(x)

dx

=
ωr

−∇arg(p̂(~x)).~n
si ∇arg(p̂(~x)).~n 6= 0 (1.68)

sinona = 0.
Il est donc int́eressant de regarder dans quelles situations les modes propres de

configuration borńees se comportent vraiment en ondes stationnaires.

Cas particuliers où la phase est constante

Dans le cas sans flamme active et avec conditions limites purement réfléchissantes,
on peut montrer quearg(p̂) = cste (mod π) et que par conśequent le mode est vrai-
ment stationnaire. En effet dans ce cas, il aét́e d́emontŕe à la section 1.2.5 que le taux
de croissance du mode est nul. Par conséquent,ω = ωr et le probl̀emeà ŕesoudre
s’écrit :
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
∇.c̄2∇p̂+ω2

r p̂ = 0 dansΩ
∇p̂.~n = 0 surΓN

p̂ = 0 surΓD

En d́eveloppant ˆp, il apparait queℜ(p̂) etℑ(p̂) vérifient deux probl̀emes syḿetriques :
∇.c̄2∇ℜ(p̂)+ω2

r ℜ(p̂) = 0 dansΩ
∇ℜ(p̂).~n = 0 surΓN

ℜ(p̂) = 0 surΓD
∇.c̄2∇ℑ(p̂)+ω2

r ℑ(p̂) = 0 dansΩ
∇ℑ(p̂).~n = 0 surΓN

ℑ(p̂) = 0 surΓD

Si la fréquence propre n’est associée qu’̀a un seul mode propre ( ce qui est souvent
le cas sauf dans le cas de configurationsà syḿetrie particulìere telle que section
parfaitement carrée ou cylindrique ) alors le sous-espace vectoriel associé à cette
fréquence est de dimension un et donc :

∀~x : ℑ(p̂(~x)) = αℜ(p̂(~x)) avecα ∈ R

Par conśequent l’argument de ˆp se restreint aux valeurs suivantes :{
arg(p̂) = arctan(α) si ℜ(p̂)≥ 0
arg(p̂) = arctan(α)+π si ℜ(p̂) < 0

Cette propríet́e de l’argument de ˆp n’est valable que dans le cas sans flamme
active et avec des conditions limites purement réfléchissantes. L’utilisation d’une
impédance, par exemple, brise la symétrie du probl̀eme surℑ(p̂) et ℜ(p̂) et alors
arg(p̂) devient v́eritablement une fonction de l’espace.

Caractéristiques du d́ephasage entrêp et ûx, ûy, ûz

On va s’int́eresser au d́ephasage entre ˆp et ûx mais les raisonnements effectués
pourrontêtreétendus aux autres composantes de la vitesse acoustique.

D’après l’équation de conservation de la quantité de mouvement lińeariśee (Eq.1.37),
il vient :

∂p̂
∂x

= iωρ̄ûx (1.69)

D’où le ŕesultat suivant :

arg(
∂p̂
∂x

) = π/2+arg(ω)+arg(ûx) (1.70)
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Ainsi, dans le cas ǵenéral, il est possible d’́etablir un lien direct entre l’argu-
ment de ûx et l’argument de ∂p̂

∂x mais pas avec l’argument dep̂ car les oṕerateurs
d’argument et de d́erivée ne commutent pas. Néammoins, comme dans le cas préćedement
étudíe d’une configuration sans flammes actives et avec conditions limites purement
réfléchissantes, un lien simple entrearg(p̂) et arg(ûx) existe. Dans cette situation,
ω = ωr et ℑ(p̂) = αℜ(p̂) donc :

p̂ = (1+ iα)ℜ(p̂) (1.71)

Et par conśequent :

∂p̂
∂x

= (1+ iα)
∂ℜ(p̂)

∂x
(1.72)

On en d́eduit donc que, dans ce cas,arg(∂p̂
∂x) = arg(p̂) = arg(1+ iα) (mod π) et en

utilisant l’équation 1.70, il vient :

arg(p̂)−arg(ûx) = π/2 (1.73)

On retrouve donc en particulier des résultats classiques obtenus sur les tubes
simples aux extŕemit́es ouvertes ou ferḿees [26]à savoir que la pression acoustique
et la vitesse acoustique longitudinale sont en quadrature de phase.

Orthogonalit é des modes

Dans le cadre de l’acoustique pure (sans termes sources thermoacoustiques), l’or-
thogonalit́e des modes est une propriét́e fréquement mise eńevidence. De plus, celle-
ci peut conditionner l’emploi de ḿethodes de Green ([2, 59]) pourévaluer les modes
propres. On cherche doncà d́eterminer les situations dans lesquelles cette orthogona-
lit é des modes propres est effective. On introduit ainsi le produit scalaire de l’espace
L2(C) défini comme suit pour deux modes quelconques ˆpn et p̂m correspondant res-
pectivement auxniemeetmiemeharmoniques :

< p̂n, p̂m >=
1

VΩ

Z
VΩ

p̂np̂∗mdV (1.74)

Avec p̂∗m le conjugúe dep̂m.

Les modes ˆpn et p̂m vérifient, par d́efinition, le probl̀eme 1.46 par conséquent le
produit scalaire de ces deux modes s’écrit :

VΩ < p̂n, p̂m > =
Z

VΩ

−∇.c2∇p̂n

ω2
n

p̂∗mdV +
Z

VΩ

i(γ−1) ˆ̇q(p̂n)
ωn

p̂∗mdV
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A l’aide d’une int́egration par partie sur le premier terme de droite de cette
équation, il vient :

VΩ < p̂n, p̂m > = −
Z

Γ
p̂∗m

c2

ω2
n

∇p̂n.~dS+
Z

VΩ

c2

ω2
n

∇p̂n.∇p̂∗mdV +
Z

VΩ

i(γ−1) ˆ̇q(p̂n)
ωn

p̂∗mdV

Il est clair que l’int́egrale de bord s’annule surΓD et ΓN, par conśequent en utilisant
une nouvelle int́egration par partie sur le deuxième terme de droite, on obtient :

VΩ < p̂n, p̂m > = −
Z

ΓZ

p̂∗m
c2

ω2
n

∇p̂n.~dS+
Z

ΓZ

p̂n
c2

ω2
n

∇p̂∗m.~dS−
Z

VΩ
p̂n

∇.c2∇p̂∗m
ω2

n
dV

+
Z

VΩ

i(γ−1) ˆ̇q(p̂n)
ωn

p̂∗mdV

D’où finalement,

(1− ω2∗
m

ω2
n

)VΩ < p̂n, p̂m > = −
Z

ΓZ

p̂∗m
c2

ω2
n

∇p̂n.~dS+
Z

ΓZ

p̂n
c2

ω2
n

∇p̂∗m.~dS (1.75)

+
Z

VΩ

i(γ−1) ˆ̇q∗(p̂m)
ω∗m

p̂ndV +
Z

VΩ

i(γ−1) ˆ̇q(p̂n)
ωn

p̂∗mdV

Ainsi, dans le cas ǵeńeral, les modes propres solutions du probl̀eme 1.46 ne
sont pas orthogonaux entre eux. Ceci est d̂u non seulement aux termes sources ther-
moacoustiques mais aussi aux conditions limites d’impédance. Afin de d́eterminer le
cadre le plus ǵeńeral òu l’orthogonalit́e des modes est vérifiée, on se place dans le cas
sans termes sources (ˆ̇q = 0 surΩ) et on cherchèa exprimer le type d’imṕedance le
plus ǵeńeral compatible avec la propriét́e d’orthogonalit́e en question. Compte-tenu
de la d́efinition 1.47 de l’imṕedance, la relation suivante est obtenue :

−
Z

ΓZ

p̂∗m
c2

ω2
n

∇p̂n.~dS+
Z

ΓZ

p̂n
c2

ω2
n

∇p̂∗m.~dS =
Z

ΓZ

p̂np̂∗m
( −iω∗m

cZ∗(ωm)
+
−iωn

cZ(ωn)

)
dS(1.76)

Dans le cas d’une imṕedance du type :Z(ω) = iαω avecα ∈ R, le terme de
droite de la relation 1.76 s’annule. Ainsi, la condition suffisante la plus géńerale òu
l’orthogonalit́e des modes propres est vérifiée s’́ecrit :

ˆ̇q(~x) = 0 ∀~x∈Ω
+
Conditions Limites :
p̂ = 0 ouû.~n = 0 ouZ(ω) = iαω avecα ∈ R

=⇒ < p̂n, p̂m >= 0 (1.77)

1.3 Modélisation des termes sources thermoacoustiques

Pour ŕesoudre le système1.46 une relation entre les fluctuations du dégagement
de chaleur et acoustiques est nécessaire afin de fermer le problème. La relation en
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question constitue la fonction de transfert de flamme notéeH . Dans sa forme la plus
géńerale, cette fonction s’écrit :

ˆ̇q = H (û.~n, p̂) (1.78)

Compte-tenu des ḿecanismes d’interaction thermoacoustiques présent́esà la sec-
tion 1.1.2, la flamme est particulièrement sensible aux perturbations acoustiques lon-
gitudinales, on introduit donc la normale~n port́ee par la direction en question afin
de ne faire d́ependre la fonction de transfert des seules fluctuations de vitesse longi-
tudinales et de pression. Compte-tenu des hyptohèses de mod́elisation (voir section
1.2.3) retenues, on rappelle queles ph́enomènes non-lińeaires ne sont pas prise
en comptedans la pŕesente formulation. En particulier, l’influence de l’amplitude
des fluctuations de vitesse sur les fluctuations du dégagement de chaleur ne sera pas
abord́ee ; pour plus d’informations̀a ce sujet, se réferer par exemplèa [64].

Par ailleurs, chaque ḿecanismes présent́es à la section 1.1.2 induit sa propre
forme de fonction de transfert, comme les configurations réelles sont une composé
particulìere de ces divers ḿecanismes, il n’existe pas d’expression universelle pour
H . En outre l’obtention d’une expression analytique pour cette fonction n’est pos-
sible que pour des géoḿetries simplifíees ne mettant en jeu qu’un des mécanismes
en question. En revanche dans le cas géńeral, les ph́enom̀enesà prendre en compte
peuventêtre tridimensionnels et les géoḿetries de br̂uleur tr̀es complexes. De plus,
comme on l’a vuà la section 1.1.2, le lien entre les fluctuations acoustiques et
de d́egagement de chaleur fait intervenir des phénom̀enes de petiteśechelles telles
que les structures tourbillonnaires, la turbulence locale et le plissement du front de
flamme. Il est n’est donc pas rare d’observer sur des configurations du type turbine
à gaz qu’une modification d’un détail ǵeoḿetrique du br̂uleur conduisèa une modi-
fication importante de la réponse acoustique de la flamme et de la stabilité de tout
le syst̀eme. La qualit́e de l’́evaluation de la fonction de transfert de flamme est donc
cruciale pour une prédiction correcte de la stabilité thermoacoustique d’une confi-
guration donńee. Ainsi, compte-tenu de la complexité du milieu et de la précision
requise, la d́etermination analytique de fonction de transfert de configuration indus-
trielle est souvent difficile. Deux recours apparaissent : mesurer expérimentalement
cette fonction de transfert, ce qui peut s’avérer côuteux, ou la mesurer̀a l’aide d’une
simulation nuḿerique, ce qui avec les développements récents de cette activité de-
vient de nos jours ŕealiste.

Cette section pŕesente diverses formes de fonction de transfert de flamme ainsi
que les hypoth̀eses de mod́elisation qu’elles supposent. On s’intéresse d’abord̀a une
forme simple et ǵeńerale de fonction de transfert dont la connaissance pourraêtre
obtenue par mesures expérimentales ou nuḿeriques. Des formes de fonctions de
transfert analytiques adaptéesà la repŕesentation de ḿecanismes thermoacoustiques
particuliers sur des configurations simplifiées seront ensuite abordées.
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1.3.1 Mod̀elen− τ

Formulation globale

Les premìeres formes de fonctions de transfert de flamme acoustiques ontét́e
introduites par Crocco [65] dans le cadre de l’étude de la stabilité des moteurs fusée.
L’id ée est alors d’exprimer une relation globale entre le débit massique de gaz brûlés
ṁb et le d́ebit massique de carburant et comburant injectésṁi [66] :

ṁb(t) = ṁi(t− τ) (1.79)
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FIG. 1.13 – Fluctuations du débit massique de carburant en entrée et des gaz brûlés.

La situation est illustŕeeà la figure 1.13. Le concept de temps de retardτ est alors
introduit. Celui-ci est destińe à rendre compte des phénom̀enes physiqueśenonćesà
la section 1.1.2, il est donc en particulier destiné à repŕesenter le temps d’achemine-
ment d’une perturbation quelconque induite par l’acoustique entre le point d’injec-
tion et la zone de flamme. En adaptant cette formulationà notre contexte d’étude, on
voit donc que l’on est amené à pŕeciser la localisation du point d’injection qui consti-
tue le point de ŕeférence pour les perturbations de l’écoulement induisant les fluc-
tuations de d́egagement de chaleur. Dans le cas d’une configuration semblableà la
figure 1.13 c’est̀a dire avec un tube d’injection simple débouchant sur une chambre
de combustion, le point de référence est naturellement l’abscisse correspondantà
l’ élargissement brusque car la plupart des structures cohérentes pertubant la flamme
sont ǵeńeŕees en ce point. Cependant dans le cas, d’injection plus complexe, no-
tamment multiple et śepaŕees pour l’air et le carburant, le choix de la localisation
et du nombre de points de référence du mod̀ele sera une caractéristique essentiellèa
préciser. Ainsi en reliant le d́ebit massique de gaz brûlés au d́egagement de chaleur et
celui du ḿelange air/carburant aux fluctuations de vitesse et de pression, l’équation
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1.79 nous am̀eneà l’expression ǵeńerale suivante :

ˆ̇Q
¯̇Q

= ∑
j

n j(ω)eiωτ j (ω) û(~x j
re f).~n

j
re f

ū(~x j
re f).~n

j
re f

+np, j(ω)eiωτp, j (ω) p̂(~x j
re f)

p̄re f
(1.80)

Dans cette relatioṅQ repŕesente le d́egagement de chaleur globale de la flamme,
ce qui implique que dans cette formulation la flamme est considéŕee compacte c’est
à dire que ces dimensions sont faibles devant les longueurs d’ondes acoustiques
consid́eŕees. De plus,n et τ repŕesente respectivement l’amplitude et la phase de
la dépendance en vitesse de la fonction de transfert de flamme,np et τp étant leur
équivalents pour la d́ependance en pression. Les indicesre f correspondent aux gran-
deursévalúees aux points de référence. Une caractéristiques importantes des ces pa-
ramètres de la fonction de transfert de flamme concerne leur dépendance fréquentielle :
la flamme ne ŕepond pas de la m̂eme manìereà toutes les fŕequences acoustiques.
Enfin, dans le cadre de notre approche linéaire, on ne considèrera pas les varia-
tions des ces param̀etres en fonction de l’amplitude des fluctuations acoustiques, par
conśequent on ne considérera pas les effets de saturation du dégagement de chaleur
apparaissant lorsque la valeur des fluctuations de vitesse acoustique sont du même
ordre que celle de la vitesse de flamme [64].

Dans le cadre de cettéetude, une forme simplifíee de l’expression 1.80 sera uti-
lisée. Tout d’abord on considèrera que la ŕeponse acoustique de la flamme ne dépend
que d’un seul point de référence, ensuite la dépendance en pression de la fonction de
transfert sera ńegligée. Concr̀etement cette dernière hypoth̀ese n’est v́eritablement
justifiée que si la distance du point de référencèa la zone de flamme est suffisament
faible devant pas les longueurs d’onde acoustiques ([67]) et si les mécanismes ther-
moacoustiques ne font pas intervenir les fluctuations de richesse. En effet, comme on
l’a vu à la section 1.1.2, ce type de phénom̀ene provient d’une diff́erence de ŕeponse
acoustique des lignes d’alimentation de carburant et d’air. Le carburantétant inject́e
sous forme liquide, le d́ebit massique de celui-ci est avant tout piloté par le saut entre
la pression d’injection et la pression dans la zone de la configuration où débouche
l’alimentation en carburant. Il apparaı̂t alors que la fluctuation de quantité de carbu-
rant inject́e d́epend principalement des fluctuations de pression au point de référence
en question [40, 50]. Sous ces hypothèses et compte-tenu de la situation illustréeà
la figure 1.14, un mod̀elen− τ global comme introduit par Poinsot et Veynante [26]
peutêtre utliśe sous la forme suivante :

γ−1
γp̄

ˆ̇Q = Sre fn(ω)eiωτ(ω)ûre f .~nre f (1.81)
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FIG. 1.14 – Flamme compacte par rapport aux longueurs d’ondes acoustiques
étudíees.

Formulation locale

Le mod̀ele issu de l’́equation 1.81 peut prendre en compte des flammes de tailles
comparables aux longueurs d’ondes acoustiques en subdivisant ces flammes en plu-
sieurs zones ayant chacunes leur propre fonction de transfert [68, 69]. Cependant,
compte-tenu du problème 1.46, la formulation recherchée doitêtre intrins̀equement
locale puisque ˙q′ repŕesente une densité volumique de puissance. L’idée est donc
d’appliquer un mod̀elen− τ local reliant le d́egagement de chaleur en chaque point
à la vitesse acoustique en un point de référence donńe :

ˆ̇q(~x) = η(~x,ω)eiωτ(~x,ω)û(~xre f).~nre f (1.82)

Ainsi, l’amplitude de la fonction de transfert local s’ecrit désormaisη et n’est plus
adimensionnelle ([W.m−4.s]).

Comme indiqúe pŕećedement, une des conséquences de l’utilisation de cette modélisation
est de s’affranchir totalement de l’hypothèse de flamme acoustiquement mince.

Relation entre mod́elisation locale et globale dans le cas d’une flamme mince

On consid̀ere la situation de la figure 1.14 dans laquelle la flamme sera suffisa-
ment compacte pour que ses paramètres locauxη et τ soit constants sur le volume
occuṕe par la flammeVf lam. Dans ce cas, l’équation 1.81 permet d’écrire :

γ−1
γp̄

ˆ̇Q = neiωτû(~xre f).~nre fSre f

=
Z

Vf lam

(γ−1)
γp̄

ˆ̇qdV

=
γ−1
γp̄

Vf lamηeiωτû(~xre f).~nre f

D’où le ŕesultat suivant en introduisant la notion de longueur de flammel f lam =
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Vf lam/Sre f :

η =
nγp̄

(γ−1)l f lam
(1.83)

Une autre approche, plus mathématique et qui ne fait intervenir ce concept de
longueur de flamme, consisteà consid́erer le d́egagement de chaleur d’une flamme
mince comme ponctuel au point de référence :

γ−1
γp̄

ˆ̇Q = eiωτû(xre f)Sre f

Z ∞

−∞
nδ(x−xre f)dx

Dans ce cas, on obtient l’expression suivante pour l’indice locale d’interaction :

η =
nδ(x−xre f)γp̄

(γ−1)
(1.84)

1.3.2 Mod̀eles analytiques de fonction de transfert de flamme

Le mod̀ele n− τ introduit à la partie pŕećedente reste volontairement géńeral.
Lorsqu’il est appliqúeà une configuration industrielle, ses paramètres sont ǵeńeralement
évalúes nuḿeriquement ou exṕerimentalement. Toutefois, dans certaines situations
exṕerimentales simplifíees ne faisant intervenir qu’un mécanisme thermoacoustique,
une d́erivation analytique des paramètresn et τ est possible.

Flamme soummisèa des perturbations cińematiques

On s’int́eresse au cas d’une flamme conique parfaitement prémélanǵee soummise
à des perturbations cinématiques, les effets des fluctuations de richesse ne sont donc
pas consid́eŕees. Ce type de configuration ou des formes similaires ontét́e étudíees
notamment par [70-72]. A l’aide d’un formalisme similaire, [42] s’intéressèa des
pertubations convectives c’està dire fluctuant durant leur cheminement jusqu’au
front de flamme. On présente dans cette section le résultat issu de cettéetude.

On consid̀ere la situation de la figure 1.15. Dans cette configuration la fonction
de transfert de flamme recherchée s’́ecrit :

H =
Q̇′/ ¯̇Q

v′re f/v̄re f
(1.85)

Cette dernìere peut prendre une forme particulière dans le contexte présent. Dans le
cas d’une flamme de prémélange tr̀es pauvre, il vient [26] :

Q̇ = ρ f ΦsLQreacA (1.86)
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FIG. 1.15 – Flamme de prémélange conique soumisèa des perturbations
cinématiques.

Avec ρ f et Φ respectivement la densité et la richesse des gaz frais,sL la vitesse de
flamme etA la surface de flamme.Qreac repŕesente l’́energie lib́eŕee par unit́e de
masse. La lińearisation de la relation 1.86 donne :

Q̇′

¯̇Q
=

ρ′f
ρ̄ f

+
Φ′

Φ̄
+

s′L
s̄L

+
A′

Ā
(1.87)

Dans le cas de figuréetudíe, les fluctuations de richesse ne sont pas prises en
compte de m̂eme que les fluctuations de la valeur de la vitesse de flamme. Les fluc-
tuations de la surface de flamme sont directement reliées aux fluctuations de vitesse
au niveau du front de flamme. Par conséquent dans le cadre de l’hypothèse de faible
nombre de Mach, les fluctuations de densité sont ńegligeables devant les fluctua-
tions de la surface de flamme. Dans ces conditions la fonction de transfert de flamme
recherch́ee s’́ecrit :

H =
A′/Ā

v′re f/v̄re f
(1.88)

La surface de flamme peut elle-mêmeêtre relíee aux fluctuations de la position
du front de flamme. D’après la figure 1.15, on appelleµ la position axiale d’un point
du front de flamme etξ l’ écart du front de flammèa sa position moyenne dans la
direction normale au front moyen. Il est clair que dans le cas d’une flamme conique
inclinée d’un angleα, µ̄(x) = x/tan(α) et µ′(x, t) = ξ(x, t)/sin(α). Compte-tenu de
l’axisymétrie de la configuration, on peutécrire :

A(t) = 2π
Z R

0
(R−x)

√
1+
(∂µ

∂x

)2
dx (1.89)
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AvecR le rayon du ĉone dessińe par la flamme moyenne. La linéarisation au premier
ordre de cette relation s’écrit (avec comme condition au bordξ(x = 0, t) = 0) :

A′(t) = 2π
Z R

0
(R−x)

dµ̄/dx√
1+(dµ̄/dx)2

∂µ′

∂x
dx

A′(t) =
2π

tan(α)

Z R

0
ξ(x, t)dx (1.90)

On cherche donc̀a relier les fluctuationsξ de la position de la flamme aux pertur-
bationsv′re f de la vitesse au point de réference c’est̀a dire au niveau de l’élargissement
brusque caractériśe paryre f = 0. On consid̀ere une perturbation de vitesse (v′re f ) pu-
rement longitudinale ǵeńeŕee à l’abscisse de référence et convectée à la vitesse ¯v
jusqu’̀a un point du front de flamme de coordonnée(x,y) ; le lien entre la fluctuation
de vitesse en ce point et celle au niveau de l’abscisse de référence s’́ecrit :

v′(x,y, t) = v′re f(x,0, t− τ) (1.91)

Avec comme expression pour le temps de retardτ :

τ =
y
v̄

=
x
v̄

tan(α) (1.92)

Pour relierv′ à ξ, un nouveau rep̀ere de coordonńees(X,Y) est introduit líe au
référentiel de la flamme moyenne (voir figure 1.15). Dans ce repère, une perturba-
tion de vitesse longitudinalev′ au niveau de la flamme a pour nouvelle coordonnées
(U,V). Dans ces conditions la relation suivante est obtenue [42, 45] :

∂ξ
∂t

+Ū
∂ξ
∂X

= V ′(X, t) (1.93)

Avec Ū = v̄cos(α) etV ′ = v′sin(α). Dans le cas de perturbations harmonique telles
queξ(X, t) = ℜ(ξ̂(X)exp(−iωt)) etV ′(X, t) = ℜ((̂V)(X)exp(−iωt)), la pŕecedente
équation aboutit au résultat suivant :

ξ̂ =
eiωX/Ū

Ū

Z X

0
(̂V)(X′)eiωX′/ŪdX′ (1.94)

Compte-tenu des relations 1.91 et 1.92, on obtient finalement :

ξ̂(x)
cosα

R
=

v̂re f

v̄
1

iω∗
1

1−cos2(α)

[
exp
(
iω∗

x
R

)
−exp

(
iω∗

x
R

cos2α
)]

(1.95)

Avec ω∗ = ωR/(sLcosα). Dans ces conditions la fonction de transfert recherchée
(Eq. 1.88) s’́ecrit :

Ĥ =
2

ω2
∗

1
1−cos2(α)

[
1−exp(iω∗)+

exp
(
iω∗cos2α

)
−1

cos2α

]
(1.96)
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Flamme soummisèa des perturbations de richesse

On consid̀ere la situation de la figure 1.16, dans laquelle les fluctuations du
dégagement de chaleur sont principalement induites par des perturbations de ri-
chesse. Les autres types de mécanismes thermoacoustiques décritsà la section 1.1.2
ne seront donc pas pris en compte permettant ainsi d’obtenir une expression analy-
tique pour la fonction de transfert de flamme.
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FIG. 1.16 – Flamme de prémélange soumisèa des fluctuations de richesse.

Dans ces condtitons, la linéarisation de l’́equation 1.86 s’écrit :

Q̇′

¯̇Q
=

ρ′f
ρ̄ f

+
Φ′

Φ̄
+

s′L
s̄L

(1.97)

Une possible relation entre les fluctuations de richesse et les fluctuations acoustiques
prend la forme suivante [40] :

Φ′

Φ̄
=−

p′re f

2∆p
−

u′re f(t− τ)
ure f

(1.98)

Cette relation exprime le fait que la richesse est directement fonction du débit de
carburantṁf uel et du d́ebit d’air ṁair :
• le premier terme de droite de l’équation 1.98 rend compte des fluctuations

de d́ebit de carburant. Cette dépendance en pression des fluctuations du débit
de carburant provient d’observations expérimentales [50] mais peutégalement
s’expliquer simplement. En effet, il est possible d’admettre en première ap-
proximation que le carburant liquide dans la buse d’injection vérifie l’équation
de Bernoulli (voir figure 1.17) :

p0 = pre f +
1
2

ζρre fu
2
re f (1.99)
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FIG. 1.17 – Approximation de Bernoulli dans l’injecteur de carburant.

Avec p0 la pression du ŕeservoir etζ un coefficient de perte de charge. Géńeralement
on peut consid́erer la pression du réservoir comme imposée doncp′0 = 0 et les
fluctuations de densité du carburant sont quasi nulles car le liquide peutêtre
consid́eŕe incompressible d’òu le ŕesultat suivant :

−p′re f = ζρ̄re fu
′
re f ūre f = ζṁ′f uelAf uel (1.100)

En posant∆p = ζρ̄re fu2
re f/2 = ζ ¯̇mf uelAf uel, on en d́eduit la relation 1.98.

• le deuxìeme terme de droite de l’équation 1.98 rend compte des fluctuations
de d́ebit d’air. En effet, compte-tenu de l’hypothèse de faible nombre de Mach
les flucutations du d́ebit massique d’air sont directement proportionnelles aux
fluctuations de vitesse longitudinale ; ˙mair = ρ̄airu′re fAre f . Par ailleurs le signe
moins devant le terme enu′re f s’explique par le fait que la richesse est minimale
quand la quantit́e d’air inject́ee est maximale.

La relation 1.97 fait aussi intervenir les fluctuations de vitesse de flamme. En
effet, la vitesse de flamme est dépendante de la valeur de richesse du prémélange
[26], par conśequent si les fluctuations de richesses sont suffisament grandes, celle-
ci peuvent induire des perturbations sur la valeur vitesse de flamme. [40] admettent
pour cette dernière la d́ependance en richesse suivantesL ∼ Φa, aveca dépendant
notamment du type de carburant, d’où

s′L
s̄L

= a
Φ′

Φ̄
(1.101)

Enfin, l’approximation de faible nombre de Mach permet une nouvelle fois de
négliger les fluctuations de densité devant les autres perturbations dans la relation
1.97. Par conśequent, la fonction de transfert de flamme recherchée s’́ecrit donc :

Q̇′

¯̇Q
=−(1+a)

( p′re f(t− τ)
2∆p

+
u′re f(t− τ)

ure f

)
(1.102)

Dans le cas pŕesent, le temps de retardτ est le m̂eme pour les fluctuations de pres-
sion et de vitesse puisqu’il rend compte du temps de cheminement d’une perturbation
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de richesse de la zone de prémelange (zone de référence) jusqu’̀a la flamme. Pour
évaluer ce temps de cheminement, on peut soit reprendre l’approximation convective
adopt́ee dans l’́equation 1.92 ou alors réaliśee une simulation nuḿerique simplifíee
de type RANS (descriptioǹa la section 2.1.2) ciblée seulement sur la zone séparant
la flamme de section de référence [51].
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Chapitre 2

Méthodes de pŕediction des
instabilit és thermoacoustiques

2.1 Méthodes analytiques et de simulation nuḿerique
en mécanique des fluides

2.1.1 Méthodes analytiques

Le probl̀eme aux valeurs propres hérité (Eq. 1.46) est donc directement relié à
la résolution de l’́equation de Helmholtz avec terme source thermoacoustique. C’est
une équation aux d́erivées ordinaires mais tridimensionnelle et inhomogène. Dans
le cas ǵeńeral, il n’existe pas de forme de solution analytique pour cetteéquation.
Ceci justifie donc l’aspect nuḿerique de cettéetude. Ńeammoins, on peut s’intéresser
aux situations òu une solution analytique peutêtre obtenue afin que celle-ci serve de
référence sur des cas test aux codes thermoacoustiques. D’un point de vue mathématique
comme la solutioǹa uneéquation diff́erentielle requiert systématiquement la solution
de sa forme homog̀ene, nous allons aborder en premier lieu la situation sans flamme
active et ensuite seulement le cas avec flamme active.

Sans flamme active

Même lorsque la ǵeoḿetrie de la configuratiońetudíee reste simple, typiquement
une ǵeometrieà section constante, l’équation du problème 1.46 sans terme source
peut s’av́erer difficile en raison des variations spatialeséventuelles de la vitesse du
son c. Dans ce genre de problème, les techniques analytiques classiquement em-
ployées sont la ḿethode WKB et la th́eorie radiale [57, 58]. Cependant ces deux
approches sont appliquables aux situations où c varie lentement dans l’espace et plus
particulìerement aux cas où les fluctuations varient spatialement beaucoup plus for-
tement quec. Dans le contexte applicatif aux turbinesà gaz, la situation est le plus

65
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souvent l’exact opposée : les fronts de flamme géǹerent des gradients très importants
de vitesse du son et les fluctuations acoustiques considéŕees pŕesentent des longueurs
d’onde tr̀es grandes (du m̂eme ordre que les dimensions de la configuration). L’uti-
lisation de ce type de ḿethode est donc caduque et seules les configurations très
basiques (section constante, température homog̀ene) peuvent̂etre appŕehender ana-
lytiquement.

Avec flamme active

Pour obtenir une forme de solution dans le cas avec flamme active, il est nécessaire
de connâıtre la forme des solutions du problème sans terme source thermoacoustique
correspondant. Par conséquent, les conclusions préćedentes inh́erentes̀a la situation
sans flamme active demeurent valables avec en plus des difficultés suppĺementaires
li éesà la forme du la fonction de transfert de flamme. Géńeralement cette dernière
ne permet pas de trouver une solution particulière. On est donc restreint aux cas
élémentaires òu la solution analytique existe pour le cas sans terme source (configu-
ration homog̀ene et̀a section constante) et où la flamme perturbe faiblement l’acous-
tique de la configuration. Plus, préciśement lorsque l’amplitude de la fonction de
transfert est faible, il est possible d’évaluer les modes propres avec flamme activeà
partir d’un d́eveloppement limit́e autour des modes sans flamme active [17, 18, 26].

2.1.2 Méthodes de simulations nuḿeriques deśecoulements fluides

Le but de ce type de ḿethode est de simuler le comportement desécoulements
fluides quelque soit le type de phénom̀ene auquel ils sont soumis. Elles ne nécesssitent
donc pratiquement aucunes modélisation acoustique, si ce n’est dans l’élaboration de
certains types de conditions limites [73], et reposent sur la résolution deśequations
de la ḿecanique des fluides compressibles (Eq. 1.9, 1.10, 1.12). Il existe trois grandes
cat́egories de simulation nuḿerique deśecoulements :
• La simulation directe deśequations de Navier-Stokes (DNS en anglais), qui ne

suppose aucune modélisation de la turbulence, cependant le nombre de points
requis est tel que cette approche est restreinteà des configurations académiques.
En l’état actuel des possibilités informatiques, en aucuns cas elle ne peut consti-
tuer une solution envisageable pour la conception et l’analyse acoustique d’une
turbineà gaz industrielle.
• La simulationà l’aide deśequations de Navier-Stokes moyennées (RANS en

anglais). Dans cette approche, on chercheà ŕesoudre l’́ecoulement moyen en
mod́elisant l’influence de la turbulence sur l’écoulement moyeǹa l’aide de re-
lations entre le tenseur de Reynolds et les grandeurs moyennes caractéristiques
de l’écoulement [74]. Dans le cas de l’étude des instabilités acoustiques, ce
type d’approche n’est ǵeńeralement pas retenue pour deux raisons principales :
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d’une part cette approche n’est pas par nature instationnaire et nécessite alors
des modifications pour prendre en compte les phénom̀enes acoustiques (on
parle de ”Unsteady”-RANS) ; d’autre part la trop forte viscosité induite par sa
mod́elisation a tendancèa trop att́enuer les perturbations acoustiques et ainsià
limiter la qualit́e de la ŕeponse acoustique du systèmeétudíe. Cette approche
n’apparâıt donc pas susceptible de prédire correctement les instabilités ther-
moacoustiques.
• La simulation aux grandeśechelles de l’́ecoulement (LES en anglais) est un

compromis entre les ḿethodes de DNS et de RANS. Dans le cas de la LES, les
grandeśechelles, c’est̀a dire suṕerieuresà une taille de l’ordre de la maille,
sont calcuĺees explicitement et seules leséchelles de sous-maille de l’écoulements
sont mod́elisées [74]. Cette ḿethode est donc intrinsèquement instationnaire.
De plus, les fluctuations acoustiques qui nous intéressent faisant partie des
grandeśechelles en question, elles ne sont donc pas atténúees par la viscosité
turbulente issue de la modélisation de sous-maille. Ainsi,̀a l’heure actuelle,
ce type d’approche apparaı̂t la mieux adapt́eeà l’étude des instabilités acous-
tiques dans des configurations industrielles, comme l’atteste ses multiples ap-
plications ŕecentes [26, 30, 32, 75].

L’approche est par d́efinition ǵeńerale par conśequent tous les phénom̀enes sont
potentiellement pris en compte : hydrodynamique (turbulence, vorticité, ...), ther-
modynamique, thermochimie, acoustique. Ce type de méthode est donc̀a même de
rendre compte des différents ḿecanismes̀a l’origine des instabilit́es thermoacous-
tiques (voir section 1.1.2). Son utilité est particulìerement́evidente dans l’́evaluation
de la fonction de transfert de flamme (voir section 1.3) sur des configurations com-
plexes. Toutefois, cette ḿethode demeure encoreà l’heure actuelle côuteuse en temps
et requiert notamment l’utilisation de super-calculateurs. Une première explication
quantà l’origine du côut calcul ŕeside dans le principe m̂eme de la ḿethode : l’ap-
proche est temporelle d’où la ńecessit́e d’attendre que tous les temps caractéristiques
du probl̀eme soient atteints. Ainsi, une simulation pertinente doitêtre meńee au-de
là des temps caractéristiques suivants [76] :

• Temps acoustiqueTac soit le temps correspondantà plusieurs ṕeriodes acous-
tiques des modes recherchés, soit typiquementTac = L/c avecL la longueur de
la configuration etc la vitesse moyenne du son.
• Temps convectifTconvsoit le temps que les grandeurs liéesà l’hydrodynamique

s’établissent en particulier l’écoulement moyen, typiquementTconv= L/u avec
u la vitesse moyenne de convection.
• Temps de ŕesidence pour l’enflammement du mélange.
• Temps caractéristique des zones de recirculation et d’établissement de mouve-

ments de pŕecession de centre de tourbillons (structures dites de ”Precessing
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Vortex Core”) [29] observ́ees dans le cas d’injection swirlée.

Par ailleurs, les maillages requis pour simuler l’écoulement ŕeactif d’une configu-
ration de type industriel est géńeralement constitúe de plusieurs millions de noeuds
en raison du d́etail de certaines parties d’injecteur ou encore des forts gradients des
grandeurs caractéristiques induites par la flamme. De plus, ce type de maillage cor-
respond ǵeńeralement̀a une portion de dispositif industriel, une turbineà gaz entìere
par exemple ńecessiterait au bas mot plusieurs centaines de millions de noeuds.

Enfin, un dernieŕelément d’explication du côut calcul de ce type de simulation
concerne le nombre de variablesà prendre en compte et donc le nombre d’équations̀a
résoudre. Ǵeńeralement, le système se compose d’au moins cinq variables telles que
la densit́e, les composantes de la vitesse, l’énergie interne, auxquelles s’ajoutent les
esp̀eces chimiques mises en jeu dans les reactions de combustion. Le nombre totale
d’inconnues̀a évaluer est donc de l’ordre d’une dizaine de fois le nombre de noeuds
du maillage.

Une autre difficult́e inh́erenteà cette ḿethode concerne la prise en compte de
conditions limitesélaboŕees. Celles-ci requièrent un soin tout particulier dans le
cadre de l’́etude des instabilités thermoacoustiques [73]. Si les conditions limites
se ŕevèlent trop ŕefléchissantes, les fuites acoustiques sont quasi inexistantes, les
méthodes LEŚetant peu dissipatives, une instabilité trop forte et susceptible de
faire d́eǵenerer le calcul peut survenir. Au contraire, si les conditions sont trop peu
réfléchissantes, l’instabilité thermoacoustique recherchée n’apparâıt jamais car les
fluctuations acoustiques sont trop atténúees aux bornes du domaine. En outre, il
est difficile d’imposer une imṕedance de valeur quelconque sur une conditions li-
mite dans une approche temporelle [2]. En effet, ce type de condition limite induit
un d́ephasage entre les ondes acoustiques incidentes et réflechies. L’́etat de l’onde
réfléchie d́epend alors de l’état de l’onde incidentèa un temps pŕećedent dont le
délai correspond au déphasage en question. Autrement dit, une telle condition limite
nécessite le stockage d’un grand nombre de solutions aux itérations pŕecedentes.

Ainsi, si cette ḿethode demeure indispensable pour la compréhension des insta-
bilit és, elle ne peut toutefois pas raisonnablementêtre utiliśee pour tester plusieurs
configurations par jour dans le cadre de la conception de turbinesà gazà l’heure
actuelle. De plus, ce type d’approche ne permet pas toujours aisément de d́eterminer
la nature de l’instabilit́e (hydrodynamique,acoustique) lorsqu’elle se manifeste. Pour
toutes ces raisons, une méthode compĺementaireà ce type de simulation apparaı̂t
utile à l’analyse acoustique de configurations industrielles.
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2.2 Codes acoustiques de type ”réseau”

2.2.1 Principe ǵenéral

Puisque les approches géńerales pŕećedentes apparaissent trop coûteuses ou inap-
plicables sur les configurations d’étude, on cherchèa d́evelopper une autre ḿethodologie
permettant de tirer partie des hypothèses de mod́elisation acoustique associées au
contexte des turbines̀a gaz afin de simplifier au maximum le problème. Cette ap-
proche repose donc sur les hypothèses suivantes :
• Les inconnues sont les fluctuations thermoacoustiques de l’écoulement en par-

ticulier les fluctuations de pressionsp′ et les fluctuations de vitesseu′. Les
champs moyens sont donc connus en tout point et sont considéŕes comme des
param̀etres d’entŕee du code.
• Les fluctuations temporelles sont harmoniques de pulsationω ∈ C.
• On ne s’int́eresse qu’aux premières harmoniques de la configuration, soit des

fluctuations acoustiques de grandes longueurs (typiquement de l’ordre des di-
mensions de la configuration).

Compte-tenu de ces hypothèses, l’approche est alors ”fréquentielle” et, dans sa
forme basique, lińeaire. Par cette dernière caract́eristique, le couplage entre modes
propres est donc ignoré ce qui permet d’étudier le probl̀emeà une fŕequence donńee.
Par ailleurs, une autre grande caractéristique ŕeside dans sa modélisation, celle-ci
consiste en une représentation de la configuration sous la forme d’une succession
d’éléments au comportement acoustique connu. Plus préciśement, ceśelément sont
géńeralement orientés dans le sens de l’écoulement moyen si bien que les fluctuations
thermoacoustiques amont et avalesà chaquéelément peuvent̂etre relíees entre elles
par la fonction de transfert acoustique de l’élément en question. Dans sa forme la plus
élaboŕee [77-79], les fluctuations thermoacoustiques comprennent non seulement les
variables acoustiquesp′,u′ mais aussi les fluctuations de nature entropiquess′ et
de vorticit́e v′. Ainsi, en appelantM la matrice repŕesentant la fonction de transfert
de l’élément, les fluctuations amont indicées 1 et les fluctuations avales indicées 2
vérifient :

M(ω).



p′1
u′1,x

u′1,y

u′1,z

s′1
v′1


=



p′2
u′2,x

u′2,y

u′2,z

s′2
v′2


(2.1)

Par la suite, par soucis de simplification, on ne considérera que les fluctuations
acoustiquesp′,u′ comme variables inconnues. Ainsi, cette modélisation, dont un
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élément type est schématiśeeà la figure 2.1, permet de prendre en compte une très
grande varíet́e de composants de turbineà gaz.

p’
1

p’
2

u’2,xu’1,x u’1,y u’1,z

s’1s’ 1v’ v’2 2

u’2,y u’2,zM

FIG. 2.1 – Eĺement de code réseau de fonction de transfertM.

2.2.2 D́etermination de fonction de transfert

Lorsque la complexit́e de l’́elément le permet, la fonction de transfert de celui-
ci peut se d́eduire analytiquement. Ainsi, la forme la plus simple correspondà une
conduite de section constante, de milieu homogène (Temṕerature moyenne constante,
composition chimique constante, ...) ne contenant pas de flamme,à faible nombre de
Mach et dans lesquel seules les ondes longitudinales sont considéŕees. Dans cette
situation, illustŕeeà la figure 2.2, la fonction de transfert ne fait que rendre compte
du d́ephasage des fluctuations entre l’entrée et la sortie.

FIG. 2.2 – Fonction de transfert acoustique d’un tube simpleà bas nombre de Mach,
à section et champ moyen constants dans lequel seules les ondes longitudinales sont
consid́eŕees

Dans ce cas particulier, les fluctuations acoustiques s’exprimentà partir des inva-
riants de Riemann et prennent la forme suivante [62] :

p′(x, t) = e−iωt
[
A+ei( ω

c x) +A−e−i( ω
c x)
]

(2.2)

u′(x) =
e−iωt

ρc

[
A+ei( ω

c x)−A−e−i( ω
c x)
]

(2.3)
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Par conśequent, la matrice de transfert a pour expression :(
p′2
u′2

)
=

(
cos(ω

c L) iρcsin(ω
c L)

i
ρcsin(ω

c L) cos(ω
c L)

)
.

(
p′1
u′1

)
(2.4)

D’autres éléments plus complexes peuventégalementŝetre pris en comptèa
l’aide d’une fonction de transfert obtenue analytiquement. C’est le cas notamment
d’éléments correspondantsà un cylindreévidé sìege d’onde longitudinales et azi-
muthales (voir Fig .2.3). Ce type d’élément permet par exemple de représenter de
manìere simplifíee un plenum ou une chambre de combustion annulaire de turbineà
gaz [80].

! 
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e
"i#

! 

e
ikx
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"
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x

FIG. 2.3 – Element de type plenum ou chambre de combustion simplifiée dans un
code ŕeseau

Les variations de section, qu’elles soient brusques ou continues, constituent un
autre de type d’́elément fŕeqúement utiliśe dans ce type de code. La fonction de trans-
fert assocíeeà ce genre d’́elément est alorśegalement d́eterminable analytiquement
[26, 62]. Cette approche peut aussiêtre appliqúee à deséléments plus complexes
tels que certaines flamme particulières (cf section 1.3.2). Cependant la fiabilité de la
fonction de transfert de ce type d’élément est ǵeńeralement cruciale pourévaluer la
stabilit́e d’une configuration réaliste, on pŕefère donc avoir recours̀a une mesure de
cette fonction de transfert. Deux options sont possibles :
• Mesurer sur un dispositif expérimental la fonction de transfert de la flamme, et

ce,à différentes fŕequences. [68]
• Mesurer nuḿeriquement cette fonction de transfert [81-84]
Dans le cadre de l’élaboration d’outils de conception de turbinesà gaz, la première

approche, exṕerimentale, est justement la phase que l’on chercheà limiter le plus
possible car la ŕealisation de mesures fiables dans un milieu aussi extrême qu’une
flamme et ses environs se révèlent relativement couteuses. Par conséquent, la se-
conde option, nuḿerique, sera priviĺegíee dans notre contexte.
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D’une manìere ǵeńerale, la mesure de la fonction de transfert d’unélément est
effectúee chaque fois que l’évaluation de cette dernière se ŕevèle trop incertaine ana-
lytiquement. Ńeammoins ce recourt demeure couteux en temps de calcul et s’il devait
se ǵeńeraliserà un grand nombre d’éléments ferait tendre l’approche ”code réseau”
vers une approche de type ”simulation numérique” pure et simple de l’écoulement.
Par conśequent l’int́er̂et de la ḿethode utiliśee dans les codes réseau est de limiter la
mesure de fonction de transfertà quelqueśeléments cĺes de la configuration tels que
la zone de flamme, un brûleur ou un injecteur.

2.2.3 Principe de ŕesolution

L’ensemble des fonctions de transfert de chaqueélément connectées entre elles
aboutissent̀a une relation matricielle globale qui, dans le cas d’une configurationàn
éléments, sous sa forme la plus géńerale s’́ecrit :

G(ω).



p′1
u′1,x

u′1,y

u′1,z

s′1
v′1
...
...

p′n
u′n,x

u′n,y

u′n,z

s′n
v′n



= 0 (2.5)

Par conśequent, suivant les propriét́es de la matrice globaleG, on en d́eduit un
critère de d́etermination des fréquence propre qui prend géńeralement la forme d’une
annulation de fonctionnelleF (ω) :

F (ωpropre) = 0 (2.6)

Le temps de calcul requis par les algorithmes de recherche des zéros deF sont
géńeralement tr̀es d́ependants du nombre d’éléments utiliśes et ce, pour deux raisons
principales :
• Plus ce nombre augmente et plus le nombre de zérosà trouver est important.
• Plus le nombre d’́eléments augmente plus le nombre d’opérations matricielles

requises par l’algorithme augmente
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Par contre, si les formes classiques de dépendance fréquentielle des fonctions de
transfert de flamme et des conditions limites modifient quelque peu la régularit́e de
F , elles ne la bouleversent pas pour autant. Ceci signifie donc qu’une grande com-
plexité de fonction de transfert , et par conséquent v́eritablement représentatif de la
réponse acoustique réelle d’unélément complexe, peutêtre utiliśee dans ce type de
code.

L’efficacité des algorithmes de ce type de méthodéetant líee au nombre d’éléments
utilisés, cette approche sera donc particulièrement utile dans des configurations où re-
lativement peu d’́elements sont requis. Dans le cas de la recherche de modes propres
de grandes longueurs d’ondes (typiquement de l’ordre des dimensions de la confi-
guration), ce crit̀ere est plus facilement atteint. En effet, dans ce cas de figure, le
détail ǵeoḿetrique n’influence que modéŕement la valeur des fréquences propres. Par
conśequent en raisonnant sur des géoḿetrie simplifíees, il est possible de modéliser
la configuration en question de manière suffisament précise avec peu d’éléments.
Typiquement un turbine munie d’un plenum, reliée à une chambre de combustion
par une dizaine de brûleurs ne requiert que quelques dizaines d’éléments l̀a òu une
discŕetisation classique de simulation numérique ńecessite au bas mots plusieurs cen-
taines de milliers de mailles. Sur une telle configuration, le temps de calcul d’un code
de type de ŕeseau pour trouver les premières harmoniques est alors de l’ordre de la
dizaine de minutes sur un simple PC. Cette approche est donc particulièrement at-
trayante pour un dimensionnement rapide de turbine ou pour connaı̂tre les tendances
du comportement acoustique d’une turbine dans le cadre d’études paraḿetriques.
Le lien entre l’efficacit́e de ce type d’approche et la focalisation sur l’étude des
grandes longueurs d’ondes est tel que l’on qualifieégalement l’approche ”réseau”
de mod́elisation aux premiers ordres (”Low order modelling”). Enfin on rappelle que
afin de limiter les calculs annexes de simulation numérique, les situations utilisant
peu d’́elements ńecessitant une mesure directe de fonction de transfert de flamme
concourront̀a la souplesse de cette approche.

2.3 Codeśeléments finis acoustiques

2.3.1 Principe ǵenéral

Comme dans l’approche préćedente, ce type de code ne s’intéresse qu’aux seules
fluctuations acoustiques par conséquent le systèmeà ŕesoudre se réduità unéequation
d’onde (une forme similaire de l’équation 1.44) au lieu de l’ensemble des relations de
conservation des grandeurs de l’écoulement dans le cas d’une simulation numérique
classique (section 2.1.2). Par ailleurs, les fluctuations acoustiquesétudíeesétant ca-
ract́eriśees par de grandes longueurs d’ondes (de l’ordre de la taille de la configura-
tion), les maillages requis pour leur modélisation sont beaucoup plus petits que les
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maillages de simulation nuḿerique classique de type LES ou RANS (le facteur est de
l’ordre de 50 ou 100). Ces deux caractéristiques expliquent l’int́er̂et d’une approche
acoustique pure : pour un coût de calcul modique comparativement aux méthodes de
simulations classiques, cette approche permet de déterminer les modes propres sur
un nombre assez large de cas.

La principale diff́erence avec l’approche acoustique de type ”réseau” ŕeside dans
la mod́elisation spatiale des modes recherchés. Dans l’approche de type ”réseau”, on
cherche d’une part̀a utiliser le moins possible d’éléments en faisant par exemple des
hypoth̀eses d’axisyḿetrie sur la configuration d’étude (Fig. 2.3) et d’autre part, on
chercheà utiliser le plus possible des fonctions de transfert d’élément d́etermińees
analytiquement. Ceci induit géńeralement des hypothèses sur la forme spatiale des
fluctuations acoustiques recherchées(Eq. 2.3). Ainsi, avec l’approche de type réseau,
il est difficile de prendre en compte des géoḿetries tr̀es ǵeńerales et des champs
moyens variables continuement et véritablement tridimensionnels. Pour y remédier,
on cherche une ḿethode sans aucune hypothèse sur la forme des fluctuations spatiales
avec comme contre-partie, un coût de calcul un peu pluśelev́e que pour l’approche
de type ŕeseau.

2.3.2 Méthode de ”Galerkin”

L’objectif principal de cette ḿethode est de d́eterminer la stabilit́e des modes
de configurations avec flamme active. On cherche donc avant toutà connâıtre le
taux de croissance des modes en question. La particularité de cette ḿethode ŕeside
dans la forme retenue des fluctuations acoustiquesà d́eterminer. Cette approche aét́e
dévelopṕee notamment par Culick [59] dans le contexte des moteurs fusées. Bien
que ce dernier ait́etendu la ḿethode en question au domaine non linéaire, seule
l’approche lińeaire sera d́evelopṕee dans cette section. On considère le probl̀eme
suivant : 

∇.c̄2∇p′− ∂2p′

∂t2 =−(γ−1)∂q̇′

∂t dansΩ

p′ = 0 surΓD et ∇p′.~n = 0 surΓN

(2.7)

La méthode propośee par Culick consistèa chercher les solutions̀a ce probl̀eme en
la projetant sur une base orthogonale constituée par les modes propres solution de
l’ équation de Helmholtz homogène. On recherche donc les fluctuations acoustiques
sous la forme suivante :

p′(~x, t) =
∞

∑
m=1

µm(t)ψm(~x) (2.8)
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Avec ψm les solutions de :{
∇.c̄2∇ψm+(ωm

0 )2ψm = 0 dansΩ
ψm = 0 surΓD et ∇ψm.~n = 0 surΓN

(2.9)

La pulsation propre du problème sans flamme active s’écrit ωm
0 pour le modem.

Compte-tenu des conditions limites retenues,ω0
m est ŕeelle et les fonctionsψm forment

une base orthogonale deL2(Ω)(voir section 1.2.6) :

Z
VΩ

ψm(~x)ψ j(~x)dV =

{
0 sim 6= j
E2

j si m= j
(2.10)

La détermination des modesψm et de ωm
0 est un probl̀eme en soit que l’on

abordera notamment au chapitre 4. Dans le cas présent, avec des conditions limites
simples et si le nombre de noeuds du maillage n’est pas trop grand (de l’ordre de
quelques milliers), il n’est pas nécessaire d’avoir recoursà des ḿethodes alǵebriques
trop complexes. Le problème ne pŕesente donc pas de difficultés th́eoriques majeures
et c’està cettéetape qu’une methode d’éléments finis [85] peut̂etre utiliśee pour cal-
culer ces fonctionsψm [57, 86, 87]. Une fois ces fonctions connues et compte-tenu
de la formulation 2.8, l’́equation d’onde du problème 2.7 s’́ecrit :

∞

∑
m=1

(d2µm(t)
dt2

+(ωm
0 )2µm(t)

)
ψm(~x) = (γ−1)

∂q̇′

∂t
(2.11)

En multipliant cetteéquation parψ j et en l’int́egrant sur le domaineΩ, il vient,
compte-tenu de l’orthogonalité des modes (relation 2.10) :

d2µj(t)
dt2

+(ω j
0)

2µj(t) =−(γ−1)
E2

n

Z
VΩ

ψ j(~x)
∂q̇′

∂t
dV (2.12)

Une forme de fonction de transfert de flamme (voir section 1.3) est alors requise
pour relier−∂q̇′/∂t à p′. En posantµj(t) = µ̂jexp(−iω jt) et en appellant̂H(~x,ω) la
fonction de transfert en question, la pulsation propreω j avec flamme active peutêtre
déduite de l’́equation 2.12 par la relation suivante :

(ω j)2 = (ω j
0)

2 +
(γ−1)

E2
n

Z
VΩ

ψ j(~x)Ĥ(~x,ω)dV (2.13)

Ce type de proćedure áet́e appliqúee dans l’́etude de la stabilité des fuśeesà com-
bustible solide de l’US Air force [59]. Par ailleurs, plusieurs remarques apparaissent
à la lumìere de ces d́eveloppements :
• L’application de cette proćedureà des conditions limites de type impédance

nécessite des aḿenagements conséquents. En effet, d’une part les fonctions
ψm ne sont plus orthogonales (voir section 1.2.6) ce qui induit une relation plus
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difficile à d́eriver que la relation 2.12, et d’autre part le calcul de la fréquence
propre du probl̀eme sans terme source n’est pas trivial car la condition limite
exprimée en pression fait intervenir la fréquence propre recherchée (Eq. 1.47
combińeeà Eq. 1.37).
• Cette ḿethode est particulièrement utile pour d́eterminer la stabilit́e du mode

(signe du taux de croissance). Pour obtenir la valeur exacte de la fréquence
propre avec flamme active, Dowling [58] a montré que cette ḿethode pouvait
présenter des problèmes de pŕecisions dans le cas où la ŕeponse de la flamme
active est forte (grande valeur de l’amplitude de la fonction de transfert de
flamme).

2.3.3 Approche temporelle

Dans l’approche préćedente, le calcul des modes ainsi que le taux de crois-
sance sont obtenusà travers une analyse fréquentielle du problème (Eq. 2.9 et
Eq. 2.13). Dans cette section, on présente une approche lég̀erement diff́erente
en cherchant̀a ŕesoudre l’́equation d’onde (Eq. 1.44) dans le domaine tem-
porel. Une approche similaire aét́e appliqúee par C. Pankiewitz du Lehrstuhl
für thermodynamik de l’université de Munich en ŕeécrivant l’Eq. 1.44 sous la
forme de deux́equations aux d́erivees premìeres en temps correspondant aux
formes lińeariśees deśequations de conservation de masse et de quantité de
mouvement [88] :

∂p′

∂t
+u′.∇p̄+ ū.∇p′+ γp′∇.ū+ γp̄∇.u′ = (γ−1)q̇′

∂u′

∂t
+(ū.∇)u′+(u′.∇)ū+

p′

ρ̄c2(ū.∇)ū = −1
ρ̄

∇p′ (2.14)

Un mod̀ele de fonction de transfert de flamme reliant ˙q′ aux fluctuations acous-
tiques est comme toujours requis pour fermer le problème. Dans l’exemple de
[88], le mod̀ele suivant utiliśe par [64] áet́e choisi :

1
ω0

dq̇′

dt
+ q̇′ = η f (u′re f(t− τ)) (2.15)

La pulsationω0 repŕesente une fréquence de coupure. La variableu′ repŕesente
la fluctuation de la vitesse longitudinale. La fonctionf est destińeeà rendre
compte des non lińearit́es de la flamme en considérant un effet de saturation du
dégagement de chaleur au-delà d’une amplitude trop grande des fluctuations de
vitesse. Pour la partie linéaire, f est une simple fonction affine. Dans le cadre
de la descritption de cette approche, la caractéristique importante de la fonction
de transfert de flamme réside dans le temps de retardτ.
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Une ḿethode d’́elément finis est utiliśee pour discŕetiser spatialement le système
en (p′,u′) de l’équation 2.14. L’initialisation est assurée par une perturbation
de pressioǹa la ŕepartition spatiale aléatoire. Pour des raisons de commodité
d’écriture, on va consid́erer la situation òu seules les fluctuations longitudi-
nales sont recherchées (le cas tridimensionnel pouvant se déduire facilement) ;
l’ équation 2.14 peut se mettre sous forme matricielle en introduisant le vecteur
[v] :

[v] =
[

p′

u′

]
(2.16)

d’où la mise en forme suivante de l’équation 2.14 :[
1 0
0 1

]
∂
∂t

[v]+
[

ū γp̄
1/ρ̄ ū

]
∂
∂x

[v]+[
γdū/dx dp̄/dx

ūdū/(ρ̄c2)dx dū/dx

]
[v] =

[
(γ−1)q̇′

0

]
(2.17)

Des conditons limites de typeu′ = 0,p′ = 0 et également des formes simples
d’impédance sont adjointes au système d’́equation pŕećedent.

L’int égration temporelle se fait en deuxétapes :̀a chaque it́eration, le terme
source acoustique estévalúe à l’aide de l’́equation 2.15, puis cette valeur est
utilisée dans le système 2.17 pour en déduire la valeur de[v] à l’it ération sui-
vante.

L’avantage de l’approche temoprelle réside dans sa capacitéà prendre en compte
les non-lińearit́es. Il suffit d’appliquer une fonction de transfert de flamme non
linéaire (la fonctionf de l’Eq. 2.15) pour que,̀a partir d’un certain nombre de
périodes, l’instabilit́e aboutissèa un cycle limite. Le revers de l’approche tem-
porelle ŕesideéventuellement sur les temps de calcul longs si l’instabilité tarde
à s’exprimer (si la taux de croissance est faible). Une autre difficulté concerne
le stockage ńecessaire des données. En particulier, pourévaluer le terme source
thermoacoustique les fluctuations acoustiquesà un instant retard́e deτ sont
nécessaires ; de m̂eme des conditions limites de type impédance quelconque
requìerent la connaissance des fluctuationsà des instants antérieurs au niveau
des bords concernés. Enfin, cette ḿethode permet de déterminer avant tout
le mode le plus instable mais il est parfois utile de connaı̂tre aussi les autres
modes de la configuration dans le cadre d’une analyse complète.
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Chapitre 3

Calcul des modes propres
thermoacoustiques par une
approche monodimensionnelle

3.1 Introduction et description générale du code

De par sa rapidit́e, l’approche de type ”réseau” est particulièrement adaptéeà
l’ étude des instabilités thermoacoustiques de basses et moyennes fréquences de
configurations industrielles. On cherche doncà appliquer cette ḿethodologie
pour cŕeer un outil capable de fournir uneévaluation pertinente et rapide (quelques
minutes sur un simple PC) des premières harmoniques de configurations de
type turbineà gaz en raisonnant sur des géoḿetries simplifíees. L’id́ee sous-
jacenteétant de pouvoir tester un grand nombre de configurations grâceà la
rapidit́e de calcul et ainsíetudier l’influence sur la valeurs des modes propres
de param̀etres caractéristiques de la configuration.
On se propose dans cette partie de décrire le code de type ”réseau” d́evelopṕe ini-
tialement par Andre Kaufmann [89] et dont l’élaboration áet́e poursuivie au
cours de cettéetude. Ce code est appelé ”Soundtube”. On rappelle dans un pre-
mier temps les hypoth̀eses fondamentales liéesà l’approche de type ”réseau”
décriteà la section 2.2 :
• Les inconnues sont les fluctuations acoustiques des grandeurs de l’écoulement

en particulier les fluctuations de pressionsp′ et les fluctuations de vitesse
u′. Les champs moyens sont donc connus en tout point et sont considéŕes
comme des param̀etres d’entŕee du code.
• Les fluctuations temporelles sont harmoniques de pulsationω ∈ C.
• La configurationétudíee est subdiviśee en une succession d’élements au

comportement acoustique détermińe c’està dire dont la fonction de transfert

79
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est connue.

Dans le cadre de ces hypothèses, il est a priori possible de prendre en compte
une grande variét́e de configurations. Ńeammoins la ḿethodologie de type de
”r éseau” atteint ces limites quand il s’agit de représenter une configuration
dans laquelle la ǵeoḿetrie, le champ moyen et les fluctuations acoustiques va-
rient de manìere non identique dans les trois directions de l’espace. Cette situa-
tion ne peut pas, par exemple, se modéliserà l’aide d’unélément de type ”ple-
num” (voir Fig .2.3) puisque celui-ci, de par la forme retenue des ondes azimu-
thales, suppose une axisymétrie au moins partielle du problème. Dans une telle
situation, l’utilisation d’un grand nombre d’éléments caractériśes par des fluc-
tuations acoustiques tridimensionnelles aboutiraità un syst̀eme d’́equations
trop important pour̂etre ŕesolu raisonnablement par les algorithmes de ce type
de ḿethode. Pour ces situations véritablement tridimensionnelles, on décide
d’appliquer une autre stratégie que celle de type réseau, cet aspect sera traité dans
le chapitre 4. Compte-tenu des limitations intrinsèquesà la ḿethodologie,
on d́ecide d’adapter la modélisation de type ŕeseau dans Soundtube en ne
consid́erant que deux grandes familles d’éléments,̀a savoir :
• Des portions de configurations homogènes c’est̀a direà section constante

et à champ moyen constant(temṕerature, composition chimique, ...) dans
lesquellesseules les ondes longitudinales sont considérées.
• Des connexions de plusieurs portions homogènes avećeventuellement présence

d’une flamme et variation de section.

Le premier point signifie que, en l’absence d’ondes transverses, la forme de la
section d’une portiońelémentaire de configuration est, dans Soundtube, sans
aucune incidence sur la forme des modes propres ou la valeur des fréquence
propres. Pour parler de ce type d’élément on parlera par abus de langage tout
simplement de ”tube”.
Le deuxìeme point signifie qu’une flamme sera vue comme une interface réactive
entre plusieurs tubeśelémentaires. Par conséquent la flamme est considéŕee
infiniment mince dans notre approche, plus préciśement la taille de la flamme
est consid́eŕee petite devant les longueurs d’onde considéŕees qui, on le rap-
pelle, sont de l’ordre des dimensions de la configuration. Dans le cas où la
flamme s’́etale sur une zone de taille non négligeable par rapport aux longueurs
d’ondes en question, il est néammoins possible de prendre en compte ce genre
de configuratioǹa l’aide d’une succession de flammes minces. Cet aspect sera
dévelopṕe dans les sections suivantes.
Compte-tenu des hypothèses de mod́elisationénonćees au chapitre 1, l’écoulement
dans un tubéelémentaire v́erifie donc en plus :
• nombre de Mach faible,
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• fluctuations uniquement acoustiques et de faibles amplitudes devant les gran-
deurs caractéristiques (acoustique linéaire),
• fluctuations purement isentropiques,

dans ces conditions, l’équation d’onde homogène s’appliquèa l’intérieur d’un
tube :

∇2p′− 1
c̄2

∂2p′

∂t2 = 0 (3.1)

Et on en d́eduit l’expression classique [26] des fluctuations de pression et de
vitesse longitudinalèa l’aide des invariants de Riemann :

p′(x, t) = ℜ
(

A+eikx−iωt +A−e−ikx−iωt
)

(3.2)

u′(x, t) =
1
ρ̄c̄

ℜ
(

A+eikx−iωt−A−e−ikx−iωt
)

(3.3)

Aveck le nombre d’onde qui, en l’absence de phénom̀enes dispersifs, v́erifie :

k =
ω
c

=
2π f

c
(3.4)

La figure 3.1 illustre la mod́elisation dans Soundtube d’une chambre de com-
bustion áeronautique.

Température

Discrétisation «!soundtube!»

! 

A
+

! 

A
"

! 

(T ,P ,W ,",...)

FIG. 3.1 – Exemple de discrétisation utiliśee dans le code Soundtube d’une chambre
de combustion áeronautique

Bien que seules les ondes longitudinales soient considéŕees, ce type de modélisation
ne cantonne pas forcément Soundtubèa l’étude des seules géoḿetries mono-
dimensionnelles. Il est possible de représenter dans Soundtube, une géoḿetrie
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tridimensionnelle par un réseau de tubeśelémentaires comme le montre la fi-
gure 3.2. L’approche permettant d’appréhender des ǵeoḿetries tridimension-
nelles tout en gardant une modélisation monodimensionnelle du point de vue
ondulatoire est alors qualifiée ”d’approche 1,5D”. On notera que, par définition,
cette approche ne peut pas déterminer des modes ”mixtes” composésà la fois
de fluctuations longitudinales et transverses en un point donné de la configu-
ration. La d́etermination de ce type de mode requiert alors l’utilisation d’une
approche v́eritablement tridimensionnelle telle que celle décrite au chapitre 4.

€ 

A1
+

€ 

A1
−

€ 

A3
+

€ 

A3
−

€ 

A2
+

€ 

A2
−

Discrétisation

Soundtube 1,5D

FIG. 3.2 – Exemple d’application de l’approche 1,5Dà une chambre de combustion
annulaire : configurations 3D en et modélisation ondulatoire 1D dans chaque tube
élémentaire.

3.2 Modélisation acoustique

3.2.1 Relations de saut dans le cas 1D

Cas d’une interface non ŕeactive

On s’int́eresse dans un premier temps au cas d’une interface sans flamme
connectant deux tubesélémentaires de sections différentes (voir Fig. 3.3). Pour
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tube 1 tube 2

A1
+

+
Z1
−

Z1

A2

0 L

Z

Z1

−

+

A1
−

A2

FIG. 3.3 – Intersection entre deux tubes de sections différentes

relier les fluctuations acoustiques des deux tubes au niveau de cette interface,
on ŕealise un bilan de masse et de quantité de mouvement au niveau de l’inter-
faceà partir deśequations de conservation linéariśees concerńees. On montre
ainsi (voir annexe A) que dans la configuration décriteà la figure 3.3, les rela-
tions de saut suivantes sont obtenues :

S2u′(z+
1 ) = S1u′(z−1 ) (3.5)

p′(z+
1 ) = p′(z−1 ) (3.6)

De part et d’autre de l’interface, le fluide est homogène et la section uniforme
par conśequent la forme des solutions y régnant correspond auxéquations 3.3.
Les relations de saut préćedentes se mettent donc sous la forme :

S2

ρ̄2c2
(A+

2 −A−2 ) =
S1

ρ̄1c1
(A+

1 eik1z1−A−1 e−ik1z1) (3.7)

A+
2 +A−2 = A+

1 eik1z1 +A−1 e−ik1z1 (3.8)

Cas d’une interface ŕeactive

On s’int́eresse maintenant au cas d’une interface réactive c’est̀a dire,à la situa-
tion décriteà la figure 3.4. Par un raisonnement identique au cas sans flamme
et d́ecrit en annexe A , les relations de saut suivantes sont obtenues :

S2ûz(z+
1 ) = S1ûz(z−1 )+

γ−1
γp̄

ˆ̇Q (3.9)

p̂(z+
1 ) = p̂(z−1 ) (3.10)
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tube 1 tube 2
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-

Z1

A2
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+
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FIG. 3.4 – Intersection entre deux tubes de sections différentes avec flamme

Avec ˆ̇Q =
R
Vf lam

ˆ̇qdV le dégagement de chaleur instationnaire de l’ensemble de
la flamme. Sachant que de part et d’autres de l’intersection réactive, les ondes
acoustiques sont de la forme des relations 3.3, les relations de saut préćedentes
s’écrivent donc :

S2

ρ̄2c2
(A+

2 −A−2 ) =
S1

ρ̄1c1
(A+

1 eik1z1−A−1 e−ik1z1)+
γ−1
γp̄

ˆ̇Q (3.11)

A+
2 +A−2 = A+

1 eik1z1 +A−1 e−ik1z1 (3.12)

La fermeture des relations de saut dans le cas d’une interface réactive requiert
l’utilisation d’un mod̀ele de fonction de transfert de flamme. Le plus simple
est le mod̀elen− τ décrit à la section 1.3.1 et qui, particularisé au caśetudíe ,
relie les fluctuations de dégagement de chaleur aux fluctuations de vitesse en
un point de ŕeférencezre f donńe de la configuration :

γ−1
γp̄

Q̇′ = nS(zre f)u′(zre f , t− τ) (3.13)

Le param̀etren repŕesente la force de la réponse de la flammèa une pertubation
acoustique de pulsationω = 2π f et le param̀etresτ repŕesente le temps de
retard de la ŕeponse de la flammèa l’excitation acoustique qui la sollicite. La
réponse acoustique de la flamme est géńeralement fonction de la fréquence,
cet aspect est pris en compte dans Soundtubeà travers la forme de dépendance
fréquentielle retenue des paramètresn et deτ :

n( f ) ou τ( f ) =
∑N

j=0α j f j

∑M
j=0β j f j

(3.14)
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L’utilisateur fixe lui-même l’ordreN et M des polyn̂omes au nuḿerateur et
dénominateur et peut ainsi interpoler un grand nombre de fonction de transfert
de flamme. Par ailleurs, il est possible d’utiliser dans Soundtube des modélisations
acoustiques de flamme plus géńerales c’est̀a dire avec une influence de la pres-
sion acoustique :

γ−1
γp̄

Q̇′ = nS(zre f)u′(zre f , t− τ)+npS(zre f)p′(zre f , t− τp) (3.15)

La dépendance fréquentielle des param̀etresnp,τp est prise en compte dans
Soundtube via une fonction de transfert du type de l’équation 3.14. En ce
qui concerne le point de référencezre f celui-ci peut correspondrèa n’importe
quelle section de la configuration. Pour des raisons de clareté d’expośe, on va
consid́erer dans l’exemple de la figure 3.4 que ce point correspondàzre f = z1.
Dans ce cas, les relations de saut 3.12 au niveau de la flamme s’écrivent de
la façon suivante avec la forme la plus géńerale de fonction de transfert de
flamme :

S2

ρ̄2c2
(A+

2 −A−2 ) =
S1

ρ̄1c1

(
(1+neiωτ + ρ̄1c1npeiωτp)A+

1 eik1z1

−(1+neiωτ− ρ̄1c1npeiωτp)A−1 e−ik1z1)
)

(3.16)

A+
2 +A−2 = A+

1 eik1z1 +A−1 e−ik1z1 (3.17)

3.2.2 Relations de saut ǵenéralisées au cas 1,5D

Dans le cas 1,5D, la conservation du débit volumique acoustique au niveau
d’une interface fait intervenir la notion d’orientation de chaque tubeélémentaire.
Comme le montre la figure 3.5, la situation est analogueà celle d’un cir-
cuit électrique dans lequel le rôle de la diff́erence de potentiel est dévolueà
la pression acoustique et celui de l’intensité au d́ebit volumique acoustique.
En conśequence les relations de saut apparaissent comme une géńeralisation
des lois de Kirchoff aux fluctuations acoustiques. Celles-ci impliquent donc
la conservation de la pression acoustique au niveau de l’interface c’està dire
l’ égalit́e entre chacunes des pressions régnant dans les tubes connectés. Les
relations de saut dans le cas 1,5D assurentégalement la conservation du débit
volumique acoustique au niveau de l’interface, toutefois la notion de débit en-
trant et sortant au niveau du point de connexion doitêtre pŕeciśee. Dans le
cas purement 1D (voir Fig. 3.3) l’orientation est tacite car l’entrée et la sor-
tie de chaque interface et du système sont clairement identifiées. Dans un cas
1,5D, l’orientation consistèa d́eterminer un sens̀a l’écoulement acoustique au
niveau de chaque interfaces de manière compatible au niveau global. Pour se
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A1+

A1−

A4+

A4−

A2+

A2−

A3+

A3−

z1

FIG. 3.5 – Intersection de configuration 1,5D composée de quatre tubes

faire, on introduit la notion d’orientation des tubes. Au niveau d’une interface,
on appellemj l’indice d’orientation duj iemetube connect́e tel que :

mj =−1 ⇐⇒ tube j connect́e à l’interface par sa face -

mj = +1 ⇐⇒ tube j connect́e à l’interface par sa face +

(3.18)

Ainsi, dans le cas d’une intersectionà k tubes au niveau du pointz1 (dans le
cas de la figure 3.5, k=4), les relations de saut s’écrivent :

p̂1(z1) = p̂ j(z1)∀ j ∈ [|1,k|] (3.19)

m1.S1û1(z1)+m2.S2û2(z1)+ · · ·+mk.Skûk(z1) = 0 (3.20)

Dans le cas d’une intersection ”1,5D” réactive avec, par exemple,z1 comme
point de ŕeférence pour le mod̀ele de flamme, la relation s’écrit :

m1.S1û1(z1)(1+neiωτ)+ ρ̄1c1npeiωτpS1p̂1(z1)+ · · ·+mk.Skûk(z1) = 0(3.21)

A partir des expressions 3.3, les relations préćedentes peuventêtre reformuĺees
à l’aide des invariants de Riemann.
Il est à noter que l’orientation des tubes est arbitraire et ne change pas le
syst̀eme global. Encore une fois l’analogie avec l’orientation du courantélectrique
est directe.

3.2.3 Conditions limites

Dans Soundtube les conditions limites correspondentà des coefficients de
réflexionRdéfinis comme suit selon l’abscisse localez d’un tube donńe :

R=
A+

A−
ei2kz (3.22)
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Cette d́efinition suppose donc que, pour rendre compte du déphasage entre les
ondes acoustiques se propageant en sens opposé, l’origine locale est fix́eeà la
face - du tube.
R est dans le cas géńeral complexe mais il peut aussiêtre d́ependant de la
fréquence. Le comportement fréquentiel de celui-ci est pris en compte dans
Soundtube de la m̂eme manìere que dans les fonctions de transfert de flamme
c’està direà l’aide de la relation 3.14.

3.3 Recherche des frequences propres par ḿethode
modale

3.3.1 Principe de la ḿethode

Les fŕequences propres d’un dispositif donné correspondent aux fréquences
satisfaisant les conditions limites fixées ainsi que les relations de saut entre les
diff érents tubes qui composent le dit dispositif.
L’ensemble des relations de sauts et des conditions limites aboutissentà la
relation matricielle globale suivante dans le cas d’un dispositifàn tubes :

M(ω).


A+

1
A−1
...

A+
n

A−n

= 0 (3.23)

On obtient donc un système lińeaire paraḿetŕe par les fŕequences propres et
dont les inconnues sont les amplitudes des ondes acoustiques dans chacuns
des tubes de la configuration.
Les seules solutions physiquement admissibles, c’està dire non nulles, v́erifient
donc :

det(M(ω)) = 0⇐⇒ ω = ωpropre (3.24)

Dans la suite, on qualifiera cettéequation de relation caractéristique et on
définit F tel que :

C −→ C
ω 7−→ F (ω) = det(M(ω)) (3.25)

La détermination de la fŕequence propre, sa partie réelle et sa partie imaginaire
(taux de croissance du mode), correspondà la recherche des zéros deF dans
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le plan complexe. Les techniques classiques telles que Newton-Raphson ou
dichotomie ne peuvent̂etre appliqúees que dans une zone du plan complexe
ne contenant qu’un seul zero sous peine de non convergence des algorithmes.
On ne peut donc appliquer ces techniques directementà toute une partie du
plan complexe contenant plusieurs fréquences propres. De plus, les techniques
de type ”boule pesante” [90] requièrent l’́evaluation pŕealable du gradient de
F dans la zonéetudíee du plan complexe ce qui induit un coût de calcul trop
lourd. L’approche retenue est fondée sur une proćedure nuḿerique d́ecrite dans
la thèse de Philippe Le Helley [61] faisant appel aux résultats d’analyse com-
plexe. Son impĺementation dans Soundtube aét́e ŕealiśee par Andŕe Kaufmann
[89]. Son principe est basé sur la propríet́e suivante, soit un contourC du plan
complexe alors :

1
2iπ

I
C

F ′(ω)
F (ω)

dω = N−P (3.26)

AvecF ′ la dérivée deF , N etP respectivement le nombre de zéros et de p̂oles
à l’intérieur du contourC. Dans le cas présent,étant donńe les relations de
sauts utiliśees dans Soundtube (Eq. 3.17) ainsi que le type de condition limite
(Eq. 3.22), la d́ependance fréquentielle des coefficients deM est donc de forme
exponentielle. Par conséquent, le d́eterminant de la matriceM , comme produit
de fonctions exponentielles de la fréquence, n’admet pas de pôles. AinsiP= 0
dans la relation 3.26 et cette dernière renseigne donc uniquement sur les zéros
deF . La relation 3.26 peut se démontrer de la manière suivante : encore une
fois, compte-tenu de la dépendance fréquentielle des coefficients deM son
déterminant peut̂etre consid́eŕe holomorphe dans tout le plan complexe et par
conśequent analytique [91]. En conséquence,̀a l’intérieur du contourC du plan
complexe,F peut se mettre sous la forme suivante :

F (ω) =
N

∏
j=1

(ω−ω j)G(ω) (3.27)

Avec ω j le j ieme zéro (ou fŕequence propre) deF et G une fonction holo-
morphe n’admettant ni zéros ni p̂oles dansC. On en d́eduit donc que le rap-
port G ′/G est aussi une fonction holomorphe dansC et que par conśequent
l’int égrale de l’́equation 3.26 s’écrit :

1
2iπ

I
C

F ′(ω)
F (ω)

dω =
N

∑
j=1

1
2iπ

I
C

1
ω−ω j

dω+
1

2iπ

I
C

G ′(ω)
G(ω)

dω︸ ︷︷ ︸
0

(3.28)

En appliquant le th́eor̀eme de Cauchy [91]̀a cettéequation, on en d́eduit direc-
tement le ŕesultat issu de la relation 3.26.
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3.3.2 Mise en pratique de la ḿethode

La mise en pratique de la ḿethode consistèa tout d’abord se fixer la zone du
plan complexe correspondant aux gammes de fréquences propres recherchées.
Cette zone est ensuite découṕee en contours rectangulaires sur lesquels est ap-
pliquée la relation 3.26. Chacun de ces contours est redécouṕe jusqu’̀a obtenir
des contours rectangulaires d’une dizaine de Hertzs de largeur au maximum
ne contenant qu’une seule fréquence propre. L’encadrement des zéros permet
leur d́etermination pŕecisèa l’aide d’une proćedure de minimisation de|F (ω)|.
Cette dernìere est baśee sur l’algorithme de M̈uller [92] qui constitue une for-
mulation quadratique de l’algorithme de Newton-Raphson.
En ce qui concerne le calcul effectif de l’intégrale de l’Eq. 3.26, celui-ci est
réaliśe directement̀a l’aide d’une primitive de la fonction intégŕee. En effet,
soit un cheminCh quelconque du plan complexe ; en définissant l’argument
d’un nombre complexez comme :

−π < arg(z)≤ π (3.29)

et sous la condition que

arg(F (ω)) 6= π∀ω sur le cheminCh (3.30)

l’ écriture suivante est licite :Z
Ch

F ′(ω)
F (ω)

dω =
[
ln|F (ω)|

]
Ch

+ i
[
arg(F (ω))

]
Ch

(3.31)

On applique donc ce résultat aux diff́erents chemins constituant le contourC
pourévaluer l’int́egrale en question. En outre, lorsque la fonctionF atteint la
valeur critiqueπ en un pointzj du contourC, on remplace l’int́egration sur le
contour ferḿe par l’int́egration sur un contour excluant le pointzj à l’aide de
la propríet́e suivante :

lim
[z−j ,z+j ]→0

(Z
C−[z−j ,z+j ]

F ′(ω)
F (ω)

dω
)

=
I

C

F ′(ω)
F (ω)

dω

Compte-tenu de l’holomorphie deln|F | surC, on en d́eduit le ŕesultat suivant :

lim
[z−j ,z+

j ]→0

(Z
C−[z−j ,z+

j ]

F ′(ω)
F (ω)

dω
)

= lim
[z−j ,z+

j ]→0

[
ln|F (ω)|

]
C−[z−j ,z+

j ]︸ ︷︷ ︸
0

+ lim
[z−j ,z+

j ]→0
i
[
arg(F (ω))

]
C−[z−j ,z+

j ]

D’un point de vue nuḿerique, l’int́egration pŕećedente est donc réaliśee en

scindant le contourC en segments[zk,zk+1] et en sommant les valeurs
[
arg(F (ω))

]zk+1

zk
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obtenus sur ces derniers. A priori, cette procédure n’est pas valable lorsque
arg(F (ω)) = π sur le segment[zk,zk+1] (Eq. 3.30). En pratique, cette condi-
tion estéquivalentèa une condition de continuité de l’argument sur chaque
segment. Plus préciśement, on sait que la fonction argument n’admet pas une
unique d́efinition, chacunes de ces définitions diff̀erent d’une constante dont la
valeur est líee au point de référence choisi dans la définition en question de l’ar-

gument. Par conséquent, pouŕevaluer correctement
[
arg(F (ω))

]zk+1

zk

, il faut et

il suffit que la m̂eme d́efinition d’argument soit employée pour tous les points
du chemin[zk,zk+1]. Or ceci n’est possible que si les variations dearg(F (ω))
sur le chemin en question ne sont pas trop importantes. Afin de clarifier cette
notion de variabilit́e de l’argument, la figure 3.6 montre deux exemples com-

parant la validit́e du calcul de
[
arg(F (ω))

]zk

zj

. Dans ce cas de figure, bien que

la fonctionarg(F (ω)) soit discontinue sur le chemin[z1,z2] avec la d́efinition
3.29, il est possible de redéfinir l’argument pour que :[

arg(F (ω))
]

C2

=
[
arg(F (ω))

]z2

z1

= α

Par contre, compte-tenu des variations dearg(F (ω)) dans la situation de la fi-

gure 3.6, l’́evaluation de
[
arg(F (ω))

]
C4

ne peut pluŝetre obtenue directement

par les valeurs de l’argument enz1 etz4 uniquement :[
arg(F (ω))

]
C4

= α+2π 6=
[
arg(F (ω))

]z4

z1

= α

Pour calculer correctement la différence d’argument, il est nécessaire de faire
intervenir les points interḿediairesz2 etz3 :[

arg(F (ω))
]

C4

=
[
arg(F (ω))

]z2

z1

+
[
arg(F (ω))

]z3

z2

+
[
arg(F (ω))

]z4

z3

Autrement dit la ḿethode modale, pour correctement déterminer le nombre
de fŕequences propres du systèmes dans une zone donnée du plan complexe,
nécessite un nombre suffisant de points intermédiaireszk sur le contour de la
zone en question afin d’assurer la continuité de l’argument sur chaque segment
ainsi cŕeé. Ce nombre de points dépend donc de la variabilité dearg(F (ω)),
toutefois cette dernière est impossiblèa connâıtre a priori car cette variabilité
dépend non seulement de la complexité de la configuration (taille deM , c’està
dire du nombre de tubeśelémentaires utiliśes) maiśegalement de la proximité
d’une fŕequence propre du point de calcul. Sur des cas courants de quelques
dizaines de tubes, un nombre suffisant de points de calcul sur un contour est
de l’ordre d’une quarantaine. Il est possible d’avoir recoursà une plus grande
segmentation des contours mais la rapidité des calculs peut en̂etre affect́ee. En
effet chaque calcul dearg(F (ω)) requiert le calcul du d́eterminant deM .
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FIG. 3.6 – D́ependance de l’évaluation de
[
arg(F (ω))

]zk

zj

en fonction des variations

dearg(F (ω)).

3.4 Recherche des frequences propres par ḿethode
de forçage

3.4.1 Principe du forçage lat́eral

Une alternativèa la ḿethode modale réside dans l’utilisation de ḿethode de
forçage. Ce dernier consisteà imposer au fluide d’une configuration donnée
des oscillations de fréquence fix́ee. La d́etection des modes propres de cette
configuration est alors basée sur le comportement remarquable de certaines
grandeurs acoustiques caractéristiques lorsque la fréquence d’excitation at-
teint une fŕequence de résonance. Il convient donc, dans la description de cette
méthode, de pŕeciser le dispositif, la grandeur choisie et le critère de d́etection
sélectionńe.
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Choix du dispositif de forçage

Le choix de l’instrument de forçage s’est porté sur un haut-parleur modélisé
comme une source volumique sinusoı̈dale. Celui-ci va donc imposer une fréquence
d’oscillation au fluide via les fluctuations de vitesse.
Etant donńe le type de configuratiońetudíe, succession de tubes monodimen-
sionnels, deux possibilités de placement du haut-parleur apparaissent :
• La plus évidente consistèa placer le haut-parleur̀a l’entŕee du disposi-

tif. Toutefois les fŕequences de résonance ainsi détect́ees ne correspondront
pas obligatoirement aux fréquences propres de la même configuration sans
forçage. En effet, le fait de placer le haut-parleurà l’entŕee supprime la
condition limite à ce niveau du dispositif et la remplace par une condi-
tion de type “vitesse imposée”. On ne peut donc pas obtenir directement
les fŕequences propres de n’importe quelle configuration par cette manière.
• La deuxìeme possibilit́e consistèa placer le haut-parleur sur le côté, à une

abscisse quelconque autre qu’à l’entŕee ou la sortie. Ainsi les conditions
aux bornes du dispositif sont respectées, et on peut donc espérer obtenir les
fréquences de résonance directement.

Le deuxìeme choix áet́e retenu, pour son aspect pratique mais aussi parce que
les ŕesultats obtenus pourrontêtre plus facilement confronter le caséch́eant
aux donńees exṕerimentales qui sont elles-mêmes issues de configurations si-
milaires.

Choix de la grandeur mesuŕee

Lorsque la fŕequence de forçage estégaleà une fŕequence propre du système,
il y a superposition constructive de toutes les ondes produites et refléchies par
les bornes du système. Les amplitudes des fluctuations de vitesse et de pres-
sion sont alors maximales, sinon infinies,à cette fŕequence. Quelque soit la
grandeur acoustique, le phénom̀ene semble donc détectable. Pourtant certaines
grandeurs peuventêtre plus pertinentes que d’autres. Le choix est basé sur les
critères suivant : d’une part, la grandeur doitêtre maximalèa la ŕesonance
quelque soit la configuration du système ; d’autre part la grandeur doit si pos-
sible varier diff́erement̀a la ŕesonance selon le signe du taux de croissance du
mode.
Plusieurs grandeurs acoustiques candidates peuvent a priori convenir :
• Fluctuations de vitesse ou de pression :

Celles-cíetant variables dans le temps il faut donc raisonner sur leur moyenne
sur une ṕeriode. De plus c’est la valeur absolue des amplitudes qui nous
interesse donc, le plus judicieux est de raisonner sur le carré de ces fluc-
tuations. Cela revient finalementà utiliser non pas la vitesse ou la pression
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acoustique mais l’énergie acoustiquee′.
• Impedance acoustique : D’après sa d́efinition (Eq. 1.47), l’imṕedance acous-

tique est une grandeur locale, on voit donc que la détection ne pourra s’éffectuer
lorsque, pour le mode propre recherché, un noeud de pression correspondra
à la position òu cette imṕedance est calculée. De plus, elle peut prendre
une valeur infinie sans m̂eme que la fŕequence correspondeà une fŕequence
propre si la vitesse est nulleà la position òu cette imṕedance est calculée.
• Energie acoustique globale :

L’ énergie acoustique globale (Eq. 1.63) n’est pas tributaire du point de me-
sure du fait de son caractère globale. A travers sa composante de vitesse
et de pression, elle admet une valeur infinieà la fŕequence de résonance.
Elle constitue donc une grandeur possible pour la détection des fŕequences
propres par forçage.
• Flux acoustique :

Le flux acoustique a pour expressionf′ = p′u′. C’est aussi une grandeur lo-
cale. Cependant, calculée au niveau du haut-parleur, cette grandeur change
de signe selon la stabilité du mode propre excité. Cette grandeur est en ef-
fet positive pour les modes instables et négative pour les modes stables. Si
on appelleH l’amplitude du d́ebit volumique inject́e par le haut-parleur et
S la section du tube òu il s’applique alors l’expression du flux acoustique
instantańe pris en compte au niveau de l’abscissezH du haut-parleur est la
suivante :

f ′HP = p̂(zH).
H
S

(3.32)

Cette expression correspond au flux acoustiqueprovenant du haut-parleur
uniquement. Cette grandeur, une fois moyennée sur une ṕeriode, est maxi-
maleà la ŕesonance par l’interḿediaire dep′(zH) dans les cas òu l’abscisse
zH du haut-parleur ne correspond pasà un noeud de pression du mode propre
excit́e. De plus, cette grandeur est en effet positive pour les modes instables
et ńegative pour les modes stables. En fait, le flux acoustique moyenné
du haut-parleur quantifie l’énergie acoustique insufflée ou extraite dans le
syst̀eme afin de maintenir constante l’énergie acoustique totale de ce système.
L’ énergie acoustique totale est constante car les solutions sont cherchées
sous formestationnaire. Physiquement cela signifie que ces solutions cor-
respondent aux solutions en régimeétabli dans le cas d’un forçage. Ainsi,
quand globalement les conditions limites (flamme et conditions de réflexion
entŕee/sortie) sont dissipatives, le haut-parleur injecte de l’énergie pour main-
tenir constante l’́energie acoustique totale. Le mode correspondant est stable
puisque, sans l’aide du haut-parleur, les fluctuations déclinent. Quand les
conditions limites sont globalement amplificatrices, le haut-parleur doit prélever
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de l’énergie au système, le mode est instable. Le signe du flux acoustique
du haut-parleur varie donc selon le cas. D’après les diverses conventions
choisies au chapitre 1 (notamment concernant les conditions de réflexion,
relation 1.52), le flux acoustique est :
• Positif quand le mode instable.
• Négatif quand le mode est stable.

Pour d́emontrer cette propriét́e du flux du haut-parleur, il convient de raisonner
à partir de l’́equation de conservation de l’énergie acoustique dont on rappelle
ici l’expression :

∂e′

∂t
+∇.f′ = s′ac

Avecs′ac = (γ−1)p′q̇′/(γp̄), source locale d’énergie acoustique qui ici corres-
pondà la production d’energie acoustique dueà une flamme. En intégrant cette
équation locale sur le volumeVΩ du syst̀eme, on obtient :Z

VΩ

∂e′

∂t
dV +

Z
A

f′.~ndA=
Z

VΩ
s′acdV

Les bornes du système forće par lesquels le flux acoustique est injecté sont
l’entrée, la sortie mais aussi la sectionS(zH) au niveau du haut-parleur. En
appelant~n le vecteur unitaire orienté positivement sur l’axez et~n′ le vecteur
unitaire oppośe, nous allonśevaluer les contributions des flux de chaque borne
du dispositif de la figure 3.7.

zH

H.exp(-iwt)

zj-1

n

Entree Sortie

Haut-parleur

n’

zj

n’
n

zS0

FIG. 3.7 – dispositif avec haut-parleur latéral dans le cas géńeral 1D

Les flux d’entŕee et sortie peuventêtre regrouṕes dans un flux globalfES :Z
S
f′ES.~ndA=

Z
Sentree

f′.~n′dA+
Z

Ssortie

f′.~ndA

Au niveau du haut-parleur, l’injection d’énergie acoustique dans le système
se fait de part et d’autre de la frontière que constitue la sectionS(zH). Sans
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la pŕesence du haut-parleur, les flux injectés à gauche et̀a droite de la sec-
tion seraient exactement opposés. La ŕesultante de cette somme dans notre cas
correspond justementà la contributionfHP du haut-parleur .Z

S(zH)
f ′HPdA=

Z
S(zH)gauche

f′.~n′dA+
Z

S(zH)droite

f′.~ndA

Finalement le bilańenerǵetique devient :Z
V

∂e′

∂t
dV +

Z
S
f′ES.~ndA+

Z
S(zH)

f ′HPdtdA=
Z

V
s′acdV

Le haut-parleur impose un régime sinusöıdale de ṕeriodeTac. Par conśequent
les grandeurs prises en compte ne doivent pasêtre instantańees mais moyennées
sur cette ṕeriode afin de correctement interpréter leur contribution. Par ailleurs,
on cherche les solutionsp′ et u′ sous forme d’ondes stationnaires dans le cas
forcé. Le qualificatif ”stationnaire”’ est employé dans le sens où l’on consid̀ere
la situation dans le dispositif lorsque le régimeétabli est atteint. Ce dernier est
sinusöıdal, donc localement instationnaire, mais du point de vue de l’énergie
globale, il n’́evolue plus. Par conséquent, dans le régime forće consid́eŕe, l’énergie
acoustique v́erifie :

1
Tac

Z
V

Z
Tac

∂e′

∂t
dtdV = 0

Le bilanénerǵetique se ŕesume donc en régime forće à :

1
Tac

Z
S(zH)

Z
Tac

f ′HPdtdA=
1

Tac

Z
V

Z
Tac

s′dtdV− 1
Tac

Z
S

Z
Tac

f′ES.~ndtdA

Sur cette dernièreéquation, il apparait que la conservation de l’énergie acous-
tique dans le cas du forçage résulte de l’́equilibre entre les dissipations ou les
amplifications dans le système (termef′ES et termes′ac) et l’apport du haut-
parleur (termef ′HP). Dans notre cas, les dissipations ou les amplifications pro-
viennent des flammes ( termesdans le bilan) ainsi que des reflexions en entrée
et sortie (termef′ES dans le bilan). On voit donc que le flux du haut-parleur
change bien de signe selon l’amplification ou la dissipation globale du système.
Par contre s’il n’y a ni amplification ni dissipation, ce flux est nul et ne peut
pas d́etecter les fŕequences propres.

Finalement, les grandeurs retenues pourévaluer les fŕequences propres par
forçage sont donc l’énergie acoustique globale et le flux acoustique au niveau
du haut-parleur.

3.4.2 Mod́elisation du forçage

On consid̀ere le dispositif forçant de la figure 3.8.
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FIG. 3.8 – dispositif avec haut-parleur latéral dans le cas géńeral 1D

Le haut-parleuŕetant mod́elisé comme une source volumique, celui-ci induit
un saut de vitesse au niveau de l’interface enzH (abscisse du haut-parleur).
D’où les relations de continuité suivantes en ce point :
• Continuit́e de la pression enzH :

A+
j eik j (zH−zj−1) +A−j e−ik j (zH−zj−1) = A+

jbis +A−jbis (3.33)

• Continuit́e du d́ebit volumique enzH :

Sj

ρ jc j
A+

j eik j (zH−zj−1)−
Sj

ρ jc j
A−j e−ik j (zH−zj−1) =

Sj

ρ jc j
A+

jbis−
Sj

ρ jc j
A−jbis +H

(3.34)

A partir de ces relations, on en déduit la matrice de passage T enzH sur les
amplitudes :

(
A+

jbis

A−jbis

)
= T.

(
A+

j

A−j

)
+

Hρ jc j

2Sj

(
−1
1

)
(3.35)

Avec comme expression pour T :

T =
(

eik j (zH−zj−1) 0
0 e−ik j (zH−zj−1)

)

Quelque soit la grandeur acoustique retenue pour détecter la fŕequence de
résonance, celle-ci requiert le calcul des amplitudes des ondes se propageant
positivement ou ńegativement. Pour se faire, la relation 3.35 est introduite dans
le syst̀eme d’́equation repŕesentant l’ensemble des relations de saut et de condi-
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tions limites (matriceB(ω)) :

B(ω).



A+
1

A−1
...

A+
j

A−j
A+

jbis

A−jbis
...

A+
n+1

A−n+1



=



0
...
0

−Hρ jc j/(2Sj)
Hρ jc j/(2Sj)

0
...
...
...
0



(3.36)

La résolution, pour chaque fréquence forćee, du syst̀eme lińeaire 3.36 permet
ainsi d’acćeder aux amplitudes des ondes dans chaque tubeélémentaire et par
la même, d’́evaluer n’importe quelle grandeur acoustique.

Calcul du flux acoustique du haut-parleur et de l’́energie acoustique totale

• Flux du haut-parleur :
Pourévaluer ces grandeurs, on utilise la propriét́e suivante :
La moyenne temporelle sur une périodeTac du produit des grandeurs har-
moniquesp′ = ℜ(p̂×exp(−iωt)) et u′ = ℜ(û×exp(−iωt)) peut s’obtenir
comme suit [26] :

1
Tac

Z
Tac

p′.u′dt =
1
2

ℜ(p̂û∗)

Une fois le syst̀eme 3.36 ŕesolu, le fluxfHP moyenńe sur une ṕeriodeTac de
la fréquence forćee peut donĉetreévalúe à l’aide des amplitudes complexes
A+

jbis etA−jbis du tubej :

1
Tac

Z
Tac

f ′HPdt =
1
2

ℜ(A+
jbis +A−jbis).

H
S

(3.37)

• Energie acoustique totale :
L’ énergie acoustiqueEm d’un tubemquelconque du dispositif peutêtre cal-
culée de la m̂eme manìere. Soitlm, la longueur de ce tube etSm sa section :

1
Tac

Z
Tac

Emdt =
1
2

lmSm

ρmc2
m

ℜ(A+
m.A+∗

m +A−m.A−∗m ) (3.38)

Pour obtenir l’́energie acoustique totaleE, il suffit de sommer leśenergies
de chaque tube :

1
Tac

Z
Tac

Edt =
m=s

∑
m=1

1
Tac

Z
Tac

Emdt (3.39)
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3.4.3 Evaluation des fŕequences propres du système par une
méthode de forçage

Le principe des ḿethodes de forçage est de repérer les fŕequences propres
par leur pic de ŕesonance. Th́eoriquement le forçagèa la fŕequence propre
induit une ŕeponse acoustique infinie (en acoustique linéaire) de la configu-
ration mais dans le cas géńeral cette propríet́e n’est v́erifiée qu’̀a la fŕequence
propre f complexe et noǹa une fŕequence correspondant seulementà ℜ( f ).
Ceci conduit̀a introduire deux types de forçage :
• Un forçage ”ŕeel”. Celui-ci est́equivalent au forçage classique réaliśe exṕerimentalement

consistant̀a balayer l’axe des fréquences réelles sur une gamme fixée par
l’utilisateur.
• Un forçage ”complexe”. Concrètement, il consistèaévaluer la ŕeponse acous-

tique du syst̀eme (flux acoustique du haut-parleur ouénergie acoustique to-
tale)à une fŕequence quelconque du plan complexe. D’un point de vue phy-
sique, forcer le systèmeà la fŕequencef = ℜ( f )+ iℑ( f ) signifie induire un
signal sinusöıdal de ṕeriode 1/ℜ( f ) dont l’amplitude augmentèa chaque
seconde d’un facteurexp(ℑ( f )). Numériquement, ce concept ne pose pas
de probl̀emes particuliers par contre sa mise en pratique réelle dans un cadre
exṕerimental serait assurément difficile.

Utilisation d’un forçage r éel

Le forçage ŕeel consistèa se d́eplacer selon l’axe des réels du plan com-
plexe età d́eceler les pics de résonance (voir Figure 3.9). Le repérage des
fréquences d’occurence de ces pics permet d’accéder à la partie ŕeelle des
fréquences propres mais pasà leur partie imaginaire correspondante. Si la
grandeur ŕesonante correspond au flux acoustique du haut-parleur, il est pos-
sible de connâıtre la stabilit́e du mode mais m̂eme dans ce cas la valeur exacte
du taux de croissance demeure inconnue. En outre le véritable pic de ŕesonance
n’apparaissant qu’à la fŕequence propre complexe, les modes fortement atténúes
ou amplifíes ( avec un taux de croissance de plusieurs dizaines de Hertzs en va-
leur absolue) sont difficiles̀a d́eceler depuis l’axe des réels car alors les pics
correspondant sont largementétaĺes et relativement faibles. De surcroı̂t, la me-
sure de la hauteur d’un pic de résonance ne renseigne pas directement sur la
valeur de la partie imaginaire de la fréquence et ce, principalement pour deux
raisons :
• La réponse acoustique du système, et donc la hauteur des pics de résonance,

dépend de la localisation du haut-parleur dans la configuration. Typiquement
si pour un mode propre donné, le haut-parleur est proche d’un noeud de vi-
tesse ou de pression, la réponse acoustique du systèmeà cette fŕequence sera
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FIG. 3.9 – Ŕesultat d’un forcage sur l’axe des réels dans le cas d’un mode fortement
instable.

plus faible que pour une autre fréquence propre d’òu un pic de ŕesonance
moins prononće.
• Lorsque deux fŕequences propres sont proches dans le plan complexe (lorsque

la distance les śeparant est du m̂eme ordre que leur partie imaginaire), les
maxima de la ŕeponse acoustique n’apparaissent pas clairement.

En conśequence, un forçage réel ne suffit pas̀a lui seul pour d́eterminer les
fréquences propres d’une configuration donnée.

Utilisation d’un forçage complexe

Compte-tenu des limitations préćedement d́ecrites, le recours̀a un forçage
complexe semble ńecessaire. L’approche la plusévidente consistèa ŕealiser
un balayage entier de la zone en question mais celui-ci requiert des temps
de calcul beaucoup trop importants (dans le cadre d’une utilisation sur un
simple ordinateur personnel). Typiquement, un tel forçage global réaliśe sur
une gamme de fréquence comprise entre 0 et 2000Hz pour ℜ( f ) et−100Hz
et +100Hz pour ℑ( f ) nécessiterait plusieurs dizaines de milliers de calculs
correspondant chacunsà une ŕesolution de syt̀eme de tailléegale au nombre de
tubesélémentaires utiliśes. Afin de ŕeduire le temps de calcul en question, on
cherche donc̀a ne forcer que sur certains axes privilégiers du plan complexe
selon la strat́egie suivante :

1. On cherche dans premier tempsà connâıtre la partie ŕeelle des fŕequences
propres. Pour cela, on réalise un forçage classique sur l’axe réelle. Toute-
fois celui-ci ne peut suffirèa lui seul, car les modes trop atténúes ou trop
amplifiés risqueraient d’être non d́eceĺes. On proc̀ede donc en plus̀a des
forçages sur plusieurs autres axes d’ordonnée fixe (ℑ( f ) fixe) découpant
ainsi le plan complexe en plusieurs zones. Afin de limiter le nombre de
calculs sans risque d’oublier une fréquence propre, l’écart entre deux axes
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délimitant les zones en question aét́e fixé à 20Hzenviron. La figure 3.10
illustre cette premìereétape de la proćedure.

2. A ce stade, les parties réellesℜ( f0) des fŕequences propres recherchées
sont connues et une première id́ee de la valeur des parties imaginaires cor-
respondantesℑ( f0) estégalement disponible en connaissant la zone d’ap-
partenance des fréquences propres. Pour déterminer avec exactitude les
taux de croissance des modes propres, des forçages sont réaliśes sur les
axes d’abscisse correspondante aux partie réelles des fŕequences propres
préćedement́evalúees (Voir figure 3.10).
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FIG. 3.10 – Principe de la ḿethode de forcage complexe

Ces deux́etapes ainsi que la détection des pics de résonance sont automatisées
permettant̀a l’utilisateur une utilisation simplifíee de cette ḿethode.

3.5 Calcul des modes propres : d́etermination de
la forme spatiale du mode

Le calcul des modes propres consiste dans notre approcheà d́eterminer les
amplitudesA+,A− de chaque tube. La valeur de ces amplitudes est définie ar-
bitrairement̀a une constante près, par contre le rapport des valeurs des ampli-
tudes appartenant aux différents tubes est fixe et caractéristique du mode. Dans
la méthodologie suivie dans le code Soundtube, le calcul de la structure spa-
tiale des modes propres est sépaŕe du calcul des fŕequences propres. En effet, si
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ω est une pulsation propre de la configuration détermińee par la ḿethode mo-
dale ou la ḿethode de forçage, la relation matricielle 3.23 n’est pas inversible,
le syst̀eme ne peut donĉetre ŕesolu et par voie de conséquence l’́evaluation des
amplitudes impossible. ainsi, en pratique, on procède de la manière suivante
pour calculer les amplitudes de chaque tube :

1. On se donne la valeur (complexe) de la fréquence propre dont on cherche
le mode. Soitω la pulsation propre associée.

2. On fixe arbitrairement la valeur d’une des amplitudes d’un des tubesà la
valeur unit́e. Par souci de ǵeńeralit́e, on choisitA+

1 = 1,0+ 0,0× i, on
rappelle que les amplitudes sont des grandeurs complexes.

3. A ce stade, pour une configurationà n tubes, le système matriciel com-
porte donc 2n relations de saut et conditions limites pour 2n−1 inconnues
(amplitudes des ondes dans chaque tube). Le système est donc sur-défini.
Une des relations est alors arbitrairement supprimée, en l’occurence la re-
lation de conservation du débit volumique de la première intersection. En
appelantMbis(ω) la matrice de taille 2n−1 correspondant̀a la matrice
M(ω) dans laquelle on a supprimé la relation de conservation du débit
volumique de la première intersection et dans laquelle on a supprimé les
contributions deA+

1 dans toutes les relations de saut et conditions limites
pour les regrouper dans un vecteurb, on obtient la relation suivante :

M(ω).


A+

1
A−1
...

A+
n

A−n

= 0⇐⇒Mbis(ω).


A−1
...

A+
n

A−n

= b (3.40)

4. On ŕesout le syst̀eme avec la matriceMbis(ω) issue de la relation 3.40 afin
de d́eterminer le vecteur(A−1 , ...,A−n )H . Etant donńe, la taille des matrices
retenues (n < 50), la ŕesolution du système est ŕealiśe par une ḿethode
de d́ecomposition LU [93].

3.6 Validation sur configurations acad́emiques

Cette section montre un exemple de validation du code Soundtube dans une
situation òu une solution analytique est dérivable. Dans le cas d’une configura-
tion avec flamme active suffisament simple, une solution analytique peutêtre
est obtenuèa partir des ŕesultats sans terme source c’est pourquoi ce dernier
cas est tout d’abord envisagé. D’autres exemples de validation sont disponibles
en annexe (Annexe B) mettant en jeu différentes caractéristiques du code.
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Tube simple avec saut de temṕerature et sans flamme active

On consid̀ere le cas d’un tube simple de longueurL, de sectionS constante,
fermé à son entŕee et ouvert en sortie. Celui-ci contientégalement une flamme
plane en son centre considéŕee dans un premier temps comme passive acousti-
quement : on entend par ce terme que la flamme induit un saut de température
moyenne mais ne répond cependant pas aux fluctuations acoustiques du milieu
( les param̀etres de sa fonction de transfert sont nuls). En amont de l’inter-
face, la temṕerature est considéŕee uniforme est́egaleà 300K et en aval, la
temṕerature s’́elèveà 1200K. La figure 3.11 illustre la situation en question.
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FIG. 3.11 – Tube simple sans flamme active

Suivant le formalisme introduit dans ce chapitre et au chapitre 1, la fréquence
propre f = ω/(2π) se d́eduit des deux relations de réflexion et des relations de
sauts de pression et de vitesse au niveau de la flamme :
• Condition de ŕeflexion en entŕee :

R1 = 1 =⇒ A+
1 = A−1 (3.41)

• Condition de ŕeflexion en sortie :

R2 =−1 =⇒ A+
2 ei.k.L/2 =−A−2 (3.42)

• Relation de saut en pression au niveau de la flamme passive :

p̂1(L/2) = p̂2(L/2) =⇒ A+
1 .ei.k.L/2 +A−1 .e−i.k.L/2 = A+

2 +A−2(3.43)

• Relation de saut en vitesse au niveau de la flamme passive :

S.û1(L/2) = S.û2(L/2) =⇒ Θ.(A+
1 .ei.k.L/2−A−1 .e−i.k.L/2)

−A+
2 +A−2 = 0 (3.44)

Avec, dans cette section,k = ω/c1 le nombre d’onde dans les gaz frais etΘ =
(ρ1c1)/(ρ2c2) = 1/2. En combinant ces quatre relations, on obtient finalement
la fonction caract́eristique suivante :

cos(
k.L
4

)
(
−3cos2(

k.L
4

)+2
)

= 0 (3.45)
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Les fŕequence propres sans flamme activef0 = ω0/(2π) = k0c1/(2π) vérifient
donc :

cos(
k.L
4

) = 0 ou cos2(
k.L
4

)− 2
3

= 0 (3.46)

Compte-tenu des caractéristiques de la configuration en question, les quatres
premiers modes propres longitudinaux détermińes analytiquement et par Sound-
tube sont fournis au tableau 3.1. Etant donné les conditions limites purement
réfléchissantes choisies et l’absence de flamme active, tous les modes sont mar-
ginalement stables c’està dire que leur taux de croissance est nul.

Analytique Soundtube Soundtube Structure
(méthode modale) (méthode forçage) modale

1er mode 272,069 272.074−10−14i 272.074−2×10−14i Fig. 3.12
2iememode 694,361 694,374+5×10−15i 694,374+7×10−15i Fig. 3.13
3iememode 1116,653 1116,673+1×10−14i 1116,673−3×10−15i Fig. 3.14
4iememode 1660,791 1660,821+3×10−15i 1660,821−10−14i Fig. 3.15

TAB . 3.1 – Fŕequences propres (enHz) dans le cas d’un tube simple sans flamme
active

FIG. 3.12 – Structure du premier mode propre (f = 272Hz) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de
droite).

Tube simple avec saut de temṕerature et avec flamme active

On consid̀ere la m̂eme configuration que préćedement avec cette fois-ci une
flamme active śeparant les gaz frais des gaz chauds, la situation correspond
alorsà celle de la figure 3.16. Dans un soucis de simplicité, la fonction de trans-
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FIG. 3.13 – Structure du deuxième mode propre (f = 694Hz) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de
droite).

FIG. 3.14 – Structure du troisième mode propre (f = 1117Hz) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de
droite).

fert de flamme choisie ne sera dépendante que de la vitesse acoustique. Dans
ces conditions, seules la relation de saut sur la vitesse acoustique (Eq. 3.44)
sera modifíee. Compte-tenu du formalisme introduità la section 3.2, la rela-
tion de saut de vitesse acoustique au niveau de la flamme s’écrit :

S.û1(L/2)+
γ−1
γp̄

ˆ̇Q = S.û2(L/2) =⇒ 1
2
(1+neiωτ).(A+

1 .ei.k.L/2−A−1 .e−i.k.L/2)

−A+
2 +A−2 = 0 (3.47)

Cette dernìereéquation combińee aux relations 3.41, 3.42 et 3.43 permet d’abou-
tir à la fonction caractéristique suivante :

cos(
k.L
4

)
(

nei.ω.τsin2(
k.L
4

)−3cos2(
k.L
4

)+2
)

= 0 (3.48)
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FIG. 3.15 – Structure du quatrième mode propre (f = 1660Hz) du tube simple
sans flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure
de droite).
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FIG. 3.16 – Tube simple avec flamme active

Il apparâıt que deux familles de modes propres vérifient cettéequation :
• Une premìere famille de modes qui n’est pas influencée par la fonction de

transfert de flamme et dont les fréquences sont détermińees par la relation
suivante :

cos(
k.L
4

) = 0 (3.49)

• Une deuxìeme famille de modes propres reliésà la fonction de transfert de
flamme. La d́etermination analytique de ces modes peutêtre obtenue par la
méthodologie introduite par [17] et décrite par [26, 94]. On se place donc
dans le cas d’une flamme dont la réponse acoustique est très faible (c’est
à dire avec un indice d’interactionn� 1). Les fŕequences propres avec
flamme activef se d́eterminent alors̀a partir d’un d́eveloppement limit́e
de la relation 3.48 autour des fréquences propres sans terme sourcef0. En
appelantδ f le décalage fŕequentiel induit par la flamme active (f = f0+δ f ),
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on obtient dans ces conditions les relations suivantes :

ℜ(δ f ) =
−n.c1

9πL
.

cos(ω0τ)
sin(ω0L

4c1
).cos(ω0L

4c1
)

(3.50)

ℑ(δ f ) =
−n.c1

9πL
.

sin(ω0τ)
sin(ω0L

4c1
).cos(ω0L

4c1
)

(3.51)

Dans le cas présent, les valeurs des paramètres de la fonction de transfert de
flamme retenues sont :
• n(ω) = n = 0.01
• τ(ω) = τ = 2,7×10−3 s
Dans ces conditions, la comparaison des fréquences propres obtenues analyti-
quement̀a l’aide des relations 3.50 et 3.51 et des fréquences obtenues par les
diff érentes ḿethodes de Soundtube est fournie au tableau 3.2.

Analytique Soundtube Soundtube
(méthode modale) (méthode forçage)

1er mode 272,126+0,519i 272,124+0,514i 272,124+0,514i
2iememode 694,377+0,0i 694,377+2×10−14i 694,377+3×10−15i
3iememode 1117,198+0,049i 1117,196+0,053i 1117,196+0,053i
4iememode 1661,348−0,052i 1661,351−0,047i 1661,351−0,047i

TAB . 3.2 – Fŕequences propres (enHz) dans le cas d’un tube simple avec flamme
active

Autres exemples de validations

Se reporter̀a l’annexe B.



Chapitre 4

Calcul des modes propres
thermoacoustiques par une
approche tridimensionnelle

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de décrire le code de calcul de modes propres thermoa-
coustiques tridimensionnels appelé AVSP. L’extension de l’approche réseaùa
des configurations tridimensionnelles géńerales apparaı̂t difficile sans perdre
les qualit́es de souplesse et rapidité de celle-ci. On choisit d’opter pour une
approche diff́erente sur ce type de configuration en revenantà la ŕesolution du
probl̀eme aux valeurs propres associé à l’équation de Helmholtz (Eq. 1.46).
Cetteéquationétant locale et ne supposant aucunes formes de solutions par-
ticulières pour le champ ˆp, l’approche sera par essence tridimensionnelle. La
discŕetisation utiliśee plus ”classique” de cetteéquation induit l’utilisation d’un
maillage plus important qu’un maillage de type ”réseau” - typiquement quelques
dizaines de milliers de points au lieu de quelques dizaines de tubesélémentaires
- et en conśequence les calculs seront plus longs. Néammoins, dans cette ap-
proche comme dans l’approche ”réseau”, on ne se focalise que sur les fluc-
tuations acoustiques correspondant aux premières harmoniques du système
étudíe ; autrement dit, l’hypoth̀ese de grandes longueur d’ondes (c’està dire
de m̂eme ordre de grandeur que les dimensions de la configurationétudíee) est
conserv́ee et par conśequent le maillage requis sera toujours considérablement
moins dense qu’un maillage de simulation LES ou U-RANS. Typiquement,
une configuration correspondantà une turbinèa gaz entìere ńecessitera quelques
dizaines de milliers de points dans l’approche dévelopṕee dans cette section au
lieu de plusieurs millions, et m̂eme plusieurs dizaines de millions, dans le cas

107
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d’une simulation instationnaire réactive classique. Toutefois, dans le cadre du
développement d’outils de conception de turbinesà gaz, la lenteur relative, en
comparaison de l’approche réseau, de cette ḿethodologie pourrait limiter son
intér̂et. Pour y reḿedier, on d́ecide de d́evelopper un code capable de résoudre
numériquementen parallèle le probl̀eme aux valeurs propres posé. Le gain de
temps ǵeńeŕe permettra alors d’étudier le comportement acoustique de confi-
gurations industrielles en quelques dizaines de minutes, au plus en quelques
heures. Pour parvenir̀a developper ce type d’outil en un temps raisonnable,
son architecture parallèle emprunte celle du code LES dévelopṕe au CER-
FACS appeĺe AVBP [95]. En ce qui concerne la prise en compte de la com-
bustion, celle-ci aboutit dans la nouvelle approcheà s’int́eresser̀a un probl̀eme
aux valeurs propres impossibleà ŕesoudre directement par les méthodes clas-
siques. En effet, les différentes fonctions de transfert abordéesà la section 1.3
montrent que la ŕeponse acoustique d’une flammeà un mode donńe d́epend̀a la
fois de la forme de celui-ci maiśegalement de sa fréquence ce qui se traduit par
une mod́elisation du typê̇q(ω, p̂) = H (ω, p̂). Par conśequent le terme source
thermoacoustique dans l’équation de Helmholtz 1.46 s’écrit dans sa forme la
plus ǵeńerale comme :

iω(γ−1) ˆ̇q = iω(γ−1)H (ω, p̂)

= N (ω, p̂) (4.1)

En appelantL le principal oṕerateur de l’́equation de Helmholtz 1.46 :

C −→ C
p̂ 7−→ L(p̂) = ∇.(c2∇p̂) (4.2)

le probl̀eme aux valeurs propres associé s’́ecrit donc{
(L−N (ω))p̂ =−ω2p̂
+ Conditions Limites

Dans sa forme discrétiśee, ce probl̀eme se traduit par la recherche des valeurs
propresλ =−ω2 et vecteurs propres d’une matriceM elle-même fonction des
valeurs propres recherchées :

M(λ)p̃ = λp̃ (4.3)

Avec p̃ la forme discŕetiśee du champ ˆp. La d́ependance en fréquence de
l’opérateurN n’étant pas polynomiale, le problème aux valeurs propres ainsi
pośe est alors difficilement soluble par les méthodes classiques d’algèbre comme
on le verràa la section C.
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On va consid́erer dans un premier temps le problème sans flamme active et
s’intéresser notammentà sa discŕetisation et̀a la prise en compte des condi-
tions limites. Puis, on abordera la prise en compte de la flamme en tant que
terme source thermoacoustique, celle-ciétant principalement fondée sur deux
approches diff́erentes :
• une prise en comptèa l’aide d’un d́eveloppement asymptotique autour de

l’ état sans flamme active.
• une prise en compte par réduction du probl̀eme sous forme algébrique ”clas-

sique”.

4.2 Problème aux valeurs propres sans flamme ac-
tive

4.2.1 Discŕetisation de l’équation de Helmholtz

On consid̀ere le probl̀eme aux valeurs propres 1.46 sans terme source :{
∇.c̄2∇p̂+ω2p̂ = 0 dansΩ
+ Conditions Limites surΓ

(4.4)

L’ équation concerńee est donc unéequation aux d́erivées ordinaires dont l’oṕerateur
principal est l’oṕerateurL défini à la relation 4.2. La discrétisation de cet
opérateur est ŕealiśee par une ḿethode de volumes finis d’ordre 2 de type ”cell-
vertex” c’està dire une ḿethode dans laquelle les inconnues sontévalúees aux
noeuds du maillage. Cette méthode est empruntée aux sch́emas nuḿeriques
du code LES appelé AVBP[95, 96] et utiliśe au laboratoire CERFACS. Les
maillages pris en compte sont non structurés et le type de maille utilisé t́etrah̀edrique
en trois dimensions et triangulaire en deux dimensions.

Méthode de discŕetisation

La méthode s’int́eressèa la discŕetisation de l’oṕerateur principal du problème
aux valeurs propreśetudíe soitL(p̂)= ∇.(c2∇p̂). Concr̀etement dans la ḿethode
numérique retenue, il s’agit, pour un champ de pression acoustique connu ˆp,
d’approcher en tout pointj du maillage la valeurL(p̂) j parLΩ j ce qui s’́ecrit,
à l’aide d’une int́egration de Gauss :

LΩ j =
1

VΩ j

Z
VΩ j

∇.(c2∇p̂)dV

=
1

VΩ j

Z
∂Ω j

(c2∇p̂).~ndS (4.5)
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Dans cette relation,Ω j repŕesente une cellule de contrôle centŕee autour du
point j tandis queVΩ j et ∂Ω j repŕesentent respectivement le volume et la sur-
face de la cellule. Enfin, le vecteur~n est le vecteur normal̀a la surface de la
cellule orient́e vers l’int́erieur. L’évaluation nuḿeriqueL̃ j de L j est ŕealiśee
en sommant les flux~FΣm = (c2∇p̃)Σm issus de chaque paroism constituant la
surface∂Ω j ; chacune de ces parois possède une surface|~dΣm| et une normale
~dΣm/|~dΣm| intérieureà la cellule. D’òu la formulation suivante :

L̃Ω j =
1

VΩ j
∑

m∈∂Ω j

~FΣm. ~dΣm (4.6)

Compte-tenu de l’approche ”cell-vertex” retenue, le flux au niveau de chaque
facemn’est pas directement disponible et doit doncêtre calcuĺeà partir des ses
valeurs~Fνk aux différents noeudsνk. Cette oṕeration est ŕealiśee en consid́erant
que la valeur de chacunes des composantes de ce fluxévoluent lińeairement sur
les faces. En appelantM le nombre total de facem de la celluleΩ j entourant
le noeudνk de cette cellule, on d́efinit alors le vecteur~dΣνk comme :

~dΣνk =
M

∑
m=1

~dΣm (4.7)

On vérifie alors que∑k∈Ω j
~dΣνk = 0 aveck∈Ω j l’ensemble des noeuds ap-

partenant̀a la celluleΩ j . Dans ces conditions, la relation 4.6 s’écrit :

L̃Ω j =
1

NdVΩ j
∑

k∈Ω j

~Fνk. ~dΣνk (4.8)

où Nd est la dimension du problèmeétudíe ; ce coefficient apparaı̂t avec l’hy-
poth̀ese d’́evolution lińeaire du flux sur les faces de la cellule. La figure 4.1
illustre le calcul dẽLΩ1 au noeud 1 sur un maillage bidimensionnel.
Il apparâıt donc que le calcul dẽLΩ j nécessite la connaissance du vecteur flux
c2∇p̃ aux noeuds de la cellule en question. L’évaluation requise du gradient
de p̃ se fait de la m̂eme manìere que le calcul de la divergence dec2∇p̃. Ce-
pendant, dans la ḿethode nuḿerique utiliśee par AVSP, les noeudsνk de la
celluleΩ j au niveau desquels le vecteur flux est calculé ne correspondent pas
aux points du maillage mais aux centres des mailles entourant le pointj. Ceci
implique que la celluleΩ j ne constitue donc pas une maille. La situation est
illustréeà la figure 4.2. Le calcul de(∇p̃)νk au centre de la mailleΩνk s’écrit
donc :

(∇p̃)νk =
1

NdVΩνk
∑

l∈Ωνk

p̃Σl
~dΣl (4.9)
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FIG. 4.1 – Calcul dẽLΩ1 au noeud d’indice 1̀a partir des flux aux noeudsνk.

Avec l ∈Ωνk l’ensemble des noeudsl constituant la mailleΩνk. De plus, le
calcul des flux aux centresνk nécessitéegalement la valeurcνk de la vitesse du
son d́etermińee comme la moyenne des valeurs aux noeuds de la maille :

cνk =
1

NΩνk

NΩνk

∑
l=1

cl (4.10)

Avec NΩνk, le nombre de noeuds constituant la mailleΩνk. Une fois ces gran-
deurs connues, les flux aux noeuds de la celluleΩ j peuventêtre calcuĺes
comme~Fνk = c2

νk
(∇p̃)νk.

Par analogie au cas monodimensionnel dans lequelδ est le pas de discrétisation
du maillage, la ḿethode nuḿerique d’AVSP utilise donc un stencilà 2δ. Ceci
permet d’́eviter le calcul de modes propres purement numériques, et donc
non acoustiques, appelés ”wiggle” qui surviennent avec l’utilisation d’un sten-
cil à 4δ. Ce terme d́esigne une fluctuation non nulle, du champ discrétiśe,
à l’intérieur du stencil d’un point donné et qui a la caractéristique d’̂etre indis-
cernable, pour l’oṕerateur nuḿerique, d’une fluctuation uniforḿement nulle.

4.2.2 Prise en compte des conditions limites

Dans le cas le plus géńeral, une condition limite acoustique s’écrit sous la
forme d’une imṕedance ŕeduiteZ (voir Eq. 1.47). Ńeammoins, pour certaines
valeurs particulìeres de cette dernière, il est plus commode, numériquement
et physiquement parlant, d’utiliser une expression simplifiée. En appelant~n la
normale int́erieure du bord considéŕe, trois types de conditions limites peuvent
alors luiêtre appliqúe dans AVSP (voir section 1.2.4) :
• p̂ = 0 au bordΓD.
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FIG. 4.2 – Calcul du fluxFν1 au pointν1 à partir des valeurs aux noeuds de la maille
Ων1

• û.~n = 0 au bordΓN.
• 1/Z = ρ̄cû.~n/p̂, qui correspond̀a une admittance géńerale de valeur quel-

conque, au bordΓZ. L’emploi d’une admittance sera préféŕe à celui d’une
impédance uniquement pour des raisons de simplicité de formulation du
probl̀eme.

Condition limite de type p̂ = 0

Cette condition limite peut-être vue comme une impédance nulle (Eq. 1.58),
cependant il est beaucoup plus pratique numériquement de la considérer comme
une condition de Dirichlet sur la pression. En effet, l’objectif du code AVSP
est de d́eterminer les modes propres de la configurationétudíee c’està dire
connâıtre en tout point du maillage la valeur des modesà travers le champ de
pression acoustique. Or au niveau de la frontièreΓD où s’applique la condition
de Dirichlet, cette valeur est par définition connue, et en l’occurence nulle. Par
conśequent le domaine de rechercheΩ dans lequel les modes sont recherchés
peut-̂etre restreint̀a la zoneΩ−ΓD, en particulier le calcul dẽL n’est donc
pas ńećessaire au niveau des noeuds deΓD. Ainsi si on appelleN le nombre
de noeuds du maillage deΩ et ND le nombre de noeuds sur la frontièreΓD
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correspondant auxND premiers noeuds du maillage, alors :

p̃ =



p̃1 = 0
...

p̃ND = 0
p̃ND+1

...
p̃N


et L̃(p̃) =

 L̃(p̃)ND+1
...

L̃(p̃)N

 (4.11)

Le champ de pressiońevalúe sur le domaineΩ−ΓD est alors appelé p̃Ω−ΓD. On
remarqueráegalement que l’évaluation dẽL au niveau des noeuds voisins du
bordΓD nécessite la valeur de ˜p aux noeuds de ce m̂eme bord. Par conséquent,
au-de l̀a de la ŕeduction du domaine de calcul, la condition limite de type
Dirichlet est effectivement prise en compteà travers le calcul de l’oṕerateur
L̃ . Ainsi, en appelantA ∈ C(N−ND)2

la matrice repŕesentant l’oṕerateurL̃ , le
probl̀eme nuḿerique aux valeurs propres avec conditions limites de Dirichlet
s’écrit :

Ap̃Ω−ΓD =−ω2p̃Ω−ΓD (4.12)

Condition limite de type û.~n = 0

Cette condition limitéequivautà une imṕedance infinie (Eq. 1.58), ce qui bien
sûr n’est pas mod́elisable comme tel nuḿeriquement. L’́equation 1.54 montre
que, dans ce cas, on peut substituerà cette dernìere une condition limite de
type von Neumann sur la pression∇p̂.~n = 0. Ce type de condition limite est
pris en compte naturellement par la méthode nuḿerique utiliśee dans AVSP
qui ignore les flux̀a la paroi. Cet aspect est illustré par l’exemple de la figure
4.3. Dans ce cas bidimensionnel, le calcul deL̃ au niveau de la celluleΩ1,
ayant pour centre le noeud 1 situé sur un bord, s’écrit :

L̃Ω1 =
1

VΩ1

(
~FΣ1.

~dΣ1 +~FΣ2.
~dΣ2︸ ︷︷ ︸

1
2

~Fν1. ~dΣν1

+~FΣ3.
~dΣ3 +~FΣ4.

~dΣ4︸ ︷︷ ︸
1
2

~Fν2. ~dΣν2

+~FΣ5.
~dΣ5 +~FΣ6.

~dΣ6︸ ︷︷ ︸
1
2

~Fν3. ~dΣν3

+

~FΣ7.
~dΣ7 +~FΣ8.

~dΣ8︸ ︷︷ ︸
flux à la paroi

)
Donc dans le cas d’une condition limite de von Neumann sur la pression, cette
relation devient :

L̃Ω1 =
1

2VΩ1

( 3

∑
j=1

c2
ν j

∇p̃ν j .
~dΣν j +c2

Σ7
∇p̃Σ7.~n︸ ︷︷ ︸

0

|~dΣ7|+

c2
Σ8

∇p̃Σ8.~n︸ ︷︷ ︸
0

|~dΣ8|
)

(4.13)
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FIG. 4.3 – Calcul̀a la paroi dẽL au noeud d’indice 1.

Le flux aux parois n’́etant pas pris en compte par la méthode nuḿerique, la
condition limite de type von Neumann est donc appliquée par d́efaut lors du
calcul deL̃ sur un noeud de bord. Par conséquent, le problème aux valeurs
propres matriciel̀a ŕesoudre s’́ecrit toujours :

Ap̃Ω−ΓD =−ω2p̃Ω−ΓD

Pour des raisons de commodité, on consid́erera par la suiteA comme une ma-
trice de tailleN dont lesND premìeres lignes sont identiquement nulles et
on étendra son application au vecteur ˜p. Dans ces conditions, la matriceA
repŕesente donc l’oṕerateurL̃ sur l’ensemble des noeuds deΩ−ΓZ et par la
même, les conditions limites de Dircihlet et von Neumann. Le problème aux
valeurs propres matriciel s’écrira donc pour les noeuds en question :

Ap̃ =−ω2p̃ (4.14)

Condition limite de type admittance

Du point de vue nuḿerique cette condition limite signifie que, au niveau d’un
point de la frontìere ΓZ, un flux c2∇p̃.~n provenant de la paroi existe et que
celui-ci est relíe à la valeur de la pression en ce point. Ce lien apparait en
reformulant l’expression de l’imṕedance (Eq. 1.47)̀a l’aide de l’́equation de
conservation de quantité de mouvement lińeariśee (Eq.1.37) :

1
Z

=
c∇p̂.~n
iωp̂

(4.15)
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Ainsi, le flux en question au niveau de la paroi de normale intérieure~n s’écrit :

c2∇p̂.~n =
iωcp̂

Z
(4.16)

Pour une cellule centrée sur le noeudj, ce flux de paroi seráevalúe par la for-
mule 4.16,̀a partir de la valeur de la pression uniquement au noeudj. Autre-
ment dit, on consid̀ere la pression constante sur les faces de la cellule contigues
à la paroi. Si l’on reprend l’exemple de la figure 4.3, l’équation 4.13 s’écrit
dans ce cas :

L̃Ω1 =
1

2VΩ1

( 3

∑
j=1

c2
ν j

∇p̃ν j .
~dΣν j +c2

Σ7
∇p̃Σ7.~n|~dΣ7|+c2

Σ8
∇p̃Σ8.~n|~dΣ8|

)
=

1
2VΩ1

( 3

∑
j=1

c2
ν j

∇p̃ν j .
~dΣν j +

ω
Z

ic1p̃1.(|~dΣ7|+ |~dΣ8|)
)

(4.17)

Les implications de la prise en compte de l’admittance sur la nature du problèmes
aux valeurs propres posé sont tr̀es importantes car la résolution de ce problème
suppose la connaissance du flux des parois deΓz qui lui-même est paraḿetŕe par
la valeur propre recherchée.Pour contourner cette difficulté, il convient d’ex-
primer ce flux de manière globale afin de l’inclure dans le problème matriciel
à ŕesoudre. Pour cela, la dépendance fréquentielle du flux de bord doit̂etre
sṕecifiée. En effet, dans le cas géńeral, l’impédance, et donc l’admittance, est
une fonction de la fŕequence ; or la nature de cette fonction va conditionner la
rapidit́e sinon l’existence de la ḿethode de ŕesolution du probl̀eme aux valeurs
propres modifíe. Dans un premier temps, nous allons considérer l’impédance
constante (mais toujours complexe)Z(ω) = Z puis, compte-tenu de la ḿethode
choisie nous chercheronsàétendre son applicatioǹa des formes de 1/Z(ω) par-
ticulières. Dans ce cas l’extension de l’équation 4.17̀a l’ensemble des noeuds
du maillage induit la relation suivante :

Ap̃︸︷︷︸
L̃ issu deΩ∪(Γ−ΓZ)

+ ωBZ p̃︸ ︷︷ ︸
L̃ issu deΓZ

+ω2p̃ = 0 (4.18)

Avec BZ ∈ CN×N une matrice diagonale au niveau des noeuds deΓZ et identi-
quement nulle ailleurs :

(BZ) jk =

{
0 si j 6= k

ic j |~dΣ j |/Z si j = k et j ∈ ΓZ

Le probl̀eme aux valeurs propres matriciel obtenu s’exprime donc sous la
forme d’une fonction deω. Cette fonctionétant polynomiale, il existe des
techniques de résolution [97] permettant de résoudre le problème aux valeurs
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propres associé . Celles-ci requierent notamment le changement de variable
suivant :

t̃ =
(

ωp̃
p̃

)
M =

(
−BZ −A

I 0

)
(4.19)

Alors l’ équation 4.18 peut se mettre sous la forme d’un problème aux valeurs
propres ”classique” :

Mt̃ = ωt̃ (4.20)

En fait, il est possible de géńeraliser cette technique pour tout problème aux
valeurs propres polyn̂omial d’ordren, la taille du syst̀eme matriciel obtenu est
alorsn×N. Le côut de calcul pour un doublement du système reste raisonnable
mais il pourrait s’av́erer ŕedibitoire au-de l̀a. On va donc s’int́eresser̀a des
formes de 1/Z(ω) aboutissant̀a un probl̀eme aux valeurs propres polynomial
demeurant d’ordre 2 au plus. Compte-tenu du lien entre admittance et fluxà la
paroi (Eq.4.16), l’admittance envisagée s’́ecrit sous sa forme la plus géńerale :

1
Z(ω)

=
α
ω

+
1

Zcst
+βω (4.21)

Avec (α,Zcst,β) ∈ C3. Dans le cas particulier de la figure 4.3, l’équation 4.17
devient donc :

L̃Ω1 =
1

2VΩ1

( 3

∑
j=1

c2
ν j

∇p̃ν j .
~dΣν j + iαc1p̃1.(|~dΣ7|+ |~dΣ8|)

+
ω

Zcst
ic1p̃1.(|~dΣ7|+ |~dΣ8|)+ω2iβc1p̃1.(|~dΣ7|+ |~dΣ8|)

)
(4.22)

Par conśequent, le problème aux valeurs propres matriciel s’écrit sous sa forme
la plus ǵeńerale comme :

(A+BZα)p̃+ωBZcst p̃+ω2(I +BZβ)p̃ = 0 (4.23)

Avec I la matrice identit́e de tailleN et(BZα,BZcst,BZβ)∈ (CN×N)3 les matrices
assocíees respectivement au premier, second et troisième terme de droite de
l’expression 4.21. En appelantΓZα,ΓZcst,ΓZβ les frontìeres òu s’appliquent (par

correspondance de notation) les trois termes en question, les df́initions de ces
matrices sont les suivantes :
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(BZα) jk =

{
0 si j 6= k
ic j |~dΣ j |α si j = k et j ∈ ΓZα

(4.24)

(BZcst) jk =

{
0 si j 6= k
ic j |~dΣ j |/Zcst si j = k et j ∈ ΓZcst

(4.25)

(BZβ) jk =

{
0 si j 6= k
ic j |~dΣ j |β si j = k et j ∈ ΓZβ

(4.26)

Compte-tenu de la d́efinition deBZβ, on en d́eduit que la matriceI + BZβ est
non seulement diagonale mais aussi inversible , sous la condition∀ j β 6=
−1/(ic j |~dΣ j |). La matrice(I + BZβ)

−1 est donc une matrice diagonale dont
les éléments sont les inverses deséléments diagonaux de(I + BZβ). Ainsi en
multipliant à gauche l’́equation 4.23 par(I + BZβ)

−1, on obtient un problème
de forme similairèa celui de l’́equation 4.20 :

Mbist̃ = ωt̃ (4.27)

Avec toujours la m̂eme d́efinition pour t̃ et pour la matriceMbis ∈ C2N×2N

l’expression suivante :

Mbis =

(
−(I +BZβ)

−1BZcst −(I +BZβ)
−1(A+BZα)

I 0

)
(4.28)

Ainsi, pour certains types de variation fréquencielle de l’admittance, le problème
aux valeurs propres obtenus est réductible sous forme ”classique” et peut donc
être ŕesolu efficacement.

4.3 Problème aux valeurs propres avec flamme ac-
tive

4.3.1 Position du probl̀eme

On consid̀ere maintenant le problème 1.46 dans son ensemble. Commeénonće dans
les sections pŕećedentes, la difficult́e de ŕesolution de ce problème ŕeside dans
la dépendance fréquentielle du terme source thermoacoustique, en l’occurence
la fonction de transfert de flamme. Pour des raisons de simplicité de mise en
oeuvre, les ḿethodes de prise en compte de cette fonction dévelopṕees dans
cette étude ne seront appliquées qu’̀a la forme la plus basique de fonction
de transfert de flammèa savoir le mod̀ele n− τ (voir section 1.3.1). Celui-
ci relie les fluctuations du taux de dégagement de chaleur d’une flamme aux
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fluctuations de vitesse en un point de référence particulier, ce dernierétant
géńeralement choisi au niveau de l’injection de carburant [12]. Néammoins,
les ḿethodes d́evelopṕees dans cette section peuventêtre étendues sans dif-
ficultés th́eoriques apparentesà des fonctions de transfert plus géńerales afin
de prendre en compte l’influence des fluctuations de pression. Compte-tenu
du formalisme retenu dans cetteétude, le mod̀elen− τ ”classique” [26] prend
donc la forme suivante :Z

Vf lam

(γ−1)
γp̄

ˆ̇qdV = n(~x)eiωτ(~x)ûre f .~nre fSre f (4.29)

Avec ûre f et~nre f respectivement la vitesse acoustique au point de référence et
la normale de ŕeférence. Cette relatiońetant ”globale”, il convient d’adapter ce
mod̀ele au probl̀eme aux valeurs propres local qui nous intéresse :

ˆ̇q(~x) = η(~x,ω)eiωτ(~x,ω)ûre f .~nre f (4.30)

sous cette forme, le paramètre local d’interactionη de la flamme n’est pas
adimensionńe . On introduit donc le param̀etrenl défini comme suit :

ˆ̇q(~x)
¯̇q(~x)

= nl (~x,ω)eiωτ(~x,ω) ûre f .~nre f

ūre f .~nre f
(4.31)

Ainsi η = nl ¯̇q/(ūre f .~nre f).

Quelque soit la forme de fonction de transfert utilisée,à l’aide de l’Eq. 1.37
reliant les fluctuations de vitesse aux fluctuations de pression, le problème aux
valeurs propres avec terme source modélisé prend donc la forme suivante :{

∇.c̄2∇p̂− (γ−1)
ρ̄(~xre f )

η(~x,ω)eiωτ(~x,ω)(∇p̂)(~xre f).~nre f +ω2p̂ = 0 dansΩ
+ Conditions Limites surΓ

(4.32)

Ici, contrairement̀a la situation avec admittance, le type de non-linéarit́e en
ω n’est pas polynomiale. Le problème aux valeurs propres ainsi obtenu ne
peut donc paŝetre ŕesolu directement par des méthodes alǵebriques classiques
comme celles d́evelopṕees dans les sections préćedentes. On se propose donc
dans cette section d’explorer deux alternatives permettant d’appréhender la si-
tuation avec flamme acoustiquement active.

4.3.2 Prise en compte de la flamme active par un développement
asymptotique

Une premìere approche consistèa consid́erer l’influence de la flamme active
sur l’acoustique de la configuration comme une perturbation de l’état sans
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source thermoacoustique. Cette hypothèse s’appuie notamment sur diverses
observations exṕerimentales dans lesquelles la présence de la flamme modifie
avant tout, du point de vue acoustique, la stabilité des modes sans pour autant
bouleverser leur structure spatiale ni la partie réelle des fŕequences propres
assocíees. En pratique, cela signifie que les fréquences et les modes propres
(ω, p̂) du probl̀eme 4.32 sont recherchés sous la forme d’un développement
asymptotique autour des modes sans flamme active(ω0, p̂0) avec un petit pa-
ramètreε directement relier̀a l’intensit́e de la ŕeponse acoustique de la flamme.
Le grand avantage de cette approche réside dans sa rapidité. La d́etermination
des fŕequences propres par l’application de la formule analytique résultante
requiert le calcul des modes sans flamme actives mais pratiquement aucun
calculs suppĺementaires. L’inconv́enient de cette ḿethode ŕeside dans le fait
qu’elle ne peut offrir qu’une approximation des modes sans combustion solu-
tion du probl̀eme 4.32 et que, bien entendu, la qualité de cette approxiamtion
sera fonction de la valeur du petit paramètre utiliśe.
La suite de cette section est rédiǵee en anglais et a donnée lieuà un article
en cours de publication dans la revueInternational Journal for Numerical
Methods in Fluids[98]. Cette section constitue un exemple de validation de
la méthode de calcul des modes propres avec flamme activeà l’aide d’un
développement asymptotique (section 4.3.2). Le cas test envisagé est un tube
simple, contenant une flamme plane infiniment mince localisée au milieu de la
configuration. La flamme induit non seulement un saut de température moyen
mais constituéegalement un terme source thermoacoustique. Ici, les résultats
de AVSP sont comparésà des ŕesultats analytiques. Le choix de la fonction de
transfert de flamme ne correspond pasà une configuration expérimentale parti-
culière, par contre, plusieurs valeurs de l’amplitude de la fonction de transfert
de flamme (qui pilote directement la précision des ŕesultats de la ḿethode en
questionà travers la d́efinition deε) sont test́ees et notamment des valeurs de
configuration ŕealistes [67].

abstract

A new methodology to assess the effect of the flame/acoustics coupling on the
stability of the modes without combustion is presented. An asymptotic method
is used to account for the acoustic flame transfer function. The efficiency and
accuracy of the approach is demonstrated on an academic case similar to a
Rijke tube configuration.
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INTRODUCTION

It has been known for a long time that the coupling between acoustic waves
and flames in industrial systems can lead to high amplitude instabilities [8, 38,
99]. In addition to inducing oscillations of all physical quantities (pressure, ve-
locities, temperature, etc ...), these instabilities can increase the amplitude of
the flame motion and, in extreme cases destroy part of the burner due to large
heat transfer in the premixing tube. Since the equivalence ratio oscillates when
instabilities are present, there is a general trend for combustors to be more uns-
table when operating in the lean regime (more air injected than necessary to
burn the amount of fuel injected). Besides, due to new international constraints,
pollutant emissions must be reduced and many gas turbine manufacturers stra-
tegies consist in operating their systems under leaner and leaner conditions.
Consequently, there is a need to better understand combustion instabilities and
to predict them at the design level. The objective of this paper is to present a
methodology to predict unstable/stable thermo-acoustic modes of a combus-
tor. Since no assumptions about the geometry are required, this method can be
applied to realistic configurations [100]. The equations of linear acoustics are
first written in the case of three dimensional reactive flows and the problem is
closed by using flame transfer functions (which can be evaluated with Large
Eddy Simulation calculations on realistic configurations [94]. An asymptotic
expansion method is then developed in order to recover a classical eigenvalues
problem from these equations. Finally, the methodology is tested by computing
an academic example whose theoretical solution is known.

METHODOLOGY

Governing Equations

A suitable description of the thermo-acoustic instabilities can be derived by
making use of the perfect gas law and classical equations of fluid mechanics,
i.e. equations of mass, momentum and energy conservation. Besides, assump-
tions of constant mean pressure and low Mach number appear reasonable from
gas turbines observations. Moreover, since eigenmodes exhibited in practical
systems lie in the low/medium frequency domain, viscosity as well as ther-
modiffusivity may moreover be neglected. Under these assumptions, a wave
equation for small pressure perturbations may be derived [26] and reads :

∇.(c̄2∇p′)− ∂2p′

∂t2 =−(γ−1)
∂q̇′

∂t
(4.33)

where primed and overbarred variables stand for the thermo-acoustic pertur-
bation and mean variables respectively whereasp, c andq̇ stand for pressure,
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sound speed and rate of heat release. Note that the specific heat ratioγ has
been assumed constant for deriving this equation but the flow field fluctuations
are not supposed isentropic. Eq. 6.1 is thus relevant to any large scale of small
amplitude pressure fluctuations. Solving this equation requires a model for the
rate of heat release fluctuations ˙q′ in order to close the problem. As suggested
by the seminal studies of Crocco [10, 11] the flame is modeled as a purely
acoustic element, neglecting the effects of local turbulence, chemistry or heat
losses. The simplest model reads :

q̇′(~x, t)
¯̇q(~x)

= nl (~x)
u′(~xre f , t− τ(~x)).~nre f

ū(~xre f).~nre f
(4.34)

wherenl (~x) is a local interaction index andτ(~x) stands for a time lag between
the local unsteady heat release ˙q′(~x, t) and the acoustic velocityu′ at a refe-
rence position~xre f and direction~nre f . The other variables introduced are the
local mean rate of heat release¯̇q(~x) and the mean speed at the reference point
ū(~xre f). This formulation generalizes then− τ model [10, 11] used in the fra-
mework of one dimensional configurations with infinitely thin flames [26] to
the case of three dimensional flows with distributed combustion. Assuming
harmonic fluctuations of small amplitudes,p′ = ℜ(p̂(~x)e−iωt), with i2 = −1,
equations 6.1 and 6.2 can be combined with the linearized momentum equation
iωρ̄ū = ∇p̂ to give :

∇.(c̄2∇p̂)+ω2p̂ =
(γ−1) ¯̇q(~x)ρ̄(~xre f)ū(~xre f).~nre f

nl (~x)
eiωτ(~x)∇p̂.~nre f(~xre f)

(4.35)
This latter equation together with proper boundary conditions constitutes the
eigenvalue problem satisfied by the harmonic fluctuations ˆp in the flow domain
Ω bounded by the surface∂Ω = ∂ΩD∪∂ΩVN∪∂ΩZ. Three types of boundary
conditions have been considered :
– A Dirichlet conditionp̂ = 0 on∂ΩD.
– A Neumann condition̄u.~n = 0,~n the outward normal unit vector on∂ΩN.
– An admittance type condition on∂ΩZ which implies :

1
Z

=
−ic̄∇p̂.~n

ωp̂
(4.36)

whereZ is the reduced impedanceZ = p̂/(ρ̄c̄ū.~n).

Numerical approach

At first, the problem without source term is considered. This corresponds to the
case of an acoustically passive flame with zero unsteady heat release ˙q′. Note
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however that the mean heat release¯̇q is not necessary zero. Consistently, the
mean temperature and speed of sound may still be functions of space. Using
the classical Galerkin finite element method to discretize the problem and as-
suming 1/Z = α1/ω+α2 +α3ω , α1, α2, α3, complex constants, one ends up
with the finite dimension problem

[A][P]+ω[B][P]+ω2[P] = 0 (4.37)

where the matrix[A] of sizem represents the∇.(c̄2∇) operator and[B] repre-
sents the boundary terms. [P] is the column vector whose components are the
values of ˆp at themnodes of the finite element mesh. The resulting problem is
not linear anymore (with respect toω2) but this difficulty can be overcome by
using a suitable variable transformation [97]. A classical eigenvalue problem
of size 2×m can then be recovered and solved by an Arnoldi method [101].

Accounting for the unsteady combustion

The eigenvalue problem associated with Eq. 6.4 can not be solved directly by
classical methods developed for linear algebra. In the present approach, the
flame is considered as an element which slightly modifies the eigenmode wi-
thout combustion. Specifically, a global energy form of Eq. 6.4 is first derived
by multiplying this equation by ˆp and integrating overΩ :Z

Ω
p̂[∇.(c̄2∇p̂)+ω2p̂]dV =

Z
Ω

(γ−1) ¯̇q(~x)
ρ̄(~xre f)ū(~xre f).~nre f

nl (~x)eiωτ(~x) p̂∇p̂.~nre f(~xre f)dV

(4.38)
We then define the expansion parameterε = 1

VΩ

R
Ω nl (~x)dV and seek for the ei-

genmodes(ω, p̂) of Eq. 6.4 as a first order expansion around the modes without
combustion(ω0, p̂0) :

ω = ω0 + εω1 +o(ε2) (4.39)

p̂ = p̂0 + εp̂1 +o(ε2) (4.40)

Introducing these relations in Eq. 6.8 and keeping only first order terms give
the following equation :

Z
Ω

p̂0[∇.(c̄2∇εp̂1)+ω2
0εp̂1]dV = −2ε

Z
Ω

p̂2
0ω0ω1dV

+
Z

Ω

(γ−1) ¯̇q(~x)(∇p̂0.~nre f )(~xre f )
ρ̄(~xre f )ū(~xre f ).~nre f

nl (~x)eiω0τ(~x) p̂0dV (4.41)

The LHS term can be simplified by using a reduction order method [102] in
which p̂1 = p̂0F1, F1 being a spatial derivable function. Thanks to this relation,
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the LHS term of Eq. 6.12 becomes :Z
Ω

p̂0[∇.(c̄2∇εp̂1)+ω2
0εp̂1]dV = ε

Z
∂Ω

c̄2p̂2
0

~∇F1.~dS (4.42)

which is obviously null on∂ΩD sincep̂0 = 0. Moreover the eigenmodes with
flame (ω, p̂) and without flame (ω0, p̂0) verify the same boundary conditions,
one can show that∇F1.~dS= 0 on∂ΩN and that the following relation is valid
at the first order inε on ∂ΩZ,

∇F1.~dS=
iω1

c̄Z(ω0)

(
1− 1

Z(ω0)
∂Z
∂ω

(ω0)
)

dS (4.43)

Consequently, by introducing this relation in the RHS term of Eq. 6.13, an
expression for the perturbationεω1 can be obtained :

εω1 =
R

Ω ¯̇q(~x)p̂0nl (~x)eiω0τ(~x)(γ−1)(∇p̂0.~nre f)(~xre f)dV

ρ̄(~xre f)ū(~xre f).~nre f

[
2ω0

R
Ω p̂2

0dV +
R

∂ΩZ

ic̄p̂2
0

Z(ω0)

(
1− 1

Z(ω0)
∂Z
∂ω(ω0)

)
dS
]

(4.44)
In the case where the denominator of Eq .4.44 is not null, this equation provides
a simple way to check whether an eigenmode without combustion(ω0, p̂0) is
made stable (ℑ(ω0+εω1) < 0) or unstable (ℑ(ω0+εω1) > 0) by the coupling
with the unsteady flame.

ACADEMIC EXAMPLE OF APPLICATION

Description of the configuration and theoretical solution

The aforementioned method is tested on the configuration illustrated by Fig.
4.4. It deals with a two dimensional tube with a closed inlet, an opened outlet
and a mean temperature jump induced by a flame located at its middle. Since
the flame thickness is much smaller than the typical wave length, the flame is
considered as infinitely thin. Following the methodology of Poinsot and Vey-
nante [26], suitable jump relations across the flame provide a characteristic
relation matched by the pulsationω of the longitudinal modes,

cos(
kL
4

)[neiωτsin2(
kL
4

)−3cos2(
kL
4

)+2] = 0 (4.45)

wherek= ω/c1 stands for the wave number in the fresh gases. With the forma-
lism chosen in the second section, an eigenmode is unstable wheneverℑ(ω) is
positive. Besides, the classical one dimensionaln− τ model [26] used in Eq.
4.45 can be related to the model in Eq. 6.2 and :
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FIG. 4.4 – configuration retained for first order expansion method validation

ε =
c̄2(~xre f)

(γ−1)cp(T̄2− T̄1)
n (4.46)

wherecp is the massic heat capacity at constant pressure. In this simple example,
cp andγ are considered spatially constant and are equal to 1004.5J.K−1.kg−1

and 1.4 respectively . In addition, following Crocco [10, 11], the heat release
fluctuations are coupled to the velocity fluctuations in the fresh gas. In this
academic example it means that the theoretical reference position required for
defining the flame transfer function is chosen immediately upstream the flame,
i.e. at the abscissaxre f = 0.25m.

Application of the asymptotic expansion method

Although the configuration described in 4.3.2 is one dimensional, all the cal-
culations have been performed on unstructured two dimensional meshes with
triangular cells. Two kinds of mesh have been used : a first one with 561 nodes
and a second one, highly refined in the flame vicinity, with 5231 nodes. Two
main issues have been addressed :
– Optimal position of the reference point :

Because of the large temperature variation nearxre f , the computation of
the acoustic pressure gradient at the reference point (see Eq. 4.44) is not
reliable in the vicinity of the flame. To overcome this difficulty, the reference
location has been taken as the closest grid point to the flame in the fresh gas
viz. xre f = 0.24m for the 561 nodes mesh instead ofxre f = 0.25m for the
theoretical model. The refinement in the second mesh allows a reference
position closer to the theoretical value :xre f = 0.249m. Table 4.1 shows
that the results obtained with the two meshes are in close agreement with
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the theory : as long as the gap between the theoretical and the numerical
reference location is small in comparison with the eigenmode wavelength,
accurate computation can be performed.

xre f = 0.24m xre f = 0.249m xre f = 0.25m
coarse mesh (561 nodes) 270.4−0.087i X X
refined mesh (5231 nodes) 271.3−0.093i 271.4−0.088i X
theoretical 271.5−0.098i 271.6−0.088i 271.6−0.088i

TAB . 4.1 – Effect of reference position value and the grid resolution for the first eigen
frequency ;ε = 0.003,τ = 10−4s. Cross “X” indicates unfeasable calculation.

– Validity domain with respect to expansion parameterε value :
Three values of the expansion parameter are considered,ε = 0.003 (n =
0.01), ε = 0.33 (n = 1.0) andε = 1.6 (n = 5.0) in any case the time de-
lay beingτ = 10−4s. Eigen frequencies obtained in each case are compared
with theoretical solutions of Eq. 4.45. The results are available in Fig. 4.5
and displayed in the complex plane. As expected, the computed eigen fre-
quencies match the theoretical results for low values ofε. Discrepancies
appear forε values close to one but the error on the real part of the eigen
frequencies is bounded to 15% excepted for the first mode withε = 1.6.
Concerning the imaginary part of the eigen frequencies, the error is more
important but the stability of the mode, i.e. the sign of the imaginary part,
is always correctly predicted. Moreover, the third mode is always found the
most unstable. From these results, first order asymptotic expansion seems
to increase the shift induced by the flame in eigen frequency values but the
trend is correctly predicted even for expansion parameter values beyond its
theoretical application range (ε << 1).

CONCLUSION

A methodology to evaluate the stability of the thermo-acoustic eigenmodes
with an active acoustic flame has been proposed. Because of the particular
source term induced by the flame, a special treatment is required. An asympto-
tic expansion method used together a flame transfer function model allows to
assess how the unsteady combustion modifies the stability of the eigenmodes
of the system. This strategy is tested on an academic case. The method accura-
tely assesses the eigen frequencies for low to medium values of the expansion
parameterε and seems to predict correctly the trend whenε > 1. Further deve-
lopments will include the application to realistic gas-turbines configurations.
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FIG. 4.5 – Representation in the complex plan of the theoretical and computed eigen
frequencies

4.3.3 Prise en compte de la flamme active par une ḿethode
de point fixe

La principale difficult́e dans la ŕesolution du probl̀eme 4.32 ŕeside dans la
dépendance fréquentielle de la flamme. En admettant que,à la fŕequence propre
recherch́eeωth, la réponse acoustique de la flammeN th = N (ωth) soit connue,
la dépendance fréquentielle de la flamme ainsi figée permet alors d’aboutirà un
probl̀eme aux valeurs propres similaireà celui de la section 4.2.2 :{

(L−N th)p̂ =−ω2p̂
+ Conditions Limites

Ce qui se traduit matriciellement de la manière suivante en reprenant l’équation
4.23 avec conditions limites d’admittance :

(A+BZα−Nth)p̃+ωBZcst p̃+ω2(I +BZβ)p̃ = 0 (4.47)

Avec N la matrice de l’oṕerateurN . Toutefois, la connaissance deN th n’est
pas th́eoriquement accessible puisqu’elle dépend de la fŕequence propre re-
cherch́ee. L’idée d́evelopṕee dans cette section est donc de trouver un moyen
d’approcher cette valeur que l’on noteraN ap.
Une premìereétape consistèa calculer la ŕeponse de la flamme aux fréquences
détermińees sans flamme active. On fait donc l’hypothèse, commèa la section
4.3.2, que la flamme active modifie avant tout la stabilité des modes par rapport
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à la situation en son absence. En particulier, on suppose que les fréquences avec
et sans flamme active (respectivementωth etω0) sont suffisament proches pour
que la ŕeponse de la flammeN (ω0) constitue une bonne approximation de
N th. Cependant, il est en l’état impossible d’avoir effectivement une idée de
l’erreur commise par cette substitution. Pour remédierà ce probl̀eme tout en
améliorant l’évaluation deN th etωth, on cherchèaétendre la d́emarche initiale
en ayant recours̀a un processus itératif. Celui-ci consiste,̀a chaquéetapek,
en la ŕeévaluation de l’approximationω(k) de la fŕequence propre recherchée
en ŕesolvant le probl̀eme 4.47 dans lequelN ap est la ŕeponse de la flamme
à la fŕequenceω(k−1) détermińeeà l’étape pŕećedente. Au d́epart, la ŕeponse
acoustique de la flamme utilisée est celléevalúeeà la fŕequence propreω0 sans
flamme. L’algorithme est d́ecrit ci-dessous :

k = k−1 : ω(k) = ω(k−1) // résolution de :
(

L−N (ω(k))
)

p̂(k+1) =−ω2
(k+1) p̂(k+1)

rrffffffffffffffffffffffff

Err = |ω(k+1)−ω(k)|

si Err > ε

OO

avecErr la variation de la valeur de la fréquence d’une itérationà une autre
et ε la pŕecision d́esiŕee sur la valeur de la fréquence propre recherchée. L’ini-
tialisation est ŕealiśee avec :ω(0) = ω0. Cet algorithme d́efinit donc une suite
récurrente de la formeω(k) = F (ω(k−1)) avecF la fonctionnelle suivante :

ω(k) = F (ω(k−1))

=

√√√√√ p̃H
(k)

(
−L +N(ω(k−1))

)
p̃(k)

p̃H
(k) p̃(k)

(4.48)

Tout d’abord, on remarque que si l’algorithme converge, la fréquenceω(k) ob-
tenue au final est alors par définition une fŕequence proprèaε près. En outre, il
est posssible de prouver mathématiquement la convergence de cet algorithme
si celui-ci est appliqúe à un voisinage du mode propre de départω0. Cette
notion peut-̂etre, dans le contexte de cette partie, préciśee de la manière sui-
vante : on dira qu’un mode(ω(m+1), p̃(m+1)) vérifiant(L −N(ω(m)))p̃(m+1) =
−ω2

(m+1) p̃(m+1) est proche du mode sans flamme active(ω0, p̃0) si les deux
assertions suivantes sont vraies :
• Le mode perturb́e ω(m) se diff́erencie du mode sans flamme activeω0 avant

tout par sa stabilit́e, le d́ecalage fŕequentielδω(m) = ω(m)−ω0 sur la partie
réelle de la fŕequence propre induit par la flamme active est faible devant la
valeur de cette fŕequence :

|ℜ(δω(m))| � ω0 (4.49)
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Cette hypoth̀ese s’appuie sur de nombreuses obsvervations expérimentales
et est, entre autres, vérifiée dans l’exemple applicatif du chapitre 7 de cette
étude.
• La perturbation sur la structure spatiale du modeω0 peut être localement

importante mais reste globalement faible, la structure n’est donc pas bou-
leverśee ce qui se traduit mathématiquement par la caractéristque suivante
sur le produit scalaire du décalage modalδp̂(m+1) = p̂(m+1)− p̂0 et du mode
propre initial :

1
VΩ

∣∣∣Z
VΩ

(δp̂(m+1))
∗ p̂0dV

∣∣∣� 1
VΩ

Z
VΩ
|p̂0|2dV

du point de vue matriciel, cette propriét́e s’́ecrit :

|(δp̃(m+1))
H p̃0| � |p̃0|2 (4.50)

Encore une fois, cette propriét́e est v́erifiée notamment dans l’exemple ap-
plicatif du chapitre 7 de cettéetude.

Dans ces conditions, l’application du théror̀eme du point fixe [103]̀a la fonc-
tionnelle F au voisinage de la fréquence propreω0 permet de prouver la
convergence de l’algorithme en question. La version de celui-ci adaptée au
casétudíe est fournie ci-dessous :

Théorème 4.3.1 (du point fixe)SoitVω0 un voisinage deω0, c’est à dire un
compact deC tel que∀ω(m) ∈ Vω0 le mode associé à (ω(m), p̂(m)) vérifie les
relations 4.49 et 4.50. Si∀(ω(m),ω( j)) ∈ V2

ω0
∃K ∈ [0,1[ tel que :

|F (ω(m))−F (ω( j))| ≤ K|ω(m)−ω( j)|

Alors la suiteω(n+1) = F (ω(n)) converge.

Tout d’abord, on remarque que, d’après les relations 4.49 et 4.50, le résultat
suivant est obtenu :

p̃H
(m+1) p̃(m+1) ≈ |p̃0|2

Dans ces conditions, la fonctionnelle retenue prend la forme suivante :

|p̃2
0|F 2(ω(m)) = (p̃0 +δp̃(m+1))

H [−L +N(ωm)](p̃0 +δp̃(m+1))

= −p̃H
0 Lδp̃(m+1) + p̃H

0 N(ωm)p̃0 + p̃H
0 N(ωm)δp̃(m+1)−δp̃H

(m+1)Lδp̃(m+1)

+δp̃H
(m+1)N(ωm)p̃0 +δp̃H

(m+1)N(ωm)δp̃(m+1)− p̃H
0 L p̃0︸ ︷︷ ︸
−ω2

0|p̃0|2

− p̃H
(m+1)L p̃0︸ ︷︷ ︸
−ω2

0δp̃H
(m+1) p̃0
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Cette expression se simplifie grandement en tenant compte des ordres de gran-
deurs des diff́erents termes. Pour se faire on utilise une vitesse du son ca-
ract́eristiqueccar et une longueur caractéristiqueLcar. Dans le cas non trivial
où Lδp̃(m+1) 6= 0, on peut́ecrire :

|p̃H
0 Lδp̃(m+1)| ∝

c2
car

L2
car
|δp̃H

(m+1) p̃0|

Ainsi, en tenant compte de l’hypothèse 4.50, on en déduit que :

|p̃H
0 Lδp̃(m+1)| � |p̃H

0 L p̃0| (4.51)

En appliquant le m̂eme raisonnement aux termes faisant intervenir l’opérateur
matricielN, il vient :

F 2(ω(m)) ≈
1

|p̃2
0|

(ω2
0|p̃0|2 + p̃H

0 N(ωm)p̃0) (4.52)

Ainsi, on peut́ecrire :

|F (ω(m))−F (ω( j))| = |F 2(ω(m))−F 2(ω( j))|/(|F (ω(m))+F (ω( j))|)

≈
|p̃H

0 N(ωm)p̃0− p̃H
0 N(ω j )p̃0|

|p̃0|(
√

ω2
0|p̃0|2 + p̃H

0 N(ωm)p̃0 +
√

ω2
0|p̃0|2 + p̃H

0 N(ω j )p̃0)
(4.53)

Cette expression peut encore se simplifier en tenant compte de l’ordre de
grandeur de l’oṕerateurN. Ce dernier s’exprime uniquement sur la zone oc-
cuṕee par la flamme dont le volume correspondant est notéVf lam. Par commo-
dité on se place dans le cas d’une flamme aux caractéristiques homog̀enes sur
Vf lam. On appelle alorsηcar la valeur caract́eristique de l’amplitude locale de
la fonction de transfert dans la zone de flamme.Dans le cadre de l’utilisation
du mod̀elen− τ classique (Eq. 4.29), il apparait que la valeur de l’amplitude
de la fonction de transfert de flamme est de l’ordre de l’unité ([83]). Afin de
dimensionner le param̀etre η dans une situation où la flamme ŕepond parti-
culièrement aux fluctuations acoustiques, on choisira la valeurn = 5 dans la
suite du raisonnement. Dans ces conditions, on rappelle la relation 1.83 qui
permet d’obtenir le ŕesultat suivant :

ηcar ≈
γp̄

γ−1
Sre f

Vf lam
n

ηcar ∝ 2×106 Pa.m−1 (4.54)

En effet, dans le contexte des turbinesà gaz, les valeurs de ¯p et γ sont typique-
ment de l’ordre de 105Paet 1.4 respectivement. De plus, la section de référence
Sre f correspond ǵeńeralement̀a la section de l’injecteur du brûleur. Le volume
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Vf lam occuṕe par la flamme se caractérise quant̀a lui par une section moyenne
proche deSre f et par une longueur de flammeL f lam qui dans notre contexte est
de l’ordre de 0,1m.
Dans ces conditions, il apparait que :

|p̃H
0 N(ωm)p̃0| ≈

∣∣∣ 1
VΩ

Z
VΩ

p̂∗0ηcare
iωτ(γ−1)

∇p̂0(~xre f)
ρ̄(~xre f)

.~nre fdV
∣∣∣

∝
ηcar

ρ̄(~xre f)Lac
(γ−1)|p̃0|2

Vf lam

VΩ

Toujours dans le contexte particulier aux turbinesà gaz,Lac est de l’ordre de
la taille de la configuratiońetudíee soit typiquement 1m, la densit́e au point
de ŕeférence est ǵeńeralement prise dans les gaz frais d’où ρ̄(~xre f) = 1kg.m−3.
Dans ces conditions, il apparait que :

|p̃H
0 N(ωm)p̃0| ∝ 106|p̃0|2

Vf lam

VΩ

GéńeralementVf lam/VΩ est du m̂eme ordre queL f lam/Lac car la flamme peut
occuper toute la section, par conséquent dans une configuration réalisteVf lam/VΩ≈
0,1. Compte-tenu des valeurs caractéristiques d́ejà choisies, la fŕequence ca-
ract́eristique associée est donc de l’ordre de 500Hzce qui permet d’́ecrire :

|p̃H
0 N(ωm)p̃0|
ω2

0|p̃0|2
∝ 1

Dans ces conditions, l’expression 4.53 se simplifie comme :

|F (ω(m))−F (ω( j))| ≈
|p̃H

0

(
N(ωm)−N(ω j)

)
p̃0|

2
√

2ω0|p̃0|2
(4.55)

En consid́erant comme pŕećedement que la flamme est homogène et que ses
param̀etres descriptifs y sont globalement constants, il vient :

|p̃H
0

(
N(ωm)−N(ω j)

)
p̃0| ∝

Vf lam

VΩ

γ−1
ρ̄(~xre f)

|p̃0|2

Lac

(
η(ω(m))e

iω(m)τ(ω(m)

−η(ω( j))e
iω( j)τ(ω( j))

)
(4.56)

Cette dernìere expression fait intervenir la dépendance fréquentielle de l’oṕerateur
repŕesentant la fonction de transfert de flamme. Cette dépendance est parti-
culière car on consid̀ere que les param̀etresη et τ ne sont ǵeńeralement fonc-
tion que deℜ(ω)et ce, pour deux raisons :
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• la partie imaginaire de la fréquence modifie les amplitudes des fluctuations.
Or, la fonction de transfert́etant le rapport de deux quantités fluctuantes
dont les composantes temporelles sont identiques, il est logique de penser
que, dans le cadre d’un modèle linéaire, ce rapport n’est pas modifié par la
prise ne compte de la partie imaginaire de fréquence.
• d’un point vue pratique, seule les variations de la fonction de transfert de

flamme selonℜω sont connues. Il est difficile d’accéderà la ŕeponse de la
flammeà une fŕequence non réelle pure. Le concept de ”forçage complexe”
nécessiterait par exemple de pulserà une fŕequence donńee tout en augmen-
tant les amplitudes d’un facteur correspondantà la partie imaginaire choisie,
en pratique un cycle limite ou un endommagement du système serait vite at-
teint.

Dans ces conditions, on admettra queη(ω) = η(ℜ(ω)) et τ(ω) = τ(ℜ(ω)).
Compte-tenu de l’hypoth̀ese 4.49, il est donc licite d’exprimer leur valeur en
ω(m) à partir d’un d́eveloppement limit́e autour deω0. La relation 4.56 s’́ecrit
donc au premier ordre enℜ(δω(m)) :

|p̃H
0

(
N(ωm)−N(ω j)

)
p̃0| ∝

∣∣∣(ηeiωτ)(ω0)(e−ℑ(ω(m))τ(ℜ(ω0))−e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0)))

+
( ∂ηeiωτ

∂ℜ(ω)
(ℜ(ω0))

)(
ℜ(δω(m))e

−ℑ(ω(m))τ(ℜ(ω0))−

ℜ(δω( j))e
−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

)∣∣∣Vf lam

VΩ

γ−1
ρ̄(~xre f)

|p̃0|2

Lac
(4.57)

Quand bien m̂emeη etτ ne d́ependent que deℜ(ω), la partie imaginaire de la
fréquence intervient malgré tout dans l’expression préćedente. Toutefois, une
évaluation des ordres de grandeurs simplifie une nouvelle fois l’expression. En
effet, les valeurs habituelles deτ sont de l’ordre de la milliseconde et dans les
cas de fortes instabilités rencontŕes au cours de cettéetude,ℑ(ω) ≈ 102 Hz.
Ainsi, on peut́ecrire :

e−ℑ(ωm)τ(ℜ(ω0)) ≈ e−ℑ(ω j )τ(ℜ(ω0))(1+δℑ(ω(m)−ω( j))τ(ℜ(ω0))) (4.58)

Avec, compte-tenu des ordres de grandeursénonćes pŕećedement,δℑ(ω(m)−
ω( j))τ(ℜ(ω0))≈ 0.1, d’où :

|p̃H
0

(
N(ωm)−N(ω j)

)
p̃0| ∝

∣∣∣(ηeiωτ)(ℜ(ω0))δℑ(ω(m)−ω( j))τ(ℜ(ω0))e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

+
( ∂ηeiωτ

∂ℜ(ω)
(ℜ(ω0))

)
e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

(
δℜ(ω(m))−ω( j))

)∣∣∣
×

Vf lam

VΩ

γ−1
ρ̄(~xre f)

|p̃0|2

Lac
(4.59)

A l’aide des relations 4.55 et 4.59, la condition de convergence du théor̀eme
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du point fixe s’́ecrit :

|F (ω(m))−F (ω( j))|
|ω(m)−ω( j)|

∝
∣∣∣(ηeiωτ)(ℜ(ω0))τ(ℜ(ω0))e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

δℑ(ω(m)−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

+
( ∂ηeiωτ

∂ℜ(ω)
(ℜ(ω0))

)
e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

δℜ(ω(m))−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

∣∣∣
×

Vf lam

VΩ

γ−1
2ω0ρ̄(~xre f)Lac

(4.60)

Comte-tenu des ordres de grandeurs préćedement introduits, nous allons déterminer
les conditions qui permettent de saitisfaire le théor̀eme du point fixe. tout
d’abord, il apparâıt que dans notre contexte :

Vf lam

VΩ

γ−1

2
√

2ω0ρ̄(~xre f)Lac
< 10−5 Pa−1.m.s−1

De plus,

δℑ(ω(m)−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

= O(1) et
δℜ(ω(m)−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

= O(1) (4.61)

Enfin, compte-tenu des valeurs deτ, e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0)) < 2. Par conśequent̀a par-
tir du dimensionnement deη (Eq. 4.54), l’ordre de grandeur du premier terme
de droite de l’́equation 4.60 est le suivant :∣∣∣(ηeiωτ)(ℜ(ω0))τ(ℜ(ω0))

×e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))
δℑ(ω(m)−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

∣∣∣ ∝ 103 Pa.m−1.s (4.62)

Concernant l’ordre de grandeur du deuxième terme de droite de l’Eq. 4.60,
celui-ci s’́ecrit :∣∣∣( ∂ηeiωτ

∂ℜ(ω)
(ℜ(ω0))

)
e−ℑ(ω( j))τ(ℜ(ω0))

δℜ(ω(m))−ω( j))
|ω(m)−ω( j)|

∣∣∣ ∝
δ|ηeiωτ|

δℜ(ω(m))

Avec δ|ηeiωτ| la variation maximale de la fonction de transfert de flamme.
Compte-tenu des ordres de grandeurs préćedents, la condition de convergence
de la ḿethode de point fixe prend donc la forme suivante :

|F (ω(m))−F (ω( j))|
|ω(m)−ω( j)|

< 1 =⇒ δ|ηeiωτ|
δℜ(ω(m))

< 105 Pa.m−1.s (4.63)

Géńeralement, le d́ecalage spectrale sur la partie réelle est de l’ordre de la di-
zaine de Hertzs. Cela signifie doncδ|ηeiωτ|< 106Pa.m−1.sce qui compte-tenu
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de la valeur deηcar autorise des variations de presque 100 % pour l’ampli-
tude de la fonction de transfert de flamme. Finalement, on voit que, d’après le
théor̀eme du point fixe et sous les conditions 4.49, 4.50 et 4.63 la méthode de
recherche des modes propres avec flamme active dite ”du point fixe” converge
effectivement et, par d́efinition, vers un mode propre de la configurationétudíee.
L’avantage de cette ḿethode ŕeside dans le fait qu’elle converge effectivement
vers un mode propre avec combustion alors que la méthode de d́eveloppement
asymptotique ne fournit qu’une approximation de ce mode. Par contre son
inconv́enient majeur ŕeside dans son coût de calcul : chaque itération de la
méthode du point fixe ńecessite un calcul de mode propre par AVSP. De plus,
en l’état actuel de AVSP, cette procédure doit̂etre ŕeṕet́ee pour chaque mode.

4.4 Méthode alǵebrique de d́etermination des fréquences
propres

On s’attachèa d́ecrire dans cette partie les principaux aspects algébriques de
la méthode utiliśee dans AVSP. Comme le montre les chapitres préćedents,
résoudre le problème aux valeurs propres associé à l’équation de Helmholtz
avec flamme active ńecessite dans tous les cas la résolution d’un probl̀eme aux
valeurs propres classique de la forme :

Ax= λx (4.64)

AvecA∈Cn×n, x∈Cn etλ∈C. Pour se faire, on commence par décrire les ap-
proches classiques en s’intéressant̀a leurs propríet́es fondamentales mais aussi
à leurs insuffisances pour une applicationà grandéechelle. Enfin, la ḿethode
utilisée par AVSP,̀a savoir la ḿethode de Arnoldi avec réinitialisation impli-
cite, est abord́ee en mettant eńevidence ses liens avec les méthodes classiques.
On trouvera en annexe C des rappels d’algèbre relatifs aux diverses notions
abord́ees dans cette section.

4.4.1 Méthode de la puissance

La méthode de la puissance est la méthode de base pour obtenir d’une ma-
trice A ∈ Cn×n un vecteur propre et sa valeur propre associée. Elle introduit
également le principe des itérations successives de la matriceA comme moyen
d’approximation de ses vecteurs propres et valeurs propres. En effet, recher-
cher les valeurs propres d’une matriceA consiste par d́efinition à rechercher
les źeros du polyn̂ome caract́eristique correspondantpA(λ) = det(A− λI).
Le degŕe de ce polyn̂ome étantégal à la taillen de la matrice, au-de là de
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n = 4 il n’existe donc pas de formule analytique permettant la détermination
de manìere exacte des valeurs propres. L’approximation de ces valeurs ne peut
donc se faire que nuḿeriquement.

Principe de la méthode

On consid̀ereA∈ Cn×n une matrice diagonalisable et dont la valeur propre de
plus grand module est unique. Le spectre deA, Sp(A) = {λ1, ...,λn}, peutêtre
ordonńe selon le module de ses valeurs propres :

|λ1|> |λ2| ≥ |λ3| ≥ ...≥ |λn|

On appelle[x1,x2, ...,xn] les vecteurs propres associés. La matricéetant par
hypoth̀ese diagonalisable, tout vecteurq∈Cn peut se d́ecomposer sur une base
de vecteurs propres [93] :

q = α1x1 +α2x2 + ...+αnxn (4.65)

Si de plus, on choisitq tel queα1 6= 0 alors, apr̀esk applications de l’oṕerateur
A au vecteurq, il résulte :

Akq = α1λk
1

(
x1 +

n

∑
j=1

α j

α1

λk
j

λk
1

)
(4.66)

Puisqueλ1 est la plus grande valeur propre en module, on obtientà la limite :

Akq =
k→∞

α1λk
1x1

En appliquant̀aAkq l’opérateurA, il vient :

A(Akq) =
k→∞

α1λk
1Ax1 (4.67)

=
k→∞

λ1α1λk
1x1 (4.68)

=
k→∞

λ1(Akq) (4.69)

On en d́eduit donc le ŕesultat essentiel de cette méthode,à savoir qu’il est
possiblèa partir d’un certain nombre d’itérations d’obtenir une approximation
du vecteurx1 dont la valeur propreλ1 est la plus grande en module :

Akq =
k→∞

x1 (4.70)

qHAkq =
k→∞

λ1 (4.71)

En appellant respectivementq(k) = Akq et λ(k) = q(k)H
q(k−1) l’approximation

du vecteur propre et de la valeur propreà l’it érationk, il est possiblèa l’aide
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de la relation 4.66 de connaı̂tre la vitesse de convergence du processus en
évaluant :

‖q(k)−x1‖2 ≤
n

∑
j=2

∣∣∣α j

α1

λk
j

λk
1

∣∣∣‖x j‖2

≤ (n−1)max
j

(∣∣∣α j

α1

∣∣∣)∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣k
D’où le ŕesultat suivant :

‖q(k)−x1‖2 = O
(∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣k) (4.72)

|λ(k)−λ1| = O
(∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣k) (4.73)

On voit donc que la vitesse de convergence de l’algorithme de la méthode de la
puissance est piloté par le rapport des modules de la seconde et de la première
valeur propre en module. Plus l’écart entre ces deux valeurs sera grand et plus
la convergence sera rapide.

Variante de la méthode : méthode de la puissance inverse

La méthode de base permet d’évaluer la plus grande valeur propre en module
et son vecteur propre associé mais il est́egalement possible d’obtenir par une
logique similaire la valeur propre de plus petit module et son vecteur propre
assocíe. En effet, si en plus de sa diagonalisabilité, la matriceA n’est pas sin-
gulière alors :

Ax= λx⇐⇒ A−1x =
1
λ

x

Dans ce cas, si la valeur propre de plus petit moduleλn est unique et si la
composanteαn (Eq. 4.65) du vecteur initialq est non nulle alors l’algorithme
préćedent peut̂etre appliqúeàA−1 pour rechercher sa plus grande valeur propre
en module qui est donc 1/λn. La connaissance explicite deA−1 n’est pas
nécessaire puisque chaque itération du processus ne requiert que des produits
de matrice/vecteur. Ainsi, si l’on connaı̂t le vecteurp(k−1) = A−(k−1)q alors
pk = A−1pk−1 se d́eduit par la ŕesolution du système lińeaire suivant :

Apk = pk−1

Cette ŕesolution peut se faire par exemple par factorisation LU ou par une
méthode it́erative [93, 104, 105].
Cette ḿethode peut̂etreétenduèa la recherche d’une valeur propre deA autour
d’une certaine valeurµ ∈ C grâceà un d́ecalage spectral. SoitM la matrice
définie par :

M = A−µI (4.74)
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Le probl̀eme aux valeurs propres correspondant s’écrit donc :

Mx = ϑx (4.75)

Avecϑ = λ−µ. En choisissant un vecteur initialq adapt́e au probl̀eme pŕesent,
l’application de la ḿethode it́erative inversèa la matriceM permet donc d’́evaluer
sa plus petite valeur propreϑ1. Du fait de la d́efinition deM, celle-ci s’́ecrit :

ϑ1 =
1

min
j
|λ j −µ|

(4.76)

En appellantl l’indice j tel que|λl −µ|= min
j
|λ j −µ|, la valeur propre deA la

plus proche deµ s’obtient alors par la relation suivante :

λl =−ϑ1 +µ ou λl = ϑ1 +µ (4.77)

Le choix de l’une ou l’autre relatiońetant fait selon les critères de l’utilisateur.
Une propríet́e importante du d́ecalage spectral concerne la rapidité de conver-
gence qu’il autorisèa la ḿethode de la puissance selon la valeur du décalage.
En effet, si l’on applique la relation 4.73̀a la matriceM−1, il apparâıt que :

|
(1

ϑ

)(k)
−
( 1

ϑn

)
|= O

( |λl −µ|
min

λ j∈Sp(A)−λl

|λ j −µ|

)k
(4.78)

Autrement dit si la valeur deµ est tr̀es proche d’une valeur propreλ de la ma-
trice A, alors la convergence est très rapide. Cette propriét́e est utiliśee dans le
cas de ḿethode de l’it́eration inverse de Rayleigh [105] dont le principe sera re-
pris dans d’autres ḿethodes developpées dans les paragraphes suivants. Au lieu
de conserver la valeurµ du d́ecalage fixe, l’id́ee est de la réactualiser̀a chaque
itérations afin de la rapprocher de la valeur propre recherchée et ainsi acćelérer
la convergence. En exemple, l’application de la méthode de l’it́eration inverse
de Rayleigh au calcul de la plus petite valeur propre en module (λn) deA est
fournieà l’algorithme 4.4.1.

Algorithme 4.4.1

Initialisation : q(0) tel que‖q(0)‖2 = 1
pour k= 1,2, ...

Résolution de Ap(k−1) = q(k−1)

Evaluation de µk = (q(k−1))H p(k−1)

Résolution de(A−µkI)rk = p(k−1)

q(k) = rk
‖rk‖2

fin

En outre, on peut montrer [105] que la suite(µk,q(k)) converge vers(λn,xn)
cubiquement, c’est̀a dire qu’̀a partir d’une certaine itérationk on a :
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‖q(k+1)−xn‖2 = O(‖q(k)−xn‖32) (4.79)

‖λn−µk+1‖2 = O(|µk−λn|3) (4.80)

En outre, il est difficile de connaı̂tre pŕealablement le nombre d’itérations re-
quises dans la ḿethode de la puissance pour atteindre avec la précision d́esiŕee
une valeur propre et son vecteur propre car le processus dépend totalement du
vecteur initial.

4.4.2 Méthode QR

Le principal inconv́enient de la ḿethode de la puissance est qu’elle ne peut
évaluer qu’un vecteur propre et une valeur propreà la fois. On introduit dans
cette partie une autre grande classe de méthode,̀a savoir la ḿethode QR, qui
permet d’obtenir non seulement plusieurs valeurs propres mais même l’en-
semble du spectre d’une matrice. Dans ce dernier cas de figure, elle constitue
alors la ḿethode de ŕeférence. Toutefois, dans le cadre de la problématique qui
nous int́eressèa savoir la recherche de quelques valeurs propres correspondants
aux premìeres harmoniques d’une configuration donnée, cette ḿethode n’ap-
parâıt pas la plus efficace et ne sera pas utilisée telle quelle dans le code AVSP.
En revanche, les principes dont elle fait appel seront essentielsà la ḿethode
finalement retenue.

Principe de la méthode

Cette ḿethode est fond́ee sur le th́eor̀eme fondamental de la décomposition de
Schur [93, 104] :
Théorème 4.4.1 (de la d́ecomposition de Schur)Soit A∈Cn×n alors il existe
V ∈Cn×n, une matrice unitaire, et T∈Cn×n, une matrice triangulaire suṕerieure,
tel que :

AV = VT (4.81)

Et dont leśeléments diagonaux de T constituent les valeurs propres de A. Cette
décomposition est appelée d́ecomposition de Schur.

En outre, cette d́ecomposition n’est pas unique car les valeurs propres peuvent
apparâıtre dans un ordre aléatoire sur la diagonale. La méthode QR fournit un
algorithme permettant d’approcher numériquement cette d́ecomposition gr̂ace
à la factorisation QR de la matriceA (cf annexe C.2.2). Pour comprendre le
recours̀a la factorisation QR, il suffit de tenter d’étendre la ḿethode de la puis-
sance au calcul de plusieurs valeurs propres par exempleà p valeurs propres.
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Soit M ∈ Cn×p une matrice regroupantp vecteurs v́erifiant les hypoth̀eses du
vecteur initial de la ḿethode de la puissance. Dans ce cas, après un grand
nombre d’applicationsk de la matriceA àM, la matriceN = AkM est constitúee
depvecteurs quasiment colinéaires au vecteur propre associéà la valeur propre
de plus grand module. Par conséquent, il n’est pas possible de cette manière
d’extraire plus d’informations sur les valeurs propres. Pour y remédier, il suffit
d’orthogonaliser les vecteurs issus de chaque application deA à M et pour se
faire, la factorisation QR est un moyen d’y parvenir. On parle alors de méthode
d’it ération orthogonale, l’algorithme associé est fourni ci-dessous :

Algorithme 4.4.2

Initialisation : M = Q0R0 (Factorisation QR)
pour k= 1,2, ...

Zk = AQk−1

QkRk = Zk (Factorisation QR)
fin

En gardant les m̂emes notations pour les valeurs propres deA (Eq. 4.65), on ap-
pelleDp(A) = Im{x1, ...,xp} le sous espace engendré par lesp vecteurs propres
assocíes auxp plus grandes valeurs propres en module. A la condition que le
sous-espaceQ0 vérifie Dp(AH)⊥

T
Im(Q0) = 0, c’està dire que les vecteurs

initiaux ne soient pas orthogonaux aux vecteurs propres recherchés, on peut
montrer [93] que :

Im(Qk) =
k→∞

Dp(A) (4.82)

Lorsque cette ḿethode est́etendue au calcul de l’ensemble du spectre, alors
les matrices finalesQk et Rk convergent respectivement vers les matricesV et
T de la d́ecomposition de Schur deA. La méthode QR peut̂etre vue comme
une mise en forme différente et nuḿeriquement plus efficace de l’algorithme
de la ḿethode d’it́eration orthogonale (algorithme 4.4.2). Classiquement cette
méthode est appliqúee à la recherche de l’ensemble des valeurs propres de
A, on va donc consid́erer que toutes les matrices mises en jeu sont désormais
carŕees et de taillen. En gardant les m̂emes notations que celles utilisées dans
l’algorithme de la ḿethode d’it́eration orthogonale, on propose de construire
à chaque it́erationk la matriceTk = QH

k−1AQk−1 qui peut s’́ecrireégalement :

Tk = QH
k−1QkRk = UkRk (4.83)

Comme le produit de deux matrices unitaires carrées est une matrice unitaire
carŕee,Uk et Rk apparaissent donc comme les matrices de la factorisation QR
deTk. De plus, la relation 4.83 implique que :

Tk+1 = QH
k AQk = (QH

k AQk−1)(QH
k−1Qk) = RkUk (4.84)
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Ceci constitue donc l’algorithme de la méthode QR dont la description est
fournie ci-dessous :

Algorithme 4.4.3
Initialisation : M = U0R0 (Factorisation QR) et T0 = UH

0 AU0

pour k= 1,2, ...

Tk−1 = UkRk (Factorisation QR)
Tk = RkUk

fin

Accélération de la méthode QR

La méthode QR peut-être acćeléŕee en utilisant une matrice H de Hessenberg
(voir Annexe C.1.1 ) au lieu d’une matrice quelconque. En effet, une matrice de
Hessenberg est quasiment,à la subdiagonale près, une matrice triangulaire, par
conśequent sa factorisation QR est très rapide par rapportà une matrice pleine :
celle-ci ne ńećessite en effet queO(n2) opérations au lieu deO(n3) opérations
[93]. De plus, on peut montrer que la forme de Hessenberg se conserve tout au
long de l’algorithme QR. Plus préciśement soitH est une matrice de Hessen-
berg, soitQ etR les matrices respectivement orthogonale et triangulaire issues
de la factorisation QR de H, alorsH = QRet surtoutH2 = RQestégalement
une matrice de Hessenberg. On voit donc que dans l’algorithme de la méthode
QR, si la matrice d’initialisationT0 est Hessenberg alors toutes les matrices
Tk le seront aussi. La ḿethode de ŕeduction sous forme de Hessenberg d’une
matrice quelconque est fournie dans [93].

4.4.3 Méthode de Arnoldi avec ŕeinitialisation implicite

Le probl̀eme physique posé dans cettéetudeétant la recherche des premières
harmoniques d’une configuration donnée, il n’est donc pas nécessaire de cal-
culer l’ensemble du spectre de la matriceA∈Cn×n repŕesentant l’oṕerateur du
probl̀eme pośe. On cherche donc une méthode efficace permettant de réaliser
une d́ecomposition de Schur partielle, c’està dire trouverVm∈ Cn×m unitaire
repŕesentant lesm vecteurs propres associés auxm premìeres harmoniques et
Tm∈ Cm×m triangulaire suṕerieure telle que :

AVm = VmTm (4.85)

Pour atteindre ce résultat, la ḿethode d’it́eration orthogonale (algorithme 4.4.2)
introduite pŕećedement et restreintèamvecteurs peut̂etre utiliśee. Cependant,
d’autres ḿethodes plus efficaces existent, notamment la méthode de Arnoldi.
Cette dernìere est une extension de la méthode de Lanczos appliquée aux ma-
trices non hermitiennes [93, 105]. Dans le cas de la méthode d’it́eration ortho-
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gonale ou de la ḿethode QR (algorithme 4.4.3), l’orthogonalité des vecteurs
calcuĺes est obtenuèa chaquéetape par une factorisation QR qui elle même re-
quiert l’application de matrices de Householder ou de Givens. Dans la méthode
de Arnoldi, l’orthogonalit́e est directement obtenue par construction progres-
sive d’une matrice de Hessenberg dont l’ordre augmenteà chaque it́eration.
L’id ée est d’appliquer itérativement la matriceA à un vecteur de d́epartv1 se-
lon l’algorithme 4.4.4.

Algorithme 4.4.4
Initialisation : v1 = v1/‖v1‖2 ; w = Av1 ; α1 = vH

1 w
f1← w−v1α1 ; Ṽ1← (v1) ; H̃1← (α1) ;

pour k= 1,2, ...

βk = ‖ fk‖2 ; vk+1← fk/βk

Ṽj+1← (Ṽj ,v j+1) ; H̆ j ←

(
H̃ j

β jeT
j

)
;

w← Avj+1 ;
h← ṼH

j+1w ; f j+1← w−Ṽj+1h ;

H̃ j+1← (H̆ j ,h)
fin

Avec eT
j de taille j et correspondant̀a la transpośee du j ieme vecteur de la

base canonique. Ainsi au bout dek itérations (k > m), lesm derniers vecteurs
géńeŕes par l’algorithme pŕećedent v́erifient la relation suivante :

AṼm = ṼmH̃m+Em (4.86)

AvecEm = fkvH
k Ṽm. Ainsi, la relation 4.86 montre que,à chaquéetape, les vec-

teurs deṼm sont orthogonaliśes de manìereà approcher la forme de décomposition
de Schur partielle (Eq. 4.85). La convergence de cette procédure s’explique par
le fait qu’elle correspond̀a l’orthogonalisation de la base de Krylov(v1,Av1, ....,Akv1)
[93]. Par conśequent la ḿethode de Arnoldi peut̂etre vue comme une version
plus efficace de la procédure d’it́eration orthogonale (algorithme 4.4.2) pour la
base de Krylov en question.
La bibliothèque ARPACK [101] impĺement́ee dans le code AVSP utilise cette
méthode de recherche de valeurs propres avec cependant en plus, une procédure
destińeeà ŕeduire le nombre d’it́erations. Cette dernière, appeĺee ”ŕeinitialisation”,
consistèa se doter ṕeriodiquement d’un nouveau vecteurv1 de construction de
la base de Krylov (le vecteur qualifié ”d’initial”) en se fondant sur l’informa-
tion issue des it́erations pŕećedentes. Plus préciśement, au bout dek itérations,
k étant un nombre fix́e par l’utilisateur sous la seule contraintek > m, la si-
tuation de l’Eq. 4.86 est obtenue. L’idée est alors de construire un nouveau
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vecteur initialv1 comme une combinaison linéaire des vecteurs propres de la
matriceH̃m de l’Eq. 4.86. On ŕeoriente ainsi le processus de la méthode de
Arnoldi dans des directions privilégíees, l’acćelération est obtenue par le fait
que les vecteurs propres de la matriceH̃m sont une première approximation des
vecteurs propres de la matriceA plutôt que des vecteurs quelconques. Comme
la matriceH̃m est de taillem (soit au plus quelques dizaines), le calcul des va-
leurs propres/vecteurs propres en question peutêtre effectúe par une ḿethode
QR (voir section 4.4.2). Les détails et les ŕeférences concernant cette procédure
sont fournis dans le guide d’utilisateur de ARPACK [101]. De par sa capacité
à calculer rapidement quelques vecteurs propres de configurations de grande
taille, cette ḿethode a donćet́e retenue dans le code AVSP.
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Chapitre 5

Mise enévidence de modes
acoustiques tournants dans une
turbine à gaz

Contexte

Ce chapitre concerne une application de AVSP illustrant l’intér̂et de l’́etude
des modes transverses de configurations non académiques. Ce chapitre montre
l’apport de AVSP̀a l’analyse acoustique de résultats issus de simulations numériques
aux grandeśechelles ŕeactives. La configuratiońetudíee correspond̀a une par-
tie d’un dispositif exṕerimentale composée d’une chambre de combustion de
section carŕee et de son injecteur ”swirlé” (injection vorticielle du carburant et
du comburant ). Sur ce cas, la détermination de la stabilité des modes n’est pas
l’objectif principal de l’́etude par conśequent aucun terme source thermoacous-
tique ne sera pris en compte par AVSP. On chercheà mettre eńevidence l’ori-
gine purement acoustique, et non hydrodynamique, de fluctuations présentant
une structure tournant autour de l’axe de symétrie de la configuration. Cette
étude a fait l’objet d’un article en cours d’examination [106]à la revueCom-
bustion and Flaméecrit avec Laurent Selle, Thierry Poinsot, Franck Nicoud et
Werner Krebs, le premier citéétant l’auteur des calculs de simulation numériques
aux grandeśechelles. La suite de ce chapitre est donc rédiǵee en anglais et cer-
taines notations, propresà l’article, sont diff́erentes de celles choisies dans les
préćedentes section.

Abstract

Rotating modes are instabilities which are commonly observed in swirling
flows. This paper shows that, in complex geometry swirled combustors, such
modes can appear for both cold and reacting conditions but that they have
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different sources : while the cold flow rotating mode is essentially hydrody-
namic and corresponds to the well-known PVC (Precessing Vortex Core) ob-
served in many swirled unconfined flows, the rotating structure observed for
the reacting case inside the combustion chamber is not hydrodynamically but
acoustically controlled. The two transverse acoustic modes of the combustion
chamber couple and create a rotating motion of the flame which leads to a self-
sustained turning mode which has the features of a classical PVC but a very
different source (acoustics and not hydrodynamics). These results are obtained
using two complementary tools : compressible LES (Large Eddy Simulations)
which solve the turbulent flow and the acoustics simultaneously (but at a high
cost) and Helmholtz solvers which freeze the flow and extract only the acoustic
modes using linear acoustics assumptions.

5.1 Introduction

Large-Eddy Simulation (LES) methodologies constitute intermediate steps bet-
ween steady state calculations (RANS) and Direct Numerical Simulation (DNS)
[26]. During the past ten years, LES results have proved to be predictive for
non-reacting flows [107-111] and more recently also for reacting flows [30,
32, 112-115]. These results suggest that LES could be used in configurations
as complex as aero and industrial gas-turbines for the prediction of mean reac-
ting flows properties but also of flow instabilities. However, the CPU cost and
the restitution time of LES in these configurations do not yet meet industrial
requirements. Consequently, simpler tools must be developped so that their
joint use with LES enables a deeper understanding of the physics, thus redu-
cing the number of LES calculations. One such class of codes is Helmholtz
solvers which are commonly found in many research centers and companies
involved in thermacoustics research [26, 57, 116, 117]. These codes try to pre-
dict the frequencies and the structure of eigenmodes of the flow in the com-
bustor assuming harmonic perturbations around a frozen mean state [26, 57].
Obviously, Helmholtz appproaches require significant simplifications for the
flow and cannot be expected to provide LES-like accuracy for the flow. Howe-
ver, the acoustic analysis offered by Helmholtz methods is more complete than
the LES results : Helmholtz solvers provide all possible modes frequencies
and structure as well as their growth rates while LES will only evidence the
modes which appear for one given regime. Moreover, doing parametric studies
is impossible with LES : knowing for example which exhaust nozzle or which
Helmholtz resonator can damp a given combustion instability is out of reach
of LES but can be done with Helmholtz solvers.
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Obviously, LES and Helmholtz codes are complementary methods to study
combustion instabilities and more generally unsteady combustion. In this pa-
per, the power of these combined tools is illustrated by considering a question
which is the subject of multiple discussions in the combustion community :
the existence and importance of rotating modes in swirling combustion [4, 32,
118]. It is well known that non-reacting swirling flows exhibit a variety of
unstable modes [29, 119, 120] : the Precessing Vortex Core (PVC) is one of
these modes (Fig. 5.1) for which the vortex axis destabilizes and spirals around
the vortex initial direction. Such instabilities are observed for unconfined non-
reacting flows [119] and also in the wakes of aircrafts [121-123] but also in
confined combustion chambers where they often dominate the turbulent acti-
vity in the absence of combustion [32]. Because these instabilities appear so
clearly for non-reacting flows, it is often assumed that they also dominate the
reacting cases. For example, gas turbine burner flows are often tested with wa-
ter to determine residence times and try to predict possible instabilities from
the observation of the cold flow modes. Whether modes observed in such water
channel experiments can be extrapolated to instabilities in the real combusting
situation is an important question. Note that PVCs are hydrodynamic instabili-
ties which usually do not couple with the acoustics of the chamber. In reacting
configurations, the acoustic generation due to the flame excites many modes
of the chamber, sometimes leading to rotating modes which look like PVC but
are actually due to the combination of transverse acoustic modes and not to
a hydrodynamic instability. This paper describes such a situation in a swirled
complex geometry combustor. The configuration is first presented. The LES
and the Helmholtz solvers are then rapidly described. Cold flow results are
discussed before presenting the computations for the reacting case.

5.2 Configuration

An important objective of this study is to present a methodology for the investi-
gation of flame / acoustics interactions and combustion instabilities in realistic
geometries. Therefore an industrial gas turbine burner (Fig. 5.2) mounted on a
square laboratory combustion chamber in Karlsruhe [124] is considered. This
burner is fed by two coaxial swirlers respectively called axial and diagonal
swirler. The axial swirler, including its vanes, is fully computed in the LES,
whereas the computational domain of the diagonal swirler begins at the trai-
ling edge of the swirling vanes [32]. This burner is mounted on an combustion
chamber with a square cross section (Fig. 5.3).
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5.2.1 Meshes

The computational domain is the same for both solvers (LES and Helmholtz)
but the number of mesh points can be drastically reduced for the computation
of acoustic modes with the Helmholtz solver : indeed, the spatial resolution
needed for LES is much higher than it is for the resolution of the first acous-
tic modes of the configuration in the Helmholtz computation. The grid for the
reacting LES calculation contains 2,381,238 cells while the grid for the Helm-
holtz solver contains only 70,214 cells. Consequently, the computational cost
of the Helmholtz solver is almost neglegible compared to the LES. The com-
putational time for the reacting LES is 280 CPU hours for one period of the
high-frequency instability on a SGI O3800, whereas the computation of the
first 13 acoustic modes with the Helmholtz code takes less than 10 CPU hours
on the same machine.

5.2.2 Boundary conditions

For such a study, boundary conditions must be well defined in terms of mean
flow but also of acoustic impedances which must be the same in both com-
putations (LES and Helmholtz). In this prospective study, purely reflecting
boundary conditions are imposed at the inlets and outlet of the computatio-
nal domain : the velocity profile is imposed at both axial and diagonal inlets
(Fig.5.2) and the pressure is imposed at the outlet of the combustion chamber
(Fig.5.3).

5.3 Numerical tools

5.3.1 LES solver

The solver used in this study (www.cerfacs.fr/cfd/avbp.html) has already been
validated and used in numerous studies for turbulent flows both non-reacting
[109, 111, 125, 126] and reacting [32, 94, 127-129]. A description of the pa-
rallel solver can be found in [130] and its key features for this study are as
follows. The code solves the compressible Navier-Stokes equations which al-
lows to take into account acoustics. The Thickened Flame model for turbulent
combustion [32, 128] enables the resolution of the flame front on typical LES
meshes (whose characteristic cell size are usually much larger than flame thick-
nesses) while allowing ignition and extinction. This feature is of major interest
in the computation of combustion instabilities since parts of the flame front can
alternatively be quenched and re-ignited during the instability cycle. Accurate
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boundary conditions [94, 131] are mandatory for the prediction of unstable re-
gimes since the acoustic impedances at the boundary drive the acoustic losses.
Characteristic boundary conditions are used in the LES for all inlets, outlets
and walls [73, 130]. The use of unstructured meshes enables the computation
of complex geometries. The use of a high order numerical scheme [96] with
minimal dispersion and dissipation is a key feature for the computation of tur-
bulent flows, but also for the accurate resolution of the acoustic waves.

5.3.2 Helmholtz solver

If the reactive Navier Stokes equations are linearized around a mean state (in-
dex 0), the general form of the Helmholtz equation is obtained [26, 57] :

∇ ·
(
c2∇p′

)
− ∂2

∂t2 p′ =−(γ−1)
∂ω̇T

∂t
− γp0∇~u :~u (5.1)

wherep′ is the pressure perturbation,ω̇T is the unsteady local heat release,p0

is the average pressure andc is the local sound speed.c changes considerably
in a reacting flow : it depends on the local value ofγ, on the mean molecular
weightW and on temperature :c = (γRT/W)1/2 whereR= 8.32uSI. The two
forcing terms in the RHS of Eq. 7.1 are related to the outsteady combustion and
turbulent noise respectively. To obtain this equation, the following assumptions
are needed :
• Low Mach number flow
• No volume forces
• Linear acoustics (i.e. small perturbations)
• Large scale fluctuations.
• Homogeneous mean pressure.
• Constant polytropic coefficientγ.
The wave equation is usually not solved in the time domain but in the frequency
domain by assuming harmonic pressure variations at frequencyf = ω/(2π) for
pressure and for local heat release perturbations :

p′ = ℜ(P′(x,y,z)exp(−iωt)) (5.2)

ω̇T = ℜ(Ω′T(x,y,z)exp(−iωt)) (5.3)

with i2 =−1
Introducing Eq. (7.8) into Eq. (7.1) and neglecting the turbulent noise com-
pared to the combustion forcing leads to the Helmholtz equation where the
unknown quantities are the complex pressure oscillation amplitudeP′ at fre-
quencyf and the heat release amplitude fieldΩ′T :
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∇ ·
(
c2∇P′

)
+ω2P′ = iω(γ−1)Ω′T (5.4)

This equation is the basis of three-dimensional Helmholtz codes. Knowing the
sound speed (c) distribution,i.e. knowing the local composition and tempera-
ture, it provides the eigen frequenciesωk and the associated structure of the
modeP′k(x,y,z). At this point, two approaches of increasing complexity are
found :
• First, the effects of the unsteady combustion can be neglected by setting

Ω′T = 0. This is equivalent to finding the eigenmodes of the burner, taking
into account the presence of the flame through the mean temperature field
but neglecting the flame effect as an acoustic active element.
• In a second step, the active effect of combustion can be taken into account if

a model linkingΩ′T andP′ can be derived to close Eq. (5.4). This is usually
the difficult part of the modeling because it requires the determination of the
transfer function between acoustics and flame.

For the present study, the active efffects of the flame were neglected (Ω′T = 0)
and a parallel iterative solver was used to solve Eq. 5.4 on hybrid meshes [101].
The required mean fields of sound speed is obtained by post-processing the
LES results for the reacting flow so that the effect of the flame through the
mean temperature field is properly accounted for. Details about solving Eq. 5.4
with general boundary conditions and acoustically active flame are discussed
in [98, 100].

5.4 Non-reacting flow : low-frequency rotating mode

For the non-reacting regime, pure air is injected in both axial and diagonal
swirlers. The air is pre-heated toTcold = 323 K. The LES results have been
successfully compared to experimental data in a previous paper [32] in terms
of mean andrmsvalues for both axial and tangential velocities. The agreement
between LES calculations and experimental results is good for the mean flow
and the focus is set here on the analysis of unsteady phenomena and especially
of turning modes.
To begin this analysis, the acoustic modes of the configuration, computed with
the Helmholtz solver for the non-reacting regime are first listed in Tab. 5.1 :
• Modes number 1 and 2 correspond respectively to the 1/4 wave (Fig. 5.4)

and 3/4 wave (Fig. 5.5) longitudinal modes of the configuration.
• Modes number 3 and 4 (Fig. 5.6 and 5.7) are the two 1/2 wave tranverse and

1/4 wave longitudinal modes of the combustion chamber : their frequencies
are equal because the chamber has a square cross-section and the burner is
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axisymetric.
• Mode number 5 (Fig. 5.8) is the 5/4 wave longitudinal mode.
• Modes number 6 and 7 (Fig. 5.9 and 5.10) are the two 1/2 wave tranverse

and 3/4 wave longitudinal modes of the configuration.
Considering now the LES results, the first obvious observation is that the ins-
tantaneous flow does not follow the symmetries of the geometry : since the
burner axis is on axis of symmetry for the burner and the chamber, one would
expect the radial components of the velocity (v andw) to be zero on the burner
axis, apart from turbulent fluctuations. However, plotting the third component
of the velocity at point Ai.e. on the burner axis (Fig. 5.3) shows that the sym-
metry is broken by a strong harmonic oscillation (Fig. 15 in [32]). The fre-
quency of this oscillation isfcold = 275 Hz. This mode was also observed in
the experiment at Karlsruhe University [124] at the frequencyfexp= 255 Hz.
The frequencyfcold of the velocity oscillation on the burner axis does not
match any of the frequencies listed in Tab. 5.1 showing that this oscillation
is not an acoustic mode. It is thus suggested that the unsteadiness is caused by
a hydrodynamic mode, which can be caracterized in terms of Strouhal number :
St= f D/ubulk, wheref is the frequency of the instability,D the burner diame-
ter andubulk the bulk velocity. For the present modeSt= 0.62, which is typical
of PVC in swirl flows [29, 119, 120]. Fig. 5.1 presents a generic PVC : the vor-
tex due to the swirling motion, originally aligned with the burner axis breaks
down at point S in a spiral form. This structure rotates, as a block, around the
burner axis. The PVC can be tracked in the LES (Fig. 5.11) by the low pressure
region near the vortex axis. In this configuration, the sense of winding of the
spiral is opposite to that of the swirl (which is the same for axial and diago-
nal swirlers). However, the whole structure precesses in the same direction as
the global rotation of the flow. In conclusion, the cold flow is dominated by a
hydrodynamic mode (PVC) in which acoustics play no role.

5.5 Reacting flow : high frequency rotating mode

For the regime considered here, the diagonal swirler is fed with premixed me-
thane/air while the axial swirler injects pure air. Both flows are pre-heated to
673 K and the global equivalence ratio isφ = 0.5.

5.5.1 Analysis of LES results

The 275 Hz PVC evidenced in the cold flow is not present any more in the reac-
ting regime which is considered here [32]. However, plottingw at point A, after
the PVC has vanished (Fig. 5.12) shows that the symmetry of the flow is still
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broken by a strong harmonic oscillation. This oscillation dominates the turbu-
lent fluctuations and its frequency is determined through a FFT of the velocity
signal on the burner axis (Fig. 5.13) :fhot = 1198 Hz. Plotting the pressure
field in a plane normal to the burner axis (Fig. 5.14) shows that this high fre-
quency oscillation now corresponds to a rotating transverse mode : the points
of minimum and maximum pressure are rotating around the burner axis at the
frequencyfhot. Even though this mode is ”turning” like the PVC observed wi-
thout combustion, it is not hydrodynamically but acoustically controlled. Its
frequency is not determined through a Strouhal scaling based on the burner di-
mension but through the acoustic eigenmodes of the chamber as shown in the
next section.

5.5.2 Reconstruction of the rotating mode using acoustic ei-
genmodes

As for the cold flow, the list of the first eigen frequencies in the reacting regime
are presented in Tab. 5.2. Though the frequencies are different (due to the in-
crease in the temperature), the structure of these modes is exactly the same as
for the cold flow (c.f. Sec. 5.4 and Fig. 5.4 to 5.10) ; and they are not repeated
here.
Modes 3 and 4 are transverse modes sharing the same frequency, 1192 Hz,
very close to that observed in the LES. It is possible to show that the rotating
mode observed in the LES is actually the combination of these two modes (3
and 4). The pressure fluctuations induced by modes 3 and 4 can respectively
be written :

p′3(x,y,z, t) = A3cos(ω3t +φ3)F3(x,y,z) (5.5)

p′4(x,y,z, t) = A4cos(ω4t +φ4)F4(x,y,z) (5.6)

whereFi is the mode shape,Ai the amplitude andφi the phase for mode number
i. Combining Eq. 5.5 and 5.6 with equal amplitudes (A3 = A4 = A) but shifting
mode 4 by 90˚ (φ3 = 0 ; φ4 =−π/2) leads to :

p′ (x,y,z, t) = A(F3(x,y,z)cos(ω3t)+F4(x,y,z)cos(ω4t−π/2)) (5.7)

As the mode shape is a direct output of the Helmholtz solver, the result of
Eq. 5.7 can be reconstructed to generate the temporal evolution of the mode.
This result is plotted in Fig. 5.15 and shows exactly the same structure as the
rotating mode evidenced in the LES even though the pressure field obtained
by LES displays slightly more complex patterns probably due to turbulence
(Fig. 5.14). This proves that the high-frequency rotating mode evidenced in
the LES of the reacting regime is the combination of the first two transverse
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acoustic modes of the combustion chamber, with equal amplitudes and a phase
difference ofπ/2. Despite the fact that this result does not say why there trans-
verse modes combine in this manner, it proves the acoustic nature of the turning
mode for the reacting case.

5.5.3 Influence of the rotating mode on the flame shape

The objective of this section is to show that in the LES, the shape of the flame
is strongly affected by acoustic velocity fluctuations. The 1198 Hz mode is not
simply forced by combustion. It also affects the flame itself leading to a self-
sustained three-dimensional oscillation. These perturbations can be reconstruc-
ted from the Helmholtz solver results using the mass conservation equation for
the fluctuations :

u′ =
∇p′

iρω
(5.8)

Combining Eq. 5.7 and Eq. 5.8 allows the reconstruction of the velocity per-
turbations corresponding to the acoustic rotating mode. Fig. 5.16 is a plot of
axial-velocity fluctuations at the burner mouth generated by the rotating mode.
At a given phaseφ = ωt of the oscillation, the amplitude of the fluctuation
is maximum at two locations close to the burner outer side and on opposite
sides of the burner axis. At these two spots the axial velocity fluctuations have
opposite signs. This pattern rotates around the burner axis at the frequency
fhot = 1198 Hz.
The axial velocity fluctuations induced by the rotating acoustic mode occur
at a critical location in the flow field : the burner mouth. Such fluctuations at
a sudden expansion are known to generate vortex rings which can distort the
flame front. This occurs in the present configuration : as shown in Fig. 5.19
the flame is distorted by a coherent structure in phase with the acoustic mode.
The vortex is not toroidal as for vortex rings but has a spiral form which is the
combination of two motions :

1. the rotating mode

2. and the convection by the mean flow field.

For a final quantitative validation of the structure of this mode, the phase of the
axial velocity fluctuations from LES and Helmholtz solvers are now compared.
Fig. 5.17 presents the pressure fluctuations at pointC (Fig. 5.3) which is used
as the phase reference to synchronize LES result with Eq. 5.7. Fig. 5.18 is
the comparison of axial velocity fluctuations at pointB (Fig. 5.3). The average
velocity is substracted from the LES signal, and the fluctuations are normalized
with a unique normalisation :
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• The phases for the two solvers match exactly showing the power of the
Helmholtz solver to predict acoustically induced velocity fluctuations.
• The fluctuations ofu are strongly dominated by the acoustics showing that

this flow is not dominated by turbulence but by acoustics.
• This result has implications for simulation : as this flow is obviously acous-

tically driven, the accurate computation of acoustic waves (low dispersion
of numerical scheme, accurate boundary conditions) may be as critical as
the modeling of the subgrid-scale turbulence.

5.6 Conclusion

Large-Eddy Simulations (LES) of an industrial-size burner mounted on an aca-
demic combustion chamber were conducted in both reacting and non-reacting
regimes. The work focuses on the analysis of rotating modes evidenced in both
LESs (cold and reacting). The joint use of a compressible LES solver and a
Helmholtz solver enables the determination of the nature of these instabilities :
• For the cold flow the rotating mode is due to an hydrodynamic instability

typical of swirling flows : Precessing Vortex Core (PVC). The Helmholtz
solver shows that the frequency of this instability (275 Hz) does not cor-
respond to an eigenmode of the configuration but can be predicted using a
Strouhal scaling based on the bulk velocity and the burner mouth dimension.
• In the reacting regime, the flow still exhibits a rotating mode but at 1198 Hz.

This mode is not hydrodynamic : it is acoustically controlled by a combi-
nation of the first two transverse modes of the combustor at 1192 Hz. The
identification of the rotating mode as an acoustic mode is confirmed by the
pressure fluctuation field : the complex structure of this mode evidenced in
the LES can be successfully reconstructed from Helmholtz solver results.

This study suggests that a numerical prediction of turbulent combustion insta-
bilities in a gas turbine requires :

1. A compressible LES solver : though the non-reacting part of this study
could have been conducted with an incompressible solver, taking into
account the acoustic waves is mandatory for the reacting case.

2. The joint use of two solvers (i.e. LES and Helmholtz). The Helmholtz
solver explains the acoustic structure evidenced in the LES simulations
by allowing the identification of all possible modes.

In the case of turning modes in swirled combustors, these two tools show that
such modes can indeed be observed both for cold and reacting flows but that
their nature is very different : for the cold flow, the rotating mode is an hy-
drodynamic mode but it becomes acoustically controlled when combustion is
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activated. Such an information is useful to understand the behavior of the com-
bustor but also to help design which is often based on cold flow observation to
study instabilities.
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Tables

Mode number 1 2 3 4 5 6 7
eigen frequency (Hz) 96.8 330.6 528.7 528.8 604.6 641.8 641.9

TAB . 5.1 – List of eigen frequencies for the non-reacting case.

Mode number 1 2 3 4 5 6 7
eigen-frequency (Hz) 158.7 750.2 1192.2 1192.4 1349.6 1447.9 1448.1

TAB . 5.2 – List of eigen-frequencies for the reacting case.
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Figures

Burner exit

Rotating PVC

Destruction by
turbulence

Vortex core due to swirl

Stagnation point S

FIG. 5.1 – Schematic representation of a generic PVC.

FIG. 5.2 – Burner.
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Burner outlet

Point C

Point B

Point A

FIG. 5.3 – Computational domain.

FIG. 5.4 – Mode number 1 is the
1/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).

FIG. 5.5 – Mode number 2 is the
3/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).
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FIG. 5.6 – Mode number 3 is the
1/2 wave transverse iny direction,
1/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).

FIG. 5.7 – Mode number 4 is the
1/2 wave transverse inz direction,
1/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).

FIG. 5.8 – Mode number 5 is the 5/4 wave longitudinal acoustic mode (P′ modulus).
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FIG. 5.9 – Mode number 6 is the
1/2 wave transverse iny direction,
3/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).

FIG. 5.10 – Mode number 7 is the
1/2 wave transverse inz direction,
3/4 wave longitudinal acoustic mode (P′

modulus).

FIG. 5.11 – Visualisation of the PVC in the LES by a pressure iso-surface.
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FIG. 5.12 – Signal ofw at point A : the
flow is dominated by a strong harmonic
oscillation.
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FIG. 5.13 – Spectrum ofw at point
A : the dominant frequency is 1198 Hz
(spectral resolution of 54 Hz).
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FIG. 5.14 – Transverse structure of the high-frequency rotating mode in the reacting
LES. Pressure minimum and maximum are rotating around the burner axis.
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FIG. 5.15 – Transverse structure of the rotating mode reconstructed from the Helm-
holtz code results using Eq. 5.7.
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FIG. 5.16 – Velocity fluctuations induced by the rotating mode at the burner outlet.
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FIG. 5.17 – Normalised pressure fluctua-
tions at pointC in the LES (solid) and
from the Helmholtz solver (dashed).
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FIG. 5.18 – Normalised axial velocity
fluctuations at pointB in the LES (solid)
and from the Helmholtz solver (dashed).
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FIG. 5.19 – Distortion of the instantaneous flame front. Axial velocity fluctuations
at the burner mouth, caused by the rotating acoustic mode, generate a helix shape
vortex.
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Chapitre 6

Calcul des modes propres d’une
turbine annulaire expérimentale
avec flamme active : application de
la méthode asymptotique

Contexte

Cette partie concerne l’application du code AVSPà une configuration expérimentale
correspondant̀a une turbine annulaire installée au Lehrstuhl f̈ur Thermodyna-
mik de l’universit́e technique de Munich. Cette application aét́e ŕealiśee dans
le cadre d’une cooṕeration et d’uńechange entre le laboratoire bavarois et le
CERFACS. Je remercie donc le Prof. Polifke,à l’origine de cette collaboration,
et tous les membres du Lehrstuhl für Thermodynamik pour leur acceuil et leur
disponibilit́e qui ont ainsi permis de concrétiser cette opportunité d’échanges
fructueux. Ce chapitre ainsi que l’annexe correspondante (Annexe D) sont ex-
traits d’un rapport technique rédiǵe en anglais faisant suiteà cette cooṕeration.
Les principaux aspects dévelopṕes dans cette partie sont les suivants :
• la mise en pratique de AVSP sur une configuration non académique. Cette

dernìereétant compośee d’un plenum et d’une chambre de combustion an-
nulaires relíes entre eux par douze brûleurs munis d’injecteurs swirlés, ce
type de configuration constitue donc un exemple typique d’application fu-
ture de AVSP dans un contexte industriel. Ce chapitre a donc pour premier
objectif de montrer la capacité du codèa prendre en compte ce genre de
géoḿetrie.
• la prise en compte de différentes hypoth̀eses de mod́elisation acoustique et

de leur impact sur la valeur des modes propres. En particulier, on s’intéresse
à l’influence sur la valeur des modes propres de la prise en compte du swirler

165
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et de la forme ŕealiste du front de flamme en comparant les résultats obtenus
avec ceux correspondantà une configuration simple sans swirler et avec un
front de flamme plan.
• l’applicationà une configuration réaliste de la ḿethode asymptotique présent́ee

à la section 4.3.2 pour déterminer la stabilit́e des modes de la turbines. Le
point essentiel ŕeside dans la possibilité d’utiliser des mesures expérimentales
de fonction de transfert de flamme réaliśees sur la configuration en question
par Klaas Kunze au cours de sa thèse. Par ailleurs, plusieurs hypothèses
de mod́elisation ont́et́e test́ees en comparant les résultats obtenus avec une
flamme consid́eŕee acoustiquement mince et ceux obtenus avec une fonction
de transfert de flamme non compacte.

6.1 Introduction

It has been known for a long time that the coupling between acoustic waves
and flames in industrial systems can lead to high amplitude instabilities [8, 38,
99]. In addition to inducing oscillations of all physical quantities (pressure,
velocities, temperature, etc ...), these instabilities can increase the amplitude
of the flame motion and, in extreme cases destroy part of the burner. Since
the equivalence ratio oscillates when instabilities are present, there is a general
trend for combustors to be more unstable when operating in the lean regime
(more air injected than necessary to burn the amount of fuel injected). Besides,
due to new international constraints, pollutant emissions must be reduced and
gas turbine manufacturers need to operate their systems under leaner and lea-
ner conditions. Consequently, there is a need to better understand combustion
instabilities and to predict them at the design level. The objective of this study
is to present and test a methodology to predict unstable/stable thermo-acoustic
modes of a combustor based on a two stpdf approach. At first the problem wi-
thout reactive flows is considered. The resulting eigenvalue problem is solved
by classical Arnoldi method. Then, the problem with combustion is treated by
performing an asymptotic expansion around the state without active acoustic
flame. This method is tested on realistic test rig used by Klaas Kunze [69]
during its PhD at the Lehrstuhl für Thermodynamik Technische Universität
München. The starting point of this study deals with calculations of the com-
bustion eigenmodes without acoustic flame. Different conifurations are retai-
ned in order in order to investigate the relevance of some assumptions on the
geometry or on the mean field. Finally, a flame transfer function experimen-
tally measured is introduced into the acoustic code and results are compard
with experimental data.
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6.2 Description of the thermo-acoustic code

6.2.1 Governing Equations

A suitable description of the present problem can be derived from perfect gases
assumption and classical relations of fluid mechanics, i.e. from equations of
mass, momentum and energy conservation. This last one is required in the reac-
tive flows framework since flow isentropy is not verified. Besides, assumptions
of constant mean pressure and low Mach number appear reasonable from gas
turbines observations. In such devices, mean speed flow value in front of sound
speed is known to be very low in the whole geometry excepted at the outlet
combustion chamber where nozzle impedance conditions extracted from lite-
rature [36] can be applied in order to keep a realistic model. Since eigenmodes
exhibited in gas turbines lie on the low/medium frequency domain, viscosity as
well as thermodiffusivity may morever be neglected. Under these assumptions,
a dimensionless wave equation for small pressure perturbations, that is to say
for linear acousitcs, may be derived in the same way as peformed by Poinsot
and Veynante [26] and reads :

∇.(c̄2∇p′)− ∂2p′

∂t2 =−(γ−1)
∂q̇′

∂t
(6.1)

where primed and barred variables stand for respectively dimensionless acous-
tic perturbation and dimensionless mean variables whereasp, c ,γ and q̇ res-
pectively stand for pressure, sound speed, specific heat ratio and rate of heat
release. Solving Eq. 6.1 requires a model for rate of heat release fluctuations in
order to close the problem. As suggested by the seminal studies of Crocco [10,
11] the flame is modelled as a purely acoustic element, neglecting the effects
of local turbulence, chemistry or heat losses. Specifically, rate of heat release
is modelled as

q̇′(~xre f , t) = nl (~x)~u′(~xre f , t− τ(~x)).~nre f (6.2)

The parameterτ(~x) stands for a time lag between unsteady heat release ˙q′(~xre f , t)
and the acoustic velocity~u′ at a reference position~xre f and direction~nre f . This
formulation generalizes then− τ model [10, 11], used in the framework of
1D configurations with infinitely thin flame [26] to the case of 3D flows with
distributed combustion. Assuming harmonic fluctuations,p′ = ℜ(p̂(~x)e− jωt)
with j2 = −1, and using linearized Euler equation lead to the following rela-
tion between acoustic speed and pressure,

∇p̂ = jωρ̄~̂u (6.3)
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By combining equations from set(6.1)-(6.3), it yields :

∇.(c̄2∇p̂)+ω2p̂ =
(γ−1)
ρ̄(~xre f)

nl (~x)eiℜ(ω)τ(~x)∇p̂.~nre f(~xre f) (6.4)

This last equation constitutes the eigenvalue problem to solve. Mean variables
and flame transfer parameters can be provided by LES calculations. The aim
of this study is to find the first eigenmodes, i.e. first harmonics, associated with
this equation.

6.2.2 Numerical approach

At first, the problem without source term is considered. The flame is then
viewed as an acoustical passive element but can still induce variations in the
mean temperature field. In this case, the numerical eigenvalue problem inheri-
ted from Eq. 6.4 with a null RHS term takes the following form :

A.p̂ =−ω2p̂ (6.5)

WhereA is a matrix representing the ”∇.(c̄2∇)” operator and the boundary
conditions. The numerical scheme used is finite-element method of Taylor-
Galerkin of order two directly inherited from an LES solver [96]. Since the
study is interested on large wave lengths, a higher order scheme is not needed.
Three types of boundary conditions are retained :
– An ”atmospheric” acoustic pressure condition where ˆp = 0. It numerically

corresponds to a Dirichlet condition.
– A ”wall” acoustic condition where~̂u.~n = 0 with~n the orthogonal normal to

the wall. It numerically corresponds to a von Neumann condition.
– An admittance type condition :

1
Z

=
ρ̄c̄~̂u.~n

p̂
(6.6)

The two first boundary condition types lead to a classical eigenvalue problem
and can be solved with an Arnoldi method provided, for instance, by ARPACK
software [101].
From Eq. 6.3, it can be deduced that admittance condition is a frequency de-
pendent boundary condition. Eigenvalue problem issued from Eq. 6.5 has then
to be modified as follows,

A.p̂+ωB.p̂+ω2p̂ = 0 (6.7)

where matrixB represents fluxes of ”¯c2∇p̂” incoming from cell faces located
at the admittance boundaries. The resulting problem is not anymore linear (in
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respect withω2) but this difficulty can be overcome by using a suitable variable
transformation [97]. A classical eigenvalue problem can thus be recovered but
with a doubled size in comparison with original situation.

6.2.3 Numerical issue with combustion and asymptotic ex-
pansion

Eigenvalue problem associated with Eq. 6.4 can not be solved directly by clas-
sical algebraic methods. Indeed, the kind of non linearity induced by expo-
nential term requires a specific treatment. The approach retained in this study
deals with asymptotic expansion. It means the acoustic flame is considered
as a perturbation phenomenon of the situation without combustion, therefore,
information about eigenmodes with flame will be retrieved from eigenmodes
analysis without combustion. Besides, as suggested by global acoustic energy
budgets [26], eigenmode stability is determined by accounting of the whole
spatial distribution flame and the boundary losses. Two consequences arise
form this consideration : firstly, the asymptotic expansion can not be applied to
the local equation 6.4 but on the corresponding acoustic energy balance equa-
tion in the domainΩ studied,Z

Ω
p̂[∇.(c̄2∇p̂)+ω2p̂]dV =

Z
Ω

(γ−1)
ρ̄(~xre f)

nl (~x)eiℜ(ω)τ(~x) p̂∇p̂.~nre f(~xre f)dV

(6.8)
secondly, the expansion parameterε has to be relied on the global behaviour
of the flame, hence the following definition :

ε =
Z

Ω
nl (~x)dV (6.9)

Eigen frequencies and eigenmodes(ω, p̂) of Eq. 6.4 can then be searched as a
first order expansion around the modes without combustion(ω0, p̂0),

ω = ω0 + εω1 +o(ε2) (6.10)

p̂ = p̂0 + εp̂1 +o(ε2) (6.11)

introducing these relations in Eq. 6.8 and keeping only first order terms give
the following equation :

Z
Ω

p̂0[∇.(c̄2∇εp̂1)+ω2
0εp̂1]dV = −2ε

Z
Ω

p̂2
0ω0ω1dV

+
Z

Ω

(γ−1)
ρ̄(~xre f)

nl (~x)eiℜ(ω0)τ(~x) p̂0∇p̂0.~nre f(~xre f)dV(6.12)
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The LHS term can be simplified by using a reduction order method [102] in
which p̂1 = p̂0F1, F1 is a spatial derivable function. Thanks to this relation, the
LHS term of Eq. 6.12 becomes :Z

Ω
p̂0[∇.(c̄2∇εp̂1)+ω2

0εp̂1]dV =
Z

∂Ω
c̄2p̂2

0∇εF1dS (6.13)

Since eigenmodes with flame (ω, p̂ ) and without flame (ω0, p̂0 ) verify the
same boundary conditions, it turns out that the RHS term of Eq. 6.13 is null on
the borders∂Ω. Consequently, an expression for the order 1 perturbation eigen-
frequencyεω1 can be obtained implying only mean variables and eigenmodes
without combustion :

εω1 =
(γ−1)∇p̂0.~nre f(~xre f)

γρ̄(~xre f)

R
Ω p̂0nl (~x)eiℜ(ω0)τ(~x)dV

2ω0
R

Ω p̂2
0dV

(6.14)

Knowing the perturbation eigen frequencyεω1, Eq. 6.12 can then be treated
as a linear problem with respect to perturbation eigen modeεp̂1. To solve it, a
classical LU factorization can be used. Values of eigenmodes with combustion
are thus determined with Eq. 6.10 and 6.11.

6.3 Application to an annular combustion cham-
ber : calculation without acoustic flame

6.3.1 General features of the experimental configuration tes-
ted

Description of the experimental configuration

In order to validate the approach developed in the first paragraph, the thermo-
acoustic code AVSP is applied to a realistic test rig. This experimental setup
corresponds to the configuration studied during his PhD by Klaas Kunze [69]
at the Lehrstuhl f̈ur Thermodynamik Technische universität München. The test
rig consists of an annular plenumchamber and an annular combustion chamber
connected by twelve swirl burners. A sketch of the configuration geometry is
available in the figure 6.1. The plenum chamber is supplied with an externally
premixed natural gas-air, so fuel inhomogeneities do not occur and entropy
waves do not play a role in this combustor. The hot gas exits the combustor
through twelve nozzles of nearly the same height as the combustion chamber.
Different operating conditions have been carried out in which the combustor
power was approximately 1MW.
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FIG. 6.1 – Geometry of the experimental combustion test rig

Following the model introduced in the first paragraph, the meanP̄, the heat
specific ratioγ and mean molecular massW are considered constant all over
the configuration. In addition, natural gas used in the experiment is conside-
red as pure methane. In these condition, the thermodynamic features of the
configurations studied have the following values :
– P̄ = 101300Pa
– γ = 1.42
– W = 0.0279kg.mol−1

– Mean heat capacity :cp = 1005.0J.kg−1.K−1

– Equivalence ratio :Φ = 0.71
– Mean inlet temperature :̄T1 = 300K
– Mean outlet temperature :̄T2 = 1865K
– Mean inlet sound speed : ¯c1 = 350.0m.s−1

– Mean outlet sound speed : ¯c2 = 879.0m.s−1

– Mean inlet density :̄ρ1 = 1.14kg.m−3
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– Mean outlet density :̄ρ2 = 0.18kg.m−3

Experimental eigenmodes of the configuration

The inlet plenum corresponds acoustically to a wall since the holes by which
fuel-air mixture is injected are very small in comparison with the section of the
plenum. The outlet corresponds acoustically to a pressure node since the oul-
tet nozzle runs into the atmosphere. During the experiments, two instabilities
were measured at respectively 150Hz and 300Hz, the first corresponding to a
longitudinal mode and the second to a circumferential mode of the plenum.

6.3.2 Meshes used in AVSP

Two types of meshes have been used in AVSP : one without swirler (Fig. 6.2,
21404 nodes), and another one with swirler (Fig. 6.3, 26466 nodes).

FIG. 6.2 – Cut of the mesh without swir-
ler used in AVSP.

FIG. 6.3 – Cut of the mesh with swirler
used in AVSP.

6.3.3 Influence of the mean flame position

The exact location of the flame extremity could not have been exactly deter-
mined experimentally but was beyond 10cmfrom the begining of the chamber
(i.e. the outlet of the burner). In this section, the impact of this uncertainty
on the eigen frequencies values and eigenmode shape is investigated. Towards
this goal, a simplified vertical flame front located atx = xf is considered. In
addition the flame is compact, meaning that the mean field is considered pie-
cewise constant : upstream the flame location (in the plenum, the burner and
the first part of the combustion chamber) the mean temperature is equal toT̄1
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and downstream the flame location (in the rest of the combustion chamber and
the nozzles), the mean temperature is equal toT̄2. Morever, in this chapter, the
flame is considered acoustically passive, i.e. no fluctuations of the rate of heat
release occured. At last, the swirler is not taken into account but the conical
shape of the injectors is considered. The geometry of the configuration is illus-
trated by the Fig. 6.4. Two situations are considered which roughly corresponds
to the two extreme realistic positions of the flame :
– A first case where the vertical flame front stands atxf = 0.13m ( results are

available in appendix D.1).
– A second case where the vertical flame front stands atxf = 0.10m ( results

are available in appendix D.2).
The distribution of the mean sound speed field in the case wherexf = 0.13m
is provided in the Fig. D.1 of appendix D.1.

FIG. 6.4 – Geometry retained in the study of the influence of the mean flame position.

From acoustic analysis of these results, the following remarks can be deduced :
– In the two cases, the two first eigen frequencies are nearly the same and
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seem to match with the modes experimentally observed. More precisely, in
the two situations, the first eigenmode is a longitudinal mode corresponding
to the quarter wave mode of the whole geometry, its eigen frequency is res-
pectively 125Hz for the casexf = 0.13mand 128Hz for the casexf = 0.1m
(see appendix D.1 and appendix D.2). Concerning the second eigenmode, it
corresponds in the two cases to the first circumferential mode of the plenum,
its eigen frequency value is respectively 283Hz for the casexf = 0.13mand
285Hz for the casexf = 0.1m.

– The modification of the flame position seems to affect only eigenmodes with
significant longitudinal variations in the combustor. Thus, the circumferen-
tial eigenmodes of the plenum are not influenced by the flame position as it
can be seen on the corresponding eigen frequency values ( modes 2,3,6 of
table D.1 in appendix D.1 and modes 2,3,6 of table D.1 in appendix D.2).
Concerning the longitudinal eigenmodes, only the second one is modified (
mode 4 of table D.1 in appendix D.1 and modes 4 of table D.1 in appendix
D.2) since the first and the third ones do not present strong variations in the
combustor. Besides, no purely circumferential combustor modes can exist
for a null pressure boundary condition is imposed at the outlet. As a result,
circumferential combustor modes ( modes 5,7 of table D.1 in appendix D.1
and modes 5,7 of table D.1 in appendix D.2) are influenced by the shift in
the flame position through their longitudinal component.

– Eigenmode structure does not seem to be very sensitive to variations of the
corresponding eigen frequency. It appears by comparing the second longi-
tudinal modes obtained in the two casesxf = 0.13m ( mode 4 of table D.1
in appendix D.1) andxf = 0.1m( modes 4 of table D.1 in appendix D.2).
Although the eigen frequency discrepancy is about 10 % of the eigen fre-
quency value, the spatial structure of the mode is nearly not affected. This is
illustrated by the Fig. 6.5 and 6.6. In the same way, the structure of the se-
cond circumferential mode of the plenum ( mode 5 of table D.1 in appendix
D.1 and mode 5 of table D.1 in appendix D.2) in the two situations are quiet
similar.

6.3.4 Influence of the flame shape

In order to get a more realistic configuration, a flame shape for the mean flow
quantities is adopted. The acoustical influence of this mean field modification
is investigated. The geometry is the same as precedently, that is to say without
swirler, and corresponds to the Fig. 6.4. The mean field for this case is available
in the Fig. D.19 of appendix D.3. Since the extremity of the flame is located
at x = 0.13m, the results from this configuration are compared with the ones
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FIG. 6.5 – Sixth eigenmode of the confi-
guration with mean temperature jump at
x = 0.13m corresponding to the second
longitudinal mode,f0 = 558Hz; norma-
lized acoustic pressure modulus (white
stands for 1.0 and black for 0.0).

FIG. 6.6 – Sixth eigenmode of the confi-
guration with mean temperature jump at
x = 0.1m corresponding to the second
longitudinal mode,f0 = 594Hz; norma-
lized acoustic pressure modulus (white
stands for 1.0 and black for 0.0)

from the case with a simplified vertical flame front atxf = 0.13m(see appendix
D.1). The main points that arise from these results are the following :
– As expected, the introduction of a more realistic flame shape seems to im-

prove the matching with experimental results : the two first eigen frequency
values in the configuration with a flame shape for the mean field ( appendix
D.3) are indeed respectively 142Hzand 293Hz.

– As in the study of the influence of the flame position, since the mean flow is
only modified in the combustor, eigenmodes of the plenum ( i.e. without si-
gnificant variations in the combustor) are not influenced by the introduction
of a flame shape for the mean field. On the contrary the second longitudinal
mode is affected by accounting of the flame shape : the eigen frequency is
shifted from 558Hz ( mode 4 of table D.1) to 615Hz ( mode 4 of table D.3)
and the structure is slightly perturbed. Since the mean field in the combustor
is not only modified in the longitudinal direction but also in the azimuthal
direction (see Fig. 6.7), the circumferential modes of the combustor are the
modes the more strongly perturbed. For instance, the eigen frequency of the
first circumferential combustor mode is shifted from 653Hz ( mode 5 of
table D.3) to 836Hz ( mode 6 of table D.3). In spite of this frequency gap,
the spatial structure of the mode is quite similar in the two configurations
(Fig .D.6 and Fig. D.25). Eigen frequency is increased since a part of the
cold gas is replaced by hot gas.

6.3.5 Influence of the swirler

The configuration with swirler is at last investigated. The geometry retained
corresponds to the one illustrated by Fig. 6.1. Again, a flame shape is retained
for the mean field. The results obtained in this situation are compared with the
case with a flame shape for mean flow and without swirler ( see appendix D.3).
It is reminded here that effects due to the mean flow speed are not taken into
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FIG. 6.7 – Slice cut of the mean sound speed field atx = 0.08m; on the left, Confi-
guration without (on the left ) and with (on the right ) flame shape for the mean
field.

account. The main points that arise from this results (see appendix D.4) are the
following :
– The two first modes ( mode 1 and 2 in appendix D.3 and appendix D.4), i.e.

the modes measured experimentally are not much modified by the introduc-
tion of the swirler.

– Only the modes with significant variations in the plenum are influenced by
the introduction of the swirler. The longitudinal modes are affected diffe-
rently following their structure in the plenum : the first and second longitu-
dinal modes do not vary very much in the plenum part and, consequently,
are not strongly modified by the swirler. On the contrary, the structure of
the third longitudinal mode inside the plenum is firmly altered and the cor-
responding eigen frequency is shifted from 945Hz ( mode 11 in appendix
D.3) to 769Hz ( mode 11 in appendix D.4) in the configuration with swir-
ler. This situation is illustrated by Fig. 6.11 and Fig. 6.10. From a general
point of view, the introduction of the swirler induces a decreasing of the ei-
gen frequencies. This is may be due to the area section reduction induced
by the swirler slits. On the other hand, the circumferential modes of the ple-
num have no longitudinal component and are not modified by the swirler.
Circumferential modes of the combustor are not purely azimuthal and com-
prise a longitudinal component which can be evidenced in the combustor as
well as in the plenum. As a result, through this component these modes are
influenced by the introduction of the swirler as it can be seen on Fig. 6.9
and Fig. 6.8. For these harmonics, the role of the swirler can be sgnificant
particulary when acoustic flame is taken into account : in the configuration
without swirler, the peak of pressure is located in the flame zone so the Ray-
leigh criterion [8] is potentially high whereas in the case with swirler, the
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amplitude of the mode is far less important in this zone.

FIG. 6.8 – 1st circumferential mode of
the combustor in the configuration wi-
thout swirler, f = 836hz, acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

FIG. 6.9 – 1st circumferential mode of
the combustor in the configuration with
swirler, f = 753hz, acoustic pressure
modulus (black stands for 0.0 and white
for 1.0).

FIG. 6.10 – Third longitudinal mode
in the configuration with a flame shape
for the mean temperature,f = 945Hz,
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. 6.11 – Third longitudinal mode in
the configuration with a flame shape for
the mean temperature and with swirler,
f = 769Hz, acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).
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6.4 Application to an annular combustion cham-
ber : calculation with acoustic flame

6.4.1 Flame transfer function characteristics and experimen-
tal results

The asymptotic method of AVSP is used on the burner RBK4016650 tested
during the PhD of Klaas Kunze [69]. The geometry of the configuration cor-
responds to the one detailed in fig. 6.1. The total power of the configuration
studied is about̄Qtotal = 650kW and the equivalence ratio of the air-fuel mix-
ture is about 0.71 (Luftzahl= 1.4). In these conditions no instabilities occur
and reliable flame transfer function measurements can be carried out. These
measurements concern one burner of the annular configuration. The combus-
tor part where the flame stands is divided into four zones as described in the
fig. 6.12. For each zone, the flame transfer model, relyingQ̂zone the heat re-
lease fluctuations of the corresponding zone to the longitudinal acoustic speed
fluctuations ˆux(~xre f), has the following form :

Q̂zone

Q̄burner
= |F(ω)|eiφ(ω) ûx(~xre f)

ūx(~xre f)
(6.15)

whereQ̄burner stands for the power of one of the twelve burners and corres-
ponds toQ̄burner= Q̄total/12≈ 54.1kW. The heat release fluctuations of a zone
can be relied to the local heat release fluctuations ˆq (see Eq. 6.4) as follows :

Q̂zone=
Z Z Z

Vzone

q̂(~x)dV (6.16)

This equation takes the following form by introducing the localn−τ model of
Eq. 6.2 :

Q̂zone=
Z Z Z

Vzone

nl (~x)eiωτ~̂ux(~xre f).~nre fdV

Assuming piecewise constant values by zone fornl andτ, it can be deduced
from Eq. 6.15 the following relation in a given zone for the flame transfer
function parameters :

nl =
|F(ω)|
Vzone

Q̄burner

ūx(~xre f)
(6.17)

ℜ(ω)τ = φ(ω) (6.18)

Considering the burner RBK4016650, the flame transfer function has been
measured experimentally for different frequency values between 0 and 400
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FIG. 6.12 – Flame division for transfer function measurements of one burner of the
configuration

Hz thanks to a siren (cf [69]). The resulting flame transfer function parameters
for each zone are available in Fig. 6.13 and Fig. 6.14.
During the experiments with different equivalence ratios and different total po-
wer values of the device, two modes appeared : the first longitudinal mode
at nearly 150Hz and the first mode of the plenum at nearly 300Hz. In the
current configuration, no instability was observed experimentally. Therefore
AVSP should predict that these modes are stable when accounting for the
flame-acousitcs coupling.

6.4.2 Results with a flame transfer function defined by zone

At first the flame transfer function of Fig. 6.13 and Fig. 6.14 defined on each
zone of the flame is used in AVSP. Since flame transfer function measurements
have been performed only in the range 0−400Hz, only eigenmodes with eigen
frequency within this range are retained from AVSP calculations. The corres-
ponding results are available in appendix D.5. In this configuration the mean
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FIG. 6.13 – Amplitude|F | of the flame transfer function in the different zones vs
frequency

field and the geometry corresponds to the ones used in appendix D.4, i.e. with
a swirler and with a flame shape for the mean field (flame extremity located
at xf = 0.13m). The boundary conditions are purely reflecting : null acoustic
speed at the inlet, wall reflecting and null acoustic pressure at the outlet. As
in the experiments, the reference point is located at the end of injector at the
abscissaxre f = 0.0m (see Fig .6.12). In this situation, the expansion parameter
ε defined in Eq. 6.9 reachs the following values at the two unstable frequencies
experimentally observed :

ε( f = 150Hz) ≈ 0.44

ε( f = 300Hz) ≈ 0.78 (6.19)

The main results are the following :
– The second mode (first circumferential mode of the plenum) is correctly

predicted : the real part is nearly equal toRe( f ) = 284Hz which is closed
to the experimental measure at 300Hz, the imaginary part - or growth rate
- is negative a nearlyIm( f ) = −20.0Hz corresponding to a stable mode as
expected.

– The real part of the first mode is almost correctly predicted atRe( f ) =
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FIG. 6.14 – Phaseφ of the flame transfer function in the different zones vs frequency

174Hz (instead of 150Hz in experiments) but the imaginary part is evaluated
as positive atIm( f ) = 6.7Hz. Thus the first mode is predicted as unstable
by AVSP whereas experiments do not indicate such a behaviour.

– The error of AVSP concerning the stability of the first mode can originate
in neglecting dissipative mechanisms. Indeed, the growth rate of the first
modeIm( f ) = 6.7Hz is very small, particulary in comparison with the cor-
responding real part, and can then be overcome by dissipative phenomena
such as radiation loss at the outlet, boundary layer on the walls, loss by fric-
tions in the swirler. The first mechanism can be taken into account through
impedance boundary conditions [62] but its impact on the mode stability
is generally small. The second mechanism required a new boundary condi-
tion type and is moreover strongly dependent from non-linear phenomena.
The third mechanism requires also specific treatment and is dependant from
mean speed values. In these conditions the two last mechanism have not
been taken into account by AVSP. As a consequence, it is difficult to deter-
mine if the error on the mode stability results from the asymptotic method
or underestimations of the dissipative phenomena.
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6.4.3 Results with a global flame transfer function

In this part, the acoustical activity of the flame is represented by a global flame
transfer function issued from the sum of the flame transfer function of each
zone as follows :

F(ω)eiφ(ω) =
N

∑
j=1

Fzonej (ω)eiφzonej (ω) (6.20)

The geometry and the main field are exactly the same as in the precedent confi-
guration, only the flame tranfer function is modify by taking a global flame
transfer function. The reference point is still atxre f = 0.0m. The impact of
the flame division on the stability of the mode depends from the variations
of the acoustic pressure along the flame. This can be explained thanks to the
Rayleigh criterion [8]. From Poinsot and Veynante [26], when growth rate is
small in comparison with the real part of the eigen frequencyf = 1/T, this
criterion Rr can be evaluated from eigenmodes and heat release fluctuations
Fourier transform as follows :

Rr =
1
T

Z
T

Z
Vf lame

p′q′dtdV=
Z

Vf lame

γ−1
2γp̄

ℜ(p̂q̂∗)dV =
γ−1
2γp̄

ℜ
(Z

Vf lame

p̂q̂∗
)

dV

(6.21)
whereq̂∗ is the complex conjugate of the ˆq. If the eigenmode varies slowly
along the flame it can be considered nearly constant to ˆp(xf ) and Eq. 6.21
yields to :

γ−1
2γp̄

ℜ(
Z

Vf lame

p̂q̂∗)dV ≈ γ−1
2γp̄

ℜ
(

p̂(xf )
Z

Vf lame

q̂∗dV︸ ︷︷ ︸
global f lame

)
(6.22)

From Fig. D.29 and Fig. D.30, it can be seen that for the two modes studied, the
acoustic pressure does not vary a lot along the flame. As a result, the behaviour
of the global flame is roughly the same as the flame divided into four zones
as shown by the AVSP calculations in appendix D.6 : the first mode is still
slighlty unstable whereas the second is still stable . Nevertheless, it seems that
imaginary part of the eigen frequencies is modified by about 30%.

6.4.4 Sensitivity to the reference point location

The sensitivity to the reference point position is studied in this part. Two clo-
sed and realistic positions are tested in order to evaluate the reliability of the
AVSP results in precedent configurations. Since these positions are closedand
since the geometry and the mean field are still the same, the main points of the
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precedent results must not change. The flame transfer function used corres-
ponds to the one described in Fig. 6.12, i.e. the flame divided into four zones.
In this new configuration, the reference point is located inside the injector at
xre f = −0.01m instead ofxre f = 0.0m (see appendix D.4). The shift is there-
fore very small in comparison with the wavelength of the modes. The results
obtained for this new configuration are available in appendix D.7 and show
that this shift in the refernce position does not strongly modify the eigen fre-
quency values. Nevertheless, the impact of this shift position seems to be as
important as the use of a global flame transfer function instead of a zonal one.
The fact that a shift of only one centimeter can increase of 30% the growth rate
of the modes is explained by the structure of the longitudinal acoustic speed
inside the injector. The Fig. 6.15 show that the acoustic speed strongly varies
in this part of the configuration. Therefore, the flame model parameters defined
in Eq. 6.2 adopt the same behaviour, hence the sensitivity of the results to the
reference point location.

FIG. 6.15 – Longitudinal acoustique speed of the first mode (f=143 Hz), white indi-
cates a maximum and black stands for 0

6.5 Conclusion

The acoustic solver based AVSP on the Helmholtz equation is applied to an ex-
perimental combustion chamber in order to get the eigenmodes of this configu-
ration and predict their stability. The first step consists in evaluating the eigen-
modes without active acoustic flame but with a variable sound speed. Different
configurations are tested from a simple configuration with a crude mean tem-
perature jump and without swirler to a more realistic configuration with swirler
and with a flame shape for the mean flow. It appears from these results that the
two modes observed during experiments, that is to say the first longitudinal
mode and the first circumferential mode of the plenum, are correctly predicted
on all the configurations tested. Besides, it can be seen that the circumferential
modes of the combustor are strongly (particulary their eigen frequency) in-
fluenced by the flame shape, i.e. the interface shape of the cold and hot zones.
On the other hand, accounting of the swirler can modify the spatial structure
of some longitudinal modes particulary the modes with important variations
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in the plenum. The second step deals with a case with active acoustic flame.
An asymptotic expansion around the modes without combustion is applied in
order to get the stability of the modes in such a situation. The use of a flame
tranfer function measured experimentally is required to characterize the acous-
tic behaviour of the flame. In these conditions, the first circumferential mode
of the plenum at 300Hz is predicted stable as in the experiments. However,
the first longitudinal mode at 150Hz is predicted unstable but with a small
growth rate. The fact that no dissipative phenomena are taken into account can
explain this overestimation of the growth rate. Other configurations with a glo-
bal flame transfer function or with a small shift in the reference point location
present roughly the same results. As a conclusion, in order to completely qua-
lify the asymptotic expansion method, a better determination of the dissipative
mechanisms seems required.



Chapitre 7

Calcul des mode propres d’une
chambre de combustion de section
carr ée avec injection swirĺee et
flamme active : application de la
méthode du point fixe

Contexte

Ce chapitre illustre l’application de AVSP̀a une configuration réelle avec flamme
acoustiquement active. Plus préciśement, la ǵeoḿetrie concerńee correspond̀a
un dispositif exṕerimental instalĺe au laboratoire EM2C (Paris) comprenant un
syst̀eme d’injection swirĺe et une chambre de combustion de section carrée.
Cette configuration áet́e étudíeeà l’aide du code de calcul LES AVBP [95]
par Charles Martin et a présent́ee pour certaines valeurs de débit de carbu-
rant et certains types de conditions limites une instabilité thermoacoustique.
On cherche donc̀a pŕedire cette instabilit́e à l’aide de AVSP. Dans cette op-
tique, l’emploi de conditions limites réalistes, c’est̀a dire de conditions limites
d’admittance mesuréesà partir des valeurs des résultats LES, est nécessaire.
De plus, la prise en compte dans AVSP du terme source thermoacoustique est
requis, ce qui est réaliśe à travers la fonction de transfert de flamme calculée
à partir des ŕesultats LES. La ḿethode du point fixe (section 4.3.3) est ici ap-
pliquée pour d́eterminer les modes propres avec flamme active. Cetteétude,
réaliśee durant le Summer Program 2004 du Center of Turbulence Research
de stanford, a fait l’objet d’un article [100]. La suite de ce chapitre est donc
rédiǵee en anglais et certaines notations, propresà l’article, sont diff́erentes de
celles choisies dans les préćedentes section.
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abstract

This paper presents the analysis of the self-excited combustion instability en-
countered in a lab-scale, swirl-stabilised combustion system. The instability,
successfully captured by reactive Large Eddy Simulation (LES) is used to ve-
rify an acoustic energy equation. This energy equation shows how the source
term due to combustion (equivalent to the Rayleigh criterion) is balanced by
the acoustic fluxes at the boundaries when reaching the limit cycle . Addi-
tionally, an Helmholtz-equation solver including flame-acoustics interaction
modelling is used to predict the stability characteristics of the system. Fee-
ding the flame-transfer function from the LES into this solver allows to predict
an amplification rate for each mode. The unstable mode encountered in the
LES compares well with the mode of the highest amplification factor in the
Helmholtz-equation solver, as well in terms of mode shape as in frequency.

7.1 Introduction

During the design phases of modern combustion chambers for gas turbines,
a critical problem is often encountered : combustion oscillations ([26, 47, 57,
132]). These oscillations cannot be predicted at the design stage and correcting
actions can be extremely costly at later stages. Testing burners in simplified
combustion chambers is a common method to verify their stability but is also
an ambiguous approach because it is known that a given burner can produce
unstable combustion in one chamber and not in another. Methods which could
provide stability analysis before any tests are therefore requested. This paper
demonstrates that Large Eddy Simulation, coupled to acoustic analysis, can
provide such information. A proper framework to analyse combustion stability
is the wave equation for reacting flows ([26]). Such an equation is complex
to derive because most assumptions used in classical acoustics must be revisi-
ted in a multi-species, non-isothermal, reacting gas. An approximate equation
controlling the propagation of pressure perturbations in a reacting flow is :

∇ ·
(
c2

0∇p̂
)
− ∂2

∂t2 p̂ =−(γ−1)
∂ω̇T1

∂t
− γp0∇~u1 : ∇~u1 (7.1)

where the subscript 0 refers to mean quantities, and the subscript 1 to small
perturbations.̇ωT1 is the local perturbed heat release andc0 is the sound speed,
which can change locally because of changes in temperature and composition
due to chemical reactions. These reactions are also the source of the additional
RHS source term(γ−1)∂ω̇T1/∂t, which is responsible for combustion noise
and instabilities. Equation (7.1) is difficult to use directly in practice. In the
present work, it was solved or used in three different ways :
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– First, a fully compressible LES of the reacting flow was performed, in which
the pressure perturbationsp1 are explicitely solved for using the full Navier-
Stokes equation (not the linearized form of Eq. 7.1). The code used for this
LES is described in section 7.2.

– Second, Eq. 7.1 is solved in the frequency domain by assuming mono-
harmonic fluctuations. This is done using a Helmholtz tool described in Sec-
tion 7.3.

– Third, Eq. 7.1 is integrated to derive an equation for the fluctuating energy.
The definition of such an energy in a reacting flow is discussed in Sec-
tion 7.4.

The reasons for this combined strategy are the following. First, it is now clear
that Large Eddy Simulation (LES) is a powerful tool to study the dynamics of
turbulent flames (see special issue ofFlow Turbulence and Combustion(65,
2000) on LES of reacting flows or recent books on turbulent combustion :
[26, 133]). Multiple recent papers have demonstrated the power of these me-
thods ([96, 115, 127, 134-136] [32]). However, an important limitation of LES
is its cost : the intrinsic nature of LES (full three-dimensional resolution of the
unsteady Navier Stokes equations) makes it very expensive, even on today’s
computers. Faster tools are needed, for example for optimization and control of
thermo-acoustic oscillations in chambers . Acoustic Helmholtz codes belong to
this second category. These codes try to predict the global stability of a given
combustion system by analyzing the amplification (or damping) of acoustic
waves propagating through the entire combustion device. The most common
versions of such codes describe combustion through very simplified linear for-
mulations such as the n-tau model ([26, 94, 137]) or matrix formulations ([3,
82, 138]). In these formulations, the flame zone is viewed and modeled as a
black box characterized only by its transfer function (or its matrix for matrix
approaches), which essentially relates perturbations of heat release in the flame
to perturbations of inlet velocity. LES and acoustic codes can be linked : LES
is used to provide the mean fields, the unsteady fields and the flame transfer
function. This flame transfer function can then be fed into acoustic codes to
predict the overall stability of the combustion chamber when it is connected to
upstream and downstream ducts.
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7.2 Large Eddy Simulations for reacting flows in
complex geometries

7.2.1 Numerical methods for compressible reacting LES

Most academic LES is often limited to fairly simple geometries for obvious
reasons of cost and complexity reduction. In many cases, experiments are de-
signed using simple two-dimensional shapes ([127, 139, 140]) or axisymme-
trical configurations ([141, 142]) and simple regimes (low speed flows, fully
premixed or fully non-premixed flames) to allow research to focus on the phy-
sics of the LES (subgrid scale models, flame/turbulence interaction model),
and more generally, to demonstrate the validity of the LES concept in acade-
mic cases. This approach is clearly adequate in terms of modelling develop-
ment, but it can also be misleading in various aspects when it comes dealing
with complex flames in complex geometries, especially in real gas turbines for
which specific problems arise :
– Real geometries cannot be meshed easily or rapidly with structured or block-

structured meshes : up to now, most LES of reacting flows have been per-
formed in combustion chambers where structured meshes were sufficient to
describe the geometry. This is no longer the case in gas turbines and this
brings additional difficulties. Indeed, on structured meshes, building high-
order spatial schemes (typically 4th to 6th order in space) is easy and pro-
vides very precise numerical methods ([143-145]). For complex geometries
such structured meshes must be replaced by unstructured grids, on which
constructing high-order schemes is a more difficult task.

– Unstructured meshes also raise a variety of new problems in terms of sub-
grid scale filtering : defining filter sizes on a highly anisotropic irregular
grid is another open research issue ([107, 146-148]). Many LES models, de-
veloped and tuned on regular hexahedral grids may, perform poorly on the
low-quality unstructured grids required to mesh real combustion chambers.
For example, the filtered structure model ([144]) is difficult to extend to non
structured grids.

– LES validation is often performed in laboratory low-speed unconfined flames,
in which acoustics do not play a role and the Mach number remains small
so that acoustics and compressibility effects can be omitted from the equa-
tions (low-Mach number approximation : [115, 141]). In most real flames
(for example in gas turbines), the Mach number can reach much higher va-
lues and acoustics are important so that taking compressibility effects into
account becomes mandatory. This leads to a significantly heavier computa-
tional task : since, acoustic waves propagate faster than the flow, the time
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step becomes smaller and the boundary conditions must handle acoustic
wave reflections ([26]). Being able to preserve computational speed on a
large number of processors then also becomes an issue simply to obtain a
result in a finite time.

– At the present time, it is impossible to perform a true LES everywhere in the
flow and it will remain so for a long time. For example, the flow between
vanes in swirled burners, inside the ducts feeding dilution jets or through
multiperforated plates would require too many grid points. Compromises
must be sought to offer (at least) robustness in places where the grid is not
sufficient to resolve the unsteady flow.

In the present work, the full compressible Navier Stokes equations are solved
on hybrid (structured and unstructured) grids. Subgrid stresses are described by
the WALE model ([149]). The flame/turbulence interaction is modeled by the
Thickened Flame (TF) model ([127, 128]). The numerical scheme is explicit
in time and provides third-order spatial and third-order time accuracy ([128]).

7.2.2 Thickened Flame model and chemical scheme

For this study, the standard TF model developed by [128] is used : in this
model, preexponential constants and transport coefficients are both modified
to offer thicker reaction zones that can be resolved on LES meshes. The fun-
damental property justifying this approach has been put forward by [150] by
considering the balance equation for the k-species mass fractionYk in a one-
dimensional flame of thermal thicknessδ0

L and speeds0
L :

∂ρYk

∂t
+

∂ρuYk

∂x
=

∂
∂x

(
ρDk

∂Yk

∂x

)
+ ω̇k

(
Yj ,T

)
(7.2)

Modifying this equation to have :

∂ρYth
k

∂t
+

∂ρuYth
k

∂x
=

∂
∂x

(
ρFDk

∂Yth
k

∂x

)
+

1
F

ω̇k

(
Yth

j ,Tth
)

(7.3)

leads to a “thickened” flame equation whereF is the thickening factor and
superscriptth stands for thickened quantities. Introducing the variable changes
X = x/F ; Θ = t/F leads to :

∂ρYth
k

∂Θ
+

∂ρuYth
k

∂X
=

∂
∂X

(
ρDk

∂Yth
k

∂X

)
+ ω̇k

(
Yth

j ,Tth
)

(7.4)

which has the same solution as Eq. (7.2) and propagates the flame front at
the same speeds0

L. However,Yth
k (x, t) = Yk(x/F, t/F) shows that the flame is
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thickened by a factorF . The thickened flame thickness isδ1
L = Fδ0

L. Choosing
sufficiently large values of F allows to obtain a thickened flame which can
be resolved on the LES mesh. Typically, ifn is the number of mesh points
within the flame front (n is of the order of 5 to 10) and∆x the mesh size, the
resolved flame thicknessδ1

L is n∆x so thatF must beF = n∆x/s0
L. Note that

F is not an additional parameter of the model but is imposed by the previous
relation as soon as the mesh is created. In the framework of LES, this approach
has multiple advantages : when the flame is a laminar premixed front, the TF
model propagates it, in the limit ot an infinitely thin front, at the laminar flame
speed exactly like in a G equation approach. However, this flame propagation
is due to the combination of diffusive and reactive terms which can also act
independently so that quenching (near walls for example) or ignition may be
simulated. Fully compressible equations may also be used as required to study
combustion instabilities.
The thickening modification of the flame front also leads to a modified interac-
tion between the turbulent flow and the flame : subgrid scale wrinkling must be
reintroduced. This effect can be studied and parametrized using an efficiency
functionE derived from DNS results ([128, 151, 152]). This efficiency func-
tion measures the subgrid scale wrinkling as a function of the local subgrid
turbulent velocityu′∆e

and the filter width∆e. In practice, the diffusion coeffi-
cientDk is replaced byE F Dk and the preexponential constantA by AE/F so
that the conservation equation for speciesk is :

∂ρYth
k

∂t
+

∂ρuYth
k

∂x
=

∂
∂x

(
ρEFDk

∂Yth
k

∂x

)
+

E
F

ω̇k

(
Yth

j ,Tth
)

(7.5)

Such an equation propagates the turbulent flame at a turbulent speedsT = Es0
L,

while keeping a thicknessδ1
L = Fδ0

L. In laminar regions,E goes to unity, and
Eq. 7.5 simply propagates the front at the laminar flame speeds0

L. The subgrid
scale wrinkling functionE was obtained from the initial model of [128] as a
function of the local filter size∆e, the local subgrid scale turbulent velocity
u′∆e

, the laminar flame speeds0
L, the laminar and the flame thicknessesδ0

L and
δ1

L.
The TF model uses finite rate chemistry : here the configuration corresponds to
a lean fully premixed flame so that a one-step Arrhenius kinetics is sufficient.
This one-step scheme (called 1sCM1) has been fitted with a genetic algorithm
based tool on a laminar flame structure. The reference mechanism used to fit
1sCM1 is the Peters propane scheme ([Peters,1993,verlag]). 1sCM1 takes into
account five species (C3H8,O2, CO2, H2O andN2) :

C3H8 +5O2 −→ 3CO2 +4H2O (7.6)
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Chemical parameters Schmidt numbers
A nC3H8 nO2 Ea C3H8 O2 CO2 H2O N2

3.29E10 0.856 0.503 31526 1.241 0.728 0.941 0.537 0.690

TAB . 7.1 – Rate constants and Schmidt numbers for the 1sCM1 scheme : the activa-
tion energy is in cal/moles and the preexponential constants in cgs units.

The rate of the single step reaction is given by :

q = A

(
ρYC3H8

WC3H8

)nC3H8(ρYO2

WO2

)nO2

exp

(
− Ea

RT

)
(7.7)

where the parameters are provided in Table 7.1.
The diffusion coefficientDk of speciesk is obtained asDk = ν/Sk

c whereν is
the viscosity andSk

c the fixed Schmidt number of speciesk. The Schmidt num-
ber values used in the present simulations are given in Table 7.1, and corres-
pond to the PREMIX values measured in the burnt gases. The Prandtl number
is set to 0.68. With this parameter set, the agreement between flame profiles ob-
tained using AVBP or PREMIX with the same chemical scheme is excellent.
The agreement between the Peters scheme and the 1sCM1 in terms of laminar
flame speed is excellent for the lean up to stoechiometric mixtures.

7.3 Acoustic solver for the Helmholtz equation

The acoustic tool used in this study (called AVSP) solves the eigenvalue pro-
blem associated to the wave equation (7.1). When dealing with thermo-acoustic
instabilities, it is current practice to model the geometry of the combustor by a
network of 1D or 2D axisymmetric acoustic elements where a simplified form
of Eq (7.1) can be solved ([26, 78]). Jump relations are used to connect all
these elements and the amplitude of the forward and backward acoustic waves
are determined so that the boundary conditions are satisfied. The main draw-
back of this approach is that the geometrical details of a combustor cannot be
accounted for and only the first ”equivalent” longitudinal or orthoradial modes
are sought for. In AVSP, a finite element strategy is used to discretize the exact
geometry of the combustor so that no assumption is made a priori regarding
the shape of the modes. This feature gives AVSP the potential to test the effect
of (small) geometrical changes on the stability of the whole system.
The wave equation (7.1) is solved in the frequency domain by assuming har-
monic variations at frequencyf = ω/(2π) for pressure, velocity and local heat
release perturbations (i2 =−1) :

p̂′ = P̂(x,y,z)exp(−iωt), ~u′ = ~̂U(x,y,z)exp(−iωt) and ω̇T1 = Ω̂T exp(−iωt)(7.8)
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Introducing Eq. (7.8) into Eq. (7.1) and neglecting the turbulent noiseγp0∇~u1 :
∇~u1 in front of the combustion term(γ− 1)∂ω̇T1/∂t leads to the Helmholtz
equation :

∇ ·
(
c2

0∇P̂
)
+ω2P̂ = iω(γ−1)Ω̂T (7.9)

where the unknown quantities are the complex amplitudeP̂ of the pressure
oscillation at frequencyf and pulsationω. Note thatΩ̂T , the amplitude of
the heat release perturbation is also unknown and must be modeled. This is
obviously the difficult part of the modeling : it is done in AVSP through an
extension of then− τ model ([26, 94, 137]) wherėωT1 ∝ nu1(xref, t − τ). In
1D approaches, the interaction indexn and time delayτ are two parameters
describing the acoustic behaviour of a compact flame located at the axial po-
sition xref. In AVSP, where the geometry of the combustor is fully described,
the flame is distributed and the interaction index and time delay depend on
space. These data can be extracted from LES results by post-processing ei-
ther a self-excited or a forced oscillating regime. Once measured in LES, the
fieldsn(x) andτ(x) are used to model the unsteady heat release in Eq. (7.9) as
iωΩ̂T = n(x)exp(iωτ(x))∇P̂(xref) ·~nref/ρref. Although they depend onω in the
most general case,n andτ have been obtained at the most energetic frequency
observed in the LES (f ' 380 Hz) and considered constant over the frequency
domain.
Three types of boundary conditions can be prescribed together with this equa-
tion (~n is the outward unit normal vector to the boundary) :
– Dirichlet condition, viz.P̂ = 0, on fully reflecting outlets,
– Neumann condition, viz.∇P̂·~n = 0, on fully rigid walls or reflecting inlets,
– Robin condition, viz.cZ∇P̂·~n= iωP̂, on general boundaries, whereZ is the

local reduced complex impedanceZ = P̂/ρ0c0
~̂U ·~n

In this study, the reduced boundary impedanceZ has been obtained by post-
processing time series of the pressure and velocity on the boundary from the
LES at f ' 380 Hz.
Knowing the boundary impedance (Z), the sound speed (c0) distribution and
the flame responsen(x) ;τ(x), and assuming thatZ does not depend onω 1, a
Galerkin finite element method is used to transform Eq. (7.9) into a non-linear
eigenvalue problem of sizeN (the number of nodes in the finite element grid
used to discretize the geometry) of the form :

[A][P̂]+ω[B][P̂]+ω2[C][P̂] = [D(ω)][P̂] (7.10)

1The same result holds if 1/Z = 1/Z0 +C1ω +C2/ω, whereZ0, Z1 andZ2 are complex valued
constants.
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where [P̂] stands for the column vector containing the eigenmode at pulsa-
tion ω, and[A], [B], [C] are square matrices depending only on the disctretized
geometry of the combustor.[D(ω)] is the unsteady contribution of the flame
and depends on the pulsation through the combustion termn(x)exp(iωτ(x)).
No efficient numerical method exists to solve this non-linear eigenvalue pro-
blem. However, in the case where the unsteady flame response is neglected,
viz. [D(ω)] = 0, Eq. (7.10) simplifies into a quadratic eigenvalue problem de-
pending only onω andω2. A change of variable can then be used ([97]) to
obtain an equivalent linear eigen value problem of size 2×N. Several nume-
rical methods can then be used to assess the eigenmodes. Direct methods (e.g.
QR-based) are exact and have the advantage to provide all the eigenmodes.
However, they can be exp[ensive to solve for large problems (N > 103). Since
only the first few frequencies are usually of interest from a physical point of
view, it is more appropriate to use an iterative method which can be applied
for large problems (N > 105) without difficulty. In AVSP, we are using a pa-
rallel implementation of the Arnoldi method ([101]), which enables to solve
complex problems of sizeN' 20000 in a few minutes.
Setting[D(ω)] = 0 is equivalent to finding the eigenmodes of the burner, ta-
king into account the presence of the flame through the mean temperature field
but neglecting the flame effect as an acousticly active element. The boundary
conditions are also considered for and this approximation can provide rele-
vant information about the shape and real frequency of the first few modes
of the combustor. However, since there is no coupling between the acoustics
and the flame, there is no hope to discriminate between stable and unstable
modes, which is the ultimate objective of this study. Under the assumption
that the unsteady flame response acts as a small perturbation of the modes
without combustion, a linear expansion technique can be developed to assess
the imaginary part ofω, hence the stability of the perturbed modes ([98, 153]).
Another path has been followed in this study in order to handle cases where the
unsteady response of the flame changes the modes significantly and when the
linear expansion is not justified. The non-linear eigenvalue problem Eq. (7.10)
is then solved iteratively, thekth iteration consisting in solving the quadratic
eigenvalue problem inωk defined as :

([A]− [D(ωk−1)]) [P̂]+ωk[B][P̂]+ω2
k[C][P̂] = 0 (7.11)

A natural initialization is to set[D(ω0)] = 0 so that the computation of the
modes without combustion is in fact the first step of the iteration loop. Usually,
less than 5 iterations are enough to converge towards the complex pulsation
and associated mode. This linearized approach to describe the stability of the
burner in terms of modes has drawbacks but remains one of the basic tools to
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study instabilities :
– The linearization is valid only for small amplitude perturbations, a condition

which is obviously not true when limit cycles typical of combustion instabi-
lities are observed in gas turbines. However, this assumption is valid when
the instability grows ([154]) and helps to determine the unstable modes :
such modes have to appear and grow before they reach a limit cycle and any
analysis adapted to this early phase is of interest.

– Most acoustic tools work on linear regimes for which each oscillatory mode
is independent of other modes. Many combustion instabilities exhibit non-
linear coupling where high-frequency modes couple with low-frequency os-
cillations : classical papers from [35] mention such coupling. These were
also observed in the experiment of [47] in which a 530 Hz mode (often
called rumble) was systematically accompanied by a high-frequency mode
(called screech) at 3750 Hz. The fact that combustion instabilities involve
more than one mode of oscillation is one of the basis of theories by [155].
The tool presented above treats each mode individually and cannot simulate
such phenomena.

– The description of the coupling between acoustics and combustion in such
models is extremely crude. The response of the flame excited by an acous-
tic wave depends on several physical phenomena such as chemical reac-
tions, species diffusion, vortex shedding, vortex-flame interaction, etc . . . .
All these phenomena are not neglected in the present study but their cumu-
lative effect is modeled through the global time scaleτ and indexn.

Despite these limitations, such tools are useful because they provide relevant
information about the modes triggered by the acoustic/flame coupling while
running fast : for the configuration described in section 7.5, only 8000 grid
points were necessary to describe the geometry and obtain the first 4 modes.
For comparison, half a million nodes were used to perfom the LES discussed
in section 7.6. A typical run for solving the quadratic eigenvalue problem of
type Eq. (7.11) on this grid lasts 10 min by using 15 processors (R14000 500
MHz IP35) on an SGI O3800 parallel machine. Such tool can thus be used
in the design process of new gas turbines to characterize their thermoacous-
tic modes. By describing the whole geometry between the compressor and the
turbine, including all the injectors dispatched around the combustion chamber,
such simulations would noticeably give unique information about the swirling
modes that sometimes show up in large gas turbines. The difficult and compu-
tationally expensive task would be to compute the flame transfer function by
performing a LES of the turbulent flame. Such simulation would be performed
by considering an angular sector corresponding to only one injector, saving a
huge amount of grid points and CPU resources.
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7.4 Acoustic energy equation

The total acoustic energy equation is an integral form of the wave equation (7.1)
which is quite useful to understand basic mechanisms of combustion instabi-
lites. This equation cannot be used to predict unstable modes like the Helm-
holtz solver, but is a powerful method to analyze the results of an LES as
done here. The conservation equation for the acoustic energye1 = 1

2ρ0u2
1 +

1
2 p̂2/(ρ0c2

0) is derived in [26] and can be written :

∂e1

∂t
= s1−∇ · (p̂~u1) with s1 =

(γ−1)
γp0

p̂ω̇T1 (7.12)

If integrated over the whole volumeV of the combustor bounded by the surface
A, it yields :

d
dt

Z
V

e1dV =
Z

V
s1dV−

Z
A

p̂~u1.~ndA or
d
dt

E1 = S1−F1 (7.13)

where~n is the surface normal vector. This surface consists of walls or of in-
let/outlet sections.
In Eq. (7.13), all terms are time dependent. The RHS source termS1 corres-
ponds to the Rayleigh criterion ([8]) : it measures the correlation between uns-
teady pressure ˆp and unsteady heat releaseω̇T1 averaged over the whole cham-
ber. It can act as a source or a sink term for the acoustic energy. The other RHS
termF1 is less studied because it is impossible to measure experimentally. It is
an acoustic flux integrated on all the boundaries. Walls have zero contribution
in this term because the velocity perturbations~u1 vanish on walls. However,F1

may be large on inlets and outlets where it is usually a loss term. Eq. (7.12) is
therefore a generalization of the Rayleigh criterion : the total acoustic energy in
the chamberE1 will grow if the acoustic gain termS1 is larger than the acoustic
lossesF1. The magnitudes and relative importance of the two termsS1 andF1

are controversial issues in the field of combustion instabilities. For example,
one important question is to know whether acoustic losses are important or not
in the determination of limit cycles. For these limit cycles, the acoustic energy
E1 must remain constant over a period of oscillations and Eq. (7.12) shows
that such a cycle can be reached for two situations :
– The limit cycle may becombustion controlled: if the acoustic losses are

small (F1 = 0), the pressure and heat release signals may adjust to give
S1 ' 0. The limit cycle is reached when this phase shift leads to a zero
Rayleigh termS1 as observed in certain experiments. Physically, this is often
obtained when the heat release oscillations saturate (because the minimum
reaction rate reaches zero at some instant of the cycle) or when the phase
between pressure and heat release changes so that combustion itself controls
the limit cycle amplitude.



196 CHAPITRE 7:Application de la méthode du point fixe

Total flow rate axial flow rate Equivalence Reynolds number
(kg/s) (kg/s) ratio (burner mouth)

22.10−3 4.10−3 0.8 46700

TAB . 7.2 – Flow parameters for combustion cases.

– The limit cycle may beacoustically controlled: the source termS1 may
be large (pressure and heat relase are oscillating in phase) but the acoustic
losses are large too and compensateS1. In this case, the final amplitude of
oscillation is controlled by the acoustic impedances of outlets and inlets.

Clearly, these two solutions lead to very different approaches of combustion
instabilities : if the limit cycle is combustion controlled, the acoustic beha-
vior of inlets and outlets have a limited effect on the stability ; if it is acous-
tically controlled, acoustic impedances of inlets and outlets become essential
elements of any method (experimental or numerical). In the present study, the
LES results are post processed to measure all terms of Eq. (7.12) and deter-
mine whether the unstable mode is combustion or acoustically controlled (see
Section 7.6.3).

7.5 Configuration

7.5.1 Geometry : a swirled premixed combustor

The methodologies described in the previous sections were tested for a swir-
led combustor displayed in Fig. 7.1. The configuration is typical of swirled
combustion : premixed gases are introduced tangentially into a long cylindri-
cal duct feeding the combustion chamber. The tangential injection creates the
swirl required for stabilization. The fuel is propane. The two independant swir-
ler elements allow fuel staging. The staging parameterα is defined as the ratio
of fuel flow rate of the first to the second swirler. The regime studied here
corresponds to the parameters given in Table 7.2. The staging of the burners
corresponds toα = 0.3.

7.5.2 Boundary conditions

Specifying boundary conditions is a critical issue for compressible flows. Here,
the NSCBC technique ([26, 73]) was used at the outlet. The level of reflection
of this boundary can be controlled by changing the relaxation coefficientσ of
the wave correction ([156]), which determines the amplitude of the incoming
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FIG. 7.1 – Configuration : a staged swirled combustor.

waveL1 entering the computational domain :

L1 = σ(p− pt) (7.14)

wherept is the prescribed pressure value at infinity. Eq. 7.14 acts on the flow
like a spring mechanism with a stiffnessσ. The impedance of the boundary is
a function ofσ which can be obtained analytically for simple case ([156]). For
more complex cases, this formula gives a good approximation of the actual im-
pedance. For small values ofσ, Eq. 7.14 keeps the pressurep close to its target
valuept while letting acoustic wave go out at the same time ([26]) : the outlet
is non reflecting. When large values ofσ are used, the outlet pressure remains
strictly equal topt and the outlet becomes totally reflecting. Two sets of com-
putation will be shown (Table 7.3). The first one (called LEAK) corresponds
to a case where the spring stiffnessσ is small so that the outlet is non reflecting
and the acoustic waves are evacuated with very small reflection levels. For the
second set (REF),σ is large and the outlet is reflecting (the pressure oscillation
is almost zero).

7.6 Results

7.6.1 Stable flow

The first computation corresponds to the situation where the outlet section is
non reflecting (case LEAK in Table 7.3). For this case, the acoustic feedback
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Case Inlet σ Outletσ Characteristic Reduced impedance
LEAK 1000 1000 Non Reflecting outlet −0.85+0.35i
REF 1000 10000 Reflecting outlet −0.04+0.21i

TAB . 7.3 – Acoustic inlet and outlet boundaries for the runs REF and LEAK. The
last column comes from a post-processing of times series of velocity and pressure.
The complex valued impedance was used as boundary condition in AVSP.

FIG. 7.2 – Mean axial velocity field, white line : iso-ux = 0, black line : iso-T = 1500
K for stable combustion.

is minimized and the flame does not exhibit any strong unstable movement.
The mean velocity and fuel mass fraction fields are displayed in Fig. 7.2 and
Fig. 7.3. As expected, the downstream part of the central recirculation zone is
filled by burnt gases and stabilize the turbulent flame.

7.6.2 Acoustic analysis

Using the mean temperature fields given by LES, the Helmholtz solver was
used to obtain the thermoacoustic eigenmodes of the burner. For this analysis,
the active effect of the flame is modelled using a transfer function (n(x) and
τ(x)) obtained with LES, the mean sound speed is given by the average LES

FIG. 7.3 – Mean fuel mass fraction field, black lines : iso-reaction rate for stable
combustion.
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Mode - no active Frequency Growth rate Mode - active Frequency Growth rate
flame [Hz] [rd.s−1] flame [Hz] [rd.s−1]

1 308 -42 1 304 -672
2 435 -23 2 432 653
3 833 -3.1 3 835 5
4 1184 -63 4 1136 232

TAB . 7.4 – AVSP results : frequencies and growth rates of the first four modes pre-
dicted by the acoustic solver with and without acoustics/flame coupling.

fields and the impedances of the REF run (Table 7.3) are used at the outlet
and inlet of the combustor. When the outlet is set to a non reflecting condition
similar to run LEAK, the acoustic solver predicts that all modes are damped.
The frequency and decay/growth rate of the first four modes obtained with
(n(x) andτ(x) from LES) or without (n(x) set to zero) acoustics/flame cou-
pling in the REF case are displayed in Tab. 7.4. Note that the first four modes
are mainly longitudinal. When the unsteady effect of the flame is not accoun-
ted for, all modes are damped (negative growth rate), because the mechanism
which feeds the instability is not present and acoustic losses through the in-
let/outlet boundary are not compensated. When the flame transfer function ob-
tained from LES is used, the first mode is drastically damped by the acous-
tics/flame interaction, while the second mode is predicted to be the most uns-
table. The pressure node in the second mode vanishes when the acoustic/flame
interaction is taken into acount. The 3rd and 4th modes are only marginally
triggered. Recall however that the flame transfer function has been assessed by
post-processing the LES results in the 400 Hz range so that it is not clear whe-
ther the acoustics/flame interaction is properly accounted for as far as modes
in the 1000 Hz range are concerned. Still, accounting for the flame transfer
function allowed to discriminate between the first two modes of the burner al-
though neither big difference in their shape can be found in Fig. 7.4 nor clear
frequency discrimination can be stated compared to LES results (380 Hz).

7.6.3 LES results

In addition to the average results of Section 7.6.1, LES also reveals that the
combustor can exhibit a strong unstable mode when the outlet is acoustically
closed (case REF). In this case, soon after ignition, the pressure and the glo-
bal heat release start oscillating (Fig. 7.6 a) at 380 Hz which is very close to
the mode predicted by AVSP in Section 7.6.2. To analyse the behavior of this
instability, the following sequence is set up :
– Starting from a stable flame (LEAK), the outlet impedance is changed to
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FIG. 7.4 – Longitudinal structure of the first four modes obtained with acoustic ana-
lysis : Normalizedprms

1 evolution along burner axis with acoustics/flame coupling
( ) and without ( ).
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FIG. 7.5 – Comparison of LES ( ) and acoustic ( ) solvers : RMS pressure
fluctuationsprms

1 along burner axis.

become reflecting (case REF) at timet = 0.127s (Fig. 7.6). The oscillation
grows and reaches a limit cycle at a frequency of 380 Hz mode which is
close to mode 2 predicted by the Helmholtz code (Section 7.6.2) at 432
Hz. Its mode structure is also very well predicted (Fig. 7.5) : the pressure
perturbationprms

1 measured in the LES matches the acoustic structure of the
432 Hz mode predicted by AVSP.

– At timet = 0.173s, the outlet impedance is switched again to a non reflecting
condition (case LEAK) so that the instability disappears.

This scenario provides three phases which are studied sequentially :
– A linear growth between times 0.127s and 0.150s (Section 7.6.4),
– A limit cycle between times 0.150s and 0.173s (Section 7.6.5),
– A decay phase starting att = 0.173s (Section 7.6.6)
For each phase, the instability is analyzed in terms of flame shape, flame os-
cillation and phase between heat release and pressure. Moreover, the acoustic
energy equation budget is closed and all terms are analyzed.

7.6.4 Growth phase

Once the outlet boundary is acoustically closed (t= 0.127 s), the thermoacoustic
instability starts. Fig. 7.6 displays the time variations of the combustion source
term S1, the acoustic lossesF1 (Fig. 7.6 b), the total acoustic energy in the
chamberE1 (Fig. 7.6 d) and shows that the budget of Eq. 7.13 is very well
closed by the LES data : the differenceS1−F1 matches the time derivative of
E1 (Fig. 7.6 c). This validates both the LES results and the wave equation 7.13.
It is also the first example of such a treatment for a resonating combustor. Since
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FIG. 7.6 – Closure of the acoustic energy equation : (a) mean normalized value of
pressure ( ) , heat release ( ) and phase angle between these signals () ;
(b) S1 ( ) andF1 ( ) ; (c) S1−F1 ( ) and∂E1/∂t ( ) ; (d) E1.

the budget is closed, individual terms can then be analyzed.
The phase angle between pressure and heat release is displayed in Fig. 7.6a.
During the growth phase, it is close to zero and slowly shifting towardsπ/4,
leading to a strong coupling between pressure and heat release i.e. a positiveS1

term. During the growth phase, the source termS1 is large and always positive
(Fig. 7.6 b), because the phase angle stays in the[−π/2;π/2] range. Fig. 7.6 b
shows clearly that the acoustic losses balance the reacting termS1 in the acous-
tic buget equation.

7.6.5 Limit cycle

At t=0.150s, the instability reaches a limit cycle at 380 Hz. Before reaching this
limit cycle, a large overshoot of acoustic energy is observed : this is typical
of combustion instabilities and it has been observed experimentally. Fig. 7.6
shows that reaching the non-linear zone, the phase difference between pressure
and heat release increases from zero toπ/4 in the limit cycle zone. The drift
of this phase difference together with increasing acoustic losses lead to the
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saturation of the instability.
The coupling loop betweenp1 andω̇T1 can be identified from LES as follows.
The longitudinal mode induces the formation of a vortex ring at the dump
plane. This vortex ring strongly interacts in phase with the flame. Fig. 7.7
illustrates the interaction between the acoustically induced vortex ring and the
flame brush. Fig. 7.8 allows to locate LES snapshots in the acoustic period and
displays the mean pressure fluctuation ˆp in the flame zone, the heat release
fluctuationω̇T1, and the fluctuation of the mean velocity in the dump plane
udump

1 . At instant 1, a vortex ring appears at the dump plane whendudump
1 /dt

is maximum. The ring structure detaches and is convected through the flame
by the mean flow (instants 2, 3 and 4). During the period 1-3 the flow inco-
ming from the injector pipe stretches the flame, increasing its area, whereas
the flame wrinkling by the vortex ring remains weak. Consequentlyω̇T1 in-
creases with a medium slope. Between points 3 and 5 the vortex ring is clearly
wrinkling the flame anḋωT1 increases faster. Moreover, the vortex ring is gra-
dually destroyed, and its global coherence disappears between instants 4 and
5, at a moment whendudump

1 /dt is minimum. At instant 5 some coherent struc-
tures are still interacting with the flame, producing (noisy) flame pockets and
cusps. After 5, the flame burns out the fresh gases present in the chamber and
propagates back to the injection pipe decreasing the overall flame surface and
ω̇T1.

7.6.6 Decay phase

The decay phase is triggered by the sudden change in the acoustic outlet boun-
dary condition switching to non-reflecting (LEAK). The phase angleφpω in-
creases by a large amount :φpω > π/2 at t = 0.174s i.e 1.2msafter relaxing
outlet pressure (Fig. 7.6). At this timeS1 becomes globally negative for the
first time and the instability is rapidly damped. The acoustic losses actually
become positive (gain term) during this last oscilation but the instabilityen-
gine is broken and the Rayleigh termS1 becomes negative during a half cycle
(0.173< t < 0.175mson Fig. 7.6) leading to the immediate disappearance of
all unstable activity.

7.7 Conclusions

Three complementary tools have been used to analyse the instability modes
of a staged swirled combustor : full compressible LES, Helmholtz analysis
and budget of acoustic energy. The two latter methods utilize LES results but
provide essential new elements : the Helmholtz results allow the exact identi-
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FIG. 7.7 – Vortex ring shedding for a period during the limit cycle, isosurface : Q
vortex criterion ; black lines : iso-reaction rate.

FIG. 7.8 – Time signals during the limit cycle and snapshots corresponding to the
previous figure : pressure ( ), inlet velocity ( ) and total heat release ( )
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fication of modes appearing during the instability, while the budget of acoustic
energy demonstrates that the Rayleigh criterion is not the only or even the lar-
gest term in the acoustic energy equation : acoustic losses at the outlet of the
combustor contribute significantly to the budget of acoustic energy and deter-
mine the levels of oscillation amplitudes as well as their appearance.
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Conclusion et Perspectives

L’objectif de cette th̀eseétait de d́evelopper des outils nuḿeriques d’analyse
acoustique susceptibles de fournir uneévaluation rapide de la stabilité, la struc-
ture spatiale et la fréquence des premiers modes propres de configurations
complexes de type turbinèa gaz. Pour se faire, deux stratégies diff́erentes mais
compĺementaires ont́et́e élaboŕees dans le cadre de l’acoustique linéaire :
• Une approche dite de ”code réseau” dans laquelle une configuration donnée

est discŕetiśeeà l’aide d’une succession de quelques dizaines d’éléments aux
fonctions de transfert acoustiques connues et paramétŕees par la fŕequence
propre recherch́ee. Afin de pleinement tirer partie de la rapidité et de la sou-
plesse de cette approche, celle-ci aét́e volontairement restreinte aux seules
ondes longitudinales.
• Une approche dite ”d’éléments/volumes finis”, requérant des moyens de cal-

culs plus importants que la précedente mais pleinement tridimensionnelle
et capable de prendre en compte des champs moyens et des géoḿetries
détaillées. Le parallélisme des ḿethodes nuḿeriques emploýees autorisent
de plus l’́etude de configurations réalistes entìeres.

Dans les deux cas, la détermination de la réponse acoustique du systèmeétudíe
s’avère nettement plus rapide que celle obtenueà l’aide de simulations nuḿeriques
instationnaires classiques du type LES, et ce, pour deux raisons principales :
• d’une part leśequations de la ḿecanique des fluides sont appliquées aux

seules fluctuations acoustiques permettant ainsi de restreindre le systèmeà
une seuléequation (l’́equation d’onde) et̀a une seule variable (la fluctuation
de pression).
• d’autre part les grandes longueurs d’ondes des modes recherchés permettent

l’utilisation de maillages beaucoup moins denses que leurséquivalents LES
et autres simulations nuḿeriques instationnaires.

En outre, l’approche fŕequentielle retenue pour les deux types de codes facilite
l’utilisation de conditions limites d’imṕedances ǵeńerales.

Un premier exemple d’application de cette méthodologie áet́e d́ecrit au cha-
pitre 5. Il montre la complémentarit́e de ces outils avec la simulation LES

207
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sur le cas d’une chambre de combustion expérimentale. L’analyse acoustique
de cette configuration réaliśeeà l’aide du code AVSP permet non seulement
de d́eterminer la nature de l’instabilité mise enévidence dans la simulation
LES mais en outre, elle montre l’existence d’un mode original,à savoir un
mode tournant d’origine purement acoustique et non hydrodynamique. L’autre
intér̂et des outils d́evelopṕes au cours de cette thèse ŕeside dans leur capa-
cité à évaluer la stabilit́e des modes propres de configurations complexes. Ceci
constitue le point dur de ce travail. Pour se faire, une modélisation du terme
source thermoacoustique sous la forme d’une fonction de transfert de flamme
a ét́e utilisée. Compte-tenu des phénom̀enesà petiteéchelle mis en jeu dans
ce type de ḿecanisme, la fonction de transfert de flamme requise est obtenue
par mesure exṕerimentale ou par mesure sur simulations numériques. L’une
des originalit́es de cettéetude ŕeside cependant dans la résolution du probl̀eme
aux valeurs propres non classique hérité de la situation avec une flamme ac-
tive acoustiquement. Deux ḿethodes ont́et́e élaboŕees dans le cadre du code
AVSP : la premìere s’appuie sur un développement asymptotique autour des
modes sans flamme active ; la deuxième repose sur la recherche des modes
propres avec flamme active par une méthode de point fixe,̀a chaque it́eration
la dépendance fréquentielle de la fonction de transfert de flamme est figée ce
qui permet d’obtenir un problème aux valeurs propres classique. En plus de
validations acad́emiques, ces techniques ontét́e respectivement appliquéesà
une turbine exṕerimentale annulaire et̀a une chambre de combustion munie
d’un injecteur swirĺe. Dans ce dernier cas, l’instabilité mise eńevidence par la
LES aét́e correctement prédite ainsi que la forme spatiale du mode instable.

A l’issue de ce travail de th̀ese, la viabilit́e du concept de prédiction des in-
stabilit́es de combustion par association des outils acoustiques préćedement
décrits et de la simulation LES apparaı̂t démontŕee. La premìere perspective
conśecutiveà cette conclusion concerne donc l’application de ces outils dans
les étapes de conception industrielle. Celle-ci pourrait alors se dérouler de la
manìere suivante : La simulation numérique par LES pourrait̂etre ŕeserv́ee au
seul calcul de la fonction de transfert de flamme ce qui nécessiterait la prise
en compte d’un seul brûleur ou d’une seule tranche parmi des dizaines dans le
cas typique d’une configuration de turbineà gaz annulaire. La secondeétape
consisterait̀a introduire la fonction de transfert ainsi mesurée dans le code
acoustique qui, du fait du parallélisme et des maillages peu denses qu’il uti-
lise, pourrait quant̀a lui prendre en compte l’ensemble de la configuration.
La détermination de la stabilité de modes propres azimuthaux, dont l’impor-
tance est cruciale sur ce type de configuration, serait en particulier possible,
et ce,à un côut beaucoup moindre que celui occasionné par une simulation
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LES appliqúeeà la configuration entière. Cette dernière alternative d’ailleurs
n’a encore jamais pûetre ŕealiśeeà l’heure actuelle. Par ailleurs, du point de
vue technique, plusieurs autres perspectives d’évolution se d́egagent̀a l’issue
de cettéetude :
• la premìere concerne la prise en compte d’un champ de vitesse moyenne non

identiquement nulle. Les résultats obtenus sur les divers exemples d’applica-
tion ont montŕe au cours de cettéetude que les hypothèses de mod́elisation
retenues au chapitre 1 sont vraissemblablement vérifiées dans le contexte
applicatif aux turbines̀a gaz. L’́ecart maximum entre fréquences prédites
et mesuŕees est de l’ordre de 10 % comme dans l’exemple du chapitre 7.
Une premìere piste expliquant cet́ecart relatif pourrait donĉetre le r̂ole
de l’écoulement moyen. Toutefois, la prise en compte d’une simple vitesse
convective dans leśequations ne devrait certainement pas induire de chan-
gements notables du fait des faibles nombres de Mach dans les configura-
tions étudíees. En revanche, l’écart relatif peut́eventuellement̂etre impu-
table aux gradients de vitesse moyenne au niveau du front de flamme. Ceux-
ci pourraient induire une réflexion locale aboutissantà un ĺeger d́ephasage
des ondes acoustiquesà leurs niveaux, d’òu un écart en fŕequence. Cepen-
dant la prise en compte de ce phénom̀ene conduit̀a complexifier largement
la formulation du chapitre 1. Non seulement il n’existe plus de proportiona-
lit é directe entre les fluctuations acoustiques de vitesse et de pression mais
en outre il devient difficile de mod́eliser le probl̀eme par une seuléequation
d’onde. Il est vraissemblable qu’une formulation vectorielle en(p′,u′) soit
préferable. Toutefois la taille du sytème est alors augmentée.
• Une autre perspective d’évolution concerne la prise en compte d’effets non-

linéaires. Les ḿethodes lińeaires ne s’int́eressent qu’à la phase de crois-
sance des instabilités mais celles-ci peuvent aboutirentà un cycle limite, au
terme d’un certain laps de temps, dont l’amplitude demeure acceptable pour
le dispositif. En conśequence, on peut penser que les méthodes lińeaires
préćedement d́ecrites ont une tendanceà surestimer l’importance des insta-
bilit és de combustion. Un deuxième point concernant la prise en compte
des effets non lińeaires est relatif aux́eventuels excitations de modes hautes
fréquences par des modes basses fréquences. Ces ḿecanismes, notamment
rencontŕes dans des instabilités de combustion aéronautiques appelées ”screech”,
ne peuvent paŝetre pŕedits par les codes de cetteétude dans leur forme ac-
tuelle. Leur adaptation dans le cadre d’une formulation non linéaire s’av́ererait
nécessaire pour remplir cet objectif supplémentaire.
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[91] Henrici, P., ”Applied and Computational Complex Analysis, Vol. 3. 1997 :
Wiley.

[92] Press, W.H., et al., ”Numerical Recipes, The Art of Scientific Computing.
1982, Cambridge : Cambridge University Press.

[93] Golub, G.H. and C.F. Van Loan, ”Matrix computations, second edition ”.
second edition ed. 1989 : The John Hopkins University Press.

[94] Kaufmann, A., F. Nicoud, and T. Poinsot, ”Flow forcing techniques for
numerical simulation of combustion instabilities.”Combust. Flame, 2002.
131 : p. 371-385.

[95] AVBP, ”A parallel CFD code for unsteady flow simulations on hybrid
grids, www.cerfacs.fr/cfd/avbp.html”.

[96] Colin, O. and M. Rudgyard, ”Development of high-order Taylor-Galerkin
schemes for unsteady calculations.”J. Comput. Phys., 2000. 162(2) : p. 338-
371.

[97] Chatelin, F., ”Eigenvalues of matrices”, J.W.a. Sons, Editor. 1993. p. 121-
122.

[98] Benoit, L. and F. Nicoud, ”Numerical assessment of thermo-acoustic in-
stabilities in gas turbines.”International Journal for Numerical Methods in
Fluids, 2005. in press.

[99] Williams, F.A., ”Combustion theory. 1985, Menlo Park, CA : Benjamin
Cummings.

[100] Martin, C., et al., ”Analysis of acoustic energy and modes in a turbu-
lent swirled combustor”, in Proc of the Summer Program. 2004, Center for
Turbulence Research, NASA Ames/Stanford Univ. : Stanford. p. in press.



7.7Conclusions 219

[101] Lehoucq, R. and D. Sorensen, ”ARPACK user’s guide : Solution of Large
Scale Eigenvalue Problems with Implicitly Restarted Arnoldi Methods. 1997 :
www.caam.rice.edu/software/ARPACK.

[102] Bender, C. and S. Orszag, ”Advanced Mathematical Methods for scien-
tists and Engineers Theoretical and Numerical Combustion ”. McGraw-Hill
International editions ed. 1987.

[103] Gondran, M. and M. Minoux, ”Graphes, dioı̈des et semi-anneaux. 2002 :
Tec et Doc.
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à l’art de l’ingénieur ”. 2̀emeédition ed, Vol. Vol. 1. 1993 : Masson.
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Annexe A

Relations de saut̀a l’interface entre
deux éléments du code Soundtube

A.1 Relation de saut de vitesse acoustique

On consid̀ere la situation ǵeńerale dans laquelle une flamme est localiséeà l’in-
terface entre deux ”tubes”élémentaires du code Soundutbe, ces derniersétant
caract́eriśes par des sections et des températures moyennes différentes. Comme
mentionńe au chapitre 3, on ne s’intéresse qu’aux seules ondes longitudinales,
seule la composante longitudinaleu de la vitesse sera donc considéŕee. On
cherche dans un premier tempsà relier les fluctuations de vitesses acoustiques
de part et d’autre de l’interface. Pour se faire, une approche consisteà utiliser
un bilan de masse au niveau de l’interface en question, en apportant cepen-
dant un soin particulier au choix du volume de contrôle [157]. En effet dans
la situation en question, non seulement les fluctuations acoustiques du débit
massique varient de part et d’autre de la flamme mais la position elle-même de
cette dernìere fluctuéegalement. On choisit donc un volume de contrôleV fixe
qui contient l’interface ŕeactiveà chaque instant. Compte-tenu de l’hyptohèse
de flamme acoustiquement mince retenue dans Soundtube (chapitre 3), la taille
de ce volume est faible devant les longueurs d’ondes acoustiques considéŕees.
De plus, on distingueV1 etV2 les parties deV occuṕees respectivement par les
gaz frais et les gaz chauds. La situation est illustrée par la figure A.1.
Dans ces conditions, la conservation de masse sur le volumeV s’écrit :

ṁ1− ṁ2 =
d
dt

Z
V

ρdV

=
d
dt

(ρ1V1)+
d
dt

(ρ2V2) (A.1)

Les indices 1 et 2 se rapportent aux gaz frais et chauds respectivement, ˙m= ρuS
repŕesente le d́ebit massique. L’utilisation dans la relation A.1 du formalisme
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FIG. A.1 – Interface ŕeactive entre deux tubeśelémentaires dans la modélisation
”Soundtube”.

introduit à la section 1.2.3 permet alors d’écrire :

ˆ̇m1− ˆ̇m2 = (ρ̄1− ρ̄2)(−iω)V̂1− iω(ρ̂1V̄1 + ρ̂2V̄2) (A.2)

Le volume V est fixe au cours du temps mais pas les volumesV1 etV2 qui sont
li és aux fluctuations de l’interface réactive. Afin de faire intervenir le taux de
dégagement de chaleur global de la flammeQ̇, on introduit le d́ebit massique
ṁF au niveau de la flamme et on réalise un bilan de masse sur le volumeV1 :

ṁ1− ṁF =
d
dt

Z
V1

ρdV (A.3)

La linéarisation de cettéequation aboutit aux relations suivantes :

¯̇m1− ¯̇mF = 0 (A.4)

ˆ̇m1− ˆ̇mF = ρ̄1(−iω)V̂1− iωρ̂1V̄1 (A.5)

Dans le cas d’une flamme de prémelange, les résultats classiques issus de la
flamme monodimensionnelle permettent d’écrire [26] :

ṁFY f uel
1 Qreac = Q̇ (A.6)

Y f uel
1 repŕesente la fraction massique de fuel dans les gaz frais.Qreac repŕesente

l’ énergie lib́eŕee par unit́e de masse, elle ne dépend que de la réaction chimique
et des caractéristiques thermodynamiques des composants chimiques mis en
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jeu, c’est donc du point de vue acoustique une constante. On suppose en plus
que la composition du ḿelange n’est pas modifiée par l’acoustique c’està dire
queY f uel

1 estégalement consid́eŕee constante du point de vue acoustique. Dans
ces conditions, les fluctuations de dégagement de chaleur vérifient :

ˆ̇mF

¯̇mF
=

ˆ̇Q
¯̇Q

(A.7)

Cette dernìereéquation, utiliśee conjointement avec les relations A.5, permet
d’écrire :

(−iω)V̂1 =
ˆ̇m1

ρ̄1
−

ˆ̇m1

ρ̄1

ˆ̇Q
¯̇Q

+
iωρ̂1V̄1

ρ̄1
(A.8)

Compte-tenu de ces derniers développements, l’equation A.2 prend la forme
suivante :

ṁ1− ṁ2 = (ρ̄1− ρ̄2)(
ˆ̇m1

ρ̄1
−

ˆ̇m1

ρ̄1

ˆ̇Q
¯̇Q

+
iωρ̂1V̄1

ρ̄1
)− iω(ρ̂1V̄1 + ρ̂2V̄2) (A.9)

Cette dernìere relation peut se simplifier en tenant compte de l’hypothèseà bas
nombre de Mach. Dans ce cas la fluctuation du débit s’́ecrit :

ˆ̇m = ρ̂ūS+ ρ̄ûS

≈ Sρ̄û(1+M)
ˆ̇m ≈ ρ̄ûS

Par ailleurs, la taille du volumeV n’est soumise qu’à une seule contrainte,
celle de pouvoir contenir les fluctuations de la position du front de flamme.
En appelant ˆumax l’amplitude des fluctuations de vitesse etTac une ṕeriode
acoustique, on en déduit que la taille minimale pourV1 (ouV2) est de l’ordre
deS×umax×Tac. Dans ces conditions, il apparaı̂t que :

| ˆ̇m1| ≈ ρ̄1ûmaxS1 (A.10)

|iωρ̂1V̄1| ≈ ρ̄1ûmaxS1M1 (A.11)

Ainsi, l’hypothèse de bas nombre de Mach permetégalement de ńegliger les
termes enV1 etV2 de l’équation A.9 devant les autres termes ( avec|ρ̄1− ρ̄2|
du même ordre quēρ1). Compte-tenu de ces simplifications, l’Eq. A.9 s’écrit :

û2S2− û1S1 = (
1
ρ̄2
− 1

ρ̄1
)

¯̇m1
¯̇Q

ˆ̇Q (A.12)

Le taux de d́egagement de chaleur moyen se déduit des relations classiques
issues de la configuration de flamme monodimensionnelle [26] :

¯̇Q = ρ̄1ū1cp(T̄2− T̄1)S1 (A.13)
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En utilisant l’́equation d’́etat des gaz parfaits, on obtient finalement la relation
de saut de suivante :

S2û2−S1û1 =
γ−1
γp̄

ˆ̇Q (A.14)

A.2 Relation de saut de pression acoustique

On consid̀ereà nouveau la situation de la figure A.1. Pour relier les fluctua-
tions de pression de part et d’autre de l’interface, on applique un bilan de
quantit́e de mouvement au volume de contrôle V. On rappelle que seules les
fluctuations longitudinales de vitesse sont considéŕees et que la viscosité de
l’ écoulement est ńegligée (voir section 1.2.3). Dans ces conditions le bilan en
question s’́ecrit :

(ρ1u2
1 + p1)S1− (ρ2u2

2 + p2)S2 +F(lat)
x =

d
dt

Z
V

ρudV (A.15)

Dans cette relationF(lat)
x repŕesente la composante longitudinale de la force

latérale exerćee sur le fluide en raison de l’élargissement de la section. Cette
composante s’écrit [158] :

F(lat)
x = p1(S2−S1) (A.16)

D’où la forme suivante pour la relation A.15 :

ρ1u2
1S1−ρ2u2

2S2 +S2(p1− p2) =
d
dt

(ρ1u1V1)+
d
dt

(ρ2u2V2) (A.17)

La linéarisation de cettéequation am̀ene le ŕesultat suivant pour l’écoulement
moyen :

ρ̄1ū2
1S1− ρ̄2ū2

2S2 = 0 (A.18)

Par ailleurs, compte-tenu de l’hypothèse de faible nombre de Mach, on montre
que (au premier ordre) :

|(ρu2)′| � |p′| (A.19)

Dans ces conditions, la forme linéariśee de l’Eq. A.17 s’́ecrit :

S2(p̂1− p̂2) = ρ̄2ū2(1−
S2

S1
)(−iω)V̂2 (A.20)

Comme dans la section préćedente|V̂2| ≈ S2Tacûmax, par conśequent :

|ρ̄2ū2(1−
S2

S1
)(−iω)V̂2| ≈ |p̂|M2(1−

S2

S1
) (A.21)
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Sous la condition que le nombre de Mach est suffisament faible pour que
|M2(1− S2

S1
)| � 1, la relation de saut suivante est finalement obtenue :

p̂2 = p̂1 (A.22)
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Annexe B

Exemples de validation du code
Soundtube

En compĺement de la partie 3.6, cette section présente quelques unes des confi-
gurations de validation de Soundtube dans lesquelles une solution analytique
est d́erivable. On s’int́eresse icìa des situations non classiques permettant ainsi
de tester des caractéristiques importantes de soundtube telles que la dépendance
fréquentielles des conditions limites ou la prise en compte de flamme non
”acoutisquement minces”. On rappelle que les définitions des param̀etres du
code sont disponibles̀a la partie 3.2. Cette section est extraite du manuel d’uti-
lisation du code Soundtube rédiǵe en anglais.

B.1 Simple Tube with a variable reflexion coeffi-
cient

B.1.1 General features and analytical results

The situation of a simple tube is considered. However, the output reflexion
coefficient (R2) is variable in frequency as illustrated by the figure B.1.
Mean temperature, mean pressure, length and section area are respectively na-
medT, P, L andS.
Eigen frequencies values of the configuration
When the frequency equals an eigen frequency, all the boundary conditions are
verified, that is to say :
– 1st reflexion condition :

R1 = 1 =⇒ A+
1 = A−1 (B.1)
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FIG. B.1 – Simple tube with a variable output reflexion coefficient

– 2nd reflexion condition :

R2 = R2( f ) =⇒ A+
2 ei.2.k.L = R2( f ).A−2 (B.2)

Hence :
R1.e

i.2.k.L = R2

The real and imaginary parts (growth rate) of eigen frequencies can be easily
deduced :

fr =
c

2π
.kr =

c
4πL

.(arg(R2( f )/R1)+2.n.π) (B.3)

fi =
c

2π
.ki =

c
4πL

.ln|R1( f )
R2
| (B.4)

The functionR2( f ) is chosen to vary continuously and “smoothly” with only
the real part off . From 1Hz to 2000Hz, R2( f ) varies from−1 to−0.84. The
exact formula chosen is as follows :

R2( f ) =
f 2
r

α
−1 (B.5)

with α = 25×106. So, in the range[1Hz,2000Hz], R2( f ) is a negative number
as it can be seen in the figure B.2.
The eigen frequencies can be now evaluated. Themth mode of the configura-
tion is :

fr =
c

4L
.(1+2.m) (B.6)

fi =
−c
4πL

.ln(1− c2(1+2.m)2

16αL2 ) (B.7)

In this case, the real part of the eigen frequency is not modified in comparison
with the situation of the simple tube. On the other hand, the growth rate (or
imaginary part of the eigen frequency) is not zero anymore .
Features of the configuration
To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen :
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FIG. B.2 – Evolution of the Reflexion coefficient with frequency

– T = 2000K
– P = 1.013bars
– S= 0.03m2

– W = 0.02897kg/mol
– γ = 1.4
– L = 0.5m

B.1.2 Soundtube results and comparison with analytical re-
sults

Modal method
mode1 Re(f) :4.48218696620299e+02 Im(f) :1.15114727598094e+00
mode2 Re(f) :1.34465608986090e+03 Im(f) :1.07108118926279e+01
Energyforcing method in the complex plan
mode 1 : Re(f)=4.482187e+02 Im(f)=1.151147e+00
mode 2 : Re(f)=1.344655e+03 Im(f)=1.070862e+01
Fluxforcing method on the real axis
In this situation, a forcing at different real frequencies within the range[0,2000Hz]
is performed. The quantity evaluated is the loudspeaker acoustic flux. The re-
sult of this forcing is illustrated by the figure B.3.
Analytical results
In this situation, the relations B.6 and B.7 give the following results :
mode 1 : Re(f)=fr=448.2187 Im(f)=fi=1.151147
mode 2 : Re(f)=fr=1344.656 Im(f)=fi=10.71081
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FIG. B.3 – Acoustic flux at the loudspeaker in the case of a tube with a variable
reflexion coefficient

B.2 Tube with a thick flame

B.2.1 General features and analytical results

The configuration of the figure B.4 is considered. The two flames of the device
have the same reference speed (in then−τ model) that’s why they can be seen
as a unique flame. This reference speed is the speed at the end of the tube 1, i.e :
the speed at the side “+” of the tube 1. More precisely, this case corresponds
to a distribution of the heat release in different regions. Each region has its
own values forn andτ. Between two regions, acoustics without combustion is
applied.

FIG. B.4 – Tube with a thick flame

To find more easily an analytical solution, the following simplifications are
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applied :
– Same mean temperature in the two tubes :

T1 = T2 = T3 = T

– Same section in the two tubes :

S1 = S2 = S3 = S

– Same mean pressure in the two tubes :

P1 = P2 = P3 = P

– Same length for the three tubes :

l1 = l2 = l3 = l = L/3

Reflexion relations
According to these hypothesis and the definition of a reflexion coefficient, the
reflexion relations are in the current case :
– 1st reflexion condition :

R1 = 1 =⇒ A+
1 = A−1 (B.8)

– 2nd reflexion condition :

R2 =−1 =⇒ A+
3 ei.2.k.l =−A−3 (B.9)

Jump-relations for pressure
– At the first intersection, the jump-relation for pressure is :

p′1(L/3) = p′2(L/3) =⇒ A+
1 .ei.k.l +A−1 .e−i.k.l = A+

2 +A−2 (B.10)

– At the second intersection, the jump-relation for pressure is :

p′2(2L/3) = p′3(2L/3) =⇒ A+
2 .ei.k.l +A−2 .e−i.k.l = A+

3 +A−3 (B.11)

Jump-relation for speed
The general jump-relation for speed is applied in the current case. It is remin-
ded that the orientation of each tube is essential in this relation. In this case the
two flames have the same reference speed : the acoustic speed at the end of the
first tube (at side “+”).
– At the first intersection, the jump-relation for speed is :

S.u′1(L/3)+S.u′1(L/3).n1.e
iωτ1−S.u′2(L/3) = 0

Hence :

(A+
1 .ei.k.l −A−1 .e−i.k.l ).(1+n1.e

iωτ1)−A+
2 +A−2 = 0 (B.12)
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– At the second intersection, the speed reference is alsou′1(L/3). So, the jump-
relation for speed is :

S.u′2(2L/3)+S.u′1(L/3).n2.e
iωτ2−S.u′3(2L/3) = 0

Hence :

A+
2 .ei.k.l −A−2 .e−i.k.l +(A+

1 .ei.k.l −A−1 .e−i.k.l ).n2.e
iωτ2−A+

3 +A−3 = 0
(B.13)

Characteristic function and results
By combining the relations B.8, B.9, B.10, B.11, B.12 and B.13 it yields :

cos(3.k.l)−2.n1ei.ω.τ1.sin2(k.l).cos(k.l)−n2ei.ω.τ2.sin2(k.l) = 0 (B.14)

To finish the calculus, the hypothesis of very small heat release (i.e :n<< 1) is
necessary. As a consequence, the valuef of eigen frequencies with combustion
is close to their value without combustionf0 (example 1 of this help guide). So,
The Taylor expansion of B.14 can be applied withk= k0+δk and|δk|<< |k0|.
Finally, it yields :

δk=
−sin2(k0l)
L.sin(k0L)

[2n1cos(k0l).(cos(ω0τ1)+ i.sin(ω0τ1))+n2.(cos(ω0τ2)+ i.sin(ω0τ2))]

The shift in frequency, for the real and the imaginary part, can be expressed as
follows :

ℜ(δ f ) =
−c
2π

sin2(k0l)
L.sin(k0L)

[2n1cos(k0l).cos(ω0τ1)+n2.cos(ω0τ2)] (B.15)

ℑ(δ f ) =
−c
2π

sin2(k0l)
L.sin(k0L)

[2n1cos(k0l).sin(ω0τ1)+n2.sin(ω0τ2)] (B.16)

Features of the configuration
To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen :
– T = 2000K
– P = 1.013bars
– S= 7×10−4 m2

– W = 0.02897kg/mol
– γ = 1.4
– L = 0.75m
– n1 = 0.01
– n2 = 0.015
– τ1 = 1×10−5 s
– τ2 = 2.8×10−5 s
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B.2.2 soundtube results and comparison with analytical re-
sults

Modal method
mode1 Re(f) :2.97289384475941e+02 Im(f) :-5.17788415780247e-
02
mode2 Re(f) :8.99236555906445e+02 Im(f) :4.45502312056407e-
01
mode3 Re(f) :1.49419363395483e+03 Im(f) :-1.08061192337921e-
01
Energyforcing method in the complex plan
mode 1 : Re(f)=2.972894e+02 Im(f)=-5.177884e-02
mode 2 : Re(f)=8.992366e+02 Im(f)=4.455023e-01
mode 3 : Re(f)=1.494194e+03 Im(f)=-1.080612e-01
Fluxforcing method on the real axis
Acoustic flux of the loudspeaker is measured for different forced real frequen-
cies, the result is illustrated in the figure B.5.

FIG. B.5 – Acoustic flux of the loudspeaker evaluated in the case of the tube with
thick flame

Analytical results
The modes without combustion are calculated following the relation B.3 but
with L = 0.75 :
f01 = 298.813Hzand Im(f01)=0
f02 = 896.4374Hzand Im(f02)=0
f03 = 1494.062Hzand Im(f03)=0
In this situation, the relations B.15, B.16 give the following results :
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– mode 1 :
ℜ(δ f ) =-1.5359 so Re(f)=297.277 Hz
ℑ(δ f ) =-0.0529 so Im(f)=-0.0529 Hz

– mode 2 :
ℜ(δ f )=2.8180 so Re(f)=899.2554 Hz
ℑ(δ f )=0.4482 so Im(f)=0.4482 Hz

– mode 3 :
ℜ(δ f )=0.1312 so Re(f)=1494.193 Hz
ℑ(δ f )=-0.1081 so Im(f)=-0.1081 Hz

B.3 Three tubes in a “T” configuration without
flame

B.3.1 General features and analytical results

The configuration of the figure B.6 is considered.

FIG. B.6 – “T” configuration without flame

To find more easily an analytical solution, the following simplifications are
applied :
– Same mean temperature in all the tubes :

T1 = T2 = T3 = T

– Same section in all the tubes :

S1 = S2 = S3 = S
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– Same mean pressure in all the tubes :

P1 = P2 = P3 = P

Reflexion relations
According to these hypothesis and the definition of a reflexion coefficient, the
reflexion relations are in the current case :
– 1st reflexion condition :

R1 = 1 =⇒ A+
1 = A−1 (B.17)

– 2nd reflexion condition :

R2 =−1 =⇒ A+
2 ei.2.k.l2 =−A−2 (B.18)

– 3rd reflexion condition :

R3 = 1 =⇒ A+
3 = A−3 (B.19)

Jump-relations for pressure
These relations are in the current case :
– First jump-relation for pressure :

p′1(z1) = p′2(z1) =⇒ A+
1 .ei.k.l1 +A−1 .e−i.k.l1 = A+

2 +A−2

By using the relations B.17 and B.18 and by supposingsin(kl2) 6= 0 it be-
comes :

A+
2 = A+

1 .
i.e−i.k.l2cos(kl1)

sin(kl2)
(B.20)

– Second jump-relation for pressure :

p′1(z1) = p′3(z1) =⇒ A+
1 .ei.k.l1 +A−1 .e−i.k.l1 = A+

3 .ei.k.l3 +A−3 .e−i.k.l3

By using the relations B.17 and B.19 and by supposingcos(kl3) 6= 0 it be-
comes :

A+
3 = A+

1 .
cos(kl1)
cos(kl3)

(B.21)

Jump-relation for speed
The general jump-relation for speed is applied in the current case. It is remin-
ded that the orientation of each tube is essential in this relation.

S.u′1(z1)−S.u′2(z1)+S.u′3(z1) = 0

By introducing the “Riemann invariants”, it yields :

A+
1 .ei.k.l1−A−1 .e−i.k.l1−A+

2 +A−2 +A+
3 .ei.k.l3−A−3 .e−i.k.l3 = 0
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By using firstly the relations B.17, B.18, B.19 and secondly the relations B.20
and B.21, the precedent equation can be simplified as follow :

A+
1 .[sin(kl1)−cos(kl1).cotan(kl2)+cos(kl1).tan(kl3)] = 0 (B.22)

Characteristic function
If A+

1 6= 0 and if cos(kl1) 6= 0 then the relation B.22 leads to the following
characteristic function :

tan(kl1)−cotan(kl2)+ tan(kl3) = 0 (B.23)

Solving this equation is not trivial and not necessary to compare the soundtube
solutions with analytics. Introducing eigen frequencies computed by Sound-
tube into the equation B.23 and afterwards checking the null result is another
way to verify Soundtube solutions validity.
Features of the configuration
To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen :
– T = 2000K
– P = 1.013bars
– S= 0.03m2

– W = 0.02897kg/mol
– γ = 1.4
– l1 = 0.25m
– l2 = 0.35m
– l3 = 0.2m

B.3.2 Soundtube results and comparison with analytical re-
sults

Modal method
mode1 Re(f) :3.08185562303430e+02 Im(f) :-3.20991295045994e-
15
mode2 Re(f) :9.85546974375448e+02 Im(f) :2.98529281906877e-
14
mode3 Re(f) :1.22985400446902e+03 Im(f) :1.85165833108401e-
14
mode4 Re(f) :1.96300768743214e+03 Im(f) :-1.77689469965228e-
14
Energyforcing method in the complex plan
mode 1 : Re(f)=3.081856e+02 Im(f)=1.057769e-14
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mode 2 : Re(f)=9.855470e+02 Im(f)=-6.235264e-15
mode 3 : Re(f)=1.229854e+03 Im(f)=-1.940787e-14
mode 4 : Re(f)=1.963008e+03 Im(f)=4.250708e-14
Energyforcing method on the real axis
The figure B.7 shows the global acoustic energy measurements for different
real frequencies in configuration studied.

FIG. B.7 – Acoustic energy in the case of the “T” configuration without flame

Analytical results
In this case, explicit relations for eigen frequencies can not be obtained but
the characteristic function is available. As a consequence, soundtube results
are introduced into the characteristic function (relation B.23) to verify if they
satisfy it. Since the results of all the methods are very similar, only the results
of the modal method are introduced into this equation.
– mode 1 :f0 = 308.1856Hzandk = 2π f0

c

tan(kl1)−cotan(kl2)+ tan(kl3) = 3.5×10−7

– mode 2 :f0 = 985.547Hzandk = 2π f0
c

tan(kl1)−cotan(kl2)+ tan(kl3) = 3×10−6

– mode 3 :f0 = 1229.854Hzandk = 2π f0
c

tan(kl1)−cotan(kl2)+ tan(kl3) =−1×10−6

– mode 4 :f0 = 1963.008Hzandk = 2π f0
c

tan(kl1)−cotan(kl2)+ tan(kl3) = 1.8×10−6
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Annexe C

Rappels d’alg̀ebre

C.1 Définitions fondamentales

Cette partie est destinéeà rappeler succintement les notions d’algèbre essen-
tielles à la compŕehension de cettéetude. De plus amples descriptions sur le
sujet sont disponibles dans [93, 104, 105].

C.1.1 Notations alǵebriques

Soit z = a+ i×b un nombre complexe, on appelle conjugué dez le nombre
complexez∗ défini de la manìere suivante :

z∗ = a− i×b (C.1)

Soit A ∈ Cm×n. Pour cette matrice, on introduit les notations et définitions
suivantes :
• AT est la matrice transposé deA⇐⇒ aT

i j = (a ji )
• AH est la matrice auto-adjointe deA⇐⇒ aH

i j = (a ji )∗

Si de plusA est une matrice carrée (m= n) :
• A est une matrice hermitienne⇐⇒ AH = A
• A est une matrice normale⇐⇒ AAH = AHA
• A−1 est la matrice inverse deA⇐⇒ AA−1 = A−1A = I
• A est une matrice unitaire⇐⇒ AAH = AHA = I
• A est une matrice Hessenberg supérieure (respectivement inférieure)⇐⇒

Ai j = 0 pour j > i+1 (respectivementj < i−1) et tel qu’il existei ∈ [1, ...,n]
tel queAii 6= 0

On appelle le rang deA et on noterg(A), le nombre de vecteur colonne deA
linéairement ind́ependants.
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On appelle image de l’application linéaire associéeà la matriceA, et on note
Im(A), l’ensemble des vecteursy∈mathbbCn tels qu’il existe un vecteurx∈
Cn vérifiant :Ax= y.

C.1.2 Probl̀eme aux valeurs propres

SoitB∈Cm×n etM ∈Cm×n, on appelle problème aux valeurs propres géńeraliśe la
recherche d’un vecteurx∈ Cn et d’un scalaireλ ∈ C tels que :

B(λ)x = λM(λ)x (C.2)

Le vecteurx est alors appelé vecteur propre etλ sa valeur propre associée. Sous
cette forme les matricesB et M peuventêtre fonctions deλ et dans ce cas le
probl̀eme n’est pas lińeaire. Si au contraire,B et M ne d́ependent pas deλ et
queM est inversible alors en introduisantA = M−1B le probl̀eme aux valeurs
propres lińeaire s’́ecrit :

Ax= λx (C.3)

Les valeurs propres constituent alors les zéros du polyn̂ome charact́eristique
pA deA défini par :

pA(λ) = det(A−λI) (C.4)

C.2 Transformations matricielles particulières

C.2.1 Transformation de Householder

Soitv∈Cn. On appelle transformation de Householder la symétrie par au rap-
port au plan orthogonalà v [104]. La matriceH ∈ Cn×n assocíeeà cette trans-
formation s’́ecrit :

H = I −2vvH (C.5)

Cette matrice est syḿetrique et unitaire.

C.2.2 Factorisation QR

Soit A∈ Cm×n (m≥ n) alors il existeQ∈ Cm×m, une matrice unitaire, etR∈
Cm×n, une matrice triangulaire supérieure (Ri j = 0 pour j > i) tel que :

A = QR (C.6)

Si rg(A) = n alors Q constitue une base orthonormé de Im(A). D’un point
de vue pratique, la factorisation QR peutêtre ŕealiśee par une succession de
transformations de Householder [93].



Annexe D

Modes propres de la turbine
annulaire expérimentale calcuĺes
avec AVSP

Toute comme la section 6, cette partie est issue du rapport technique faisant
suite à l’utilisation du code AVSP sur la turbine expérimentale instalĺee au
Lehrstuhl f̈ur Thermodynamik de l’université technique de Munich. Cette an-
nexe ŕecapitule les ŕesultats obtenus avec AVSP sur les différentes configura-
tions test́ees.

D.1 Calculation on the case without acoustic flame,
without swirler and with a compact flame located at
xf = 0.13m

D.1.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.1.

D.1.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.1.
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FIG. D.1 – Mean sound speed in the configuration with mean temperature jump at
x = 0.13m

Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 125.0 1st longitudinal
2 283.0 1st plenum circumferential
3 517.3 2nd plenum circumferential
4 558.8 2nd longitudinal
5 652.5 1st combustor circumferential
6 750.6 3rd plenum circumferential
7 830.0 2nd combustor circumferential
8 934.6 3rd longitudinal

TAB . D.1 – Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with a mean tem-
perature jump atx = 0.13m.

D.1.3 Eigenmodes

First mode longitudinal mode (f = 125Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.2.

First circumferential mode of the plenum ( f = 283Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.3.

Second circumferential mode of the plenum (f = 517Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.1.3.
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FIG. D.2 – First longitudinal mode (f =
125Hz) in the configuration with a mean
temperature jump atx = 0.13m; norma-
lized acoustic pressure modulus (black
stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.3 – First circumferential mode
of the plenum (f = 283Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

Second longitudinal mode (f = 558Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.5.

First circumferential mode of the combustor (f = 653Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.6.

Third circumferential mode of the plenum ( f = 750Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.7.

Second circumferential mode of the combustor (f = 830Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.8.

Third longitudinal mode ( f = 934Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.9.
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FIG. D.4 – Second circumferential mode
of the plenum (f = 517Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

FIG. D.5 – Second longitudinal mode
( f = 558Hz) in the configuration with a
mean temperature jump atx = 0.13m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.6 – First circumferential mode of
the combustor (f = 653Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

FIG. D.7 – Third circumferential mode
of the plenum (f = 750Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

D.2 Calculation on the case without acoustic flame,
without swirler and with a compact flame located at
xf = 0.1m

D.2.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.10.
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FIG. D.8 – Second circumferential mode
of the combustor (f = 830Hz) in the
configuration with a mean temperature
jump atx = 0.13m; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.9 – Third longitudinal mode (f =
934Hz) in the configuration with a mean
temperature jump atx = 0.13m; norma-
lized acoustic pressure modulus (black
stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.10 – Mean sound speed in the configuration with mean temperature jump at
x = 0.1m

D.2.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.2.
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Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 128.2 1st longitudinal
2 284.8 1st plenum circumferential
3 518.6 2nd plenum circumferential
4 594.9 2nd longitudinal
5 723.5 1st combustor circumferential
6 751.6 3rd plenum circumferential
7 932.8 2nd combustor circumferential
8 935.1 3rd longitudinal

TAB . D.2 – Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with a mean tem-
perature jump atx = 0.10m.

D.2.3 Eigenmodes

First mode longitudinal mode (f = 128Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.11.

First circumferential mode of the plenum ( f = 284Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.12.

FIG. D.11 – First longitudinal mode
( f = 128Hz) in the configuration with
a mean temperature jump atx = 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.12 – First circumferential mode
of the plenum (f = 284Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.1m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).
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Second circumferential mode of the plenum (f = 518Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.13.

Second longitudinal mode (f = 594Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.14.

FIG. D.13 – Second circumferential
mode of the plenum (f = 518Hz) in the
configuration with a mean temperature
jump atx = 0.1m; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.14 – Second longitudinal mode
( f = 594Hz) in the configuration with
a mean temperature jump atx = 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

First circumferential mode of the combustor (f = 724Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.15.

Third circumferential mode of the plenum ( f = 751Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.16.

Second circumferential mode of the combustor (f = 932Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.17.
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FIG. D.15 – First circumferential mode
of the combustor (f = 724Hz) in the
configuration with a mean temperature
jump atx = 0.1m; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.16 – Third circumferential mode
of the plenum (f = 751Hz) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.1m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

Third longitudinal mode ( f = 935Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.18.

FIG. D.17 – Second circumferential
mode of the combustor (f = 932Hz) in
the configuration with a mean tempe-
rature jump atx = 0.1m; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.18 – Third longitudinal mode
( f = 935Hz) in the configuration with
a mean temperature jump atx = 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).
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D.3 Calculation on the case without acoustic flame,
without swirler and with a flame shape

D.3.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.19.

FIG. D.19 – Mean sound speed in the configuration with a flame shape for the mean
temperature.

D.3.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.3.

Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 142.3 1st longitudinal
2 293.3 1st plenum circumferential
3 525.0 2nd plenum circumferential
4 615.3 2nd longitudinal
5 758.0 3rd plenum circumferential
6 836.3 1st combustor circumferential
7 945.7 2nd combustor circumferential
8 981.7 3rd longitudinal

TAB . D.3 – Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with flame shape
for the mean field.
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D.3.3 Eigenmodes

First mode longitudinal mode (f = 142Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.20.

First circumferential mode of the plenum ( f = 293Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.21.

FIG. D.20 – First longitudinal mode
( f = 142Hz) in the configuration with
a flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

FIG. D.21 – First circumferential mode
of the plenum (f = 293Hz) in the confi-
guration with a flame shape for the mean
temperature field ; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

Second circumferential mode of the plenum (f = 525Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.22.

Second longitudinal mode (f = 615Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.23.
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FIG. D.22 – Second circumferential
mode of the plenum (f = 525Hz) in
the configuration with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.23 – Second longitudinal mode
( f = 615Hz) in the configuration with
a flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

Third circumferential mode of the plenum ( f = 758Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.24.

First circumferential of the combustor ( f = 836Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.25.

Third longitudinal mode ( f = 945Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.26.

Fourth circumferential mode of the plenum ( f = 981Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.27.
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FIG. D.24 – Third circumferential mode
of the plenum (f = 758Hz) in the confi-
guration with a flame shape for the mean
temperature field ; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.25 – First circumferential mode
of the combustor (f = 836Hz) in the
configuration with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.26 – Third longitudinal mode of
the plenum (f = 945Hz) in the configu-
ration with a flame shape for the mean
temperature field ; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.27 – Fourth circumferential
mode of the plenum (f = 981Hz) in
the configuration with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

D.4 Calculation on the case without acoustic flame,
with swirler and with a flame shape

D.4.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.28.
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FIG. D.28 – Mean sound speed in the configuration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature.

D.4.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.4.

Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 143.2 1st longitudinal
2 285.6 1st plenum circumferential
3 503.1 2nd plenum circumferential
4 594.2 2nd longitudinal
5 712.6 3rd plenum circumferential
6 753.5 1st combustor circumferential
7 769.3 3rd longitudinal
8 860.5 4th plenum circumferential

TAB . D.4 – Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with flame shape
for the mean field and with swirler.

D.4.3 Eigenmodes

First longitudinal mode ( f = 143Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.29.

First circumferential mode of the plenum ( f = 285Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.30.
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FIG. D.29 – First longitudinal mode of
the plenum (f = 143Hz) in the confi-
guration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature field ;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.30 – First circumferential mode
of the plenum (f = 285Hz) in the confi-
guration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature field ;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

Second circumferential mode of the plenum (f = 503Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.31.

Second longitudinal mode (f = 594Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.32.

Third circumferential mode of the plenum ( f = 712Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.33.

First circumferential mode of the combustor (f = 753Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.34.

Third longitudinal mode ( f = 769Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.35.
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FIG. D.31 – Second circumferential
mode of the plenum (f = 503Hz) in
the configuration with swirler and with
a flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

FIG. D.32 – Second longitudinal mode
( f = 594Hz) in the configuration with
swirler and with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.33 – Third circumferential mode
of the plenum (f = 712Hz) in the confi-
guration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature field ;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.34 – First circumferential mode
of the combustor (f = 753Hz) in the
configuration with swirler and with a
flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

Fourth circumferential mode of the plenum ( f = 860Hz)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.36.
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FIG. D.35 – Third longitudinal mode
( f = 769Hz) in the configuration with
swirler and with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.36 – Fourth circumferential
mode of the plenum (f = 860Hz) in
the configuration with swirler and with
a flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

D.5 Calculation on the case with swirler and with
an acoustic flame divided into four zones

D.5.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.

D.5.2 Flame transfer function features

The situation is illustrated by Fig. 6.12.
– xre f = 0.0m
– Flame divided into 4 zones.

D.5.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.5.
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Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 164.3+4.5i 1st longitudinal
2 284.8−14.1i 1st plenum circumferential

TAB . D.5 – Eigen frequencies calculated by AVSP in the configuration with acoustic
flame divied into four zones and reference point atxre f = 0.0m.

D.6 Calculation on the case with swirler and with
a global acoustic flame

D.6.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.

D.6.2 Flame transfer function features

– xre f = 0.0m
– Flame divided into 1 zone.

D.6.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.6.

Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 166.7+9.0i 1st longitudinal
2 284.0−12.4i 1st plenum circumferential

TAB . D.6 – Eigen frequencies calculated by AVSP in the configuration with a global
acoustic flame and reference point atxre f = 0.0m.

D.7 Calculation on the case with acoustic flame,
with swirler, with a n− τ distribution on the flame
and with a reference point inside the injector

D.7.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.
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D.7.2 Flame transfer function features

The situation is illustrated by Fig. 6.12.
– xre f =−0.01m
– Flame divided into 4 zones.

D.7.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.7.

Mode number Frequency (in Hz) Spatial structure
1 173.9+6.7i 1st longitudinal
2 284.3−20.7i 1st plenum circumferential

TAB . D.7 – Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with an acoustic
flame divided into 4 zones and with a refernce point located atxre f =−0.01m.



Résuḿe

Les instabilit́es thermoacoustiques constituent une catégorie de ph́enom̀ene
impliquée dans des applications aussi diverses que chaudières, moteurs fusées
ou turbinesà gaz. Dans ce dernier cas, les réglementations environnemen-
tales de plus en plus contraignantes ont amené les constructeurs̀a élaborer des
syst̀emes reqúerant des ḿelanges air-carburant très pauvres̀a la limite de la
flammabilit́e. La susceptibilit́e de la flamme aux perturbations de l’écoulement
s’en trouve alors fortement accrue induisant parfois des oscillations auto-entretenues
de toutes les grandeurs physiques pouvant aboutirà des dommages importants.
Dans ce contexte, la possibilité de pŕedire d̀es la phase de conception l’ap-
parition de ce genre de phénom̀ene s’av̀ere cruciale. Cependant, le recourtà
des simulations nuḿeriques instationnaires classiques ne peutêtre que limit́e
compte-tenu du côut de calcul encore prohibitif sur de grandes configurations
industrielles. Une approche complémentaire ŕeside dans l’utilisation d’outils
numériques exclusivement dévolus aux fluctuations acoustiques. Cette thèse
s’inscrit dans cette optique et présente deux approches explorées au cours de
cetteétude :
• un code de type ”ŕeseau”́evalue les modes propres longitudinaux en discrétisant

la configuration en quelques dizaines d’éléments monodimensionnels aux
fonctions de transferts connus.
• un code, s’inspirant du formalisme deséléments finis, tridimensionnel et

parall̀ele.
Ces outils, valid́es sur configurations académiques, ont́et́e appliqúes à des
configurations exṕerimentales de turbines̀a gaz.

MOTS CLES : instabilit́e, thermoacoustique, combustion, acoustique, valeurs
propres


