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Resune

Les instabilies thermoacoustiques constituent uné&gatie de pbnonene im-
pliquée dans des applications aussi diverses que ohigasjimoteurs f&es ou tur-
binesa gaz. Dans ce dernier cas, léglementations environnementales de plus en
plus contraignantes ont anefes constructeura élaborer des sysines regérant
des nelanges air-carburantets pauvres la limite de la flammabil&. La suscep-
tibilité de la flamme aux perturbations dedbulement s’en trouve alors fortement
accrue induisant parfois des oscillations auto-entretenues de toutes les grandeurs phy-
siques pouvant aboutir des dommages importants. Dans ce contexte, la possibilit
de pédire s la phase de conception I'apparition de ce genre da@tene s’aere
cruciale. Cependant, le recouwrtdes simulations nu@niques instationnaires clas-
siques ne peuktre que limié compte-tenu du ¢ de calcul encore prohibitif sur
de grandes configurations industrielles. Une approche @mgitaire &side dans
I'utilisation d’outils nuneriques exclusivemenggolus aux fluctuations acoustiques.
Cette these s’inscrit dans cette optique eépente deux approches ex@es au cours
de cettettude :

e un code de type Gseau'evalue les modes propres longitudinaux en dissant

la configuration en quelques dizainegldments monodimensionnels aux fonc-
tions de transferts connus.

e un code, s’inspirant du formalisme dements finis, tridimensionnel et pa-

rallele.
Ces outils, valiés sur configurations acahiques, onété appliqéesa des configu-
rations exgrimentales de turbin€sgaz.

PREDICTION OF THERMOACOUSTIC INSTABILITIES IN GAS
TURBINES

Abstract

Thermoacoustic instabilities are a major cause of concern in a large variety of de-
vices such as furnaces, rocket engines or gas turbines. Due to stringent environmen-
tal legislations, many gas turbines manufacturers strategies consist in operating their
systems under very lean conditions. Flamability limit can then be locally reached and
flame susceptibility to flow pertubations enhanced. Consequently, self-sustained os-
cillations of all physical quantities may occur inducing blow up of the flame and even
structural damages. In this context, there is a need to better understand combustion



instabilities and to predict them at the design level. Despite constant computational
progress, fully unsteady numerical simulation of global industrial devices in a daily
use is still out of sight. Nevertheless, tools specifically devoted to acoustic waves can
be used. This work presents two kinds of such numerical tools :

e In the first one, the configuration is modelled as a network of monodimensio-
nal elements with acoustic transfer functions determined analytically or nume-
rically. Longitudinal eigenmodes evaluation can be performed by using only a
few dozens of elements.

e The second one is a parallel and fully three dimensional code based on a finite
element method.

Both tools have been validated against analytical results and applied to experimental
devices including swirl injectors and annular combustion chambers.

DISCIPLINE : Mathematiques

MOTS CLES : instabilite, thermoacoustique, combustion, acoustique, valeurs
propres

LABORATOIRE : CERFACS, 42 avenue Coriolis, 31057 Toulouse, cedex 1
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Introduction

Dans le contexte environnemental&tonomique actuel, 'une des principales
préoccupations des constructeurs de turbiregeraautiques concerne laduction
drastique degmissions polluantes. Cependant, la plupart dethodes emplases
pour atteindre cet objectif psentent I'incongnient majeur de favoriser les insta-
bilités de combustion et plus parti@rdément les instabibs thermoacoustiques.
La disposition d’outils permettant I'analyse de ce type d'instabitits I'étape de
conception seéwele donc particuérement inkréssante. Ce travail s'inscrit dans cette
optique a savoir Ielaboration d’outils nuriques pedictifs enterement évolus
a I'étude de ce ginonene. Bien que destis a étre appligés dans un contexte
aéronautique, les gthodes éveloppes dans cettetude demeurentégérisablesa
d’autres situations dans lesquelles interviennent les instbttiermoacoustiques.

Le terme d'instabilié thermoacoustiqueegigne le penonene par lequel le cou-
plage entre fluctuations deegagement de chaleur et fluctuations acoustiques en-
gendre des oscillations auto-entretenues, et parféimens’amplifiant au cours du
temps, des difrents paragires de Ecoulement (ebit, pression, tengrature, ... ).

Ce type d’'instabilié est particukrement susceptible d’appéra dans des situations

ou une flamme demeure cordi@ dans une caet Etant doné la vaste utilisation

de la combustion (87 % deéhergie mondiale en 1997) cette situation concerne
donc une large gamme d’applications telles que fourneaux, ah@sdindustrielles

ou domestiques, moteurs &es [1], stat@acteurs [2], turbinea gaz industrielles

[3, 4] et turbines aronautiques [5]. Par ailleurs les instal@itthermoacoustiques se
rencontrengégalement dans des systes o les variations du @yagement de cha-

leur ont une origine autre que la combustion. C’est le cas dans certains dispositifs
cryogeniques pesentant des oscillations de Taconis [6], ou encore dans certains types
de prototypes deafrigérateurs thermoacoustiques [7] dans lesquels les variations en
guestion sont principalement dues aux fluctuations du flux thermique aux parois.

Si, de part leur large diffusion actuelle, les instabgithermoacoustiqueggficient
d’'un important regain d’attention, elles n’en sont pas moins connues depuis plus de
deux secles. s 1777, Higgins met egvidence ce pdnonenea travers I'exemple
de la "flamme chantante”. Ce dernier reste toutefois pendant longtemps une curio-
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sité scientifique reécouverte par Sondhauss en 1850 et Rijke en 1859 sur laquelle
se penche en particulier Lord Rayleigh. A l'aide de I'exemple du tube de Rijke dans
lequel une simple grille cha€ plaée judicieusement dans un tube ouviedes
extremites produit un son (Fig. 1), Rayleiginonce en 1878 sorelébre criere qui
constitue encore aujourd’hui la base fondamentale de la @&epsion des instabi-
lités thermoacoustiques [8].

Grille chauffante

FIG. 1 — Experience du tube de Rijke : tube ouvarses exgmites contenant une
grille chauffante plage au quart de sa longueur [9].

Toutefois c’est avec I'apparition de la propulsianéaction que Etude des in-
stabilitts de combustion commenaese @velopper. En outre, la preere \eritable
application technique de ce type d’instal@itdate de la deuxime guerre mondiale
avec la tristementéebre fuge allemande V1 ("buzz bomb”) faisant apgelun
réacteur puls. Par la suite, le @eloppement des fé@es conduita uneétude ap-
profondie des racanismes de couplages thermoacoustiqgueg€enen particulier par
Crocco et Cheng la fin des anges cinquante [10-12]. Dans le cadre de la cébeu
spatiale, la mirise des instabilés thermoacoustiques a congtitun point cé dans
la reussite des diffrents programmes comme l'atteste les travauxésgmar Culick
au cours des arees soixante et soixante-dix [13]. Cetar@t s’explique en particu-
lier par la tes grande concentration de puissance atteinte par les moteurs requis pour
cette fiche ;a titre d’exemple, la den&tde puissance du moteur F1 descles de
type Saturn V des missions Apollo&evaita environ 1464 GW/m?, la puissance
delivrée par les cing moteurs de ce type correspondait donc, pendant quelques ins-
tants,a environ 75@GW soit environ neuf fois la puissance totale du palectrique
francais en 2003. On comprend dans ce type d’application €native recessi de
limiter les fluctuations de toute nature dor#rergie est certes proportionellement
faible en regard de &nergie totale mise en jeu mais peéammoins s’aérer suffi-
sante pour gravement endommager le&yst.

Dans le contexte des turbinagyaz, @ronautiques ou industrielles, les construc-
teurs concers sont depuis la naissance de ce type de propulsion oaréeagjon
d’énergie sensibilss a ce probdme et ont dvelopg@s un savoir-faire et des ap-
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proches largement empiriques permettant d'yadiar. Toutefois, ces degres montrent
depuis une dcennie environ leur limite. En effet, sous I'impulsion glementations
environnementales internationales de plus en plus restrictives, les constructeurs ont
etes ameasa modifier considrablement les configurations de turbirdegaz avec
pour prinicipale consquence, une amplification de la sensibilde ces disposi-

tifs aux instabilies de combustion. La plupart de ces modifications font appel
des systmes de @nelange d’air-carburant fonctionnant en richesse pauvre afin
de limiter la consommation et I'apparition de flammes diffusives dont les hautes
temperatures induisent la formation de polluants tels que les oxydes d’azote (NOx)
ou le monoxyde de carbone (CO) [14, 15]. Les @mqmgences de ce type de fonction-
nement sont alors les suivantes :

e Du fait du nelange pauvre, les fluctuations de richesse peuvent amener la
flamme en de-ca de sa limite de flammil&léboutissant ainsi une succes-
sion d’extinctions-eallumages favorabkela 'esonance acoutisque [5].

e La faible richesse induit une faible vitesse de flamme rendant cetteederni
particulierement succeptible aux fluctuations de vitesse et donc potentielle-
ment instable.

e Pour obtenir de faibles richesses, il esicassaire de rediriger, dans le cas
de turbines aronautiques, une partie du flux initialemenéyu pour la zone
de dillution vers le flux principal d’injection c’esa dire la zone primaire.
L'atténuation acoustique caeguentea I'injection d’air par les trous de dillu-
tion est donc @duite et par corgjuent, les instabifts en sont d’autant plus
favoristes [16].

Ainsi, il en résulte une susceptilditacrrue de ces dispositifs aux instabgithermoa-
coustiques qui se manifestent cagtement par des fluctuations de pression d’ampli-
tude inacceptable (fatigue du raatl et parfois @me dommages structurels) et par
une cestabilisation de la flammeventuellement fatale pour la turbine gonene

dit de "flashback”, voir Fig 2). On comprend donc le regain @@t actuel de la part
des constructeurs concéspour ce type de gihnonene.

Deux grandes approches se distinguent pourépgrder ce type de pravhe :

e Une approche forke sur le confile actif des instabilés[17-19]. Le principe
consistea reéduire les pnonenes de&sonance acoustique par ine@dnces
destructrices ou pluséguement en modifiant les fluctuations dagdgement
de chaleur par le coriite de l'injection de carburant notamment [20, 21]. Cette
approche repose sur l&t@ction et sur une action suffisament rapide pour ju-
guler I'instabilitt. Elle permet donc a priori de stabiliser une configuration
donree sans pour autantcessiter une refonte de celle-ci. Compte-tenu du
déeveloppement constant délectronique et de I'informatique cette approche
appar@t prometteuse. Bammoins, la fiabilé et le dege de €curi€ requis
dans le cas, par exemple, de turbinésoaautiques limitent son application
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FIG. 2 — Retour de flamme (@monene de "flashback”) induit par les perturbations
acoustiques de vitesse et destruction partielle d'unelr de turbine @ronautique
paréchauffement aux parois.

actuelle.

e Une approche for&k sur le contile passif des instabiés. Le principe consiste
aélaborer des configurations intracguement stables en modifiant le@og®trie,
leurs caradristiques acoustiques ou les caeaistiques du lirleur. Cette phase
de conception peut s'@ver longue et diteuse car elle écessite encore ac-
tuellement un grand nombre de tests @xmentaux et parfois de profondes
modifiactions de la configuration initiale augmentant par ¢ama les élais de
mise au point.

L’ étude pesenée dans ce rapport deetbe s’inscrit dans la seconde approche.
On cherche en particuligér developper des outils numiques d’analyse acoustique,
mais aussi de pdiction de ces instabiés, suffisament rapides pour pouvoir tester
un grand nombre de configurations industrielles th phase de conception. L'ori-
ginalite de la nethodologie choisieéside dans sa métisation ainsi que dans son
utilisation conjointe avec d’autres techniques telles que la simulatioenigue des
grandeschelles (LES pour I'acronyme anglais). La description de ces deux apsects
s’organise de la maére suivante :

La premere partie de cettetude s’attache tout d’aboedpieciser la notion d’in-
stabilite thermoacoustique dans le contexte applicatif des turbigez et permet de
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mettre en exergue les principales cagsistiques des Branismes de couplage ther-
moacoustique. Il appaitaainsi que le proldme poé fait intervenir deux cé&gories
d’echelles bien distinctes : d’'une part les fluctuations acoustiques irepkodians

les instabilies en question correspondent aux premiers harmoniques de la configu-
ration, c’'esta direa des longueurs d’onde dueme ordre de grandeur que la taille

du syséme lui-méme ; d’autre part le couplage thermoacoustique met en jeu des
phénonenes tourbillonnaires, turbulents, délange ou de variations de surface de
flamme carad@rises par deéchelles beaucoup plus petites. Ces deux aspects sont pris
en compte dans la learisation degquations de la Brtanique des fluidegactive
particulari€es au contexte des turbiriegaz. Le cadre dedtudeétant ainsi éfini,

on s’interesserégalemend la modtlisation du terme source acoustiquedrdmt aux
fluctuations du gagement de chaleur, ce dernier constituant le coeur dugpnebl
pos.

Dans un deuxime temps, une vuetgerale des rathodes actuelles permettant
de pédire les instabilés thermoacoustiques ser@&genée. On montrera l'ir@rét
mais aussi les limitations des approches de simulationgrigoes instationnaires
classiques telles que les techniques de LES, cesatemndemeurant actuellement
encore trop coteuses pour I'application industrielle rechegehOn s’attachera donc
a presenter les possibitis offertes par certaines approches atiques uniquement
dévolues aux fluctuations acoustiques. Celles-ci peuvent notammees frartie
des grandes longueurs d’'ondes des modes rediescht ainsi raisonner sur des
maillages beaucoup moins raffis que ceux utiliss dans les techniques classiques.
Deux types d’outils seront psenés : le premier, qual& de "code&seau”, repose sur
une discetisation de la configuratiocgtudée en nombre limit de bloc€lémentaires
dans lesquels il est possible d’appliquer des formes de solutions aux fluctuations
acoustiques. En reliant entre eux ceséatiints blocs, il est alors possibleatiblir
une relation de dispersion caragstique du proliime poé et \erifiee par les modes
propres du sysime ; l'autre type d’outil est moins rapide mais plugégs car il ne
suppose aucune forme de solution pour les fluctuations acoustiques. La partie spatiale
est alors dtermmirge par une @thode délements finis.

Faisant suite aux approchegprdement introduites, on s’ietessera ensuite aux
méthodes de j@diction des instabilis thermoacoustiquegelopges au cours de
cette étude. L'objectif de ces Bthodes est deéterminer la stabilé des modes
propres de configurations doges et leur fquence correspondante. Lamplitude des
fluctuations accompagnant les instab#itn’est pas recheretpar conéquent le re-
coursa des approches Baires appaigjustifie. Deux types d’outils acoustiques ont
ete developg au cours de cetttude :

e Un code de typeaseau appél’Soundtube” dont les caratstiques sont dis-

cutees au chapitre trois. Soundtube constitue une forme pagtieude ce type
de code puisqu’il se restreint aux seules ondes longitudinales tout en prenant
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en compte desapnetries tridimensionnelles. La simplification des configura-
tions étudiees dans le cadre de la n@didation retenue permet alors d’obtenir
rapidement sur un simple ordinateur une premiicke de la forme et de la
valeur de leur modes propres. Les particuéaritie cette mdaisation seront
présenges ainsi que les diverses pedares de recherches des modes propres
mises au point.

e Un code tridimensionnel et parale appet "AVSP” préseng au chapitre quatre
de ce document. La prise en compte de l'influence @it gconetriques
et de la forme du champ moyentravers une approchégseau apparaissant
difficile, une autre rethodologie &té retenue dans AVSP, plus couteuse en
temps de calcul mais plus guise. Celle-ci s’inspire du principe des codes
acoustiques @&lements finis introduits au dewtne chapitre mais son origi-
nalité reside d’'une part dans sa capadt traiter de grandes configurations
gracea son paraéllisme et d’autre part dans sa prise en comptedtt actif
de la flamme sur les instab#is. Cette dergre caradristique conduita un
probleme aux valeurs propres non classiqéeeassitant Blaboration de tech-
nigues de&solution sgcifiques. La prengire technique mise au point cherche
aévaluer les modes propres avec flamme active paéualdppement asymp-
totique autour de la situation sans terme source acoustique. L'autre technique
dévelopgee dans cettétude est fongle sur une @thode de point fixe dans la-
guelle la @pendance &quentielle de la fonction de transfert de flamme acous-
tique est fi@ea chaquestape du processu€ntif.

Les nethodes de @termination des modes propres du code AVSP sont ensuite
appliqieesa des diverses configurations éxinentales. Le chapitre cing corres-
ponda un article en cours soumissi@nla revue Combustion & flame. Il montre
I'application de AVSP sans flamme actizeun dispositif exprimental et permet
de mettre erevidence l'origine purement acoustique d’'un mode propre rotatif. Le
chapitre six pesente un rapport technique céaostif a I'application de AVSPa
une turbine exprimentale du Lehrstuhiif thermodynamik de Munich. La confi-
guration en question est consétid’'un plenum et d’'une chambre de combustion
annulaires refis entre eux par douze injecteurs induisant un mouvement de vrille
a I’écoulement ("swirlers”). létude montre l'influence de la prise en compte des
détails geonetriques et de la forme du champ moyen sur la valeur des modes propres.
Compte-tenu de la connaissance de la fonction de transfert de flagterendee
experimentalement, ce chapitre montgalement une application de laéthode
asymptotique permettant&valuer la stabilé des modes. Enfin le dernier chapitre
présente les travauxali®€s durant le Summer Program 2004 du Center of Turbu-
lence Research de Stanford. Ceux-ci ont permis éelipgr avec su@s le mode
le plus instable obsveeévdans la simulation LES d’'une chambre de combustion
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experimentale munie d’une injection "swak”. Ce chapitre &crit I'application de la
méthode de point fixe de AVS¥cette configuration avec notammenté&aarmination
de la fonction de transfert de flamragoartir des&sultats de la simulation LES.
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Chapitre 1

Description des instabilites
thermoacoustiques

1.1 Description prenonmenologique

1.1.1 Catkgories d’instabiliteés rencontées dans les turbinea gaz

Afin de cefinir le concept d’instabilé thermoacoustique, il convient tout d’abord
de cecrire le contexte dans lequel celles-ci s’'inscrivargavoir celui des instabi-
lités de combustion. Les instaki# de combustion sont une classestgerérale
de prenonenes qui concernent 'ensemble des processus susceptibles de rendre une
flamme ou le milieu qui la contient instable. Plusieurs types de classement existent
selon le criére retenu, ainsi Bagre et Williams [22] s'inéressent au domainefjuentiel
auquel appartiennent les difentes instabilés pour les distinguer. Une autre ap-
proche consista differencier les principales instabd# (dans le cadre applicatif aux
turbinesa gaz) par la nature desaranismes qui interviennent. On distingue ainsi :

e Les instabilies de couplage fluide-structure.
Les instabilies intringques de flamme.
Les instabilies hydrodynamiques.
Les instabilies convectives.
Les instabilies thermoacoustiques.

Instabilit és de couplage fluide-structure

Dans certaines situations, un mode propre vibratoire de la structureepeut
excité par les fluctuations dedtoulement. L'effet Pogo, rencoatdans les moteues
ergols liquides des lanceurs spatiaux, est une illustration de ce typé&dergne. Le
déroulement est le suivant : des fluctuations au niveau de I'injecteur engendrent des
variations de la pouge, celles dont la équence corresporadun mode propre de la

23
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structure du moteur induisent des vibrations qui peuvent remonter pusipecteur
fermant ainsi la boucle d’instabiéit Ce type d’instabilé est gréralement de I'ordre
de quelques Hertzs. Puisque un mode propre de la structure e&t, ékcstabilite
concerne I'ensemble de la configuration et p&toe qualifee de globale.

Instabilit &s intrinseques de flamme

Comme leur @nomination l'indique, ces instabis ne font intervenir aucun cou-
plage externa la flamme et sont irdrentes aux @canismes de combustion. Ce sont
des instabiliés locales qui concernent le front de flamme. Dans cette famille d’in-
stabilite, on distingue en particulier les instat@ktthermodiffusives et les instab@g
de Darrieus-Landau. La preare apparidlorsque les effets de la diffusion thermique
sont faibles devant ceux de la diffusion raollaire. Ces deux effets se traduisent par
des valeurs caragtistiques du nombre de Lewis (rapport de la diffusivié ther-
mique sur la diffusivié moEculaire ). On consite un front de flamme pertugle’est
a dire plis€ et on chercha savoir si le plissement \&re amplife ou atente. Clavin
[23] montre qu’au-deél d’'une valeur critiquée; du nombre de Lewis, la gamme de
nombres d’onde instablesgtargit consiérablement. Autrement dit lorsque les effets
thermodiffusifs 'emportent largement, le front flamme est beaucoup plus instable et
déegerere en une multitude de cellules de taéigales aux longueurs d’ondes stables.

Dans le cas de I'instabiktde Darrieus-Landau, le phonene clef est la@viation
des lignes de courant au niveau du front de flamme@liSsn origine provient du
fait que seule la composante normale au front de flamme de la vitesse des gaz frais
béreficie de I'acéleration impuée au saut de densjtla composante tangentielle au
front de la vitesse se conseradravers la flamme. On peut alors montrer [23] que
ce ptenonene de @viation va avoir tendanceamplifier le plissement de la flamme
et donc la rendre instable. Pour un front de flammégpéisseur nulle, la flamme est
méme inconditionnellement instable.

Les resultats essentiels pour ces deux formes d’instaksbint écapitués para
la figure 1.1, extraite d’'un ouvrage de R. Borghi [24]. On appella perturbation
du front flamme et dans le cas de fluctuations harmoniquésion:

a(y,t) = O0(AHW)

Avec o = o, +i0j. La variableo, est donc le taux de croissance de l'instabilit

On notera par ailleurs que ce type d'instabilite cée pas de comportement
oscillatoire ou pulsatoire ; il n'y a pas deefguence assa@ea ce type d’instabilé
et par consquent elle ne constitue pas une source de problpour les applications
de type turbinex gaz.
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FIG. 1.1 — Instabilies de Darrieus-Landau et thermodiffusive : la figure de gauche
illustre la situation, la figure de droite indique les domaines de stafit], la ligne

1 correspond au cas d’un front de flamme infiniment mince pour la seule in&abilit
de Darrieus-Landau.

Régime instable (Le <1) Régime stable (Le > 1)

0
s, > 0
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I s,<s; 1
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Gaz briilés

5.<8; B 5, >80
FIG. 1.2 — Instabilies thermodiffusives : con@pition entre les flux diffusifs
moléculaire (traits pleins) et thermique (traits creux) [25].

Instabilit és hydrodynamiques

Les instabilies de nature hydrodynamique sont une autregmate de fluctua-
tions potentielles qui conetement se caraatisent par la formation de structures
tourbillonnaires. D’une part ces structures sont en ellésamune source déstabilisation
de I'ecoulement et d’autre part elles induisent des zones léealide combustion
périodiques. Dans les divers configurations@xmentales ou industrielles envises
dans cetteetude, la @rération de ces tourbillons peut survenir du fait des cisaille-
ments (instabiliés de type Kelvin-Helmholtz) psents dansé&coulement au niveau
de I'admission d’air et de carburant ou d@lange dans la chambre de combustion.
En comparaison avec les instal@td’origine acoustique, les instalékt d’origine
hydrodynamique se car&etisent par :

e La localitt de leur manifestation : I'instabiitse @veloppe au niveau du jet

cisaillé et non dans I'ensemble dee€oulement, par contre les tourbillons
géererés peuvent se propager loin de leur source et par exemple dans le cas
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des turbines gaz impacter bruyameatla tuyére de sortie.

e L’ étalement des équences instables sur une gamme plus ou moins large se-
lon les caradristiques de la configuration ; ce€fluences ne sont donc pas
discretes.

Dans une configuration classique de deux jets codirectionnels essddltieorie
linéaire montre que la&quence la plus instabligyq peutétre deduite de la valeur
du nombre de Strouh& [26] :

Avec 0 I' épaisseur de quartitde mouvement du profile ([27]) &, — U la
difference de vitesse des deux jets. @suttat est parfois complexe mettre en
pratique sur des configurations industrielles car il getoe difficile de @terminer
les quantiés requises. Une autre difficalteside dans les modifications induites par
la combustion. Dans ce cas, l&fuence @ferentielle d’apparition de I'instabiét
peutétre cecake par rappord la situation noné&active du fait de la g@sence de
gradients de den&it[28] et de I'influence de I'expansion thermique sur le champ
aérodynamique. Enfin, la @orie classique do@ggalemenétre modifee pour prendre
en compte des formes diifentes cBcoulement en particulier I€coulements vriés
("swirl” en anglais) [29]. Ce derniers engendrent ugpkssion suffisante pourear
une zone centrale de recirculation [a faible vitesse de &oulement permet la
flamme de se maintenir (Fig. 1.3).

]
\

FiG. 1.3 — Ecoulement vrid piesentant une zone de recirculation centrale pouvant
jouer le Ble d’accroche-flamme.
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Dans ce cas de figure, une nouvel@idition du nombre de Strouhal est requise
correspondard une gamme deédguences instables daffente[30] :
aD

f
0,25<S :“Uy—
0

<0,5

Avec D le dianetre du jet etJg la vitesse moyenne du jet. &he si, de part sads
large diffusion dans I'industrie, ce sgshe d’accroche-flamme sevele globalement
stable [29], il peut pEsenter sous certaines conditions des instabilit
e Au-dela d'un certain seuil d'intengitdu mouvement de vrille§valle a travers
le nombre de "Swirl” [29]), ce type de structure peutgenter des modes
instables axisyretriques et Blicoidaux [31] .
e L' écoulement vrikk peut pesenter un mouvement degpession ("Precessing
Vortex Core”) induisant des perturbations notoires du chaenpdynamique
la frequence correspondante [32].
Par ailleurs les instabibs hydrodynamiques peuvent awsse impliquees dans
des couplages€sonnant avec l'acoustique. Cette situation peut survenir lorsqu’une
frequence propre acoustique de la configuration etéguience hydrodynamique
préferentielle cincident [30, 33]. Cependant, cette condition n’est pas toujaaosssaire,
du fait des appariements de tourbillons par exemple [34] ; Rogers et Marble [35] ont
monte que ce couplage hydro-acoustique pouvaitésdigerégalement lorque la
frequence cimcide avec un multiple de laéguence propre acoustique.

Instabilit @s convectives

Ce sont des instabiés ¢gerérees par des ondes se propageatd vitesse de
convection de Bcoulement et que I'on qualifie donc de "convectives”. Un des exemples
les plus importants concerne l'instalélitle combustion de type "rumble” apparais-
sant parfois au@marrage des turbinegmnautiques. Cette instabdifait intervenir
un couplage entre ondes convectives de type entropique et ondes acoustiques. Les
ondes entropiques se catsent avant tout par des fluctuations de térafure et
de densit mais ne grerent pas de fluctuations de pression tant gaeolulement
demeure homagne. Si celui-ci varie, on peut montrer [36] que, dans le cas d'un
ecoulement moyen unidirectionnel selwet de vitessel, ces deux types d’ondes
interagissena travers la relation suivante :

9 od\,Uu\ c2a/p u p\du dusd
—+u—|(— ) +—=—— 2——(y-1)—)—=—— 1.1
(6t+u0x)<u)Jr u6x<yp)+( u (v )yp) dx dxcp (1)
Avecs, p,c respectivement I'entropie, la pression et la vitesse du son locgaletyy

correspondent quaateuxa la capac# calorifique massiqué pression constante et
au coefficient polytropique respectivement. Les grandeurs munies d’'une apostrophe
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repesentent des fluctuations. Cette situation se rencontre en particulier dans les tur-
bines &ronautiques et est illugte par la figure 1.4. Le etanisme est alors le suivant

en consi@rant les grandeurs munies d’'un chapeau comme les traredferde Fou-

rier des fluctuations correspondantes dans I'hygsthd’ondes harmoniques : une
perturbation acoustiqup; par I'intermédiaire de la vitesse acoustique correspon-
danteuj induit au niveau de l'injecteur une inhomeangite de nelange qui en se
consummant au niveau de la flamme provoque la formation d’'une fluctuation d’en-
tropie s;. Cette derrére est reke par la fonction de transfert de flamme aux fluc-
tuations de vitesse au niveau de l'injecteur. La perturbation d’entropie se prapage
la vitesse de Bcoulement indpendamment des ondes acoustiques jasigutuyere

de sortie §3 = Sexpiwl /u)) ou la forte acélération de lécoulement moyen induit
alors la ceation de fluctuations acoustiqugs ) par les fluctuations entropiques.
L'onde acoustique éte, contrairemeng I'onde entropique de type convective, peut
remonter [ecoulement jusqa l'injecteur {1 = psexpiwk/c)) bouclant ainsi un
cycle potentiellement instable. L&cbulement du pdnonene esté&capitué a la fi-

gure 1.5. En appelanit fjam, Wl ,gy, etwt'e;, les ephasages respectifs induits par la
flamme et les reflexiorg I'injecteur eta la tuyere, la fequencd de l'instabilite doit

donc \érifier la relation suivante :

arg(py) = arg(Ps) soit 2 (T + Tram+L/u+1 +L/c) =n  (mod 2(1.2)
Avecn € N. Des exemples de ce type déoanisme sontétrits dans [16] et [37].

Flamme tuyere

injecteur

><\(

FiG. 1.4 — Instabilié issue du couplage entropique-acoustique dans le cas d'une tur-
binea gaz &ronautique.

Ce genre d'instabilé est avant tout pilétpar le comportement des ondes entro-
pigues. Celles-ci se propageanta vitesse de &coulement, elles sont alors beau-
coup plus lentes (d’un facte@gal au nombre de Mach) que les ondes acoustiques.
Par conéquent le temps convectif (u) est gréralement le terme pponrant dans
I'expression de la fquence de l'instabit (Eq. 1.2). Par ailleurs, ce phonene se
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injecteur flamme tuyere
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C

FIG. 1.5 — Boucle d'instabil@& d’origine entropique-acoustique dans le cas d’'une
turbinea gaz avec indication degphasages induitschaquestape.

caracérise par des bassegfuences (entre 50 et 15(¥) principalement pour deux
raisons :

e d’'une part, sa vitesse de propagatioyngst faible dans les turbinegrnautique.

e d’autre part, seules les grandes longueurs d’ondes sont c@asetar ce type
de fluctuation est particlrement sensible aux @honenes dissipatifs de type
diffusion thermique qui s’exprimened que les gradients spatiaux de téngpure
deviennent trop importants.

Cette derrére caradristique a tendance pevenirégalement de trop fortes ampli-
tude de fluctuations entropiques, en outre ces dezmisont directement relier aux
inhomogereités du nélange @rératrices de "points chauds” [36, 37] et peuvent donc
étre limittes par les dispositifs de@relange. Mtme si ce type d’instabibt peut
provoquer de fortes perturbations globales éedulement, elles ne semblent pas les
causes premares dans les nouvellegmprations de turbines et semblent caies
aux phases deéanarrage des moteuréranautiques. En outre [37] ont moatjue
des instabiliés purement acoustiques peuvent survenir dans la gammeqieefrce
attribuee aux perturbations entropiques.

Instabilit €s thermoacoustiques

Contrairement aux instabiis convectives, les ondes acoustiques assurent la pro-
pagation des fluctuations aussi bien au retouadt@ller dans le cas d'instabiét
thermoacoustiques. La clef dugganisme de ce type d’instalb@iteside dans le cou-
plage entre les fluctuations déghgement de chaleur et les fluctuations acoustiques :
d’une part les fluctuations de pression influencent les fluctuationggggment de
chaleur et d’autre part ces deznés grerenta leur tour des fluctuations de pression
d’ou la boucle potentiellement instable de la figure 1.6.

Rayleigh en 1878 [8] &nhon& une condition @cessaire pour que cette boucle
deviennent instable :
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9

P

Combustion Acoustique

b
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FIG. 1.6 — Boucle du racanisme thermoacoustique potentiellement instable.

At the phase of greatest condensation heat is received by the air, and at the phase
of greatest rarefaction heat is given up from it , and thus there is a tendency to
maintain the vibrations.

Ces observations ont donc conduit auametsuivant connu sous le nom de "eré
de Rayleigh” :

/ / p'(X. )¢ (%, t)dxdt > 0 —> instabilite favorise (1.3)
Tac Vflam

Avecd les fluctuations du@gagement de chalelkc une feriode acoustique des os-
cillations en question &ff;m le volume occup par la flamme. Ce cgte tel gu'il est
écrit constitue une conditioreeessaire mais non suffisa@téinstabilite, un criere

plus ceterminant peuétre obtenu [38, 39] en tenant compte des fuites acoustiques
aux bords du domaine.@mmoins, il renseigne sur la valeur du terme source ther-
moacoustique. D’un point de vue thermodynamique, cereripeut s’expliquer de la
mankire suivante [40] : la zone cha&# par la flamme constitue une machine ther-
moacoustique susceptible de transformer la chaleur recéaergie necanique soit
Whec e travail mécanique fournit sur un cycle, c’eatdire sur une @riode d’oscil-
lation [0, Ta¢] (voir Figure 1.7) ; comme les grandeurs moyennes sont @i@mition
constantes et que les fluctuations ont lesmmas valeurs initiales et finales sur un
cycle, celui-ci sécrit :

Tac Tac Tac dp/
— _ / ! __ /
Wmec—/o pdv—/o pdV' = — 0 p?
Les variables munient d’une apostrophe correspondant encore une fois aux fluctua-
tions acoustiques et celles munient d’'une barre aux valeurs moyennes. Sous I'hy-
pothese des gaz parfaits, la relation suivante fidrg-obtenue [41] :
do’ _ 1dp _(v-1)p,

dt  c? dt c?
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D'ou le resultat :

— 1 Tac 2 (y_l) Tee / &

Whnee = “2022 Jo dpf +F/O pqdt
_ 1 /2 _n2 (y_l) /Tac !
= ez P (Teo) = PO+ 5= | Pt
_ (y_l) /Tac /

Whee = 52 Jo pgdt

Finalement, il appaitique le criere de Rayleigh est directement proportionnel au
travail mecanique fournit par le sy&me.

D a
P+
/ > 1
0 T
-P+
Pl

FIG. 1.7 — Fluctuations de pression en un point du &yst consiéré dans le cas
d’une instabilie thermoacoustique.

D’un point de vue physique, ce phonene se comprerghalement en consgdant
le pic de pression induit par leedagement de chaleur de la flamme. Si la fluctua-
tion de pression acoustique incidente sur le front de flamme est en phase avec le pic
de pression d’origine thermique, les quaggitie pression s'additionnent de nwsi
constructivea chaque @riode et il en ésulte donc une augmentatiarchaque cycle
des amplitudes correspondantes.

1.1.2 Mecanismes de couplage thermoacoustique

Le critere de Rayleigh pose les conditior&scassairea la formation des insta-
bilités thermoacoustiques, cependant il n’explique pas la nature des liens entre les
fluctuations acoustiques et les fluctuations égafjement de chaleur. Une liste ex-
haustive de ces liens est difficéetablir car chague configuration met en oeuvre des
interactions particuires entre acoustique etghgement de chaleur. On cherche dans
cette sectiora récapituler les principaux @tanismes thermoacoustiques obésrv
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dans le contexte applicatif aux turbin@gaz. Un point crucial commua tous les
mécanismes concerne les divers temps caratiques qu'ils induisent entre l'instant

ou le plenonene perturbateur eségere et I'instant ai il atteint la flamme. La valeur

de cette dure conditionne le @hasage entre les fluctuations de pression et celle
du taux de égagement de chaleur, par cegsent il &termine le signe et la valeur

du critere de Rayleigh, c’est dire la stabilié de la configuratiogtudiée. A l'instar

de la description ptnonenologique ealige par T. Schuller dans soremoire de

thése [42], on traite disctinctement les deux branches du couplage thermoacoustique
(Fig. 1.6).

Actions de l'acoustique sur le @gagement de chaleur

Les principaux récanismes relatifa I'influence des perturbations acoustiques
sur les fluctuations duédjagement de chaleur s@runerés par ordre croissant de
complexié des situations dans lesquelles ils peuvent intervenir.

e fluctuations purement camatiques du front de flamme :

On consi@re la configuration ac&dique d’'une flamme plane, parfaitement

prémeélangee dont Iecoulement laminaire est sounaigles perturbations acous-

tiques. La fluctuation du taux de&edagement de chaleur en un point demie

la configuration ésulte des variations de la position du front de flammenid

en I'absence @ventuelles fluctuations de la valeur de la vitesse de flamme,

ces variations ciematiques du front de flamme surviennent en raison des va-

riations de la vitesse dedtoulement au niveau de la flamme. Ceci constitue la
situation la plus simpletile degagement de chaleur varie selon les perturba-
tions acoustiques.

e fluctuations de dgagement de chaleur induites par les fluctuations desetype :
Les fluctuations de ten@pature assoees aux ondes acoustiques peuvent in-
duire de fortes variations du taux déghgement de chaleuéiggre par une
flamme plane, monodimensionnelle, parfaitemegim@iangee. Par ce biais,
les fluctuations de pression peuvent directement moduler le talegdgdment
de chaleur. Clavin et al. [43] ont mo#étsur une configuration acashique que
la phase entre fluctuations de pression et@gadement de chaleur issue de ce
mécanisme peut effectivemerénfier le criere de Rayleigh.

¢ fluctuations induites par des variations de la surface de flamme
Les ptenonenes acoustiques peuvent induire des perturbationsghgeément
de chaleur en modulant la surface de flamme de deuxaremndiferentes :

— Directement : Searby et al. [44] ont mansur le cas d’une flamme plane,
prémelangee qu’une onde acoustique pe@ngrer des flammes cellulaires
pulsantes d’induire une instabéithermoacoustique.

— Indirectement : On s’iresse maintenaatune configuration plus proche de
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celle d’'une turbiné gaz dans laquelle le sgshe d’injection du fEnmélange
ainsi qu'unélargissement brusque rendegtibulement plus complexe (voir
figure 1.8). Du fait de I'accentuation du cisaillement par I'acoustique au ni-
veau de l'injecteur, des parois ou encore au niveéladjyissement brusque
de section, on peut assistarune augmentation de la turbulence de pe-
tite échelle eta la ¢erération de structures céhentes. Ces demies sont
alors convedes jusgua la flamme @ elles peuvent induire une perturba-
tion du front de flamme. Comme la flamme n’est plésessairement plane,

la deformation est de surcitodifférente selon la zone de front de flamme
obseree. Il en esulte une variation de la surface de la flamme et par voie
de congquence une fluctuation d@gagement de chaleur [45, 46]. Si l'in-
tensié des fluctuations acoustiques est suffisante, les structures tourbillon-
naires @rérées par les perturbations acoustiques peuvent suffisatient

la flamme pour Eteindre localement etépiodiquement [47] augmentant
ainsi l'instationnarié de la combustion.

Front de flamme
Front perturbé

b

/

Systeme de
prémélange
Air + fuel

Front moyen

FIG. 1.8 — Fluctuations du@hjagement de chaleur par variations de la surface de
flamme.

¢ fluctuations induites par des structures tourbillonnaires

Les structures tourbillonnaire€grees par I'acoustique n’induisent pas uni-

guement des fluctuations déghgement de chaleur en faisant varier locale-

ment la surface de flamme patirement. Il existe au moins deux autres types
d’interaction :

— Lors de leur formation par perturbation de vitesse acoustique, celles-ci peuvent
pieger et convecter une poche de carburant qui ne se consummeeguwiapr
certain @lai necessaire @ entre autres, aux processus delange et de
chauffage [26, 48]. La situation est illuétpar la figure 1.9.

— Les structures tourbillonnaires peuvégalement interagir entre ellesnpdiquement
et induire localement une augmentation de la turbulence de getikelle.

En antliorant localement par exemple leetange, elles induisent alors une
augmentation du@jagement de chaleur et donc une fluctuation de ce der-
nier [47].
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Recirculation de
gaz chauds

. -

Gaz frais

Vorticité induite par les Mélange et Combustion apres
> fluctuations acoustiques convection un temps de retard

FiG. 1.9 — Fluctuations duébagement de chaleur induites par des structures tour-
billonnaires (image extraite de [26]).

e fluctuation de richesse
Dans les configurations de type turbireegaz, il est rare &tre dans une si-
tuation de flamme parfaitementémelangee. Les perturbations acoustiques
peuvent alors induire des perturbations de richesse. Ce genre de fluctuation
apparit lorsque les lignes d’alimentation en carburant et en &ondent
de mangéres diferentesa une perturbation acoustique. La perturbation de ri-
chesse est alors conveetjusqua la flamme a elle induit une fluctuation du
degagement de chaleur eéme une fluctuation de la vitesse de flamme. La fi-
gure 1.10 illustre la situation pccdement dcrite. Ce pBnonene aété étudie
entre autres par Keller [49] , Lieuwen et al [50] et Flohr et al [51]. Bien qu'il
constitue une cagorie importante de couplage thermoacoustique, d ester
gue ce pknonene peuétre aténuer par les effets de I'agitation turbulente sur
les amplitudes des flucutations de richesse durant leur convection entre I'injec-
teur et la flamme [52].

Front de flamme

Air E» .
—_—
L.

o

Injection de
Fuel

FiG. 1.10 — Fluctuations duéjagement de chaleur par fluctuations de la richesse
(®).

¢ fluctuation d’atomisation et de vaporisation des gouttelettes de carburant
Enfin une autre forme de couplage entre acoustiquégagkement de chaleur
est interentea la nature diphasique du carburant et du comburant parfois uti-
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lisés. La situation est illuste par la figure 1.11. Linfluence de I'acoustique

sur un jet de carburant liquide est ungolonene complexe difficilé mettre

en évidence exprimentalement. La plupart desettries prennent en compte

principalement deux types d’influence :

— Influence sur 'atomisation des gouttes : les fluctuations de pression par l'in-
termediaire des fluctuations de quaastde mouvement modifient les pro-
cessus d’atomisation (nombre de Weber médlifirimaires et secondaires;;
la taille des gouttes mais aussi Epartition de la taille des gouttes en sont
affecées, comme une goutte de carburant plus petite s’enflamme plus rapi-
dement, il appaii&que la modification de I'atomisation peut efibt@r des
fluctuations de dgagement de chaleur [37].

— Influence sur la vaporisation des gouttes : plusie@sanismes interviennent
sur ce point. D’'une part I'absorption&hergie par la vaporisation peut avoir
un effet stabilisant [53] ; mais d’autre part, dans le domaine des baggegfrces
(quelques centaines de Hertzs) et pour certaines tailles de gouttes, les temps
de relaxation induits par l'inertie thermique de ces dened peuvenétre
suffisants pour @phaser les fluctuations déghgement de chaleur et satis-
faire le criere de Rayleigh [54, 55]

Front de flamme

Prémélange

Injection de
fuel (liquide)

Atomisation / Vaporisation
Des gouttelettes de fuel

FiG. 1.11 — Fluctuations duatjagement de chaleur en milieu diphasique.

Actions du déegagement de chaleur sur I'acoustique

S’agissant de l'influence duedagement de chaleur sur I'acoustique, le lien est
moins ambigu : le dgagement de chaleur induit une augmentation de prepsgun
vient donc s’additionner avec la fluctutation de pression acoustique incidente sur la
flamme. Dans des dispositifsite degagement de chaleur n’est pas éanent ass@ér
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par une flamme (Exgrience historique de Rijke avec fil chauffant par effet Joule),
on peut envisager des fluctuations dagdgement de chaleur accompags par des
faibles fluctuations de pression par rapport aux fluctuations deéexiyve. Dans ce
cas, l'interaction thermoacoustique se faitravers la temgrature : la fluctuations
de temgrature d’origine thermique venant s’'ajoudela fluctuation de tengrature
d’origine acoustique.

1.2 Mise enequation des instabilies thermoacoustiques

On cherche dans cette pardiétablir les relationsé&cessairea la caradrisation
des instabiliés thermoacoustiques notammesggliation d’ondeégissant les fluc-
tuations acoustiques dans le ceaatif. Celles-ci se@uisent deéquations gréerales
de la dynamique des fluides. Cependant, la prise en compte de la combustion re-
quierta la fois l'utilisation de variables car@tsant les composants du milieu et
l'utilisation d’équation sup@mentaires par rapport au cas néagtif, en particulier
I’ équation de Energie. Dans le cadre de cedtieide, seuls lescoulements mono-
phasiques gazeux sont enviéag

1.2.1 Description du milieu

Dans le cadre descoulements fluidesactifs, le milieu est compésde plu-
sieurs espces. Pour quantifier cette composition, on introduit la notion de fraction
massique. On consédeN especes contenues dans un milluOn appelle fraction
massique de Ig®Meespce, la grandewy; définie par :

=M

Y] -

(1.4)

avecm; la masse de lg'®me espce pesente dans le volumé et m la masse totale
de gaz dans ce volume. Pafuhition, les fractions massiquegnfient :

SY-1 (1.5)
=

Par ailleurs, on retient I'hypo#ise de moglisation suivante :
Hypothese 1 :Le milieu est consieglé comme un gaz parfait.
On en eduit alors lIequation détat suivante :

p=prT (1.6)

dans laquellg repiesente la masse volumique délange,T la temperature ep la
pression ; enfim repésente la constantéduite des gaz parfait&tinit a I'aide dew
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la masse molaire moyenne delange et de la constante universelle des gaz parfaits
R=8.3141.K 1 mol!:

Du fait des diferents composants chimiqueggents dans le @élange, la masse mo-
laire moyenne se@tuit des masses molaiMdg de chaque composajjtomme suit :

1
W

j

(1.8)

M=
=)<

1.2.2 Equations bilan

La dynamique degcoulements fluidestactifs est &gie par lesequations de
Navier-Stokes :
e Conservation de la masse
a—erD.pu =0 (1.9
ot
Dans laquellai est le vecteur vitesse.

e Conservation de la quaréitle mouvement

N
+publu=—-Op+0.7+ Y pYif] (1.10)
=

au
Pat

dans laquell& repesente le tenseur des contraintes visqueusﬁsesﬂ forces
volumiques assoéeesa chaque egte. Dans le contexte des turbireegaz,
'impact des forces volumiques (pesanteur, folglestromagatiques) demeure
tres limité et sera doncagligé dans le reste de cetttude (hypothse 2).

Hypothese 2 :Les forces volumiques sorggligees 12','\‘:1 PYj ﬂ =0.

Le presence d’'une flamme induit en sus la prise en compte desesphimiques
mises en jeu dans les diverséactions. Leur conservation s’expriragravers letN
équations de la forme :

e Conservation de 'eqze]

%jtm.[pvj(u +Vj)] = G (1.11)
avec\7,- la vitesse de diffusion de I'egpej et w; le taux de éaction de cette
espece. La vitesse de diffusion pegtre releea la fraction de rélangey; et
plus peciementa la fraction molaireX; = Y;W/W; a l'aide d'une loi d’'une
mocklisation de type Hirshfelder-Curtiss. Le taux éactionw;, quanta lui,
est rele a 'avancement des défentes @actions chimiques mises en jeu. De
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plus amples descriptions sur ces sujets sont fournies par Poinsot et Veynante
[26] mais celles-ci n’entrent pas directement dans le cadre deatetie. Du

fait de I'Eq. 1.5 et de la contraintEijV/j =0, la somme debl équations de
conservation de chaque ese (Eq. 1.11) about# I'équation de conservation

de la masse (Eq. 1.9).

Dans le cas descoulements@actifs, la prise en compte déghgement de chaleur
issu de la combustion se faittravers lequation de conservation deétiergie qui,
dans le cas deé&nergie interne massiqeaes’ecrit :

e Conservation de &nergie interne :

oe

Pt
Dans cetté&quationg est le tenseur des contraintes dont I'expressioigst
—pdij + Z4ij, Q repesente le terme sourceédiergie Dy, le coefficient de dif-
fusivité thermique et la capacié calorifique massiqué pression constante.
Q ne repésente en aucuns cas legagement de chaleur isssu de la com-
bustion mais une source volumique externe au milieu qui, par exemple, cor-
respondrait I'apport denergie issue d’'un faisceau laser. Ce type de source
peutétre regligé dans le contexte applicatif aux turbiregaz sans perte de
géréralite pour le€quations obtenues (hypete 3).

+pule= 0.(pcpDehOT) +0: Ou+ Q (1.12)

Hypothese 3 :Les termes source de chaleur volumiques daeguation 1.12 sont
négligés :Q = 0.

Sous cette forme, leédjagement de chaleur issu de la combustion n’ajigzaia
dans lequation 1.12 puisqu'’il ne provient pas d’un appgarergtique exérieur mais
de la conversion de&nergie potentielle sous forme chimique contenue dans le milieu
enénergie interne. Pour le faire appdra, on introduit les notions éhergie interne
sensiblees et d’enthalpie massique de formatimh? ([26],[56]), I'énergie interne
massiquetant la somme de ces deux composantes :

N T N
e= Yj/ CpjdT — Y;RT/W, + 3 Y;ah? | (1.13)
jzl To le !
& e

Compte-tenu de ces notations, dfidit le taux de dgagement de chalegipar :

N
=~y Ahf ;i (1.14)
=1

On en eduit donc lequation suivante pouré@hergie sensibles :
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e Conservation de &nergie interne sensible

Des . N T -

p—es =g+ 0.(pcpDinOT) — O.(p Z / YiCp,jdTVj)+0o:0u (1.15)
Dt &/

Dans le cadre d’application de notetude, on peut supposer leelange suffisa-
ment homogne pour &gliger le flux de chaleur issus desgmlonenes de diffusion

moléculaire ce qui agnea I'hypothese suivante :

Hypothese 4 :L’homogereité du nélange est suffisante pouégliger le terme
O.(p zlj\lzl fTTC)chp,deVj) devant les autres termes dans I'EQ.1.15

Gracea cette derrire, il est possible d’obtenir ugguation de conservation pour
I'entropie massiqus. Celle-ci est obtenua I'aide de Iequation de Gibbs :

Tds=des— 2dp (1.16)
P
En utilisant conjointement lesquations 1.9 et 1.15, on obtient finalement :
e Equation de 'entropie

Ds ry/. .
== 5<q+ 0.(pepDinIT) +7 : Ou) (1.17)

1.2.3 Linéarisation deséquations

Leséquations prcedement @rivees sont maintenant particuld@es aux fluctua-
tions thermoacoustiques. Dans le cadre de &tttde on ne consatera que la situa-
tion suivante :

Hypothese 5 :Les perturbations d’origine acoustique songépondrantes de-
vant les perturbations issues des autregmpdnenes, en particulier devant les fluc-
tuations de nature turbulente.

Par ailleurs, dans toute la suite de ce document, on conservera la notation sui-
vante : une variable surmare d’'une barre et celle munie d’une apostropheasgmtent
respectivement la valeur moyenne et la fluctuation acoustique de la grandeur as-
sociee. Compte-tenu de I'hypatBe 4 on en&duit donc les relations suivantes :

p=p+p (1.18)
p=p+p (1.19)
u=u+u (1.20)

Cetteétude est focalise avant tout sur lasdermination des modes propres ther-
moacoustiques mais non sur ketdrmination de la valeuéelle et observable des am-
plitudes de ces modes. En particuligvaluation de cycles limitesventuels accom-
pagnant les instabifies thermoacoustiques n’est pas caesiel dans cettetude. On
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ne s'inéresse donc ga’la phase de croissancedaire des instabilites thermoacous-
tiques, c’est dire la phase qui praut dans les premiers instants dadblissement
d’une instabilie. La pertinence de cette approche est alorséerslr I'hypotiese
gue les modes les plus instables correspondent aux moéssnpant les taux de
croissance les plus grands durant la phagealie. Ainsi, on ne s'ifresse pas aux
instabilitts gererées par interaction entre déffents modes, c’estdire par couplage
non-lineaire. Ce type de @monene est susceptible d’appdra dans les configu-
rations de type moteur fég [59] ai, compte-tenu de la densitle puissance mise
en jeu, l'intensié des fluctuations induisen€&fjuement des couplages norekires
entre modes. Dans le cas des turbiagsz cette situation est plus rare ou en tous cas
a raremenété repertoree du fait en partie de densitle puissance moindre que dans
le cadre spatial. On pose donc I'hypeste fondamentale suivante, afgeehypotiese
d’acoustique ligaire :

Hypothese 6 :Les fluctuations acoustiques sont coisis petites devant les
grandeurs caradristiques de Bcoulement, en particulier :

p/p<l (1.21)
p'/px1 (1.22)
u'|/c< 1 (1.23)

Une autre hypothse permet de simplifier la Barisation degquations, elle consiste
a consierer les vitesses désoulements faibles devant la vitesse du son :

Hypothese 7 L’ écoulement cons@lé esta bas nombre de Macit/ :

ul
M = o <1 (1.24)

Cette assertion est bie@nfiee dans les configurations de type turlkdngaz sauf
éventuellement dans les &nes de sortie, I'ide est d’alors d’agter le domaine de
calcul en amont de ce typeaément et d’erévaluer son comportement acoustique
en calculant, par exemple, son igganceequivalente [36, 60].

Cette nouvelle hypotise autorise des simplifications dans lesvies totale de
fluctuation acoustique [61]. En effet, sdit une fluctuation acoustique quelconque,
on appelleT,c le temps d’une eriode acoustique &ty la longueur d’'onde assaz
tels quelgc = CTae. On en @duit alors le @sultat suivant :

Df’ of’ , 1 lul
Dt E—FU.Df Of <T_ac+|—_ac>
f/
O —@Q+M
Tl )

af’

Ainsi, compte-tenu de I'hypotfse 7, on admet qL%ft—' ~ S
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Muni de ces hypotbses, la liearisation au premier ordre dédjuation de conser-
vation de la masse (Eq.1.9kstit :
op’

E+5D.u’+u’.D5+p’D.J+lIDp’ =0 (1.25)

Cetteéquation peut encore se simplifier, en particulier au niveau du dernier terme de
celle-ci :

_‘ / |:| ﬂ /
Lac”
M

O —p 1.26
TP (1.26)
De méme, l'ordre de grandeur du premier terme de 'Eq. 1.25&dui de la
relation suivante :

op’ of
5 O ™ (1.27)

Compte-tenu de I'hypotkse 7, il est donc clair que :
op’ _
\a—Ft) > |u.0p| (1.28)

Par ailleurs, il est possible de pousser plus loin encore les simplifications en
précisant quelque peu I'hypatke 7. LEcoulement moyen psente de fortes varia-
tions au niveau de la flamme ce qui ne permet pas a priordéger le troistme
terme de I'Eq. 1.25 faisant intervenir le gradientdet le quatréme terme faisant in-
tervenir le gradient da. On peut toutefois montrer que ce dernier reste faible devant
le premier terme de 'Eq. 1.25 pourvu que le nombre de Maaifig une condition
suppEmentaire. En appeladt;am I’ €paisseur de flamme, on montre que :

ur

6flam
O p'Mm ¢

o’'0Ou O o

6l‘lam

|:| p/ % Lac

1.29
Tac 6flam ( )

Ainsi, compte-tenu de larelation 1.27, la condition suivante &oé requise pour
négliger le troistme terme de I'Eq. 1.25 devant les autres :

/

0 0
|p’D.LT\<<|a—Ft) = MK Iiim (1.30)
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Cette condition gEcise donc I'hypotbse 7 et quantifie la valeur du Mach permettant
de s’affranchir des caraatistiques de la vitesse moyenne dbulement. Sur un cas
réaliste, la longueur d’'onde acoustique est typiquement de 'ordre de la dimension de
la turbinel s ~ 1mtandis que Epaisseur des flammes prises en compte est telle que
Otlam ~ 10cm (flamme turbulente). Par ailleurs une valeur typique de la vitesse du
sonc dans les configuratiorstudées est de I'ordre de 50@s~1. Par congquent,

dans un casfaliste, le ésultat suivant est obtenu :

ar < MM g 0.02 (1.31)
Lac

la condition assoékea la relation 1.30 appaitadonc galiste. Par ailleurs si cette
condition permet deéyliger dans I'Eq. 1.25 le terme faisant intervenir le gradient
de |u], elle ne pesume en rien de I'ordre de grandeur du terme faisant intervenir
le gradient dep. En particulier, on peut montrer qig/0.u] < |u’.0p]| du fait que
p'/p < |U'|/|u] car lavaleur deaféerence des fluctuations de vitesse n’estpamais
c (cf Eq. 1.23). En effet, avac~ 1m.s L etp ~ 1kgm 3, une fluctuation acoustique
de pressiorp’ ~ 1Pa engendre respectivemet| ~ p'/(pc) ~ 2 x 103m.s~! et
p' ~ p//c? ~ 4 x 10 %kgm~3. D’oll le rapport suivant :

SR 2t 500 (1.32)

Ainsi, en prenant en compte ces démeis simplifications, &quation de conser-
vation de la masse leari€e au premier ordre &crit finalement :

o0 =
E+pD.u +u.0p=0 (1.33)

Dans la suite de cettetude on va conséter une nouvelle hypodise simplifica-
trice sur les fluctuation acoustiques : on peuémisnt montrer que les principaux
phénonenes diffusifs (viscost, diffusion thermique et diffusion metulaire) n’in-
fluencent pas la cagorie d’onde acoustique qui nouséregssena savoir les ondes
de moyennes et bassegduences. Pour y parvenir, on peéterminer I'ordre de
grandeur deih, Lyis, Lmol, l€S €paisseurs respectives de diffusion thermique, de
viscosie et de diffusion mdculaire par rappord la longueur d’'onde acoustique
caracéristquelL,c de notre prol#me. Comme on I'a vu predementlac ~ 1 m,
et, compte-tenu de la vitesse du son ca@mastique de I'ordre de 500.5 71, Tac ~
2x 1073 s. Le coefficient de diffusion thermique de I'air 1600K valant typique-
mentDy, ~ 3 x 10-4m? /s, on en @duit donc que :

Lih = v/DinTac~ 8x 104 m
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Sachant que les valeurs des nombres de Pr&ndtlv /Dy, et LewisLe = Dip/Dol
sont de I'ordre de I'uné dans le contextetudg, il apparé donc que :

(Lth, Lvis, Lmol) < Lac

d’ou I'hypothese suivante :

Hypothese 8 :Les plenongnes diffusifs (visco&if diffusion thermique, diffusion
moleculaire) asso@s aux fluctuations acoustiques soaghgeables devant ceux as-
SOCES aux grandeurs caraetistiques.

Dans ces conditions, la Earisation au premier ordre détjuation de conserva-
tion de la quant& de mouvement prend la forme suivante :

_au/ ey / ) / - /
pEeruDu + (pu' +p'u)Ju=—0p (1.34)
Compte-tenu de 'hypotise 7, on ené&tuit le €sultat suivant :

!/

Pt

En tenant compte de 'ordre de grandeur du rapport issu de la relation 1.32, on montre
que|pu’| > |p'u|. Ainsi 'Eq. 1.34 se simplifie comme :

/

+pulu’ ~ fa—L: (1.35)

_au/ ~i/ /
pE +pu'lu=—-0p (1.36)

Enfin, en appliquant au nombre de Mach une condition simitagelle de I'Eq. 1.30,
I’ équation de conservation de la quantie mouvement lisarig€e au premier ordre
prend finalement la forme suivante :

_ou’
o = —0p/ (1.37)

Hypothese 9 'Les fluctuations acoustique'sy, W', ¢, sont regligées devant les
fluctuations acoustiques des autres grandeurs.
D’ou le resultat suivant obtenu en éarisant au premier ordre 'Eq. 1.17.
DS o0 , __ r -
= _%2 u.Ds:—_<" ‘I:Du’) 1.38
Dt ot + p a-+ ( )
Le lien entre les fluctuations de pression et de dérdsins le caséyéral (c’est
a dire non kcessairement isentropiqgue comme dans le cas de la combustion) est
obtenua partir de I'expression éme de la dengtenécrivantp = p(p,s) d’'ou le
résultat suivant [41, 57] :

Dp 1Dp  dp

Ds
5= @oe tas) (1.39)

pDt
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Dans le cas d'un gaz parfaip/ds)p, = —p/cp, par congquent la liarisation de
'Eq. 1.39 sécrit :

DS ¢, Dpf c¢pDpf

Bt p2 Dt p Dt (1.40)
En utilisant cette relation dans I'Eq. 1.38, il vient :
cp 0P 00 T F o
S lap + 0P - 2Ly +u.Dp]_5<q +7:00) (1.41)

Cetteéquation peut encore se simplifier en admettant, dans le contexte applicatif aux
turbinesa gaz, I'hypotlese suivante :

Hypothese 10 La pression moyenngvarie suffisament faiblement powgliger
les termes faisant intervenir les gradients de celle-ci.

Par ailleurs, en faisant appel aux ordres de grandeurs dégsedifés variables im-
pliqguées, on montre aésnent que le terme faisant intervenir la viscesié I'ecoulement
moyen est lui aussiagligeable dans les situatioatidées et qu’en particuligf 7 :
Ou')r/p] < |cpdp’/(c®pot)|. Dans ces conditions, I'Eq. 1.41 prend la forme sui-
vante :

/
s ar 2l tuOp) = o (1.42)

A l'aide de I'équation de conservation de la massédinge ( Eq. 1.33), et en utili-
sant la @finition de la vitesse du sat = yp/p, 'EQ. 1.42 skcrit :
19p ro.
—40u = —4 (1.43)
yp ot CpP
Ainsi, en combinant la &ivee temporelle de cetéquation et la divergence de
I’ équation de conservation de la quamntite mouvement lieariee ( Eq.1.37), on
obtient finalement I'equation d’onde suivante :

2

/ ~/
0.(20p) — aatg — _(y— 1)%q (1.44)
Dans laquelle, I'expressiory = yr /(y— 1) a ét utilisee dans le cadre de I'hy-
pothese de gaz parfait.
L’ équation d’'onde ainsi obtenue pedes deux caraétistiques importantes et
inhérentes au probme thermoacoustique s
e Elle rend compte des fortes variations de la vitesse du son issues des impor-
tants gradients de tergpature au niveau du front de flamme. Cette situation
est physiquementés differente d’une variation continue dedans laquelle
les ondes acoustiques ne sont pratriquement gfi&chies. Au contraire, ici,
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on cherche determiner les @phasages irdiients aux reflexions asséesa ce
changement brusque de caédttique du redium qui modifient le mode et sa
fréequence propre.

e Elle comprend un terme source induisant une inha@neige particulere. En
effet, comme mentiorém la section 1.1.2, le terme source n’est pagpmhdant
des fluctuations acoustiques qu’'gmgre. La forme de cetteegpendance, dis-
cutee dans les sections suivantes, rend en particulier legprabhux valeurs
propres difficilea appehender par les éthodes classiques.

Dans le cadre de I'approche &aire choisie dans cetitude, I'interaction entre
modes n’est pas prise en compte. Cette situationé&te plonc particuirement bien

a une moélisation sous forme d’ondes harmoniques dans laquelle chague onde, as-
socieea une fequencef donree, est traée independement des autres. Ainsi, dans

ce formalisme, les fluctuations de presspfX;t) se mettent sous la forme suivante :

p'(X,t) = O(p(R)e" ™) (1.45)

ou w = 2rtf est la pulsation du mode asseei la frequence complexé et p(X),
eégalement complexe, constitue la partie spatiale du champ de pression complexe.
La partie elled(f) de la fequence reg@sente le nombre deepgodes ou pseudo-
périodes par seconde. La partie imaginaire queaelie renseigne sur la stabditiu
mode et plus exactement sur son taux de croissance. Compte-tenu de la convention
choisie, le mode en question est :

e stablesiJ(f) <0

e instablesiO(f) >0

e marginalement stablesi [(f) =0

En appliquant ce formalism& I'équation d’'onde 1.44, on obtient ugquation de
type Helmholtz permettant de mettre le pratle aux valeurs propres consigl sous
la forme suivante :

21 A 5— iw(v—1)4
{D.c Op+w?p=iw(y—1)g dansQ (1.46)

+ Conditions Limites suf

Avec Q le domaine de la configuratia@dtudiée etl” ses frontéres assoées.

1.2.4 Conditions limites

Les conditions limites acoustiques rendent compte des reflexions au bord du do-
maine. Le plus souvent ces reflexions sont cé@risites soit par des rapports de fluc-
tuations acoustiques soit par I'annulation d’'une de ces geéantiin revanche, la
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valeur des fluctuations acoustiques n’estagalement pas impés (sauf si la va-
leur a imposer est la valeur nulle) en particulier dans une approchaitsai les
grandeurs acoustiques s@vialleesa une constante multiplicativegs.

Notion d’'imp e€dance et de coefficient deéflexion

La carackrisation acoustique la pluggrale d’'une condition limiteaside dans

la valeur de son im@dance &duiteZ ([62, 63]) cefinie comme :
__P (1.47)
pcd.n

Dans cette relatiorj repesente la normale au bord oriéatvers I'inérieur du
domaine. Les grandeupset (0 étant complexes, I'impdance est elle aussi une gran-
deur complexe. De plus, il est possible de relier cette grandeur au concept d’onde in-
cidente et &flechie. Pour se faire, con&itbns la situation au voisinage d’un bord du
domaine de normale iatieureri. Cette zone est suffisament mince pour y comrsd
la vitesse du son constante, et on admet que la flamme ne touche pas le bord en
question. Dans cette partie du domainégliation d’'onde 1.44 prend donc la forme
classique suivante :

162p/
2 (55 = 0 (1.48)

Dans ces conditions, on montre que, dans la direction de la nofingle’écrit sous
la forme d’une superposition d’'une onde” se propageant dans le sendids d’'une
ondeA4~ se propageant dans le sens oEp[@s, 62] :

p'(XA,t) = 4T (t—XA/c)+Aa (t+Xi/c) (1.49)

De méme pour la vitesse acoustique :
/ 1 + —
URAL).M= 2 (ﬂl (t—%A/c)—a (t —|—Kﬁ/c)> (1.50)

La situation est illuste par la figure 1.12. Londd™ est alors qualiie d’onde
réflechie et42~ d’onde incidente par rappaatla normaldi. Compte-tenu du forma-
lisme utilisg, on afinit 4T (t —%.A/c) = O(A+ (X A)e ™). Ainsi, l'impédanceZg au
point B dans la situation de la figure 1.12stit :

P(Xs) a*(Xg) +/‘:4_(Y )

Zg = = °
((pet)(%e)).1 A" (%) — A~ (%)

(1.51)

Limpédance est &équement utiliée en acoustisque car les fluctuations de pression
et de vitesse sont des grandeurs directement mesurables. Toutefois, elle ne rend pas
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FIG. 1.12 — Reflexion des ondes acoustiques au niveau d’'un bord de naimale
oriengée vers I’ inérieur du domaine.

compte aiément des ptnonenes de reflexion au pointi@lle s’applique. Pour cela,
on utilise plubt le concept de coefficient déftexion R qui, dans notre situation, est
déefini comme le rapport de 'ondé&fléchie sur I'onde incidente :

R= 2. (1.52)

R est donc aussi complexe et sa relation avec lédgnce fcrit :

Z+1

R
Z-1

(1.53)

Imp édances particuleres

On s’interesse aux valeurs prises par l'iegiance (et le coefficient déftexion)
dans certaines situationgfjuement rencorées :
e Dans le cas d’'umur, la vitesse normale au mur est nulig = 0. En utilisant
I’ équation de conservation de la quantie mouvement lisari€e (Eq. 1.37),
on peut montrer que cette condition limite est de type von Neumann sur la
pression :

Op.A=0 (1.54)

On appelle alor§  la partie de la frongre du domainews’applique ce type
de condition limite. Compte-tenu de |&fihition de I'impedance (Eq. 1.47),
cette derrgre prend donc une valeur infinie dans le c&spnt :

Zmyr = © (1.55)
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Enfin, d’apes les relations 1.50 et 1.52, le coefficient dfexion prend alors
la valeur :

Rmur =1 (1-56)

e Dans le cas d’'uneuverture sur I'atmosphere, I'inertie acoustique de cette
dernere impose :

p=0 (1.57)

Ce qui correspon@ une condition limite de type Dirichlet sur la pression.
La frontiere ai celle-ci s’applique est ap M. Par ailleurs, elle induit les
valeurs suivantes d’ing@lance et de coefficient de reflexion :

e Dans le cas d’'ubord absolument non réflechissant cela signifie qua son
niveau, il n'y a pas @ation d’'une ondeéflechie. Ainsi, 2" = 0 implique que :

Zofl=—1 et Ry =0 (1.59)

A l'aune de ces valeurs particalies de I'imggdance, on consédera donc trois
types de situations défentes aux fronéres du domaine :
— Le cas d’'une condition limite de von Neumann s’appliquant sur la foefiy
du domaine.
— Le cas d’une condition limite de Dirichlet s’appliquant sur la frérgir  du
domaine.
— Pour le reste de la fromtie appet Iz, une condition limite §rérale d’'imgedance.
Ainsi, le bordl" du domaine&Q consideré se compose en trois partiesrifiant :

Mr=IpUllnUlZz (160)

1.2.5 Aspectnergetique du probleme acoustique

On cefinit en tout poinX du domaineQ de recherche des solutionsaethaque
instantt I énergie acoustique(X,t) comme suit [26] :

/2
d((Xt) = sz 1P (1.61)

Uneéquation de bilan &nergie acoustique peut ald@se cerivee en multipliant
parp’ laforme lincari€e de I'Eq. 1.43 et en multipliant pafI'Eq. 1.37. En sommant
les deuxéquations obtenues, il vient :

o€ y—1

o /
3 +0f= vl pq (1.62)



1.2Mise en équation des instabilités thermoacoustiques 49

Avecf = p'U’, le flux acoustique local.

L’ énergie acoustique globd du domaine cBtudeQ est alors obtenue en &grant
cetteéquation sur I'ensemble du domainédtiide du tieoeme de Green-Ostrogradski,
il vient :

OE’
— +F =8 1.63
" (1.63)
Avec F/, le flux au bord™ du domaine eS8 le terme source acoustique global. Ces
deux grandeurs sont respectivemegfimies comme :

F = /rf.(—ﬁ)dS (1.64)

-1
o yp Pd (1.65)

Le signe egatif dans la relation 1.64 s’explique par le fait que les normales carasil

au niveau d’iune condition limite sont ori&®s vers l'inérieur du domaine. Ainsi,
dans le cas particuliettdes conditions limites correspondent uniquengedés murs

ou des ouvertures sur I'atmosgie,F’ = 0 puisque, aux niveaux bords,A = 0 ou

p’ = 0. De plus, si le systme ne comporte pas de flamme active a®rs- 0 et

donc d’apes I'Eqg. 1.63, [energie acoustique reste constante au cours du temps et
par congquent le mode est marginalement stable.

L’ équation 1.63 fourniégalement un nouveau cadre explicatif auecgtde Ray-
leigh introduit au paragraphe 1.1.1. En effet, dans le contexte des tugbipes il
est rare que les flux acoustiques aux bords du domaine injecterérd@die dans
le domaine car les conditions limites orérgralement un caragte dissipatif. Par
congquent, en irdgrant lequation 1.63 sur uneépiode acoustiqudyc, on voit
gu’une condition Bcessaire pour que s’instaure une instab(lifesta dire une aug-
mentation de Energie acoustique globale d’unerfpdea une autre) €crit :

/ / Y=Lgdvdt>0 — Instabilie (1.66)
Tac/Q YP

en admettant qu@gy— 1)/(yp) esta peu pes constant dans la zone de combustion,
on retrouve donc le ceétre de Rayleigh. On compregdalement que sans la prise en
compte des effets dissipatifs aux bords, leazgtde Rayleigh classique ne peut offrir
gu’une condition Bcessaire mais pas suffisante pour géeadlisse l'instabili.

1.2.6 Propriétés du formalisme choisi

On cherche dans cette partieexpliciter le lien entre les fluctuationselles des
différentes grandeurs et leurs fluctuations spatiales complexeséess@@n prendra
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comme exemple les fluctuations de presgiomais les raisonnements applégyex-

cepk ceux concernant leegphasage entre la pression et les composantes de la vitesse
acoustiques) serorigalement valables pour les fluctuations des autres grandeurs.
Enfin, on s’'ineressera@&galement aux situations dans lesquelles les modes propres
sont orthogonaux.

Propri étés de|f| et dearg(p)

D’apres le formalisme choisi, on ap/(X,t) = O(p(X)e"'“). Le lien entre la
fluctuation eelle de pressiop’ et celui de sa composante spatiale et complexe
peut sécrire sous une autre forme parfois plus explicite :

A

p o= ewitD(‘ﬁ(g),ei(arg(ﬁ(i)))efmt)
PXt) = e*p(X)|cogoxt —arg(P(X))) (1.67)

Sous cette forme, on voit donc que la phase temporellg’ dest équivalente
al'largument de la partie spatiale des fluctuations complpx@s Voiteégalement que
les noeuds de pression seroatetmirés par p| = 0 et que ceux-ci sont fixes au cours
du temps. Par contre le mode asg@cces fluctuations de pression segatablement
stationnaire uniquementaig(p(X)) est constant dans le domaine coegdpuisque
dans le cas contraire on peadgrire :

cogwyt —arg(p(x))) = F(g(t) +h(X))

On obtient donc une onde instationnaire qui, pefirdtion, se propaga la vitessea
dans la directiomm telle que, sh(x) n’est pas constant :

dgt) W . X
a(x) = dﬁé() = “Harg B Darg(p(X)).A# 0 (1.68)

sinona = 0.
Il est donc inéressant de regarder dans quelles situations les modes propres de
configuration borées se comportent vraiment en ondes stationnaires.

Cas particuliers ou la phase est constante

Dans le cas sans flamme active et avec conditions limites puregifiéctissantes,
on peut montrer quarg(p) = cste (mod 1) et que par corexjuent le mode est vrai-
ment stationnaire. En effet dans ce cas ateademontgé a la section 1.2.5 que le taux
de croissance du mode est nul. Par émpuent,w = wy et le probémea resoudre
s'écrit :
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0.°0p+w’p=0 dansQ
Op.A=0 surly
p=0 surl p

En céveloppanp;’il apparait quél(p) et(p) vérifient deux prol#mes syrétriques :

0.c200(P) +w?0(Pp) =0 dansQ
Od(p).n=0 surly
O(p)=0 surl'p
0.c200(p) + «wP0(p) =0 dansQ
O0(p).n=0 surl'y

O(p) =0 surl'p

Sila frequence propre n’est asseeiqua un seul mode propre ( ce qui est souvent
le cas sauf dans le cas de configuratiansynétrie particulere telle que section
parfaitement caée ou cylindrique ) alors le sous-espace vectoriel agsociette
frequence est de dimension un et donc :

vX: O(p(X)) =al(p(X)) aveca € R
Par conéquent I'argument dp Se restreint aux valeurs suivantes :

{ arg(p) = arctan(a) 0(p) >
arg(p) = arctan(a) + 1t Si D(f)) < O

Cette proprete de I'argument dep h'est valable que dans le cas sans flamme
active et avec des conditions limites puremegftechissantes. Lutilisation d’'une
impédance, par exemple, brise la $tnie du probkme surll(p) et J(p) et alors
arg(p) devient \eritablement une fonction de I'espace.

Caracteéristiques du dephasage entre et Uy, Uy, G,

On va s’ineresser au@phasage entrp €t Uy mais les raisonnements effeetu
pourrontétreétendus aux autres composantes de la vitesse acoustique.

D’apres I'equation de conservation de la quante mouvement lizari€e (Eq.1.37),
il vient :

Jp . —.
6—5 = iwpUly (1.69)
D’ou le résultat suivant :
op .
arg(5-) = /2 + arg(w) + arg(Uy) (1.70)

0x
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Ainsi, dans le cas gnéral, il est possible détablir un lien direct entre I'argu-
ment de Uy et 'argument de ap mais pas avec lI'argument dep car les oprateurs
d’argument et de@ivée ne commutent pas&dmmoins, comme dans le caédement
étudi d’une configuration sans flammes actives et avec conditions limites purement
réflechissantes, un lien simple enay(p) et arg(ly) existe. Dans cette situation,
w=wy etd(p) =al(p) donc:

p=(1+ia)T(P) (1.71)
Et par congéquent :

op . .00(p)

&_(1440() o (1.72)

On en @duit donc que, dans ce casg(%’) =arg(p) =arg(l+ia) (modm)eten
utilisant I'equation 1.70, il vient :

arg(p) —arg(lx) = 1/2 (1.73)

On retrouve donc en particulier dessultats classiques obtenus sur les tubes
simples aux exérmites ouvertes ou feraes [26]a savoir que la pression acoustique
et la vitesse acoustique longitudinale sont en quadrature de phase.

Orthogonalité des modes

Dans le cadre de I'acoustique pure (sans termes sources thermoacoustiques), I'or-
thogonalié des modes est une pragé frequement mise egvidence. De plus, celle-
ci peut conditionner I'emploi de athodes de Green ([2, 59]) poevaluer les modes
propres. On cherche doaakterminer les situations dans lesquelles cette orthogona-
lité des modes propres est effective. On introduit ainsi le produit scalaire de I'espace
L?(C) défini comme suit pour deux modes quelcongpgst Pm correspondant res-
pectivement aux'®™€et m®™eharmoniques :

. . 1 .
< Pn, Pm >= V—/ PnPrdV (1.74)
Q JVq

Avec p;, le conjuge depm.
Les modespn et Ppm Vérifient, par @finition, le probéme 1.46 par cogsgjuent le

produit scalaire de ces deux modescsit :

—0.c20p
Vo < Pn, Pm> = C b A*dV‘F/ pde

Vo
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A l'aide d’'une inggration par partie sur le premier terme de droite de cette
equation, il vient :

AT c? i(y—1)4(pn)
Vo < B P> = —/A*—DA.dS / C Opa.0pidv / TY= 2P 5: gy
Q < Pn; Pm . Pm 3 Pn-aS+ Vo 62 Pn-UPpdV + Vo o Pm

Il est clair que I'inegrale de bord s’annule ship etl'y, par congquent en utilisant
une nouvelle irggration par partie sur le de@xne terme de droite, on obtient :

c? - c? - 0.c20p;,
Vo < P B> = —/ 5 & 0p,.ds / ‘—DA*.dS—/ 5,0 —Pmgy
Q pn pm r, pmu)zn pn + r, pnw% pm Vo pn (_g)%
i(y—1)4(pn) .,
I 2 5 dv
+ /VQ —
D’ou finalement,
(")ﬁ;k A A _ Ak CZ A T A C2 Ak T
(- Na<ppn> = - / BinggIPn S+ / bngOonds  (179)
+/ I(v—l)g (Pm) BV + i(y—2)q(pn) 5V
Vo Vo Wn

Ainsi, dans le cas @réral,les modes propres solutions du proldme 1.46 ne
sont pas orthogonaux entre euxCeci est d non seulement aux termes sources ther-
moacoustiques mais aussi aux conditions limites dédgnce. Afin de eterminer le
cadre le plus gréeral ai I'orthogonalie des modes esévifiee, on se place dans le cas
sans termes sourceg £ 0 surQ) et on cherché exprimer le type d’imgdance le
plus ¢eréral compatible avec la progté d’orthogonalié en question. Compte-tenu
de la cefinition 1.47 de 'im@dance, la relation suivante est obtenue :

2 L :
-1 ﬁ:‘némﬁn.da | ong00ndS = [ oubi( s + g 0B

Dans le cas d'une ing@dance du type Z(w) = iaw aveca € R, le terme de
droite de la relation 1.76 s’annule. Ainsi, la condition suffisante la parémgle ai
I'orthogonalie des modes propres egtrifiee sécrit :

o

g(X) =0 ¥Xe Q

+

Conditions Limites :
p=0oul.n=00uZ(w)=iawaveca € R

— < ﬁn, f)m >=0 (177)

1.3 Modélisation des termes sources thermoacoustiques

Pour €soudre le systnel.46 une relation entre les fluctuations égagement
de chaleur et acoustiques e&cessaire afin de fermer le prébie. La relation en
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guestion constitue la fonction de transfert de flammeéeéf. Dans sa forme la plus
gérérale, cette fonction &trit :

q= H(0.R,p) (1.78)

Compte-tenu des @tanismes d’interaction thermoacoustiqué&spnésa la sec-
tion 1.1.2, la flamme est particgliement sensible aux perturbations acoustiques lon-
gitudinales, on introduit donc la normaifieportee par la direction en question afin
de ne faire é@pendre la fonction de transfert des seules fluctuations de vitesse longi-
tudinales et de pression. Compte-tenu des hygsel de mazlisation (voir section
1.2.3) retenues, on rappelle gles phenomenes non-lireaires ne sont pas prise
en comptedans la pesente formulation. En particulier, I'influence de I'amplitude
des fluctuations de vitesse sur les fluctuations@yagement de chaleur ne sera pas
aborcke ; pour plus d’informationa ce sujet, seaferer par exempla [64].

Par ailleurs, chaque @&anismes @senés a la section 1.1.2 induit sa propre
forme de fonction de transfert, comme les configurati@sles sont une compes
particuliere de ces divers @canismes, il n'existe pas d’expression universelle pour
. En outre I'obtention d'une expression analytique pour cette fonction n’est pos-
sible que pour desépnetries simplifees ne mettant en jeu qu'un degecanismes
en question. En revanche dans le casgal, les penonenesa prendre en compte
peuventétre tridimensionnels et leegnetries de hileur tes complexes. De plus,
comme on I'a vua la section 1.1.2, le lien entre les fluctuations acoustiques et
de cegagement de chaleur fait intervenir de€pbnenes de petiteschelles telles
gue les structures tourbillonnaires, la turbulence locale et le plissement du front de
flamme. Il est n’est donc pas rare d’observer sur des configurations du type turbine
a gaz qu’une modification d’'unédail georrétrique du biileur conduisé une modi-
fication importante de laéponse acoustique de la flamme et de la stabilé tout
le syseme. La quali de I'évaluation de la fonction de transfert de flamme est donc
cruciale pour une @diction correcte de la stab#éitthermoacoustique d’une confi-
guration donge. Ainsi, compte-tenu de la complexitlu milieu et de la @cision
requise, la @termination analytique de fonction de transfert de configuration indus-
trielle est souvent difficile. Deux recours apparaissent : mesuré@riexpntalement
cette fonction de transfert, ce qui peut €aer cditeux, ou la mesurex I'aide d’'une
simulation nungrique, ce qui avec lessgleloppementsécents de cette actigtde-
vient de nos jourséaliste.

Cette section fsente diverses formes de fonction de transfert de flamme ainsi
que les hypotbses de maglisation qu’elles supposent. On s&nesse d’aboréd une
forme simple et grérale de fonction de transfert dont la connaissance pdirea
obtenue par mesures émentales ou nuériques. Des formes de fonctions de
transfert analytiques addgatsa la repesentation de Branismes thermoacoustiques
particuliers sur des configurations sim@#s seront ensuite abées.
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1.3.1 Mocklen—t
Formulation globale

Les premeéres formes de fonctions de transfert de flamme acoustiquestéont
introduites par Crocco [65] dans le cadre delide de la stabiftdes moteurs fé.
L'id ée est alors d’exprimer une relation globale entregleitdmassique de gazildes
my, et le cebit massique de carburant et comburant i@gct [66] :

Mp(t) = mi(t—1) (1.79)

Flamme

i .

FiG. 1.13 — Fluctuations duéabit massique de carburant en éetet des gaz biés.

La situation est illust&ea la figure 1.13. Le concept de temps de retaedt alors
introduit. Celui-ci est destima rendre compte des phonmenes physiquesnonésa
la section 1.1.2, il est donc en particulier des@rrepésenter le temps d’achemine-
ment d’'une perturbation quelconque induite par I'acoustique entre le point d’injec-
tion et la zone de flamme. En adaptant cette formulaiaotre contexte étude, on
voit donc que I'on est améra péciser la localisation du point d’injection qui consti-
tue le point de &ference pour les perturbations dedbulement induisant les fluc-
tuations de dgagement de chaleur. Dans le cas d’une configuration semblddle
figure 1.13 c’esh dire avec un tube d’injection simpl€&ldouchant sur une chambre
de combustion, le point deeference est naturellement I'abscisse correspondant
I' elargissement brusque car la plupart des structuresrentes pertubant la flamme
sont gererées en ce point. Cependant dans le cas, d’injection plus complexe, no-
tamment multiple eté&paées pour l'air et le carburant, le choix de la localisation
et du nombre de points déference du mogle sera une caramistique essentiella
préciser. Ainsi en reliant le&bit massique de gazldés au @gagement de chaleur et
celui du melange air/carburant aux fluctuations de vitesse et de pressquoation
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1.79 nous ardnea I'expression grérale suivante :

A ) A 5%

_ 5 (@@ e er o PRer) g gy
J ] ] P,

J U(xref)ﬁref pl’ef

Q- O»

Dans cette relatio® repesente le dgagement de chaleur globale de la flamme,
ce qui implique que dans cette formulation la flamme est cérsidcompacte c’est
a dire que ces dimensions sont faibles devant les longueurs d’ondes acoustiques
consicerees. De plusn et 1 repsente respectivement I'amplitude et la phase de
la dependance en vitesse de la fonction de transfert de flamgnet, T, étant leur
equivalents pour la@bendance en pression. Les indimEcorrespondent aux gran-
deursévallees aux points deeference. Une cara@tistiques importantes des ces pa-
rametres de la fonction de transfert de flamme concerne kspeigidance équentielle :
la flamme ne &pond pas de la @&me margrea toutes les fquences acoustiques.
Enfin, dans le cadre de notre approchediime, on ne consedera pas les varia-
tions des ces paragtres en fonction de I'amplitude des fluctuations acoustiques, par
congquent on ne consédera pas les effets de saturation égagement de chaleur
apparaissant lorsque la valeur des fluctuations de vitesse acoustique sogmeéu m
ordre que celle de la vitesse de flamme [64].

Dans le cadre de cetégude, une forme simplée de I'expression 1.80 sera uti-
lisee. Tout d’abord on congidera que laéponse acoustique de la flamme égpend
gue d’'un seul point deaférence, ensuite laggpendance en pression de la fonction de
transfert sera @gligee. Conoktement cette der@ie hypotiese n’est @ritablement
justifiee que si la distance du point defarencea la zone de flamme est suffisament
faible devant pas les longueurs d’onde acoustiques ([67]) et siéeamsmes ther-
moacoustiques ne font pas intervenir les fluctuations de richesse. En effet, comme on
'avu alasection 1.1.2, ce type degionene provient d’une diffrence deéponse
acoustique des lignes d’alimentation de carburant et d’air. Le carbeitamitinjecé
sous forme liquide, le&bit massique de celui-ci est avant tout @lpar le saut entre
la pression d’injection et la pression dans la zone de la configuratialmouche
I'alimentation en carburant. Il appatalors que la fluctuation de quaitle carbu-
rant injecé depend principalement des fluctuations de pression au poigfelence
en question [40, 50]. Sous ces hypadbs et compte-tenu de la situation illésta
la figure 1.14, un moéle n — T global comme introduit par Poinsot et Veynante [26]
peutétre utli€ sous la forme suivante :

—1- . R
yy—ﬁQ: S’efn(w)elm(w)urefﬁref (1.81)
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FIGc. 1.14 — Flamme compacte par rapport aux longueurs d’ondes acoustiques
etudees.

Formulation locale

Le mockle issu de Bquation 1.81 peut prendre en compte des flammes de tailles
comparables aux longueurs d’ondes acoustiques en subdivisant ces flammes en plu-
sieurs zones ayant chacunes leur propre fonction de transfert [68, 69]. Cependant,
compte-tenu du probme 1.46, la formulation rechereh doitétre intringquement
locale puisquey ‘repiesente une densitvolumique de puissance. L8é est donc
d’appliquer un modlen—1 local reliant le @gagement de chaleur en chaque point
a la vitesse acoustique en un point é&rence dona:

~

§(%) = N(X W) FV(Krer).Mres (1.82)

Ainsi, 'amplitude de la fonction de transfert local s’ecrégbrmais) et n’est plus
adimensionnelle](v.m=4.s)).

Comme indigé precedement, une des catuences de I'utilisation de cette néidation
est de s'affranchir totalement de I'hypéte de flamme acoustiguement mince.

Relation entre mocelisation locale et globale dans le cas d’'une flamme mince

On consi@re la situation de la figure 1.14 dans laquelle la flamme sera suffisa-
ment compacte pour que ses paedres locaux) et T soit constants sur le volume
occupe par la flamm&/,m. Dans ce cas, &quation 1.81 permet &crire :

1= .
yy_ﬁQ = nému(zref)-ﬁrefsref

_ / V=1 ey
Vtiam yp
-1

= %VflamﬂéwTO(mef)-ﬁref

D’ou le resultat suivant en introduisant la notion de longueur de flampg =
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Vflam/Sref :

H = — P (1.83)

(V_ 1)' flam
Une autre approche, plus méathatique et qui ne fait intervenir ce concept de
longueur de flamme, consiséeconsi@rer le @gagement de chaleur d’'une flamme
mince comme ponctuel au point deférence :

00

NO(X — Xref )dX

—1-= oo
T5Q = &0kenSer [
Dans ce cas, on obtient I'expression suivante pour l'indice locale d’interaction :

NO(X — Xre f)YP
—(y_ 1) (1.84)

1.3.2 Mockles analytiques de fonction de transfert de flamme

Le mockle n— 1 introduit a la partie pecedente reste volontairemengrgral.
Lorsqu’il est appligé a une configuration industrielle, ses pagdras sont greralement
evalles nungriqguement ou exgrimentalement. Toutefois, dans certaines situations
experimentales simpliéies ne faisant intervenir qu’unéoanisme thermoacoustique,
une cerivation analytique des par&tnesn et T est possible.

Flamme soummisea des perturbations cirematiques

On s’interesse au cas d’'une flamme conique parfaiteméntgdandgee soummise
a des perturbations @matiques, les effets des fluctuations de richesse ne sont donc
pas considrées. Ce type de configuration ou des formes similaireg€®@rétudees
notamment par [70-72]. A l'aide d’'un formalisme similaire, [42] sdrgssea des
pertubations convectives c’eatdire fluctuant durant leur cheminement jusqu’au
front de flamme. On f@sente dans cette section ésultat issu de cettetude.

On consi@re la situation de la figure 1.15. Dans cette configuration la fonction
de transfert de flamme recheéghsécrit :

Q/Q

H= h:
Viet/Vref

(1.85)

Cette derrére peut prendre une forme partiéuk dans le contexte ggent. Dans le
cas d'une flamme de pmélange tes pauvre, il vient [26] :

Q = PP QreacA (1.86)
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Fic. 1.15 — Flamme de pmeélange conique soumis@ des perturbations
cinématiques.

Avec ps et @ respectivement la densiet la richesse des gaz frasg,la vitesse de
flamme etA la surface de flammeQ.eac repesente Energie lilerée par uni¢ de
masse. La ligarisation de la relation 1.86 donne :
~/ p/f cD/
Q_PL ¥ g

+X+

5 p o ta (1.87)

/
A
Dans le cas de figuretudi, les fluctuations de richesse ne sont pas prises en
compte de rame que les fluctuations de la valeur de la vitesse de flamme. Les fluc-
tuations de la surface de flamme sont directemeréeslaux fluctuations de vitesse
au niveau du front de flamme. Par cégsent dans le cadre de I'hypége de faible
nombre de Mach, les fluctuations de demsibnt egligeables devant les fluctua-

tions de la surface de flamme. Dans ces conditions la fonction de transfert de flamme
rechercke sécrit :

A /A

H= /72
Viet/Vref

(1.88)

La surface de flamme peut elleemeétre relee aux fluctuations de la position
du front de flamme. D’ags la figure 1.15, on appeljela position axiale d’un point
du front de flamme ef I’ écart du front de flamma sa position moyenne dans la
direction normale au front moyen. Il est clair que dans le cas d’'une flamme conique
inclinée d’'un anglen, p(x) = x/tan(a) et (x,t) = &(x,t)/sin(a). Compte-tenu de
I'axisymeétrie de la configuration, on peétrire :

Alt) = 21T/OR(R— X)4/ 1+ (g—‘;)zdx (1.89)
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AvecRle rayon du éne dessia par la flamme moyenne. La &arisation au premier
ordre de cette relation&rit (avec comme condition au bogék = 0,t) = 0) :

o R Ay

At) = 21'[/0 R gy X

, 2 (R

At) = M/o £(x,t)dx (1.90)

On cherche dona relier les fluctuation& de la position de la flamme aux pertur-
bationsv,, ; de la vitesse au point défierence c’esi dire au niveau deélargissement
brusque caraétis paryret = 0. On consiére une perturbation de vitessé,¢) pu-
rement longitudinale @érée a I'abscisse deéférence et conveee a la vitessev
jusqu’a un point du front de flamme de coord@etx,y) ; le lien entre la fluctuation
de vitesse en ce point et celle au niveau de I'abscissefdence fcrit :

\/(Xayvt) :\/I’ef(xvo7t_-[) (191)
Avec comme expression pour le temps de retard
y X
1= 2= tan(a) (1.92)

Pour relierv’ a &, un nouveau regre de coordorées(X,Y) est introduit Ie au
referentiel de la flamme moyenne (voir figure 1.15). Dans cénepune perturba-
tion de vitesse longitudinal au niveau de la flamme a pour nouvelle coordesm
(U,V). Dans ces conditions la relation suivante est obtenue [42, 45] :

aE _aE /

—+U—= =V (X;t 1.93

5 Ui = VX0 (1.93)
AvecU = veoga) etV’ = V'sin(a). Dans le cas de perturbations harmonique telles
queg(X,t) = O(&(X)expg—iwt)) etV/(X,t) = O((V)(X)exp—iut)), la precedente
éguation aboutit awesultat suivant :

eiooX/U_ X . o
o /s (V) (X)X Max’ (1.94)

Compte-tenu des relations 1.91 et 1.92, on obtient finalement :

=

com Vet 1 1

§XR = V iw, 1—co2(a)

[exp(ioa*f) — exp(ioo*fcosza)} (1.95)
R R

Avec w, = wR/(s.coxn). Dans ces conditions la fonction de transfert rechisech
(Eq. 1.88) sécrit :

- 2 1
H= w2 1—co(a) (1.96)

exp(iw.cosa) — 1}

[1—ex;(ico*)+ o
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Flamme soummisea des perturbations de richesse

On consi@re la situation de la figure 1.16, dans laquelle les fluctuations du
dégagement de chaleur sont principalement induites par des perturbations de ri-
chesse. Les autres types déaanismes thermoacoustiqué&idtsa la section 1.1.2
ne seront donc pas pris en compte permettant ainsi d’obtenir une expression analy-
tique pour la fonction de transfert de flamme.

Zone de
mélange

\ Front de flamme

Fiel ||
Air Eui’ @
ﬂ‘/\/?\/\/\/\/\/\/\/\/\/\}
Lis
xref X

FiG. 1.16 — Flamme de pmélange soumisa des fluctuations de richesse.

Dans ces condtitons, la Barisation de Bquation 1.86 €crit :

Q_Pr ¥ s (1.97)

Q Pt P §
Une possible relation entre les fluctuations de richesse et les fluctuations acoustiques
prend la forme suivante [40] :
ol . p/ref . u;ef(t _T>

— = 1.98
@ 2Ap Ure f ( )

Cette relation exprime le fait que la richesse est directement fonctiorekit die
carburanims e et du aebit d'air my;r :

e le premier terme de droite deéljuation 1.98 rend compte des fluctuations
de cebit de carburant. Cetteedendance en pression des fluctuations&hitd
de carburant provient d’observations érgmentales [50] mais peégalement
s’expliquer simplement. En effet, il est possible d’admettre en presmap-
proximation que le carburant liquide dans la buse d’injectierifie I'€quation
de Bernoulli (voir figure 1.17) :

1
Po = Pref ‘|‘§Zprefur2ef (1.99)
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Po

2
pref + 5 gpref uref

FIG. 1.17 — Approximation de Bernoulli dans I'injecteur de carburant.

Avec pg la pression duaservoir e un coefficient de perte de chargee®ralement
on peut considrer la pression diéservoir comme impé® dongy, = 0 et les
fluctuations de dengtdu carburant sont quasi nulles car le liquide ptte
consicere incompressible dinle resultat suivant :

- p;ef = Zarefu/refu_ref = Zﬁ{fuelAfuel (1.100)

En posanfAp = Z[Srefurzef/z = {MsyelAtuel, ON en @duit la relation 1.98.
¢ le deuxeme terme de droite degljuation 1.98 rend compte des fluctuations
de cebit d’air. En effet, compte-tenu de I'hypatbe de faible nombre de Mach

les flucutations du &bit massique d’air sont directement proportionnelles aux
fluctuations de vitesse longitudinalei = PairUeAref. Par ailleurs le signe
moins devant le terme efj,; s’explique par le fait que la richesse est minimale
guand la quanté d’air injecee est maximale.
La relation 1.97 fait aussi intervenir les fluctuations de vitesse de flamme. En
effet, la vitesse de flamme estpkendante de la valeur de richesse denglange
[26], par congquent si les fluctuations de richesses sont suffisament grandes, celle-
ci peuvent induire des perturbations sur la valeur vitesse de flamme. [40] admettent
pour cette derire la @pendance en richesse suivagte- ®2, aveca dépendant
notamment du type de carburant, d’o

/
% = a% (1.101)

Enfin, I'approximation de faible nombre de Mach permet une nouvelle fois de
negliger les fluctuations de dergsitievant les autres perturbations dans la relation
1.97. Par corsguent, la fonction de transfert de flamme recheecéécrit donc :

Q 2Ap Uref
Dans le cas f@sent, le temps de retar@st le néme pour les fluctuations de pres-
sion et de vitesse puisqu’il rend compte du temps de cheminement d’une perturbation

) (1.102)
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de richesse de la zone deeprelange (zone dé&férence) jusqu la flamme. Pour
evaluer ce temps de cheminement, on peut soit reprendre I'approximation convective
adopée dans Bquation 1.92 ou alor®aligse une simulation nuamique simplifee

de type RANS (descriptioa la section 2.1.2) cibk seulement sur la zonemarant

la flamme de section déférence [51].
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Chapitre 2

Methodes de pediction des
Instabilit es thermoacoustiques

2.1 Méthodes analytiques et de simulation num@rique
en mecanique des fluides

2.1.1 Meéthodes analytiques

Le probEme aux valeurs propre#titeé (Eg. 1.46) est donc directement e
la résolution de Equation de Helmholtz avec terme source thermoacoustique. C’est
une équation aux @rivees ordinaires mais tridimensionnelle et inhogrg Dans
le cas @reral, il nexiste pas de forme de solution analytique pour cedigation.
Cecijustifie donc I'aspect nuanique de cettétude. N ammoins, on peut s’iatesser
aux situations 0 une solution analytique peétre obtenue afin que celle-ci serve de
reference sur des cas test aux codes thermoacoustiques. D’un point de vematiaihe
comme la solutiod uneéquation diferentielle requiert syétmatiquement la solution
de sa forme homame, nous allons aborder en premier lieu la situation sans flamme
active et ensuite seulement le cas avec flamme active.

Sans flamme active

Méme lorsque lagpnetrie de la configuratioatudée reste simple, typiqguement
une ¢ggometriea section constante @tuation du prol@me 1.46 sans terme source
peut s’aerer difficile en raison des variations spatiage®ntuelles de la vitesse du
sonc. Dans ce genre de prashe, les techniques analytiques classiquement em-
ployées sont la ethode WKB et la thorie radiale [57, 58]. Cependant ces deux
approches sont appliquables aux situatiains warie lentement dans I'espace et plus
particulierement aux castoles fluctuations varient spatialement beaucoup plus for-
tement quec. Dans le contexte applicatif aux turbin@gaz, la situation est le plus

65
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souvent I'exact opp@&e : les fronts de flammeegerent des gradientsss importants
de vitesse du son et les fluctuations acoustiques ceregisl pesentent des longueurs
d’'onde tes grandes (du @me ordre que les dimensions de la configuration). L'uti-
lisation de ce type de athode est donc caduque et seules les configuratiess tr
basiques (section constante, t&rgiure homogne) peuvenétre appehender ana-
lytiguement.

Avec flamme active

Pour obtenir une forme de solution dans le cas avec flamme active, dastsaire
de connitre la forme des solutions du préhe sans terme source thermoacoustique
correspondant. Par caeguent, les conclusionsgeédentes inrentesa la situation
sans flamme active demeurent valables avec en plus des dfficup@mentaires
liéesa la forme du la fonction de transfert de flammenrEralement cette derrie
ne permet pas de trouver une solution parténgi On est donc restreint aux cas
elementaires o la solution analytique existe pour le cas sans terme source (configu-
ration homog@ne et section constante) etida flamme perturbe faiblement I'acous-
tique de la configuration. Plus, gori€ment lorsque I'amplitude de la fonction de
transfert est faible, il est possibleadaluer les modes propres avec flamme aciive
partir d’'un ceveloppement limé autour des modes sans flamme active [17, 18, 26].

2.1.2 Methodes de simulations nurariques descoulements fluides

Le but de ce type de @thode est de simuler le comportement desulements
fluides quelque soit le type de @honene auquel ils sont soumis. Elles reeasssitent
donc pratiquement aucunes nétidation acoustique, si ce n’est dareddboration de
certains types de conditions limites [73], et reposent sugdalution de€quations
de la nécanique des fluides compressibles (Eq. 1.9, 1.10, 1.12). Il existe trois grandes
caggories de simulation nuenique de€coulements :

e La simulation directe desquations de Navier-Stokes (DNS en anglais), qui ne
suppose aucune melisation de la turbulence, cependant le nombre de points
requis est tel que cette approche est restraidies configurations acachiques.
EnI'état actuel des possib#is informatiques, en aucuns cas elle ne peut consti-
tuer une solution envisageable pour la conception et I'analyse acoustique d’'une
turbinea gaz industrielle.

e La simulationa 'aide desequations de Navier-Stokes moyées (RANS en
anglais). Dans cette approche, on cherahesoudre Ecoulement moyen en
mocklisant I'influence de la turbulence suetoulement moyea l'aide de re-
lations entre le tenseur de Reynolds et les grandeurs moyenne&aatiagctes
de I'ecoulement [74]. Dans le cas détlide des instabifs acoustiques, ce
type d’approche n’estépéralement pas retenue pour deux raisons principales :
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d’une part cette approche n’est pas par nature instationnaiéxessite alors
des moadifications pour prendre en compte legrimenes acoustiques (on
parle de "Unsteady”-RANS) ; d’autre part la trop forte viscesitduite par sa
mocklisation a tendanc&trop aténuer les perturbations acoustiques et ansi
limiter la quali€ de la Eéponse acoustique du systeétudi. Cette approche
n'appardt donc pas susceptible degglire correctement les instab@g ther-
moacoustiques.

e La simulation aux grandeschelles de Bcoulement (LES en anglais) est un
compromis entre les @thodes de DNS et de RANS. Dans le cas de la LES, les
grandestchelles, c’esh dire sugrieuresa une taille de I'ordre de la maille,
sont calcukes explicitement et seules Eshelles de sous-maille détoulements
sont moelisees [74]. Cette @thode est donc intrieguement instationnaire.
De plus, les fluctuations acoustiques qui nougriegsent faisant partie des
grande<chelles en question, elles ne sont donc p&netes par la viscost
turbulente issue de la mélisation de sous-maille. Ainsa I'heure actuelle,
ce type d’approche apparda mieux adapgea I'étude des instabibis acous-
tigues dans des configurations industrielles, comme l'atteste ses multiples ap-
plications ecentes [26, 30, 32, 75].

L'approche est paré&finition gererale par coresquent tous les @mnonenes sont
potentiellement pris en compte : hydrodynamique (turbulence, veértici), ther-
modynamique, thermochimie, acoustique. Ce type éthode est dona méme de
rendre compte des ddfents necanismes I'origine des instabil#s thermoacous-
tiques (voir section 1.1.2). Son utéiest particuBremengvidente dans &valuation
de la fonction de transfert de flamme (voir section 1.3) sur des configurations com-
plexes. Toutefois, cette@hode demeure encaad’heure actuelle diteuse en temps
et requiert notamment I'utilisation de super-calculateurs. Une gmem@xplication
guanta I'origine du cdit calcul Eside dans le principe @me de la rathode : I'ap-
proche est temporelle dda rnecessi d’attendre que tous les temps cagaistiques
du probEme soient atteints. Ainsi, une simulation pertinente étvé mege au-de
la des temps caramistiques suivants [76] :

e Temps acoustiqué,c soit le temps correspondaatplusieurs priodes acous-
tiques des modes reche&sh soit typiquemenf,c = L /c avecL la longueur de
la configuration et la vitesse moyenne du son.

e Temps convectilcon, SOit le temps que les grandeuisdsa I'hydrodynamique
s’établissent en particuliedtoulement moyen, typiquemenht,, = L/u avec
u la vitesse moyenne de convection.

e Temps deé&sidence pour I'enflammement dielange.

e Temps caraéristique des zones de recirculation dtdblissement de mouve-
ments de pEcession de centre de tourbillons (structures dites de "Precessing
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Vortex Core”) [29] obserges dans le cas d'injection svéd.

Par ailleurs, les maillages requis pour simulécBulement&actif d’'une configu-
ration de type industriel esegéralement constitide plusieurs millions de noeuds
en raison du étail de certaines parties d’'injecteur ou encore des forts gradients des
grandeurs caragtistiques induites par la flamme. De plus, ce type de maillage cor-
respond g@réralement une portion de dispositif industriel, une turbingaz engre
par exemple @cessiterait au bas mot plusieurs centaines de millions de noeuds.

Enfin, un dernieélement d’explication du dit calcul de ce type de simulation
concerne le nombre de variabBeprendre en compte et donc le nombregiiations
résoudre. @réralement, le systne se compose d’au moins cing variables telles que
la densié, les composantes de la vitessénkrgie interne, auxquelles s’ajoutent les
especes chimiques mises en jeu dans les reactions de combustion. Le nombre totale
d’'inconnuesa évaluer est donc de I'ordre d’une dizaine de fois le nombre de noeuds
du maillage.

Une autre difficulé inherentea cette nethode concerne la prise en compte de
conditions limitesélaboges. Celles-ci regarent un soin tout particulier dans le
cadre de Etude des instabibis thermoacoustiques [73]. Si les conditions limites
se ewelent trop eflechissantes, les fuites acoustiques sont quasi inexistantes, les
méthodes LESetant peu dissipatives, une instal@litrop forte et susceptible de
faire degenerer le calcul peut survenir. Au contraire, si les conditions sont trop peu
réflechissantes, l'instabiét thermoacoustique recheaghn’appart jamais car les
fluctuations acoustiques sont tropéatees aux bornes du domaine. En outre, il
est difficile d'imposer une imgdance de valeur quelconque sur une conditions li-
mite dans une approche temporelle [2]. En effet, ce type de condition limite induit
un dephasage entre les ondes acoustiques incidentéflexthies. L&tat de I'onde
réflechie @pend alors de &tat de I'onde incidenta un temps grcedent dont le
delai correspond auébhasage en question. Autrement dit, une telle condition limite
néecessite le stockage d’'un grand nombre de solutions aratibns pecedentes.

Ainsi, si cette néthode demeure indispensable pour la ca@hpnsion des insta-
bilités, elle ne peut toutefois pas raisonnablengédrg utilie pour tester plusieurs
configurations par jour dans le cadre de la conception de turbirggeza I'heure
actuelle. De plus, ce type d’approche ne permet pas toujouaig de dterminer
la nature de l'instabilé (hydrodynamique,acoustique) lorsqu’elle se manifeste. Pour
toutes ces raisons, uneéthode comg@mentairea ce type de simulation appéra
utile a I'analyse acoustique de configurations industrielles.
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2.2 Codes acoustiques de type &seau”

2.2.1 Principe ¢gnéral

Puisque les approcheémgrales pecedentes apparaissent tropitguses ou inap-
plicables sur les configurationsadde, on cherchedevelopper une autre@hodologie
permettant de tirer partie des hypesies de madalisation acoustique asséeis au
contexte des turbines gaz afin de simplifier au maximum le prebie. Cette ap-
proche repose donc sur les hypeghs suivantes :

e Lesinconnues sont les fluctuations thermoacoustique&deudlement en par-
ticulier les fluctuations de pressioms et les fluctuations de vitessg. Les
champs moyens sont donc connus en tout point et sont @esidomme des
parangtres d’entee du code.

¢ Les fluctuations temporelles sont harmoniques de pulsatiort.

e On ne s’inéresse qu’aux premies harmoniques de la configuration, soit des
fluctuations acoustiques de grandes longueurs (typiquement de I'ordre des di-
mensions de la configuration).

Compte-tenu de ces hypetbes, I'approche est alors éfjuentielle” et, dans sa
forme basique, liaaire. Par cette desrie caradristique, le couplage entre modes
propres est donc ignerce qui permet @tudier le prol#mea une fequence doree.

Par ailleurs, une autre grande caéaistique eside dans sa métisation, celle-ci
consiste en une regsentation de la configuration sous la forme d’'une succession
d’élements au comportement acoustique connu. Piesigment, ce€lément sont
géréralement orie@s dans le sens dé&toulement moyen si bien que les fluctuations
thermoacoustiques amont et avadeshaqueelement peuveritre relees entre elles
par la fonction de transfert acoustique d#ément en question. Dans sa forme la plus
elaboge [77-79], les fluctuations thermoacoustiques comprennent non seulement les
variables acoustiqueg’,u’ mais aussi les fluctuations de nature entropicgiest

de vorticie V. Ainsi, en appelanM la matrice repgsentant la fonction de transfert
de I'element, les fluctuations amont indies 1 et les fluctuations avales ireks 2
vérifient :

Py P5
p Uy
u, u,
M(w).| W |=| "2 (2.1)
Uy, W,
S| S
Vi 2

Par la suite, par soucis de simplification, on ne casrgth que les fluctuations
acoustiquegy’,u’ comme variables inconnues. Ainsi, cette ralshtion, dont un
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élement type est sémati€ea la figure 2.1, permet de prendre en compte uee tr
grande va@te de composants de turbinagyaz.

P o oP,
u;l,x u;.,y u;l,z *— M e u’z,x U’z.y |"1’2,2
S; Vie—| - eS:V;

Fic. 2.1 — EEment de codeaseau de fonction de transfét

2.2.2 [etermination de fonction de transfert

Lorsque la complex@ de I'element le permet, la fonction de transfert de celui-
ci peut se @duire analytiguement. Ainsi, la forme la plus simple correspude
conduite de section constante, de milieu hoarag(Temprature moyenne constante,
composition chimique constante, ...) ne contenant pas de flaenfai)e nombre de
Mach et dans lesquel seules les ondes longitudinales sont édresd Dans cette
situation, illustéea la figure 2.2, la fonction de transfert ne fait que rendre compte
du ceéphasage des fluctuations entre I'éstet la sortie.

(T = este,y =cste,...) 2 )

[ @,

cos( @ L)  ipcsin( @ L)
c C

' * !
P - b < = ® w
| - L sin( L) cos( L) J
pc C (o
u o —@ u'y

FIG. 2.2 — Fonction de transfert acoustique d’un tube simpgd@s nombre de Mach,
a section et champ moyen constants dans lequel seules les ondes longitudinales sont
consicerées

Dans ce cas particulier, les fluctuations acoustiques s’exprianeattir des inva-
riants de Riemann et prennent la forme suivante [62] :

p(xt) = e et [A+é'<%’X> +A*e*i<%"X>} 2.2)
e_i‘*)t o LW
U (x) = oo [A*e'(fx) —A*e*'(EX)] (2.3)
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Par conéquent, la matrice de transfert a pour expression :

P, \ _ [ cog¢L) ipcsin(¢L) o
( U’; ) B ( pi—csin(%’L) cog¥L) )( u/i ) (2.4)

D’autres élements plus complexes peuvegalement®tre pris en compta
I'aide d’'une fonction de transfert obtenue analytiquement. C’est le cas notamment
d’elements correspondangsun cylindreévide sege d’onde longitudinales et azi-
muthales (voir Fig .2.3). Ce type @ément permet par exemple de regpenter de
manere simplifee un plenum ou une chambre de combustion annulaire de turbine

gaz [80].
ZIH !619
eikx
—e

FIG. 2.3 — Element de type plenum ou chambre de combustion sigglifans un
code Eseau

Les variations de section, qu’elles soient brusques ou continues, constituent un
autre de type @lement fequement utili€ dans ce type de code. La fonction de trans-
fert asso@ea ce genre @lement est alorégalement dterminable analytiqguement
[26, 62]. Cette approche peut augtie appligée a deséléments plus complexes
tels que certaines flamme parti@rks (cf section 1.3.2). Cependant la fiabitie la
fonction de transfert de ce typeaement est greralement cruciale powvaluer la
stabilitt d'une configuration&aliste, on pefere donc avoir recours une mesure de
cette fonction de transfert. Deux options sont possibles :

e Mesurer sur un dispositif exgimental la fonction de transfert de la flamme, et

ce,a differentes fequences. [68]

e Mesurer nurériquement cette fonction de transfert [81-84]

Dans le cadre deélaboration d’outils de conception de turbigegaz, la prengire
approche, ex@rimentale, est justement la phase que I'on cheeclimiter le plus
possible car lagalisation de mesures fiables dans un milieu aussemerqu’une
flamme et ses environs séwelent relativement couteuses. Par @amnsent, la se-
conde option, nugrique, sera privédgiée dans notre contexte.
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D’une manere grérale, la mesure de la fonction de transfert dal@ment est
effectlee chaque fois quedvaluation de cette degrie se ewele trop incertaine ana-
lytiguement. Nammoins ce recourt demeure couteux en temps de calcul et s’il devait
se ¢ereralisera un grand nombre @léments ferait tendre I'approche "codeseau”
vers une approche de type "simulation rénque” pure et simple dedcoulement.

Par congquent I'inerét de la nethode utili€e dans les codegseau est de limiter la
mesure de fonction de transfarguelque£léments @s de la configuration tels que
la zone de flamme, un bleur ou un injecteur.

2.2.3 Principe de Esolution

L'ensemble des fonctions de transfert de chag@enent conneées entre elles
aboutissen& une relation matricielle globale qui, dans le cas d’'une configuration
éléments, sous sa forme la plusngrale sécrit :

/
P
u.
1.x
u.
17y
/
ul.,z

Sy
\/l

.| * |=o (2.5)

Par congéquent, suivant les projtes de la matrice globalg, on en @duit un
critere de étermination des &quence propre qui prenéigeralement la forme d’'une
annulation de fonctionnellg (w) :

,{F((Upropre) =0 (2.6)

Le temps de calcul requis par les algorithmes de recherchetdes defF sont
géréralement &s cependants du nombre&fements utiligs et ce, pour deux raisons
principales :

e Plus ce nombre augmente et plus le nombre&tesa trouver est important.

e Plus le nombre @léments augmente plus le nombre dogtions matricielles

requises par I'algorithme augmente
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Par contre, si les formes classiques épehdance &qguentielle des fonctions de
transfert de flamme et des conditions limites modifient quelque pexgldarie de
F, elles ne la bouleversent pas pour autant. Ceci signifie donc qu’'une grande com-
plexite de fonction de transfert , et par cénsient eritablement reg@sentatif de la
reponse acoustiquéelle d'unélement complexe, pedtre utili€e dans ce type de
code.

L'efficacité des algorithmes de ce type détimodectant lee au nombre éléments
utilisés, cette approche sera donc partiEngiment utile dans des configurationse-
lativement peu dlements sont requis. Dans le cas de la recherche de modes propres
de grandes longueurs d’ondes (typiqguement de I'ordre des dimensions de la confi-
guration), ce cri¢tre est plus facilement atteint. En effet, dans ce cas de figure, le
détail geonetrique n’influence que mé@ement la valeur deséguences propres. Par
congqguent en raisonnant sur desogetrie simplifies, il est possible de meliser
la configuration en question de mare suffisament pcise avec peu élements.
Typiqguement un turbine munie d’un plenum, &glia une chambre de combustion
par une dizaine de bleurs ne requiert que quelques dizainedahents & ai une
discietisation classique de simulation nérigue recessite au bas mots plusieurs cen-
taines de milliers de mailles. Sur une telle configuration, le temps de calcul d’'un code
de type de &seau pour trouver les premnés harmoniques est alors de I'ordre de la
dizaine de minutes sur un simple PC. Cette approche est donc pargcoéint at-
trayante pour un dimensionnement rapide de turbine ou pour ttomfes tendances
du comportement acoustique d’une turbine dans le cadrides paragtriques.

Le lien entre l'efficacié de ce type d’approche et la focalisation s@tude des
grandes longueurs d’ondes est tel que I'on quaéfi@lement I'approche éseau”

de modtlisation aux premiers ordres ("Low order modelling”). Enfin on rappelle que
afin de limiter les calculs annexes de simulation Bugue, les situations utilisant
peu delements acessitant une mesure directe de fonction de transfert de flamme
concourronta la souplesse de cette approche.

2.3 Codestléments finis acoustiques

2.3.1 Principe ¢gneéral

Comme dans I'approche@edente, ce type de code ne Srdsse qu’aux seules
fluctuations acoustiques par céasient le sysimea resoudre seeduita uneéquation
d’onde (une forme similaire dedguation 1.44) au lieu de I'ensemble des relations de
conservation des grandeurs dedoulement dans le cas d’'une simulation @uigue
classique (section 2.1.2). Par ailleurs, les fluctuations acoustijuésesétant ca-
racerisges par de grandes longueurs d’ondes (de 'ordre de la taille de la configura-
tion), les maillages requis pour leur n@idation sont beaucoup plus petits que les
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maillages de simulation nuenique classique de type LES ou RANS (le facteur est de
I'ordre de 50 ou 100). Ces deux carmaistiques expliquent I'irétrét d’une approche
acoustique pure : pour un@bde calcul modique comparativement augthodes de
simulations classiques, cette approche permetéaterchiner les modes propres sur
un nombre assez large de cas.

La principale diference avec I'approche acoustique de ty@séau” eside dans
la mocklisation spatiale des modes reché&@sDans I'approche de typegseau”, on
cherche d’'une pa# utiliser le moins possible @léments en faisant par exemple des
hypotreses d’axisyratrie sur la configuration étude (Fig. 2.3) et d’autre part, on
cherchea utiliser le plus possible des fonctions de transfegtashent @termirees
analytiquement. Ceci induitégeralement des hypodses sur la forme spatiale des
fluctuations acoustiques rechegeels(Eq. 2.3). Ainsi, avec I'approche de typseau,
il est difficile de prendre en compte deéayretries tes ¢grérales et des champs
moyens variables continuement @ritablement tridimensionnels. Pour y redier,
on cherche une &thode sans aucune hypesie sur la forme des fluctuations spatiales
avec comme contre-partie, unitale calcul un peu plusleve que pour I'approche
de type eseau.

2.3.2 Methode de "Galerkin”

L'objectif principal de cette rathode est de &erminer la stabilé des modes
de configurations avec flamme active. On cherche donc avantitconnitre le
taux de croissance des modes en question. La parti@bicette rathode eside
dans la forme retenue des fluctuations acoustiquieserminer. Cette approcheate
déevelopge notamment par Culick [59] dans le contexte des moteueefusBien
qgue ce dernier aiétendu la rethode en question au domaine noreéire, seule
'approche lireaire sera @velopge dans cette section. On corigiel le probéme
Suivant :

2/ o/
0.c20p — %‘2’— =—(y-1)% dansQ
(2.7)
P =0surlp et Op.Ai=0surly

La méthode propase par Culick consista chercher les solutiorésce probdme en

la projetant sur une base orthogonale conséitpar les modes propres solution de
I’ équation de Helmholtz homege. On recherche donc les fluctuations acoustiques
sous la forme suivante :

[oe]

PR =3 tnt)PmX) (2.8)

m=1
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Avec Y, les solutions de :

{ 0.80Wm + () 2Wm =0 dans( (2.9)

Wm=0surlp etdYm.A=0surly

La pulsation propre du probine sans flamme activeésrit wg' pour le modem.
Compte-tenu des conditions limites retenugsest eelle et les fonctiongy, forment
une base orthogonale #é(Q)(voir section 1.2.6) :

[ wmisw v - { 0, sim#l (2.10)

E? sim=]j

La détermination des mode$n, et dewj' est un prodme en soit que I'on
abordera notamment au chapitre 4. Dans le casgmt, avec des conditions limites
simples et si le nombre de noeuds du maillage n’est pas trop grand (de I'ordre de
guelques milliers), il n’est paseessaire d’avoir recoussdes nethodes algbriques
trop complexes. Le probme ne pesente donc pas de diffica#t tleoriques majeures
et c’esta cetteétape qu’une methode&léments finis [85] pelgtre utili€e pour cal-
culer ces fonctiong, [57, 86, 87]. Une fois ces fonctions connues et compte-tenu
de la formulation 2.8, Bquation d’onde du probine 2.7 £crit :

o 42
5 (¢ gntz(t)+<w8“)2um<t>)wm(> (y— 1)‘2‘;‘ (2.11)

m=1

En multipliant cetteéquation panp;j et en lintegrant sur le domain®, il vient,
compte-tenu de I'orthogonaditdes modes (relation 2.10) :

d?p; (t 0c
@ =50 [ wwilav (2.12)

Une forme de fonction de transfert de flamme (voir section 1.3) est alors requise
pour relier—aq/ /ot a p'. En posanty;(t) = ﬁjexp(—ioojt) et en appellanii (X, w) la
fonction de transfert en question, la pulsation praptavec flamme active peétre
déduite de lequation 2.12 par la relation suivante :

()2 = (00h)* + v (2.13)

Ce type de praedure &t€ appligiee dans Etude de la stabiit des fugesa com-
bustible solide de I'US Air force [59]. Par ailleurs, plusieurs remarques apparaissent
a la lumere de ces@veloppements :

e L'application de cette pradurea des conditions limites de type ifegance

néecessite des aemagements coaguents. En effet, d’'une part les fonctions
Wm ne sont plus orthogonales (voir section 1.2.6) ce qui induit une relation plus
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difficile a deriver que la relation 2.12, et d’autre part le calcul de é&frence
propre du prol#me sans terme source n’est pas trivial car la condition limite
exprimée en pression fait intervenir laéfyuence propre recheéh (Eq. 1.47
combireea Eq. 1.37).

e Cette neéthode est particidrement utile pour @&erminer la stabilé du mode
(signe du taux de croissance). Pour obtenir la valeur exacte dédaeince
propre avec flamme active, Dowling [58] a mantjue cette @thode pouvait
présenter des probines de gcisions dans le casida reponse de la flamme
active est forte (grande valeur de 'amplitude de la fonction de transfert de
flamme).

2.3.3 Approche temporelle

Dans l'approche @edente, le calcul des modes ainsi que le taux de crois-
sance sont obtenustravers une analysegfjuentielle du proeime (Eq. 2.9 et
Eq. 2.13). Dans cette section, orepente une approchegerement diférente

en cherchané résoudre equation d’'onde (Eq. 1.44) dans le domaine tem-
porel. Une approche similaire&é appliqiee par C. Pankiewitz du Lehrstuhl
fur thermodynamik de I'univergtde Munich enééecrivant 'Eq. 1.44 sous la
forme de dewéquations aux &rivees prengires en temps correspondant aux
formes lireari®es desfquations de conservation de masse et de (éahdit
mouvement [88] :

op’ _ _ :
a—?+u’.Dp+u.Dp’+yp’D.u+pr.u’ = (y=1d
au/ - / / - p/ - g 1 /
E%—(U.D)u +(u .D)U—FW(U.D)U = —SDp (2.14)

Un mockle de fonction de transfert de flamme relighaux fluctuations acous-
tiques est comme toujours requis pour fermer le protd. Dans I'exemple de
[88], le mockle suivant utilig par [64] aéte choisi :

N/
S = N Wer(t ) (2.15)
La pulsationwy repesente une équence de coupure. La variable@epiéesente
la fluctuation de la vitesse longitudinale. La fonctibrest destieea rendre
compte des non liaries de la flamme en congichnt un effet de saturation du
dégagement de chaleur au-@lefune amplitude trop grande des fluctuations de
vitesse. Pour la partie lgaire,f est une simple fonction affine. Dans le cadre
de la descritption de cette approche, la camastique importante de la fonction
de transfert de flammeside dans le temps de retard
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Une nethode délement finis est utiliée pour disd@tiser spatialement le sgshe

en (o,u’) de I'equation 2.14. Linitialisation est as&#& par une perturbation

de pressiora la partition spatiale ahtoire. Pour des raisons de commedit
d’écriture, on va conséter la situation 0 seules les fluctuations longitudi-
nales sont recherées (le cas tridimensionnel pouvant &eldire facilement) ;

I’ équation 2.14 peut se mettre sous forme matricielle en introduisant le vecteur

V] :
V] = [ o } (2.16)

d’ou la mise en forme suivante dé&tuation 2.14 :

{é 2]%[V]+[1I/J_5 yu—ﬁ]a%[vH
{Jdé?%gz))(dx 35?3?]M= [ (y_ol)q/} (2.17)

Des conditons limites de typg = 0,p’ = 0 etégalement des formes simples
d’'impédance sont adjointes au sste dequation pecdent.

L'intégration temporelle se fait en deétapes a chaque #ration, le terme
source acoustique esvalle a I'aide de lequation 2.15, puis cette valeur est
utilisée dans le sy&tne 2.17 pour en&tluire la valeur dév] a I'itération sui-
vante.

L'avantage de I'approche temoprelkside dans sa capae# prendre en compte
les non-lirearigs. Il suffit d’appliquer une fonction de transfert de flamme non
linéaire (la fonctionf de I'Eq. 2.15) pour quea partir d’'un certain nombre de
périodes, I'instabilié aboutiss@ un cycle limite. Le revers de I'approche tem-
porelle Esideéventuellement sur les temps de calcul longs si I'inst&tiditde

a s’exprimer (si la taux de croissance est faible). Une autre diicaghcerne
le stockage acessaire des doaes. En particulier, podvaluer le terme source
thermoacoustique les fluctuations acoustigaas instant retail det sont
nécessaires ; de @me des conditions limites de type iggance quelconque
requierent la connaissance des fluctuatiardes instants aatieurs au niveau
des bords conceés. Enfin, cette ®thode permet deéterminer avant tout
le mode le plus instable mais il est parfois utile de cétmaaaussi les autres
modes de la configuration dans le cadre d’'une analyse &enpl
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Chapitre 3

Calcul des modes propres
thermoacoustiques par une
approche monodimensionnelle

3.1 Introduction et description génerale du code

De par sa rapidd, 'approche de type &seau” est particildrement adapea

I étude des instabifis thermoacoustiques de basses et moyenegsdnces de

configurations industrielles. On cherche d@nappliquer cette gthodologie

pour céer un outil capable de fournir ugaluation pertinente et rapide (quelques

minutes sur un simple PC) des pré&mdas harmoniques de configurations de
type turbinea gaz en raisonnant sur desogretries simplifees. Licke sous-
jacenteétant de pouvoir tester un grand nombre de configuratiosegr la
rapidite de calcul et ainggétudier I'influence sur la valeurs des modes propres
de pararatres caraéfristiques de la configuration.

On se propose dans cette partie derite le code de typeéseau” évelopg ini-

tialement par Andre Kaufmann [89] et donélaboration &té poursuivie au

cours de cettétude. Ce code est appéSoundtube”. On rappelle dans un pre-
mier temps les hypo#ises fondamentalegésa I'approche de type &seau”
décritea la section 2.2 :

e Lesinconnues sontles fluctuations acoustiques des grande gsal@dément
en particulier les fluctuations de pressigniset les fluctuations de vitesse
u’. Les champs moyens sont donc connus en tout point et sont éd@ssid
comme des para@tres d’entee du code.

e Les fluctuations temporelles sont harmoniques de pulsatiert.

e La configurationétudiée est subdiviee en une successionétéments au
comportement acoustiquétgrmireé c’esta dire dont la fonction de transfert

79
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est connue.

Dans le cadre de ces hypetes, il est a priori possible de prendre en compte
une grande vagit de configurations. &ammoins la rethodologie de type de
"réseau” atteint ces limites quand il s’agit de &s@nter une configuration
dans laquelle lagpnetrie, le champ moyen et les fluctuations acoustiques va-
rient de marére non identique dans les trois directions de I'espace. Cette situa-
tion ne peut pas, par exemple, se raligkra I'aide d’'unélement de type "ple-
num” (voir Fig .2.3) puisque celui-ci, de par la forme retenue des ondes azimu-
thales, suppose une axisgtrie au moins partielle du praihe. Dans une telle
situation, I'utilisation d’un grand nombre @léments caraétiss par des fluc-
tuations acoustiques tridimensionnelles aboutigaitn systme déquations
trop important pougtre €solu raisonnablement par les algorithmes de ce type
de nethode. Pour ces situationgnitablement tridimensionnelles, oiade
d’appliquer une autre stiegie que celle de typéseau, cet aspect sera aians
le chapitre 4. Compte-tenu des limitations integaesa la méthodologie,
on decide d’'adapter la mdadisation de type éseau dans Soundtube en ne
consicerant que deux grandes famillee@mentsa savoir :
e Des portions de configurations hongoges c’esh direa section constante
et a champ moyen constan{temperature, composition chimique, ...) dans
lesquelleseules les ondes longitudinales sont congikes
e Des connexions de plusieurs portions hoggs aveéventuellement @sence
d’une flamme et variation de section.

Le premier point signifie que, en I'absence d’ondes transverses, la forme de la
section d’'une portiorglementaire de configuration est, dans Soundtube, sans
aucune incidence sur la forme des modes propres ou la valeuradgeefice
propres. Pour parler de ce typeet#ment on parlera par abus de langage tout
simplement de "tube”.

Le deuxeme point signifie gu’'une flamme sera vue comme une interésagive
entre plusieurs tubeslémentaires. Par coaguent la flamme est congiée
infiniment mince dans notre approche, plugegement la taille de la flamme

est consiérée petite devant les longueurs d’onde coesds qui, on le rap-
pelle, sont de I'ordre des dimensions de la configuration. Dans lecds o
flamme sétale sur une zone de taille noagligeable par rapport aux longueurs
d’ondes en question, il eseammoins possible de prendre en compte ce genre
de configuratiora I'aide d’une succession de flammes minces. Cet aspect sera
dévelopg dans les sections suivantes.

Compte-tenu des hypatkes de maglisationenon@es au chapitre 1,dcoulement
dans un tub&lementaire &rifie donc en plus :

e nombre de Mach faible,
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¢ fluctuations uniguement acoustiques et de faibles amplitudes devant les gran-
deurs caraéfristiques (acoustique Baire),
o fluctuations purement isentropiques,

dans ces conditions dguation d’onde homame s’applique I'intérieur d’un
tube :

1 62p/
xra
Et on en @duit I'expression classique [26] des fluctuations de pression et de
vitesse longitudinal@ 'aide des invariants de Riemann :

0%p/ =0 (3.1)

p(xt) =0 (Aﬂ-:i"x—i‘*’t —|—A‘e‘”‘x‘i‘*’t> (3.2)
/ _ i + dkx—iwt A — q—ikx—ik
(1) = 20 (A g Ae ) (3.3)
Aveck le nombre d’onde qui, en I'absence deepbnenes dispersifs, arifie :

k:@:@ (3_4)
Cc C

La figure 3.1 illustre la moglisation dans Soundtube d’'une chambre de com-
bustion &ronautique.

Discrétisation « soundtube »

Température

=
h
> | =
> |
2

—>
a

FiG. 3.1 — Exemple de disetisation utili€e dans le code Soundtube d’'une chambre
de combustion@onautique

Bien que seules les ondes longitudinales soient céresd, ce type de métisation
ne cantonne pas fagment Soundtuba I'étude des seuleggnétries mono-
dimensionnelles. Il est possible de regenter dans Soundtube, urg®getrie
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tridimensionnelle par uneiseau de tubesémentaires comme le montre la fi-
gure 3.2. L'approche permettant d’appender desapnetries tridimension-
nelles tout en gardant une nméiation monodimensionnelle du point de vue
ondulatoire est alors quakf "d’approche 1,5D”. On notera que, péfidition,
cette approche ne peut pasterminer des modes "mixtes” comjss la fois

de fluctuations longitudinales et transverses en un point&deria configu-
ration. La determination de ce type de mode requiert alors I'utilisation d’'une
approche @ritablement tridimensionnelle telle que celkcdte au chapitre 4.

A,*T A,’L |

t
pﬁ@z

A;¢ A;T |

Discrétisation

———
Soundtube 1,5D

FiG. 3.2 — Exemple d’application de I'approche 1,8Dine chambre de combustion
annulaire : configurations 3D en et n@idation ondulatoire 1D dans chaque tube
élémentaire.

3.2 Modelisation acoustique

3.2.1 Relations de saut dans le cas 1D
Cas d'une interface non eactive

On s’interesse dans un premier temps au cas d'une interface sans flamme
connectant deux tub&tementaires de sections difentes (voir Fig. 3.3). Pour
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tube 1 tube 2
| |
| |
l l
| |
+ I T
Al ! ! A;
— l .
| |
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Al | | A2
| |
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| |
| |
l l
1 l z
| | | | |
\ (- T \
0 Z1 71 71 L

FiG. 3.3 — Intersection entre deux tubes de sectiongdifftes

relier les fluctuations acoustiques des deux tubes au niveau de cette interface,
on realise un bilan de masse et de qué@ntié mouvement au niveau de l'inter-
facea partir desquations de conservation &ari€es conce@es. On montre

ainsi (voir annexe A) que dans la configuratiarctdtea la figure 3.3, les rela-

tions de saut suivantes sont obtenues :

SU(z) = S(z) (3.5)
7Z) = P& (3.6)

De part et d’autre de l'interface, le fluide est horaog et la section uniforme
par congquent la forme des solutions&gnant correspond a@quations 3.3.
Les relations de saut @edentes se mettent donc sous la forme :
S _ St ik _ ik
— (AT -A)) = =— (A1 _A e A 3.7
9202( 2 2) 9101( ! ! ) 37
A +A, = Aldhaa pare (3.8)

Cas d’une interface reactive

On s’interesse maintenant au cas d’une interféeetive c’esh dire,a la situa-
tion décritea la figure 3.4. Par un raisonnement identique au cas sans flamme
et cecrit en annexe A, les relations de saut suivantes sont obtenues :
~ + ~ _ V— 1 oy
SZU2(21 ) = Sle(Zl )+ W (3.9)
) = p(z) (3.10)

o)

p(
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Hamme
tube 1 tube 2
| |
| |
| |
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FiG. 3.4 — Intersection entre deux tubes de sectiongmifftes avec flamme

AvecQ = fvﬂam qdV le degagement de chaleur instationnaire de I'ensemble de
la flamme. Sachant que de part et d’autres de l'intersecéiactive, les ondes
acoustiques sont de la forme des relations 3.3, les relations de 8eadgmtes
s’écrivent donc :

2 A+ p- SI at ok — ik y—1+

— (A5 — A = —(Ajea _Are ™Ay Lo 3.11

9202< 2 2) 9101_< ! _ ! ) yp ( )
AS+A, = Afdhapareaa (3.12)

La fermeture des relations de saut dans le cas d’une inteéacéwe requiert
I'utilisation d’un mockle de fonction de transfert de flamme. Le plus simple
est le moélen— 1 décrita la section 1.3.1 et qui, particulagiau cagtude ,

relie les fluctuations deéafjagement de chaleur aux fluctuations de vitesse en
un point de eferenceze; donré de la configuration :

Vy;ﬁld — NSzt (et —T) (3.13)

Le parangtrenrepiesente la force de l&ponse de la flamneeune pertubation
acoustique de pulsation = 21tf et le paramtrest repsente le temps de
retard de la@ponse de la flamme I'excitation acoustique qui la sollicite. La
reponse acoustique de la flamme estégalement fonction de laéguence,
cet aspect est pris en compte dans Soundautb@vers la forme degbendance
frequentielle retenue des paratmesn et det :

N
_ Yj—ou;f!

n(f)our(f)_w

(3.14)
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L'utilisateur fixe lui-méme l'ordreN et M des polydmes au nur@rateur et
denominateur et peut ainsi interpoler un grand nombre de fonction de transfert
de flamme. Par ailleurs, il est possible d'utiliser dans Soundtube dedisaithns
acoustiques de flamme plusrigrales c’esa dire avec une influence de la pres-
sion acoustique :

—1.
yy—ﬁQ’ =NSZret)U (Zet,t — T) + NpS(Zref) P (Zrer,t —Tp)  (3.15)

La déependance &guentielle des paragtresny, 1, est prise en compte dans
Soundtube via une fonction de transfert du type égudation 3.14. En ce
qui concerne le point deféerenceze celui-ci peut correspondr@ n'importe
guelle section de la configuration. Pour des raisons de eldiexpo&, on va
consicerer dans I'exemple de la figure 3.4 que ce point correspand = z;.
Dans ce cas, les relations de saut 3.12 au niveau de la flan@étrévent de
la facon suivante avec la forme la pluérgrale de fonction de transfert de

flamme :
S oAb A Si o | = i ik
= _ - = 1 é(.\)'[ eIQ)Tp A+e| 121
(A Ag) = (L4 ndT proingd o)A
—(14+nd*r — ﬁlclnpé“’fp)A;e*‘klzl)) (3.16)
A +A, = Afdanpaeun (3.17)

3.2.2 Relations de saut@néralisées au cas 1,5D

Dans le cas 1,5D, la conservation débit volumique acoustique au niveau
d’'une interface fait intervenir la notion d’orientation de chaque &lementaire.
Comme le montre la figure 3.5, la situation est analogueelle d’'un cir-
cuit électrique dans lequel l®le de la diference de potentiel esédoluea

la pression acoustique et celui de I'integs#tu @bit volumique acoustique.
En congquence les relations de saut apparaissent commeameatisation
des lois de Kirchoff aux fluctuations acoustiques. Celles-ci impliquent donc
la conservation de la pression acoustique au niveau de I'interfaceactis

I’ égali€é entre chacunes des pressioggnant dans les tubes conrextlLes
relations de saut dans le cas 1,5D assuegatement la conservation détlult
volumique acoustique au niveau de l'interface, toutefois la notioréthé dn-
trant et sortant au niveau du point de connexion étié peci€e. Dans le
cas purement 1D (voir Fig. 3.3) l'orientation est tacite car I'eatet la sor-
tie de chaque interface et du Sste sont clairement idenéfs. Dans un cas
1,5D, l'orientation consista determiner un seng I'écoulement acoustique au
niveau de chaque interfaces de ngaieicompatible au niveau global. Pour se
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FiG. 3.5 — Intersection de configuration 1,5D com@esle quatre tubes

faire, on introduit la notion d’orientation des tubes. Au niveau d’une interface,
on appellam; I'indice d’orientation duj'*™¢tube conned tel que :

m; = -1 <= tubej connecka l'interface par sa face -
m; =+1 <= tubej connecka linterface par sa face +
(3.18)

Ainsi, dans le cas d’'une intersectiark tubes au niveau du poii (dans le
cas de la figure 3.5, k=4), les relations de sa@itisvent :

Pr(z1) = Bj(z1) V] € [|1, K] (3.19)

m.S101(z1) +mp.S02(z1) + -+ Me.SUk(z) = O (3.20)

Dans le cas d’'une intersection "1,5D8active avec, par exemple, comme
point de eference pour le made de flamme, la relation&crit :

my.S101(z1) (1 -+ n€Y") 4 p1cinp€™®S Pr(z1) + -+ + M. Scl(z1)  =(3R1)

A partir des expressions 3.3, les relationsg@dentes peuvegtre reformukes

a l'aide des invariants de Riemann.

Il est a noter que l'orientation des tubes est arbitraire et ne change pas le
syseéme global. Encore une fois I'analogie avec I'orientation du cougaatrique
est directe.

3.2.3 Conditions limites

Dans Soundtube les conditions limites correspon@endes coefficients de
réflexionR définis comme suit selon I'abscisse localé'un tube dongé :

AF
R= e (3.22)
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Cette @finition suppose donc que, pour rendre compte&hhdsage entre les
ondes acoustiques se propageant en sens epfmrggine locale est figea la
face - du tube.

R est dans le caségéral complexe mais il peut aussire cependant de la
frequence. Le comportemengéfuentiel de celui-ci est pris en compte dans
Soundtube de la Bme margre que dans les fonctions de transfert de flamme
c’'esta direa l'aide de la relation 3.14.

3.3 Recherche des frequences propres par@thode
modale

3.3.1 Principe de la neéthode

Les frequences propres d’un dispositif dénoorrespondent auxéquences
satisfaisant les conditions limites &&s ainsi que les relations de saut entre les
différents tubes qui composent le dit dispositif.

L'ensemble des relations de sauts et des conditions limites aboutéssant
relation matricielle globale suivante dans le cas d’un dispasitifubes :

+
A
Ay
M(w). : =0 (3.23)

Ay

An
On obtient donc un sy&ine lireaire pararetré par les fequences propres et
dont les inconnues sont les amplitudes des ondes acoustiques dans chacuns
des tubes de la configuration.

Les seules solutions physiguement admissibles, a'dst non nulles, &rifient
donc:

Dans la suite, on qualifiera cetéguation de relation caradeistique et on
définit F tel que :

C — C
W — F(w)=detM(w)) (3.25)

La déetermination de la &quence propre, sa partixetle et sa partie imaginaire
(taux de croissance du mode), corresparid recherche degrms def dans
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le plan complexe. Les techniques classiques telles que Newton-Raphson ou
dichotomie ne peuverdtre appligées que dans une zone du plan complexe
ne contenant qu’un seul zero sous peine de non convergence des algorithmes.
On ne peut donc appliquer ces techniques directemeatite une partie du

plan complexe contenant plusieursduences propres. De plus, les techniques
de type "boule pesante” [90] regarent I'evaluation pealable du gradient de

F dans la zonétudée du plan complexe ce qui induit unitale calcul trop

lourd. L'approche retenue est fomelsur une praure nurérique dcrite dans

la these de Philippe Le Helley [61] faisant appel aésultats d’analyse com-
plexe. Son im@mentation dans Soundtubéta reali€e par Ande Kaufmann

[89]. Son principe est béssur la propét suivante, soit un conto@ du plan
complexe alors :

1 [ F'(0),
ﬁfi Tl d0=N-P (3.26)

Avec ¥’ la derivee deF, N et P respectivement le nombre derns et de ples

a l'intérieur du contou€C. Dans le cas f@sent,etant donig les relations de
sauts utili€es dans Soundtube (Eq. 3.17) ainsi que le type de condition limite
(Eq. 3.22), la @épendance éguentielle des coefficients tleest donc de forme
exponentielle. Par coagquent, le 8terminant de la matridd, comme produit
de fonctions exponentielles de lI&fijuence, n'admet pas délps. AinsiP =0
dans la relation 3.26 et cette de¥re renseigne donc uniquement sur less

de ¥. La relation 3.26 peut seéthontrer de la maare suivante : encore une
fois, compte-tenu de lagpendance &qguentielle des coefficients dé son
déterminant peugtre consiéré holomorphe dans tout le plan complexe et par
congquent analytique [91]. En comguencea I'intérieur du contou€ du plan
complexe,F peut se mettre sous la forme suivante :

N
Flo) = [](w-w)Gw (3.27)
=1

Avec wj le j®M zéro (ou fequence propre) dg et G une fonction holo-
morphe n'admettant niéxos ni ples dan<C. On en @duit donc que le rap-
port G’/ G est aussi une fonction holomorphe d&het que par corexjuent
I'int égrale de Equation 3.26 €crit :

1 [ F(w o Jd 1 1

En appliquant le thoeme de Cauchy [98 cetteequation, on en&duit direc-
tement le esultat issu de la relation 3.26.

®)

-~

0

g((‘*’> do:) (3.28)
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3.3.2 Mise en pratique de la rethode

La mise en pratique de laéthode consista tout d’abord se fixer la zone du
plan complexe correspondant aux gammes @gufences propres recheeels.
Cette zone est ensuit@cbupge en contours rectangulaires sur lesquels est ap-
pliquée la relation 3.26. Chacun de ces contours egtoaa@ jusqua obtenir

des contours rectangulaires d’une dizaine de Hertzs de largeur au maximum
ne contenant qu’une seuleffuence propre. L'encadrement désas permet
leur cetermination pecisea I'aide d’une proédure de minimisation d&F (w)|.
Cette derrére est ba=e sur I'algorithme de Miler [92] qui constitue une for-
mulation quadratique de I'algorithme de Newton-Raphson.

En ce qui concerne le calcul effectif de I'agrale de I'Eq. 3.26, celui-ci est
reali® directemené I'aide d’'une primitive de la fonction iege. En effet,

soit un chemirCh quelconque du plan complexe ; eafalissant I'argument
d’'un nombre complexecomme :

—T<arg(z) <m (3.29)
et sous la condition que
arg( ¥ (w)) # mvw sur le chemirCh (3.30)
I' écriture suivante est licite :
F(w) .
Tl t0= [|n|gr(w)|}0h+| [arg(ﬂw))](:h (3.31)

On appligue donc ceesultat aux diftrents chemins constituant le cont@ir
pourévaluer I'inegrale en question. En outre, lorsque la fonctjortteint la
valeur critiquerten un pointz; du contourC, on remplace l'inkégration sur le
contour fern@ par l'integration sur un contour excluant le pomjta l'aide de
la propriete suivante :

(7o) = Eraw

Compte-tenu de I'holomorphie die| 7 | surC, on en @duit le Esultat suivant :

, F'(w) . . )
| / do) = | | |
[z-,lzg]L0< C-[z 7] F(w) w) [z-’,IZ?LO [ n|,¢(w>|}c—[zjlﬂ * [z .,IZ?]LOI [arg(f}—(w))} C-(7 7]

I i 177

0

D’un point de vue nurarique, l'inegration pecdente est doncalie en

, %

scindant le contout en segmentiy, z 1| et en sommant les vaIeuEarg(T(w))] o
Z
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obtenus sur ces derniers. A priori, cette @are n'est pas valable lorsque
arg(¥ (w)) = mtsur le segmenizk, z. 1] (EqQ. 3.30). En pratique, cette condi-
tion estéquivalentea une condition de contin@tde I'argument sur chaque
segment. Plus pci€ment, on sait que la fonction argument n'admet pas une
unique efinition, chacunes de cegéfihitions different d’'une constante dont la
valeur est lge au point deaférence choisi dans l&éinition en question de I'ar-
gument. Par coregjuent, pouévaluer correctemerﬁarg(f(m))} zk“, il faut et

il suffit que la méme @finition d’argument soit empl@e pour tzgus les points
du chemin[z, z 1]. Or ceci n’est possible que si les variationsadlg( 7 (w))

sur le chemin en question ne sont pas trop importantes. Afin de clarifier cette
notion de variabilié de I'argument, la figure 3.6 montre deux exemples com-

parant la validié du calcul de[arg(jf(w))] Zk. Dans ce cas de figure, bien que
7

la fonctionarg( ¥ (w)) soit discontinue sur le chemiey, z;] avec la @finition
3.29, il est possible de rééinir 'argument pour que :

arg(F ()] _

2

2
~ |arg(# ()| " =a
Al
Par contre, compte-tenu des variationadg ¥ (w)) dans la situation de la fi-
gure 3.6, lévaluation de[arg(ff(m))} ., ne peut plugtre obtenue directement
A

par les valeurs de I'argument enetz; uniquement :

arg(7 ()|

Pour calculer correctement la difence d’argument, il eséaessaire de faire
intervenir les points intergdiairesz, etzs :

arg(F (@) = [arg(F ()] + |arg(# ()]

4

2y

=0+ 21# [arg(?(oo))] =a

Ca Z

2 3 24

+ |arg(# ()]

Al 2 3

Autrement dit la rdthode modale, pour correctemer@t@&miner le nombre

de frequences propres du s§stes dans une zone daedu plan complexe,
nécessite un nombre suffisant de points intdairesz, sur le contour de la
zone en question afin d’assurer la contiawle I'argument sur chaque segment
ainsi céé. Ce nombre de point®gdend donc de la variabiitdearg( ¥ (w)),
toutefois cette derere est impossibla connére a priori car cette variabit
dépend non seulement de la complexie la configuration (taille dd, c’esta

dire du nombre de tubedémentaires utilies) maisgalement de la proxindt

d’'une frequence propre du point de calcul. Sur des cas courants de quelques
dizaines de tubes, un nombre suffisant de points de calcul sur un contour est
de I'ordre d’'une quarantaine. Il est possible d’avoir receaumme plus grande
segmentation des contours mais la ragidies calculs peut éire affecke. En

effet chaque calcul darg( ¥ (w)) requiert le calcul du eterminant dév.
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arg(F(w))
A

Im(w)

0 R;((u) V- M

FIG. 3.6 — Dependance deévaluation de[arg(?(w))} * en fonction des variations
Zj
dearg( 7 (w)).

3.4 Recherche des frequences propres par@thode
de forcage

3.4.1 Principe du forcage laéral

Une alternatived la méthode modaleéside dans I'utilisation de @thode de
forcage. Ce dernier consiséeimposer au fluide d’'une configuration dé@en
des oscillations de &quence fike. La @tection des modes propres de cette
configuration est alors bas sur le comportement remarquable de certaines
grandeurs acoustiques cakxwitiques lorsque la équence d’excitation at-
teint une fequence deasonance. Il convient donc, dans la description de cette
méthode, de f@ciser le dispositif, la grandeur choisie et le@nit de étection
selectionré.
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Choix du dispositif de forcage

Le choix de l'instrument de forcage s’est godur un haut-parleur métise
comme une source volumique sinigae. Celui-ci va donc imposer uné&fuence
d’oscillation au fluide via les fluctuations de vitesse.

Etant done le type de configuratioatudi, succession de tubes monodimen-

sionnels, deux possibiéis de placement du haut-parleur apparaissent :

e La plus évidente consist& placer le haut-parleu I'entrée du disposi-
tif. Toutefois les fequences deesonance ainsiédecées ne correspondront
pas obligatoirement auxéguences propres de l&&me configuration sans
forcage. En effet, le fait de placer le haut-parléufentree supprime la
condition limite a ce niveau du dispositif et la remplace par une condi-
tion de type “vitesse imp@e”. On ne peut donc pas obtenir directement
les frequences propres de n'importe quelle configuration par cetteeneani

e La deuxeme possibilié consistex placer le haut-parleur sur |, a une
abscisse quelconque autre gu’entrée ou la sortie. Ainsi les conditions
aux bornes du dispositif sont respaes, et on peut donc eser obtenir les
frequences deesonance directement.

Le deuxeme choix &té retenu, pour son aspect pratique mais aussi parce que

les esultats obtenus pourrogtre plus facilement confronter le casteant

aux donmees exprimentales qui sont ellesémes issues de configurations si-
milaires.

Choix de la grandeur mesuge

Lorsque la fequence de forcage exgalea une fEquence propre du sgshe,
il y a superposition constructive de toutes les ondes produites @thedk par
les bornes du sysine. Les amplitudes des fluctuations de vitesse et de pres-
sion sont alors maximales, sinon infiniéscette fequence. Quelque soit la
grandeur acoustique, le honmene semble dondadectable. Pourtant certaines
grandeurs peuvei@tre plus pertinentes que d’'autres. Le choix esélzas les
criteres suivant : d’'une part, la grandeur deite maximalea la sonance
guelque soit la configuration du sgste ; d’autre part la grandeur doit si pos-
sible varier diferement la sonance selon le signe du taux de croissance du
mode.
Plusieurs grandeurs acoustiques candidates peuvent a priori convenir :
e Fluctuations de vitesse ou de pression :
Celles-cietant variables dans le temps il faut donc raisonner sur leur moyenne
sur une griode. De plus c’est la valeur absolue des amplitudes qui nous
interesse donc, le plus judicieux est de raisonner sur & ahrces fluc-
tuations. Cela revient finalemeatutiliser non pas la vitesse ou la pression
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acoustique maisé&nergie acoustique.

e Impedance acoustique : D’ag sa éfinition (Eq. 1.47), 'im@dance acous-
tique est une grandeur locale, on voit donc queekzdtion ne pourra éffectuer
lorsque, pour le mode propre rechaechn noeud de pression correspondra
a la position o cette im@dance est calcek. De plus, elle peut prendre
une valeur infinie sans @me que la fequence correspon@eune féquence
propre si la vitesse est nuléela position @ cette img@dance est calce.

e Energie acoustique globale :

L’ énergie acoustique globale (Eq. 1.63) n’est pas tributaire du point de me-
sure du fait de son caraxt globale. A travers sa composante de vitesse
et de pression, elle admet une valeur infiaiéa frequence deésonance.

Elle constitue donc une grandeur possible pourégection des fquences
propres par forcage.

e Flux acoustique :

Le flux acoustique a pour expressiBna= p'u’. C’est aussi une grandeur lo-
cale. Cependant, cal@é au niveau du haut-parleur, cette grandeur change
de signe selon la stab#itdu mode propre exét Cette grandeur est en ef-
fet positive pour les modes instables égative pour les modes stables. Si
on appelleH 'amplitude du ebit volumique injed par le haut-parleur et
Sla section du tube wil s’applique alors I'expression du flux acoustique
instanta@ pris en compte au niveau de I'absciggedu haut-parleur est la
Suivante :
, R H

fup = P(zH)-5 (3.32)
Cette expression correspond au flux acoustmyogenant du haut-parleur
uniguement Cette grandeur, une fois moye&esur une @riode, est maxi-
malea la esonance par l'interédiaire dep’(z4) dans les castol’abscisse
z4 du haut-parleur ne correspond @asn noeud de pression du mode propre
excite. De plus, cette grandeur est en effet positive pour les modes instables
et regative pour les modes stables. En fait, le flux acoustique méyenn
du haut-parleur quantifieéhergie acoustique inswé#gt ou extraite dans le
syseéme afin de maintenir constantérergie acoustique totale de ce syse.
L’ énergie acoustique totale est constante car les solutions sont @gerch
sous formestationnaire. Physiquement cela signifie que ces solutions cor-
respondent aux solutions eegimeétabli dans le cas d'un for¢age. Ainsi,
guand globalement les conditions limites (flamme et condition&fikexion
entieée/sortie) sont dissipatives, le haut-parleur injecte@wedtgie pour main-
tenir constante Energie acoustique totale. Le mode correspondant est stable
puisque, sans l'aide du haut-parleur, les fluctuatiopdident. Quand les
conditions limites sont globalement amplificatrices, le haut-parleur deligyer
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de I'energie au sysime, le mode est instable. Le signe du flux acoustique
du haut-parleur varie donc selon le cas. D&ptes diverses conventions
choisies au chapitre 1 (notamment concernant les conditionéfigion,
relation 1.52), le flux acoustique est :

e Positif quand le mode instable.

e Négatif quand le mode est stable.

Pour cemontrer cette prog#te du flux du haut-parleur, il convient de raisonner
a partir de lequation de conservation défiergie acoustique dont on rappelle

ici 'expression :
o¢
— 4+ 0f =
at + %C
Avecs,.= (y—1)p'd’/(yp), source locale &nergie acoustique qui ici corres-
ponda la production d’energie acoustique duene flamme. En iégrant cette

équation locale sur le volum&, du syséme, on obtient :

% v+ / ¥ AdA= / & dV
A Vo

Vg Ot
Les bornes du sysine for@ par lesquels le flux acoustique est infesbnt
I'entrée, la sortie mais aussi la sectiS(zy) au niveau du haut-parleur. En
appelanti le vecteur unitaire oriedtpositivement sur I'axe et i’ le vecteur
unitaire oppos, nous allongvaluer les contributions des flux de chaque borne
du dispositif de la figure 3.7.

Haut-parleur
H.exp(-iwt)
Entree J L Sortie
n oo n
n :
1 1 1 1 1
0 zj-1 zH Zj 7S

FiG. 3.7 — dispositif avec haut-parleuréasl dans le casggeral 1D
Les flux d’entée et sortie peuveiétre regroups dans un flux globdks:

/ floidA= [ F.HdA+ [ f.AdA
S Sentree Ssortie

Au niveau du haut-parleur, I'injection @hergie acoustique dans le ®yse
se fait de part et d’autre de la froéte que constitue la secti®iz4). Sans
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la presence du haut-parleur, les flux infeea gauche e droite de la sec-
tion seraient exactement opjgss La esultante de cette somme dans notre cas
correspond justemeatla contributionfyp du haut-parleur .

/ £, odA— f HdA+ ' AdA
S(z4) S(z4 )gauche S(zH )droite

Finalement le bila@nergtique devient :

o€
—dV+/f’ .ﬁdA+/ £/ dtdA:/ av
/\/Ot =S sz P Vs’ac

Le haut-parleur impose uregime sinusiale de griodeT,c. Par conéquent

les grandeurs prises en compte ne doivengb@sinstanta@es mais moyeraes
sur cette priode afin de correctement integper leur contribution. Par ailleurs,
on cherche les solutiong et U’ sous forme d’ondes stationnaires dans le cas
forcé. Le qualificatif "stationnaire™ est empl&dans le sengd’on consicere

la situation dans le dispositif lorsque kegimeétabli est atteint. Ce dernier est
sinusddal, donc localement instationnaire, mais du point de vueéatelgie
globale, il névolue plus. Par coasjuent, dans leegime for& consi@re, I'énergie

acoustique &rifie :
1 o€
— —dtdv=0
Tac/\/ Tac O
Le bilanénergtique se&sume donc eregime foréa :

1 1 1
- £ dtdA= — / datdv— — / £ ridtdA
Tac /S(ZH) Tac HP Tac /V JTac Tac /s Tac ES

Sur cette dermreéquation, il apparait que la conservation dmkrgie acous-
tiqgue dans le cas du forcagesulte de equilibre entre les dissipations ou les
amplifications dans le sy&mne (termefg et termes, ) et 'apport du haut-
parleur (termef/,p). Dans notre cas, les dissipations ou les amplifications pro-
viennent des flammes ( terrsélans le bilan) ainsi que des reflexions en eatr

et sortie (termdgg dans le bilan). On voit donc que le flux du haut-parleur
change bien de signe selon 'amplification ou la dissipation globale deragst
Par contre s’il 'y a ni amplification ni dissipation, ce flux est nul et ne peut
pas etecter les fquences propres.

Finalement, les grandeurs retenues pewaluer les fequences propres par
forcage sont donc&nergie acoustique globale et le flux acoustique au niveau
du haut-parleur.

3.4.2 Mocklisation du forcage

On consiere le dispositif forcant de la figure 3.8.
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H.exp(-iwt)

: .
Aj 3 Ajbis
. —_—

Aj i Ajbis
. _

FiG. 3.8 — dispositif avec haut-parleuréaal dans le caséayéral 1D

Le haut-parleuétant moélise comme une source volumique, celui-ci induit
un saut de vitesse au niveau de l'interfacezgn(abscisse du haut-parleur).
D’ou les relations de contin@tsuivantes en ce point :

e Continui€ de la pression exy :

Afdhi@a g arer i@z — AL AL (3.33)
e Continui€é du cebit volumique ey :
iAfreikj (Z1-7-1) _ iA.—e_iki(ZH z0) _ S at iA_— +H

pic; picj pjcj P pjc IS
(3.34)

A partir de ces relations, on eréduit la matrice de passage T Bpsur les

amplitudes :
A}Lbis _T A}L n Hpjc;j ( -1 ) (3.35)
Alpis A 25; 1 '

Avec comme expression pour T :

L ( an 0
= 0 o ikj(z1-21)

Quelque soit la grandeur acoustique retenue p@teader la fequence de
resonance, celle-ci requiert le calcul des amplitudes des ondes se propageant
positivement ou agativement. Pour se faire, la relation 3.35 est introduite dans

le syseme déquation reggsentant 'ensemble des relations de saut et de condi-
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tions limites (matriceB(w)) :

Al 0

A :
: 0

Af —Hpjc;/(25)

A Hpjci/(2S))

B.| ) |= 0 (3.36)

jbis

AFbis

Ari1 :

Ant1 0

La résolution, pour chaqueéquence foree, du systme lireaire 3.36 permet
ainsi d’ac@&der aux amplitudes des ondes dans chaque&iébeentaire et par
la méme, dévaluer n’importe quelle grandeur acoustique.

Calcul du flux acoustique du haut-parleur et de I'eénergie acoustique totale

e Flux du haut-parleur :
Pourévaluer ces grandeurs, on utilise la préfiisuivante :
La moyenne temporelle sur unénodeT,c du produit des grandeurs har-
moniquesp’ = O (P x exp—iwt)) et = 0 (0 x exp—iwt)) peut s’obtenir
comme sulit [26] :

1 g Lo
— Udt= =0(pa*

T P >0 (P07

Une fois le systme 3.36 &solu, le fluxfyp moyenre sur une priodeT,c de

la frequence foree peut donétreévalle a I'aide des amplitudes complexes

Alpis EtAjp;s du tubej :
1
TaC Tac

e Energie acoustique totale :
L’ énergie acoustiqué,, d’'un tubem quelconque du dispositif peatre cal-
culee de la reme margre. Soitl,, la longueur de ce tube &, sa section :

! L IS O(AL AL +ALALY) (3.38)

— | Endt=<=
Tac Tac " 2meI’2n

Pour obtenir lenergie acoustique totakg, il suffit de sommer le€nergies

de chaque tube :

1
fl,pdt = 50 (Albis T Ajt

H
Jbis)'g (3-37)

1 m=s 1
= | Edt=Y = [ Endt (3.39)

Tac Tac m=1 'ac Tac
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3.4.3 Evaluation des fequences propres du sysime par une
méthode de forcage

Le principe des rathodes de forcage est de eegr les fequences propres
par leur pic de ésonance. Téoriquement le forcage la frequence propre
induit une Eponse acoustique infinie (en acoustiquédine) de la configu-
ration mais dans le caggeral cette propéte n’est \erifiee qua la frequence
propre f complexe et nor une féquence correspondant seulement(f).
Ceci conduita introduire deux types de forcage :

e Unforcage "Eel”. Celui-ci esequivalent au for¢cage classiqueati€ exggrimentalement

consistan&a balayer I'axe des &quenceséelles sur une gamme &g par
I'utilisateur.

e Unforcage "complexe”. Conetement, il consistaévaluer laéponse acous-
tique du systme (flux acoustique du haut-parleur@&nergie acoustique to-
tale)a une fequence quelconque du plan complexe. D’un point de vue phy-
sique, forcer le systmea la frequencef = O(f) +i0( ) signifie induire un
signal sinusial de g@riode ¥0(f) dont 'amplitude augmenta chaque
seconde d'un factewexp[J(f)). Numériguement, ce concept ne pose pas
de probkmes particuliers par contre sa mise en prati@ede dans un cadre
experimental serait asseiment difficile.

Utilisation d’un forcage r éel

Le forcage eel consistea se @placer selon I'axe defels du plan com-
plexe eta ceceler les pics deésonance (voir Figure 3.9). Le m@age des
frequences d’'occurence de ces pics permet d@de la partie eelle des
frequences propres mais padeur partie imaginaire correspondante. Si la
grandeur esonante correspond au flux acoustique du haut-parleur, il est pos-
sible de connidre la stabilie du mode mais Bme dans ce cas la valeur exacte
du taux de croissance demeure inconnue. En outrerltable pic de@&sonance
n'apparaissant gqa’la frequence propre complexe, les modes fortemeenets
ou amplifies (avec un taux de croissance de plusieurs dizaines de Hertzs en va-
leur absolue) sont difficilea deceler depuis I'axe de€els car alors les pics
correspondant sont largemetaks et relativement faibles. De surityéa me-
sure de la hauteur d’un pic désonance ne renseigne pas directement sur la
valeur de la partie imaginaire de l&fiuence et ce, principalement pour deux
raisons :
e Laréponse acoustique du s¥ste, et donc la hauteur des pics dsanance,
dépend de la localisation du haut-parleur dans la configuration. Typiquement
si pour un mode propre doénle haut-parleur est proche d’'un noeud de vi-
tesse ou de pression, lgaonse acoustique du systea cette fequence sera
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Flux

acoustique

Acoustic flux of the loud-speaker vs frequency
2.006+02
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FIG. 3.9 — Resultat d’'un forcage sur I'axe desels dans le cas d’'un mode fortement
instable.

plus faible que pour une autregfjuence propre dioun pic de esonance
moins pronone.

e Lorsque deux fequences propres sont proches dans le plan complexe (lorsque
la distance leséparant est du &me ordre que leur partie imaginaire), les
maxima de la@éponse acoustique n’apparaissent pas clairement.

En congquence, un forcage&el ne suffit pas lui seul pour édterminer les

fréequences propres d’'une configuration degn

Utilisation d’un forgage complexe

Compte-tenu des limitations gedement dcrites, le recoursr un forcage
complexe sembleé&tessaire. L'approche la plévidente consista realiser

un balayage entier de la zone en question mais celui-ci requiert des temps
de calcul beaucoup trop importants (dans le cadre d’'une utilisation sur un
simple ordinateur personnel). Typiquement, un tel forcage gldadise sur

une gamme de &quence comprise entre 0 et 26D0pour 0 (f) et —100Hz

et +100Hz pour [J(f) nécessiterait plusieurs dizaines de milliers de calculs
correspondant chacuasune esolution de sy@ime de taillé&€gale au nombre de
tubesélementaires utiliss. Afin de éduire le temps de calcul en question, on
cherche dona& ne forcer que sur certains axes pégilers du plan complexe
selon la stratgie suivante :

1. Oncherche dans premier tengpsonnitre la partie eelle des fequences
propres. Pour cela, oealise un forcage classique sur I'aeele. Toute-
fois celui-ci ne peut suffira lui seul, car les modes trop @tiLes ou trop
amplifies risqueraient &tre non éceks. On proéde donc en plua des
forcages sur plusieurs autres axes d’ordmnfixe (J( ) fixe) decoupant
ainsi le plan complexe en plusieurs zones. Afin de limiter le nombre de
calculs sans risque d’oublier unéfuence propre,dcart entre deux axes
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delimitant les zones en questioe® fixe a 2Hz environ. La figure 3.10
illustre cette prengreétape de la pramdure.

2. A ce stade, les partiegelles (fp) des fequences propres rechegels
sont connues et une premne icke de la valeur des parties imaginaires cor-
respondanteS( fp) estégalement disponible en connaissant la zone d’ap-
partenance desédguences propres. Pougtdrminer avec exactitude les
taux de croissance des modes propres, des forcagesesdigts sur les
axes d’abscisse correspondante aux pagtdlas des fquences propres
préecédemenévallees (Voir figure 3.10).

Etape 1

R(f)

R

Etape 2
()

S(£)

R

R

|
0 Rf)
()

. axes de forcage

X 1

fréquence propre

FiG. 3.10 — Principe de la éthode de forcage complexe

Ces deuxtapes ainsi que leatection des pics dé&sonance sont automdaies

permettant |'utilisateur une utilisation simpliéie de cette &thode.

3.5 Calcul des modes propres : étermination de
la forme spatiale du mode

Le calcul des modes propres consiste dans notre appeock&rminer les
amplitudesA™, A~ de chaque tube. La valeur de ces amplitudes &fatie ar-
bitrairementa une constante @s, par contre le rapport des valeurs des ampli-
tudes appartenant aux difents tubes est fixe et caragstique du mode. Dans

la méthodologie suivie dans le code Soundtube, le calcul de la structure spa-
tiale des modes propres eépse du calcul des &quences propres. En effet, si
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w est une pulsation propre de la configurati@iedtmiree par la rethode mo-
dale ou la nethode de forcage, la relation matricielle 3.23 n’est pas inversible,
le syseme ne peut dor&tre Esolu et par voie de coaguence Evaluation des
amplitudes impossible. ainsi, en pratique, on pd& de la magire suivante
pour calculer les amplitudes de chaque tube :

1. On se donne la valeur (complexe) de Equence propre dont on cherche
le mode. Soitv la pulsation propre assa@as.

2. On fixe arbitrairement la valeur d’'une des amplitudes d’un des tulses
valeur unié. Par souci de&eéralite, on choisitA] = 1,0+0,0x i, on
rappelle que les amplitudes sont des grandeurs complexes.

3. A ce stade, pour une configuratiam tubes, le sygtme matriciel com-
porte donc Arelations de saut et conditions limites poar21 inconnues
(amplitudes des ondes dans chaque tube). Lésyessest donc surédini.

Une des relations est alors arbitrairement supenen I'occurence la re-
lation de conservation duedit volumique de la prerére intersection. En
appelantMp;s(w) la matrice de taille 2— 1 correspondara la matrice

M (w) dans laquelle on a suppréria relation de conservation déluit
volumique de la prengire intersection et dans laquelle on a suppries
contributions de; dans toutes les relations de saut et conditions limites
pour les regrouper dans un vectéupn obtient la relation suivante :

Af _
A 5
M@).| ¢ [=0<=Mps(w).[ ° [=b (3.40)
AL A
A An

4. On Esout le systme avec la matridel pis(w) issue de la relation 3.40 afin
de ceterminer le vecteui; , ...,A; )" Etant dong, la taille des matrices
retenuesr{ < 50), la esolution du sysgime est&ali® par une rathode
de cecomposition LU [93].

3.6 Validation sur configurations aca@miques

Cette section montre un exemple de validation du code Soundtube dans une
situation @i une solution analytique esédvable. Dans le cas d’une configura-
tion avec flamme active suffisament simple, une solution analytiquegbeut

est obtenue partir des @sultats sans terme source c’est pourquoi ce dernier
cas est tout d’abord envisagD’autres exemples de validation sont disponibles
en annexe (Annexe B) mettant en jeu éiffntes caraetistiques du code.
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Tube simple avec saut de tem@rature et sans flamme active

On consi@re le cas d'un tube simple de longuéyrde sectiorS constante,
fermé a son ente et ouvert en sortie. Celui-ci contie&ggalement une flamme
plane en son centre conéide dans un premier temps comme passive acousti-
guement : on entend par ce terme que la flamme induit un saut dérteume
moyenne mais neépond cependant pas aux fluctuations acoustiques du milieu
( les paramtres de sa fonction de transfert sont nuls). En amont de linter-
face, la temprature est cons&iée uniforme eségalea 300K et en aval, la
temperature £levea 120K. La figure 3.11 illustre la situation en question.

7, =300 K T, =1200 K
c, = 347,18 m/s c, =694,36 m/s

=X
I
—
OOONONNNNNNY

|
T
L2 L=05m

o —+

FIG. 3.11 — Tube simple sans flamme active

Suivant le formalisme introduit dans ce chapitre et au chapitre 1etpénce
propref = w/(2m) se ceduit des deux relations deftexion et des relations de
sauts de pression et de vitesse au niveau de la flamme :

e Condition de éeflexion en enge :

Ri=1=— A =A] (3.41)
e Condition de éeflexion en sortie :
Ro=-1=Aje*t/2= A, (3.42)
¢ Relation de saut en pression au niveau de la flamme passive :
Pr(L/2) = Po(L/2) = A].€*Y2 LA e k2= Al 1 A (3.43)
¢ Relation de saut en vitesse au niveau de la flamme passive :
SO (L/2) =S0a(L/2) = O.(A}.*/2_Ar e tkbL/2)
—A;+A, =0 (3.44)

Avec, dans cette sectiok= w/c; le nombre d’onde dans les gaz fraiget
(p1c1)/(p2c2) = 1/2. En combinant ces quatre relations, on obtient finalement
la fonction carad@ristique suivante :

cos(%)(—3co§(k'74l')+2> =0 (3.45)
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Les frequence propres sans flamme acfiye- wy/(2m) = kocy/(2m) vérifient

donc:

cos(k'TL) =0 ou cosz(k'TL) —

2
-0
3

(3.46)

Compte-tenu des car&eistiques de la configuration en question, les quatres
premiers modes propres longitudinawtermires analytiquement et par Sound-
tube sont fournis au tableau 3.1. Etant demes conditions limites purement
réflechissantes choisies et I'absence de flamme active, tous les modes sont mar-
ginalement stables c’eatdire que leur taux de croissance est nul.

Analytique Soundtube Soundtube Structure

(méthode modale) (méthode forgcage) | modale

18" mode 272 069 272074— 1014 272074—2x 1071 | Fig. 3.12
2€Memode | 694361 | 694374+5x 1015 | 694374+7x 1015 | Fig. 3.13
3eMemode | 1116653 | 1116673+1x 10 14 | 1116673— 3 x 10 1% | Fig. 3.14
4ememode | 1660791 | 1660821+3x 1015 | 1660821—1014 | Fig. 3.15

TAB. 3.1 — FEquences propres (é¢thz) dans le cas d'un tube simple sans flamme

active

0.20 0.30

X (m)

3.0 ¢

2.0

arg(p’)

0.40

0.50

0.20
X (m)

0.30 0.40

0.50

FIG. 3.12 — Structure du premier mode propife= 272Hz) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de

droite).

Tube simple avec saut de tem@rature et avec flamme active

On consi@re la néme configuration que peedement avec cette fois-ci une
flamme active gparant les gaz frais des gaz chauds, la situation correspond
alorsa celle de la figure 3.16. Dans un soucis de simg@jd# fonction de trans-
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Ip’l arg(p))
1 | 4.0

0.8

3.0

0.6 -

20

0.4

0.2

0.0 - : : : -
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.00 0.10 0.20 030 0.40 050

X (m) X (m)

FiG. 3.13 — Structure du dewxine mode propref(= 694HZ) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de
droite).
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FIG. 3.14 — Structure du troisme mode propref(= 1117H2) du tube simple sans
flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure de
droite).

fert de flamme choisie ne sergmkndante que de la vitesse acoustique. Dans
ces conditions, seules la relation de saut sur la vitesse acoustique (Eq. 3.44)
sera modie. Compte-tenu du formalisme introdaila section 3.2, la rela-

tion de saut de vitesse acoustique au niveau de la flangasats’

Sai(L/2)+ nyﬁl(j =S(L/2) = %(1+néuﬂ)‘(A?ei.k.Lﬂ_AI.ei.k.L/z)
—A; +A;, =0 (3.47)

Cette derméreéquation combi@e aux relations 3.41, 3.42 et 3.43 permet d’abou-
tir a la fonction caraéristique suivante :

cos(%)(né'msinz(k%') —3co§(k'7r|')+2> =0 (3.48)



3.6Validation sur configurations académiques 105

Ipl

arg(p)
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20
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FIG. 3.15 — Structure du quagmne mode propref(= 1660HZ) du tube simple
sans flamme active, module de la pression (figure de gauche) et argument (figure
de droite).
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FIG. 3.16 — Tube simple avec flamme active

Il apparat que deux familles de modes propresifient cetteequation :

e Une premere famille de modes qui n’est pas influéegar la fonction de
transfert de flamme et dont lesffuences sontétermirées par la relation
suivante :

cos(k'TL) =0 (3.49)

e Une deuxeme famille de modes propres i la fonction de transfert de
flamme. La @termination analytique de ces modes g obtenue par la
méthodologie introduite par [17] etedrite par [26, 94]. On se place donc
dans le cas d'une flamme dont lkaponse acoustique esésrfaible (c’est
a dire avec un indice d'interaction < 1). Les féquences propres avec
flamme activef se determinent alorsa partir d’'un développement limé
de la relation 3.48 autour defffuences propres sans terme sougcdEn
appelandf le decalage fequentiel induit par la flamme activé € fo+0f),
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on obtient dans ces conditions les relations suivantes :

—Nn.cy coq woT)

O(6f) = oL 'sin(%).cos(‘%) (3.50)
0(3f) = —n.cy sin(wot) (3.51)

9l “sin(42).cog $2)
Dans le cas f@sent, les valeurs des paretnes de la fonction de transfert de

flamme retenues sont :

e N(w)=n=0.01

e (W) =1=2,7x10"3s

Dans ces conditions, la comparaison dégjfrences propres obtenues analyti-
guementa l'aide des relations 3.50 et 3.51 et desginences obtenues par les
differentes rathodes de Soundtube est fournie au tableau 3.2.

Analytique Soundtube Soundtube

(méthode modale)

(méthode forgcage)

1*"mode | 272126+0,519 | 272124+0,514 272124+ 0,514
2®Memode | 694,377+0,0i | 69437742 x 104 | 694 377+3x 10715
3®Memode | 1117198+ 0,049 | 1117196+0,053 | 1117196+ 0,053
4®memode | 1661348— 0,052 | 1661351-0,047 | 1661351—0,047

TAB. 3.2 — FEquences propres (¢tz) dans le cas d’'un tube simple avec flamme

active

Autres exemples de validations

Se reportera I'annexe B.




Chapitre 4

Calcul des modes propres
thermoacoustiques par une
approche tridimensionnelle

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but deedrire le code de calcul de modes propres thermoa-
coustiques tridimensionnels appelVSP. L'extension de I'approchéseala

des configurations tridimensionnellesrgrales appaftdifficile sans perdre
les qualieés de souplesse et rapditle celle-ci. On choisit d’opter pour une
approche diférente sur ce type de configuration en revemadatésolution du
probeme aux valeurs propres assoail @quation de Helmholtz (Eq. 1.46).
Cetteéquationétant locale et ne supposant aucunes formes de solutions par-
ticulieres pour le champ, Tapproche sera par essence tridimensionnelle. La
discretisation utili€e plus "classique” de cetigjuation induit I'utilisation d’'un
maillage plus important qu’'un maillage de typéseau” - typiquement quelques
dizaines de milliers de points au lieu de quelques dizaines de&lémsntaires

- et en conéquence les calculs seront plus longéalkhmoins, dans cette ap-
proche comme dans I'approchee&eau”, on ne se focalise que sur les fluc-
tuations acoustiques correspondant aux peeesi harmoniques du sgste
etudé ; autrement dit, I'hypotlse de grandes longueur d’ondes (c&slire

de méme ordre de grandeur que les dimensions de la configukttioige) est
conseree et par coresjuent le maillage requis sera toujours coesathlement
moins dense qu’un maillage de simulation LES ou U-RANS. Typiguement,
une configuration correspondantine turbiné gaz entre recessitera quelques
dizaines de milliers de points dans I'approcleeelopjee dans cette section au
lieu de plusieurs millions, et éme plusieurs dizaines de millions, dans le cas
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d’une simulation instationnair@active classique. Toutefois, dans le cadre du
développement d’outils de conception de turbiaagaz, la lenteur relative, en
comparaison de I'approchéseau, de cette&hodologie pourrait limiter son
interét. Pour y reradier, on @cide de évelopper un code capable dssoudre
numériquementn parallelele probEme aux valeurs propres @o4d.e gain de
temps @reré permettra alors étudier le comportement acoustique de confi-
gurations industrielles en quelques dizaines de minutes, au plus en quelques
heures. Pour parvena developper ce type d’outil en un temps raisonnable,
son architecture paréle emprunte celle du code LE®wklopg au CER-
FACS appet AVBP [95]. En ce qui concerne la prise en compte de la com-
bustion, celle-ci aboutit dans la nouvelle approalginteressea un probéme
aux valeurs propres impossitdeesoudre directement par le€thodes clas-
siques. En effet, les d#fentes fonctions de transfert abeeda la section 1.3
montrent que lagponse acoustique d’'une flamaan mode domadepench la

fois de la forme de celui-ci maéggalement de sadguence ce qui se traduit par
une moelisation du type)(w, p) = H (w, p). Par congquent le terme source
thermoacoustique dan®fjuation de Helmholtz 1.46&grit dans sa forme la
plus ¢ererale comme :

2

iny—1)q = iwy—1)H(w,p)
= A(w,P) (4.1)

En appelant. le principal oferateur de BEquation de Helmholtz 1.46 :

C — C
p — L(p)=0.(c20p) (4.2)

le probEme aux valeurs propres assoskEcrit donc

{ (L—N())p= 0P

+ Conditions Limites

Dans sa forme disétisee, ce proldme se traduit par la recherche des valeurs
propresh = —u¥ et vecteurs propres d’une matriskelle-méme fonction des
valeurs propres rechereés :

M(A)F=Ap (4.3)

Avec P la forme discetisfse du champp."La dépendance en éguence de
I'opérateur\’ n’étant pas polynomiale, le prashe aux valeurs propres ainsi
po< est alors difficilement soluble par legthodes classiques d’&gre comme
on le verraa la section C.
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On va considrer dans un premier temps le préte sans flamme active et
s’intéresser notammet sa disagtisation eta la prise en compte des condi-
tions limites. Puis, on abordera la prise en compte de la flamme en tant que
terme source thermoacoustique, cell&tant principalement forad sur deux
approches diffrentes :
e une prise en compta l'aide d’'un ceveloppement asymptotique autour de
I’ état sans flamme active.
e une prise en compte paduction du prolime sous forme addprique "clas-
sique”.

4.2 Probleme aux valeurs propres sans flamme ac-
tive

4.2.1 Discetisation de I'equation de Helmholtz

On consieére le probdme aux valeurs propres 1.46 sans terme source :

~2rA A
{ 0.20p+w?p=0 dansQ 4.2)

+ Conditions Limites suF

L’ équation concege est donc unequation aux érivées ordinaires dont I'aggrateur
principal est I'orateur£ défini a la relation 4.2. La disétisation de cet
opérateur estaali€e par une m@hode de volumes finis d’ordre 2 de type "cell-
vertex” c’esta dire une rathode dans laquelle les inconnues sallees aux
noeuds du maillage. Cetteétihode est emprug¢ aux scémas nurariques

du code LES appel AVBP[95, 96] et utili€ au laboratoire CERFACS. Les
maillages pris en compte sont non struétuet le type de malille utilestetraledrique
en trois dimensions et triangulaire en deux dimensions.

M éthode de discetisation

La méthode s'inéresse la discétisation de I'ograteur principal du probme

aux valeurs proprestude soit£(p) = 0.(c?0p). Concetement dans la éthode
numérique retenue, il s’agit, pour un champ de pression acoustique ggnnu ~
d’approcher en tout poirtdu maillage la valeur(p); parL o, ce qui sécrit,

a l'aide d’'une inégration de Gauss :

1
Lo — —/ 0.(c20p)dV
. Va; Mg,
1

- = c20p).AdS 4.5
% o, €D (4.5)
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Dans cette relatiorQ;j repesente une cellule de codle centée autour du
point j tandis que/g; etdQ; repesentent respectivement le volume et la sur-
face de la cellule. Enfin, le vectedrest le vecteur normal la surface de la
cellule oriené vers l'inérieur. Levaluation nurériquel ; deL ; est Ealige

en sommant les fluks, = (c?0p)s, issus de chaque paraisconstituant la
surfacedQj ; chacune de ces parois peds une surfackl> | et une normale
d%m/|dZm| intérieured la cellule. D'ai la formulation suivante :

- 1
Lo,

—

S Fs, .dZm (4.6)
VQ] meoQ;j

Compte-tenu de I'approche “cell-vertex” retenue, le flux au niveau de chaque
facemn’est pas directement disponible et doit dé@tie calcud a partir des ses
valeursFvy aux differents noeudsy. Cette ojgration estealie en consigrant

gue la valeur de chacunes des composantes de caviblxent lireairement sur

les faces. En appelaM le nombre total de facen de la celluleQ; entourant

le noeudvy de cette cellule, oné&finit alors le vecteudivk comme :

M
dsvk= Y dSm (4.7)
2

On \grifie alors QUEY ke, d2vy = 0 aveck € Qj 'ensemble des noeuds ap-
partenant la celluleQ;. Dans ces conditions, la relation 4.@sfit :

Lo = Fui.d=vy (4.8)

ou Nq est la dimension du probieétude ; ce coefficient appaiteavec I'hy-
pothése dévolution lirgaire du flux sur les faces de la cellule. La figure 4.1
illustre le calcul dé_ o, au noeud 1 sur un maillage bidimensionnel.

Il apparat donc que le calcul dEQj nécessite la connaissance du vecteur flux
c?0p aux noeuds de la cellule en questionéValuation requise du gradient
de p'se fait de la rBme margre que le calcul de la divergence ci€lp. Ce-
pendant, dans la @hode nurarique utili€e par AVSP, les noeuds de la
cellule Q;j au niveau desquels le vecteur flux est caau correspondent pas
aux points du maillage mais aux centres des mailles entourant le jp&eci
implique que la cellul€; ne constitue donc pas une maille. La situation est
illustréea la figure 4.2. Le calcul d&Jp)y, au centre de la maill@,, s’écrit
donc :

1
an)y, =
( p)Vk NdVQVk |

Y Pxd3 (4.9)

€Qvy
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FIG. 4.1 — Calcul dé:Ql au noeud d’indice & partir des flux aux noeuds.

Avec | € Qv 'ensemble des noeudsconstituant la mailleQvy. De plus, le
calcul des flux aux centreg nécessit&galement la valeus,, de la vitesse du
son cetermiree comme la moyenne des valeurs aux noeuds de la maille :

1 NQVk
Cy, = Z C (4.10)
Nov, (£

Avec Nqy,, le nombre de noeuds constituant la maillg . Une fois ces gran-
deurs connues, les flux aux noeuds de la celfajepeuventétre calcuks
commeF vy = c3 (Of)y,.

Par analogie au cas monodimensionnel dans lenest le pas de disetisation
du maillage, la rethode nurarique d’AVSP utilise donc un stenél 25. Ceci
permet déviter le calcul de modes propres purement étques, et donc
non acoustiques, ap@s "wiggle” qui surviennent avec I'utilisation d’un sten-
cil a 45. Ce terme dsigne une fluctuation non nulle, du champ dstee,

a l'intérieur du stencil d’un point do®ret qui a la caraétistique détre indis-
cernable, pour I'oprateur nurarique, d’une fluctuation uniforement nulle.

4.2.2 Prise en compte des conditions limites

Dans le cas le pluségéral, une condition limite acoustiqueéstit sous la
forme d’'une im@dance &duiteZ (voir Eqg. 1.47). Nammoins, pour certaines
valeurs particuBres de cette demmie, il est plus commode, n@rngquement
et physiquement parlant, d'utiliser une expression singdifEn appelari la
normale inérieure du bord consai€, trois types de conditions limites peuvent
alors luiétre appligé dans AVSP (voir section 1.2.4) :

e p=0aubord p.
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- (€3:P3)
dz;

Maille Q,,

FIG. 4.2 — Calcul du fluxs,, au pointv, a partir des valeurs aux noeuds de la maille

Qy,

e U.n=0au bord y.

e 1/Z = pcl.fi/P, qui correspondh une admittanceggérale de valeur quel-
conque, au bordl z. Lemploi d’'une admittance seragféeré a celui d’'une
impédance uniquement pour des raisons de simelidé¢ formulation du
probleme.

Condition limite de type p=0

Cette condition limite peugtre vue comme une ingdance nulle (Eq. 1.58),
cependant il est beaucoup plus pratique atiquement de la congéder comme
une condition de Dirichlet sur la pression. En effet, I'objectif du code AVSP
est de éterminer les modes propres de la configuraBtudiée c’esta dire
connatre en tout point du maillage la valeur des modedsavers le champ de
pression acoustique. Or au niveau de la frengti p ou s’applique la condition
de Dirichlet, cette valeur est pagfihition connue, et en I'occurence nulle. Par
congquent le domaine de recherdalans lequel les modes sont rech@&@sh
peutétre restreinf la zoneQ — Ip, en particulier le calcul d& n’est donc
pas recessaire au niveau des noeudsli@e Ainsi si on appelleN le nombre
de noeuds du maillage de et Np le nombre de noeuds sur la fromte Mp
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correspondant audp premiers noeuds du maillage, alors :

Ppr=0
~ ' l:(ﬁ)ND+1
~ | Pnp=0 ~ :
p= 5 et L(P) = : (4.12)
Np+1 ~
T C(Pn
PN

Le champ de pressi@vallé sur le domain@ —I'p est alors appélpg_r,. On
remarquerd&galement que &valuation dd_ au niveau des noeuds voisins du
bordl'p nécessite la valeur deaux noeuds de ce@me bord. Par coaguent,
au-de & de la eduction du domaine de calcul, la condition limite de type
Dirichlet est effectivement prise en comgidravers le calcul de I'ggrateur

L. Ainsi, en appelanf € C(N-No)? |a matrice repesentant I'oprateuri, le
probleme nungrique aux valeurs propres avec conditions limites de Dirichlet
s’écrit :

Afo-rp = —w* Pa-rp (4.12)

Condition limite de type 0. =0

Cette condition limiteequivauta une im@dance infinie (Eqg. 1.58), ce qui bien
sir n’est pas moélisable comme tel nuatiquement. Lequation 1.54 montre
gue, dans ce cas, on peut substitaarette derrire une condition limite de
type von Neumann sur la pressiaip.n = 0. Ce type de condition limite est
pris en compte naturellement par l&thode nurarique utili€e dans AVSP
qui ignore les fluxa la paroi. Cet aspect est illustpar I'exemple de la figure
4.3. Dans ce cas bidimensionnel, le calculldau niveau de la cellul®,
ayant pour centre le noeud 1 $taur un bord, €crit :

~ 1 — — — — — — — — — — — —
Lo, = o (le.dzl + P, 05 + Fr, 055 + Fr, 054 + Py, 055+ Py, %6+
1 g v~ —~~
%Fﬂvl.divl %ﬁVZ.diVQ % HV3.d_Z'V3
&7.(1_»27 + ﬁzS.d_Zé)
flux é‘I; paroi

Donc dans le cas d’'une condition limite de von Neumann sur la pression, cette
relation devient :
~ 1 S A 2 AR e
Lo, = (ZCVij\;j.dZVj+CZ7DpZ7.ﬁ’dZ7‘+
Z\/Ql j=1 T/
2, Oz, |d*zg|) (4.13)
0
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_______--——————I-)-<

FIG. 4.3 — Calcul la paroi dd_ au noeud d'indice 1.

Le flux aux parois rétant pas pris en compte par l&thode nurarique, la
condition limite de type von Neumann est donc appeyar éfaut lors du
calcul del sur un noeud de bord. Par céasient, le proime aux valeurs
propres matricieh resoudre €crit toujours :

~ 2 ~
APq-rp = —WPa-_rp

Pour des raisons de commaaibn consiérera par la suitd comme une ma-
trice de tailleN dont lesNp premires lignes sont identiquement nulles et
on étendra son application au vectgurDans ces conditions, la matride
repesente donc I'oprateurl sur I'ensemble des noeuds G-I et par la
méme, les conditions limites de Dircihlet et von Neumann. Le gnolgl aux
valeurs propres matriciel&trira donc pour les noeuds en question :

Ap=—uw’p (4.14)

Condition limite de type admittance

Du point de vue nui@rique cette condition limite signifie que, au niveau d’'un
point de la fronterel 2, un flux c20p.A provenant de la paroi existe et que
celui-ci est relg a la valeur de la pression en ce point. Ce lien apparait en
reformulant I'expression de I'imgdance (Eq. 1.473 I'aide de léquation de
conservation de quargide mouvement liariee (Eq.1.37) :

clp.n

1
Z  iwp (4.15)
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Ainsi, le flux en question au niveau de la paroi de normaleriatireni s'écrit :

OpA = %’ (4.16)

Pour une cellule cerée sur le noeudl, ce flux de paroi seravalle par la for-

mule 4.16,a partir de la valeur de la pression uniquement au ngedéditre-

ment dit, on consiére la pression constante sur les faces de la cellule contigues
a la paroi. Si I'on reprend I'exemple de la figure 4.&duation 4.13 &crit

dans ce cas:

~

Lo, =

¢2 0py;.d2v; + &, Ops,.Aldzy| +c§85ﬁ28.ﬁ|d*zg|>

|
2
H'pl—‘
g

I
5
—

L W= =
c\z,ij\,j.dZvj+z|c1p1.(|d27!+|d28])> (4.17)

Mo TN

—

Les implications de la prise en compte de I'admittance sur la nature dwepmebl
aux valeurs propres pesont tes importantes car l&solution de ce probme
suppose la connaissance du flux des parois dgii lui-méme est paragtré par
la valeur propre recherée.Pour contourner cette difficétil convient d’ex-
primer ce flux de maeire globale afin de l'inclure dans le prebde matriciel

a resoudre. Pour cela, l2édendance éguentielle du flux de bord doétre
specifiee. En effet, dans le cagigeral, 'impédance, et donc I'admittance, est
une fonction de la 'quence ; or la nature de cette fonction va conditionner la
rapidite sinon I'existence de la@thode de&solution du prol@me aux valeurs
propres modif. Dans un premier temps, nous allons coaisd I'impedance
constante (mais toujours complex®}) = Z puis, compte-tenu de la&thode
choisie nous chercheroagtendre son applicatiandes formes de/Z(w) par-
ticulieres. Dans ce cas I'extension deduation 4.14 I'ensemble des noeuds
du maillage induit la relation suivante :

Ap +  wBzfp 4+wPp=0 (4.18)
~— ——
L issu deQU(r—rz) L issu delz

Avec Bz € CN*N une matrice diagonale au niveau des noeuds det identi-
guement nulle ailleurs :

(B) = 0 sij#k
2T icjldsj|/z sij=ketjeTy

Le probEme aux valeurs propres matriciel obtenu s’exprime donc sous la
forme d’'une fonction daw. Cette fonctionétant polynomiale, il existe des
techniques deésolution [97] permettant désoudre le proleime aux valeurs
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propres assoei. Celles-ci requierent notamment le changement de variable

—Bz —A
M = < I 0 ) (4.19)

—
I

Alors I'équation 4.18 peut se mettre sous la forme d’'un gnolel aux valeurs
propres "classique” :

ME = of (4.20)

En fait, il est possible deé&géraliser cette technique pour tout préfle aux
valeurs propres polyamial d’ordren, la taille du systme matriciel obtenu est
alorsn x N. Le cdit de calcul pour un doublement du S1sie reste raisonnable
mais il pourrait s’aerer €édibitoire au-ded. On va donc s'irdressera des
formes de 1Z(w) aboutissan& un probéme aux valeurs propres polynomial
demeurant d’ordre 2 au plus. Compte-tenu du lien entre admittance @t fux
paroi (Eq.4.16), 'admittance envisag sécrit sous sa forme la plu€gerale :

1
=—+—+Pw (4.21)
Avec (a,Zq«,B) € C3. Dans le cas particulier de la figure 4.%&duation 4.17

devient donc :

i 1,3, L .
fo, = ZVQl(jZlcijp\,j.dZvj+|aclp1.(|dZ7\+!d28\)

(_L) . ~ — — . ~ — —
+ZC—tIC1p1~(|dZ7| + |dZg|) + w?iBey pr. (|dZ7| + |d28|)>(4-22)
S

Par congéquent, le proldme aux valeurs propres matriciedsfit sous sa forme
la plus ggrérale comme :

(A+Bz,) B+ wBz f+ (I +Bz,)p=0 (4.23)

Avec| la matrice identi¢ de tailleN et (Bgz,, Bz, Bz;) € (CN*N)3 les matrices
assoaees respectivement au premier, second et &aisiterme de droite de
I'expression 4.21. En appelang,, [z, A les fronteres a1 s’appliquent (par
correspondance de notation) les trois termes en questionfjiésods de ces
matrices sont les suivantes :
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0 sij#k
5 ) 4.24
(Bzy ) jk { icjldZjla sij=ketjeTlz ( :
0 sij#k
N 1 _ 4.25
(Brea)i { icj|dZ|/Zest sij=Kket]eTlzy (429
o sij#k
(Bzo)ik = { icildS;[B sij=ketjery, 20

Compte-tenu de laé&finition deBzB, on en @&duit que la matricé + BZB est
non seulement diagonale mais aussi inversible , sous la condifior3 #
—1/(iCj|d_)Zj|). La matrice(l + BZB)*l est donc une matrice diagonale dont
les élements sont les inverses deéments diagonaux dé + Bz;). Ainsi en
multipliant & gauche Bquation 4.23 pafl + BzB)_l, on obtient un prol@me
de forme similairea celui de lequation 4.20 :

Mpist = ol (4.27)

Avec toujours la rdBme @finition pourf et pour la matriceMy;s € C2N*N
I'expression suivante :

Mbis = <_('+BZIB>1Bcht _(|+BZB)01<A+BZ°‘>> (4.28)

Ainsi, pour certains types de variatiofuencielle de 'admittance, le preinhe
aux valeurs propres obtenus estluctible sous forme "classique” et peut donc
étre esolu efficacement.

4.3 Probleme aux valeurs propres avec flamme ac-
tive

4.3.1 Position du probeEme

On consi@re maintenant le probine 1.46 dans son ensemble. Conémen& dans
les sections @edentes, la difficuét de Esolution de ce probme Eside dans

la dependance &quentielle du terme source thermoacoustique, en I'occurence
la fonction de transfert de flamme. Pour des raisons de singptieitmise en
oeuvre, les rathodes de prise en compte de cette fonctievetbpes dans
cette étude ne seront appliges gqua la forme la plus basique de fonction
de transfert de flamma savoir le modle n— 1 (voir section 1.3.1). Celui-

ci relie les fluctuations du taux de&egagement de chaleur d’'une flamme aux
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fluctuations de vitesse en un point deférence particulier, ce derniétant
géréralement choisi au niveau de I'injection de carburant [1&almoins,

les methodes @velopgees dans cette section peuveétre étendues sans dif-
ficultés tleoriques apparentésdes fonctions de transfert plugrgrales afin

de prendre en compte l'influence des fluctuations de pression. Compte-tenu
du formalisme retenu dans ceéteide, le modlen— t "classique” [26] prend

donc la forme suivante :

Vtiam

Avec Uret etfef respectivement la vitesse acoustique au poineference et
la normale de&férence. Cette relaticetant "globale”, il convient d’adapter ce
mockle au prok®me aux valeurs propres local qui nougnesse :

G4(%) = N (X, 0) € i Mres (4.30)

sous cette forme, le paratne local d’interactiom de la flamme n’est pas
adimensioné . On introduit donc le paragtren; défini comme suit :

(X
(X)

Ainsin =n, q_/(aref-ﬁref)-

O

i a f.Mref
— (R i T (X,00) e 4.31
(X w)e Uref.Mref ( )

o
Xl

Quelque soit la forme de fonction de transfert uéiéisa I'aide de 'Eq. 1.37
reliant les fluctuations de vitesse aux fluctuations de pression, legpneldux
valeurs propres avec terme source gl prend donc la forme suivante :

p(xref)

» o (4.32)
-+ Conditions Limites suf

{ 0.c*0p— 1) n(x, w)eim(?’w)<mﬁ)(zref)-ﬁref +w’p=0 dansO
Ici, contrairement la situation avec admittance, le type de nodiné en

w n'est pas polynomiale. Le praiine aux valeurs propres ainsi obtenu ne
peut donc paétre Esolu directement par desthodes algbriques classiques
comme celles &velopgees dans les sectionspedentes. On se propose donc
dans cette section d’explorer deux alternatives permettant @hppder la si-
tuation avec flamme acoustiquement active.

4.3.2 Prise en compte de la flamme active par unayveloppement
asymptotique

Une premeére approche consistéeconsi@rer l'influence de la flamme active
sur l'acoustique de la configuration comme une perturbation &atl'sans
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source thermoacoustique. Cette hy@sth s’appuie notamment sur diverses
observations exgrimentales dans lesquelles I&pence de la flamme modifie
avant tout, du point de vue acoustique, la stabilies modes sans pour autant
bouleverser leur structure spatiale ni la pargelle des fequences propres
assocees. En pratique, cela signifie que lesduences et les modes propres
(w, p) du probBme 4.32 sont recherel sous la forme d’uné&leloppement
asymptotique autour des modes sans flamme aiygp) avec un petit pa-
rametree directement reliea I'intensié de la eponse acoustique de la flamme.
Le grand avantage de cette approcb&ide dans sa rapiéitLa cetermination

des fequences propres par I'application de la formule analytigsaltante
requiert le calcul des modes sans flamme actives mais pratiquement aucun
calculs supg@mentaires. Lincorgnient de cette Bthode eside dans le fait
gu’elle ne peut offrir gu’'une approximation des modes sans combustion solu-
tion du probéme 4.32 et que, bien entendu, la g@atlie cette approxiamtion
sera fonction de la valeur du petit paratme utilis.

La suite de cette section e€digee en anglais et a do@e lieua un article

en cours de publication dans la revlernational Journal for Numerical
Methods in Fluid498]. Cette section constitue un exemple de validation de
la méthode de calcul des modes propres avec flamme aatkede d’'un
déeveloppement asymptotique (section 4.3.2). Le cas test elvesdgin tube
simple, contenant une flamme plane infiniment mince loealau milieu de la
configuration. La flamme induit non seulement un saut de éatpre moyen
mais constitu&galement un terme source thermoacoustique. Iciglegltats

de AVSP sont compésa des esultats analytiques. Le choix de la fonction de
transfert de flamme ne correspond pase configuration exgsimentale parti-
culiere, par contre, plusieurs valeurs de I'amplitude de la fonction de transfert
de flamme (qui pilote directement lagmision desé&sultats de la &thode en
questiona travers la éfinition de€) sont testes et notamment des valeurs de
configuration ealistes [67].

abstract

A new methodology to assess the effect of the flame/acoustics coupling on the
stability of the modes without combustion is presented. An asymptotic method
is used to account for the acoustic flame transfer function. The efficiency and
accuracy of the approach is demonstrated on an academic case similar to a
Rijke tube configuration.
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INTRODUCTION

It has been known for a long time that the coupling between acoustic waves
and flames in industrial systems can lead to high amplitude instabilities [8, 38,
99]. In addition to inducing oscillations of all physical quantities (pressure, ve-
locities, temperature, etc ...), these instabilities can increase the amplitude of
the flame motion and, in extreme cases destroy part of the burner due to large
heat transfer in the premixing tube. Since the equivalence ratio oscillates when
instabilities are present, there is a general trend for combustors to be more uns-
table when operating in the lean regime (more air injected than necessary to
burn the amount of fuel injected). Besides, due to new international constraints,
pollutant emissions must be reduced and many gas turbine manufacturers stra-
tegies consist in operating their systems under leaner and leaner conditions.
Consequently, there is a need to better understand combustion instabilities and
to predict them at the design level. The objective of this paper is to present a
methodology to predict unstable/stable thermo-acoustic modes of a combus-
tor. Since no assumptions about the geometry are required, this method can be
applied to realistic configurations [100]. The equations of linear acoustics are
first written in the case of three dimensional reactive flows and the problem is
closed by using flame transfer functions (which can be evaluated with Large
Eddy Simulation calculations on realistic configurations [94]. An asymptotic
expansion method is then developed in order to recover a classical eigenvalues
problem from these equations. Finally, the methodology is tested by computing
an academic example whose theoretical solution is known.

METHODOLOGY
Governing Equations

A suitable description of the thermo-acoustic instabilities can be derived by
making use of the perfect gas law and classical equations of fluid mechanics,
l.e. equations of mass, momentum and energy conservation. Besides, assump-
tions of constant mean pressure and low Mach number appear reasonable from
gas turbines observations. Moreover, since eigenmodes exhibited in practical
systems lie in the low/medium frequency domain, viscosity as well as ther-
modiffusivity may moreover be neglected. Under these assumptions, a wave
equation for small pressure perturbations may be derived [26] and reads :

aZpl aq/
- =—v-15 (4.33)

where primed and overbarred variables stand for the thermo-acoustic pertur-
bation and mean variables respectively whengasanddq stand for pressure,

0.(c20p)
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sound speed and rate of heat release. Note that the specific heat haso
been assumed constant for deriving this equation but the flow field fluctuations
are not supposed isentropic. Eq. 6.1 is thus relevant to any large scale of small
amplitude pressure fluctuations. Solving this equation requires a model for the
rate of heat release fluctuatiogsin order to close the problem. As suggested

by the seminal studies of Crocco [10, 11] the flame is modeled as a purely
acoustic element, neglecting the effects of local turbulence, chemistry or heat
losses. The simplest model reads :

q(Xt) _ U (Xret, t —T(X)).re
Q(X) - (2) lT(xref)-ﬁref

wheren; (X) is a local interaction index andX) stands for a time lag between

the local unsteady heat releagéX;t) and the acoustic velocity’ at a refe-
rence positior¥es and directionfes. The other variables introduced are the
local mean rate of heat releagX) and the mean speed at the reference point
U(Xef). This formulation generalizes the— T model [10, 11] used in the fra-
mework of one dimensional configurations with infinitely thin flames [26] to
the case of three dimensional flows with distributed combustion. Assuming
harmonic fluctuations of small amplitudg,= 0(p(X)e™'™), with i2 = —1,
equations 6.1 and 6.2 can be combined with the linearized momentum equation

iwpu = Opto give :

(4.34)

A . —1)q(X)p(Xret) Ul Tref ~
0.(@0p) + WP = (Y= D)aR)p(Xref)U(¥ret) ref A o (Kef)

Ny (X)

(4.35)
This latter equation together with proper boundary conditions constitutes the
eigenvalue problem satisfied by the harmonic fluctuatimsthie flow domain
Q bounded by the surfa@®) = 0Qp U0QynU0Qz. Three types of boundary
conditions have been considered :
— A Dirichlet conditionp'= 0 ondQp.
— A Neumann conditioni.i = 0, fi the outward normal unit vector aiQQy.
— An admittance type condition a2z which implies :

1 —ichpd

whereZ is the reduced impedan&e= p/(pcu.n).

Numerical approach

At first, the problem without source term is considered. This corresponds to the
case of an acoustically passive flame with zero unsteady heat refebkme
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however that the mean heat rele@sis not necessary zero. Consistently, the
mean temperature and speed of sound may still be functions of space. Using
the classical Galerkin finite element method to discretize the problem and as-
suming ¥Z = a1/w+ a2+ 03w, a1, 02, 03, complex constants, one ends up
with the finite dimension problem

[A][P] + w[B][P] + w?[P] = 0 (4.37)

where the matriXA] of sizem represents thél.(c?[)) operator andB] repre-

sents the boundary terms. [P] is the column vector whose components are the
values ofp at them nodes of the finite element mesh. The resulting problem is
not linear anymore (with respect ) but this difficulty can be overcome by
using a suitable variable transformation [97]. A classical eigenvalue problem
of size 2x mcan then be recovered and solved by an Arnoldi method [101].

Accounting for the unsteady combustion

The eigenvalue problem associated with Eq. 6.4 can not be solved directly by
classical methods developed for linear algebra. In the present approach, the
flame is considered as an element which slightly modifies the eigenmode wi-
thout combustion. Specifically, a global energy form of Eq. 6.4 is first derived
by multiplying this equation by and integrating oveR :

. N A — X i A A
J,P0@00) <oy = [ A 00 et (e v
(4.38)

We then define the expansion parameteﬂrv—i2 Joni(X)dV and seek for the ei-
genmodesw, P) of Eq. 6.4 as a first order expansion around the modes without
combustionwy, Po) :

W= W+ £y + 0(€?) (4.39)
p= Po+eP1+0(?) (4.40)

Introducing these relations in Eqg. 6.8 and keeping only first order terms give
the following equation :

[ ol (@0ep) +feprlav = —2e | Fenendv
+/ (Vﬁl)Q(x)(DpO-ﬁref)(zref)
Q

j0oT(X) 5
a(xref)a(xref)»ﬁref A (X)el pOdV (4-41)

The LHS term can be simplified by using a reduction order method [102] in
which p1 = poF1, F1 being a spatial derivable function. Thanks to this relation,
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the LHS term of Eq. 6.12 becomes :

— -

/ﬁo[D.(?Dsﬁl)-l-w%sﬁl]dV:s/a C?p3F..dS (4.42)
Q Q

which is obviously null oroQp sincepp = 0. Moreover the eigenmodes with
flame @, p) and without flame ¢, po) verify the same boundary conditions,
one can show tha]ﬂFl.d*S: 0 ondQy and that the following relation is valid
at the first order irt on0Qz,
- i(JOl
OF.dS= = 1-
! Z(wo) ( Z(

1 oz
) 0w

(wo)) ds (4.43)

Consequently, by introducing this relation in the RHS term of Eg. 6.13, an
expression for the perturbati@ay can be obtained :

fQ CT(X) pOnl (X)eiwor(X) (V— 1)(D pO-ﬁref> (Xref) dv
(% VT 52 dps (1__1 oz
P(Xret)U(Xret).Mref [2000 fQ podV—|— fan Z(wy) (1 Z(wo) aw((oo)>d8}

(4.44)

In the case where the denominator of Eq .4.44 is not null, this equation provides
a simple way to check whether an eigenmode without combusétipo) is
made stablel{(wp+&w;) < 0) or unstable(wg+£w;) > 0) by the coupling
with the unsteady flame.

EW =

ACADEMIC EXAMPLE OF APPLICATION
Description of the configuration and theoretical solution

The aforementioned method is tested on the configuration illustrated by Fig.
4.4. It deals with a two dimensional tube with a closed inlet, an opened outlet
and a mean temperature jump induced by a flame located at its middle. Since
the flame thickness is much smaller than the typical wave length, the flame is
considered as infinitely thin. Following the methodology of Poinsot and Vey-
nante [26], suitable jump relations across the flame provide a characteristic
relation matched by the pulsationof the longitudinal modes,

KL, 0.2, KL KL
cos(z)[ne"‘“smz(z) —SCOSZ(Z) +2]=0 (4.45)
wherek = w/c; stands for the wave number in the fresh gases. With the forma-
lism chosen in the second section, an eigenmode is unstable whéi{eyes
positive. Besides, the classical one dimensionalt model [26] used in Eq.

4.45 can be related to the model in Eq. 6.2 and :
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Flame (n, t)

N\

T1 =300K T2 =1200 K

INLET
OUTLET

0 xref L=0.5m

FIG. 4.4 — configuration retained for first order expansion method validation

éz(xref)

T - 1)cp(T2—Ta) " (4.40)
wherec, is the massic heat capacity at constant pressure. In this simple example,
Cp andy are considered spatially constant and are equal to.5004 1 kgt
and 14 respectively . In addition, following Crocco [10, 11], the heat release
fluctuations are coupled to the velocity fluctuations in the fresh gas. In this
academic example it means that the theoretical reference position required for
defining the flame transfer function is chosen immediately upstream the flame,

i.e. at the abscissges = 0.25m.

Application of the asymptotic expansion method

Although the configuration described in 4.3.2 is one dimensional, all the cal-
culations have been performed on unstructured two dimensional meshes with
triangular cells. Two kinds of mesh have been used : a first one with 561 nodes
and a second one, highly refined in the flame vicinity, with 5231 nodes. Two
main issues have been addressed :
— Optimal position of the reference point :
Because of the large temperature variation neat, the computation of
the acoustic pressure gradient at the reference point (see Eq. 4.44) is not
reliable in the vicinity of the flame. To overcome this difficulty, the reference
location has been taken as the closest grid point to the flame in the fresh gas
Viz. Xret = 0.24m for the 561 nodes mesh instead»@fs = 0.25m for the
theoretical model. The refinement in the second mesh allows a reference
position closer to the theoretical value(es = 0.249m. Table 4.1 shows
that the results obtained with the two meshes are in close agreement with
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the theory : as long as the gap between the theoretical and the numerical
reference location is small in comparison with the eigenmode wavelength,
accurate computation can be performed.

Xref = 0.24M | Xef = 0.249M | Xef = 0.25m
coarse mesh (561 nodes) | 2704 — 0.087 X X
refined mesh (5231 nodes)) 2713 —0.093 | 2714 —0.088 X
theoretical 2715—-0.098 | 2716—0.088 | 2716—0.088

TAB. 4.1 — Effect of reference position value and the grid resolution for the first eigen
frequency £ = 0.003,T = 10~%s. Cross “X” indicates unfeasable calculation.

— Validity domain with respect to expansion parametealue :
Three values of the expansion parameter are considered).003 ( =

0.01),e =0.33 (= 1.0) ande = 1.6 (n = 5.0) in any case the time de-

lay beingt = 10~“s. Eigen frequencies obtained in each case are compared
with theoretical solutions of Eq. 4.45. The results are available in Fig. 4.5
and displayed in the complex plane. As expected, the computed eigen fre-
guencies match the theoretical results for low values.ddiscrepancies
appear fore values close to one but the error on the real part of the eigen
frequencies is bounded to 15% excepted for the first mode awvithl.6.
Concerning the imaginary part of the eigen frequencies, the error is more
important but the stability of the mode, i.e. the sign of the imaginary part,
is always correctly predicted. Moreover, the third mode is always found the
most unstable. From these results, first order asymptotic expansion seems
to increase the shift induced by the flame in eigen frequency values but the
trend is correctly predicted even for expansion parameter values beyond its
theoretical application range €< 1).

CONCLUSION

A methodology to evaluate the stability of the thermo-acoustic eigenmodes
with an active acoustic flame has been proposed. Because of the particular
source term induced by the flame, a special treatment is required. An asympto-
tic expansion method used together a flame transfer function model allows to
assess how the unsteady combustion modifies the stability of the eigenmodes
of the system. This strategy is tested on an academic case. The method accura-
tely assesses the eigen frequencies for low to medium values of the expansion
parametee and seems to predict correctly the trend whenl. Further deve-
lopments will include the application to realistic gas-turbines configurations.
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FIG. 4.5 — Representation in the complex plan of the theoretical and computed eigen
frequencies

4.3.3 Prise en compte de la flamme active par une @hode
de point fixe

La principale difficuleé dans la &solution du prolme 4.32 &side dans la
dépendance &quentielle de la flamme. En admettant quig, frequence propre
rechercewy, la reponse acoustique de la flamm@" = AN (0xp) soit connue,
la dependance &quentielle de la flamme ainsi ég permet alors d’aboutirun
probleme aux valeurs propres similaaecelui de la section 4.2.2 :

{ (L—=N")p=—w’p

-+ Conditions Limites
Ce qui se traduit matriciellement de la mard suivante en reprenaré¢juation
4.23 avec conditions limites d’admittance :

(A+ Bz, —N"™) B+ wBz f+ (1 +Bz,) p=0 (4.47)

Avec N la matrice de I'ograteurd\(. Toutefois, la connaissance é" n'est

pas tleoriguement accessible puisqu’ellepgnd de la frquence propre re-
cherclee. Lidee ceveloppee dans cette section est donc de trouver un moyen
d’approcher cette valeur que I'on notekg?®.

Une preméreétape consista calculer laéponse de la flamme auéfjuences
déetermirees sans flamme active. On fait donc I'hypeth, comma la section
4.3.2, que la flamme active modifie avant tout la stabdiks modes par rapport
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a la situation en son absence. En particulier, on suppose quédegfrces avec
et sans flamme active (respectivemetet wp) sont suffisament proches pour
que la eponse de la flamm@((uwy) constitue une bonne approximation de
Ah. Cependant, il est endtat impossible d’avoir effectivement unetilde
I'erreur commise par cette substitution. Pour ésliera ce probdme tout en
ameliorant 'evaluation de\(*" etoxy,, on cherch@étendre la @marche initiale
en ayant recoura un processusétatif. Celui-ci consistea chaquettapek,
en la Bévaluation de I'approximatiomy, de la fiequence propre recheksh
en esolvant le proldime 4.47 dans lequel(@P est la Eponse de la flamme
a la frequencew_1) détermiréea I'étape pecedente. Au épart, la éponse
acoustique de la flamme utiéie est cell@valleea la frequence proprey sans
flamme. L'algorithme esté&trit ci-dessous :

k=k-1 L W) = Wk-1) — résolution de Z(L - N(Q)(m)) ﬁ(k+l) = —w(2k+1) ﬁ(k+1)

SiErr >£] /

Err = |0 1) — Wy

avecErr la variation de la valeur de ladguence d’'une @ationa une autre
ete la précision a@sitee sur la valeur de laéguence propre rechegh L'ini-
tialisation est @alie avec wyg) = wp. Cet algorithme dfinit donc une suite
recurrente de la formeg) = # (w_1)) avec¥ la fonctionnelle suivante :

Wk = F(Wk-1)

_ Bl < —L+ N(w(kfl))> Pk (4.48)

~

Bl Pk

Tout d’abord, on remarque que si I'algorithme converge,datiencey, ob-
tenue au final est alors pagfihition une fEquence proprac pres. En outre, il
est posssible de prouver mathatiquement la convergence de cet algorithme
si celui-ci est appligét a un voisinage du mode propre départwy. Cette
notion peutétre, dans le contexte de cette parti&gee de la mamire sui-
vante : on dira qu'un modewmy1), Bm+1)) Verifiant(L — N(wm))) Bme1) =
—oofmﬂ) P(m+1) €st proche du mode sans flamme actiwg, fio) si les deux
assertions suivantes sont vraies :
e Le mode perturbwy, se differencie du mode sans flamme actixgavant
tout par sa stabilé, le cecalage fequentieldw ) = Wy — wp sur la partie
réelle de la fequence propre induit par la flamme active est faible devant la

valeur de cette &quence :

0 (d0ym) )| < o (4.49)
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Cette hypotkse s’appuie sur de nombreuses obsvervationsrigmpntales
et est, entre autreséxifiee dans I'exemple applicatif du chapitre 7 de cette
étude.

e La perturbation sur la structure spatiale du moaepeutétre localement
importante mais reste globalement faible, la structure n’est donc pas bou-
leveree ce qui se traduit mamatiquement par la carécistque suivante
sur le produit scalaire dusgalage modapm; 1) = Pim+1) — Po €t du mode
propre initial :

1 1
~| [ (3p *Adv‘<:——/“ 0|20V
VQ‘/VQ( Pm+1))" Po G Vﬂlpo!

du point de vue matriciel, cette propt# s’écrit :

|(8B(my1)" Pol < |Bol® (4.50)

Encore une fois, cette propie est erifiee notamment dans I'exemple ap-
plicatif du chapitre 7 de cettetude.
Dans ces conditions, I'application duattoeme du point fixe [1034 la fonc-
tionnelle ¥ au voisinage de la équence proprey permet de prouver la
convergence de l'algorithme en question. La version de celui-ci adagi
casétudi est fournie ci-dessous :

Théoreme 4.3.1 (du point fixe)SoitV,, un voisinage dey, c’esta dire un
compact deC tel quevVw ) € Vo, le mode assoéia (W, bm)) verifie les
relations 4.49 et 4.50. Si(wm), 0 j)) € V4, IK € [0,1] tel que :

| F (@m)) — F ()] < Kloom) — oy

Alors la suitew,, 1) = F (W) converge.
Tout d’abord, on remarque que, d’'agrles relations 4.49 et 4.50, lesultat

suivant est obtenu :

f)|(_|m+1) Bmi1) ~ | Pol®

Dans ces conditions, la fonctionnelle retenue prend la forme suivante :

B3| F2(Wmy) = (Bo+BB(myn)" [—L +N(wm)](Bo+ SF(ms1))
= — P L3P(me1) + Fo N(6m) fo + P N(6m)3B(m-1) — 8P 1)L SB(me1)
+3 1 2)N (@) Bo + OB 2N () 8P(mi-1) — Bo L Bo — B, 1)L Po

—_——
_ 6|2 ~ .
w(z)|p0‘ —u%ép'("m+1>po
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Cette expression se simplifie grandement en tenant compte des ordres de gran-
deurs des difrents termes. Pour se faire on utilise une vitesse du son ca-
raceristigueccyr et une longueur caraatistiquelc,. Dans le cas non trivial

oU L dP(my1) # 0, on peutcrire :

2
Cear
2
Lcar

H

|ﬁg|—5ﬁ(m+1)| O |5f’(m+1) Pol

Ainsi, en tenant compte de I'hypatke 4.50, on enédiuit que :

| B L 8B(my-1)| < | Bh'L Po (4.51)

En appliquant le @me raisonnement aux termes faisant intervenidétageur
matricielN, il vient :
1 ~ ~ ~
FA(@m) ~ 1z (@6]Bol” + o N(cm) o) (4.52)
0
Ainsi, on peutéecrire :

| F (0my) — F (o))l

|F 2 (W) — F2(035)1/ (| F (wm)) + F (w}))])
5N (cam) o — BN (@) pol
|Bol (/%31 Bol2 -+ P N(m) Po -+ /31 Po[2 + PN(c;) o)

(4.53)

Cette expression peut encore se simplifier en tenant compte de l'ordre de
grandeur de l'oprateurN. Ce dernier s’exprime uniqguement sur la zone oc-
cupee par la flamme dont le volume correspondant e&Wig4. Par commo-
dité on se place dans le cas d’'une flamme aux ocaratijues homognes sur
Viiam- On appelle alors)car la valeur cara@ristique de 'amplitude locale de
la fonction de transfert dans la zone de flamme.Dans le cadre de I'utilisation
du mockle n— 1 classique (Eqg. 4.29), il apparait que la valeur de I'amplitude
de la fonction de transfert de flamme est de 'ordre de [&i83]). Afin de
dimensionner le paradtrenp dans une situationtola flamme épond parti-
culierement aux fluctuations acoustiques, on choisira la valeub dans la
suite du raisonnement. Dans ces conditions, on rappelle la relation 1.83 qui
permet d’obtenir le@sultat suivant :

~ YP  Sei
flear y_]-VfIamn
Near 0 2x10°Pam? (4.54)

En effet, dans le contexte des turbirgegaz, les valeurs deety sont typique-
ment de I'ordre de 1¥Paet 1.4 respectivement. De plus, la section&fénence
Set correspond gréralement la section de I'injecteur du bleur. Le volume
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Vtiam OCcue par la flamme se car&eise quand lui par une section moyenne
proche de&Se+ et par une longueur de flamrhg, qui dans notre contexte est
de I'ordre de 01 m.

Dans ces conditions, il apparait que :

~ ~ 1 A j Dﬁo(zref)
HN ~ —/ ) €9y —1)————"L RefdV
| B N (6m) Pol ‘VQ Vo PoNcar€ ™ (Y—1) R ref
Ncar ~ 12Vilam
D N _1

Toujours dans le contexte particulier aux turbidegaz,L,c est de I'ordre de
la taille de la configuratio®tudiee soit typiquement th, la densié au point
de eference est@gréralement prise dans les gaz fraisifi¥.e ) = 1kg.m2.
Dans ces conditions, il apparait que :

. ~ ~ 2 Vi
|56/ N(com) fo| O 106|I00|2W61m

Géréeralemenv¥sgm/Vq est du néme ordre qué ¢jam/Lac car la flamme peut
occuper toute la section, par céagsient dans une configuratidatisteVs am/Va ~
0,1. Compte-tenu des valeurs caittiques @ja choisies, la quence ca-
raceristiqgue assoée est donc de 'ordre de 56 ce qui permet dcrire :

| BN (o) Pol
3| fo|2

Dans ces conditions, I'expression 4.53 se simplifie comme :

01

195 (N (@)~ N(@)) fol
2v/2u0| fio|2

| F (0m)) — F (o)) ~ (4.55)

En consi@rant comme @oedement que la flamme est honeog et que ses
parangetres descriptifs y sont globalement constants, il vient :

. . V —1 |fpl? ,

185 (N(em) — N(@))) o] 0 am Y=L [P0l ) deomom
Vo p(xref) Lac
—n(w(n)eiw“”(“’“”) (4.56)

Cette derrére expression fait intervenir l&dendance &quentielle de I'oprateur
repesentant la fonction de transfert de flamme. Ceétpethdance est parti-
culiere car on consigte que les paradtresn et t ne sont @réralement fonc-
tion que deJ(w)et ce, pour deux raisons :
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e la partie imaginaire de laéiguence modifie les amplitudes des fluctuations.
Or, la fonction de transferétant le rapport de deux quaett fluctuantes
dont les composantes temporelles sont identiques, il est logique de penser
gue, dans le cadre d’'un melé linéaire, ce rapport n'est pas moéifar la
prise ne compte de la partie imaginaire dexfuence.

e d’un point vue pratique, seule les variations de la fonction de transfert de
flamme seloriJw sont connues. Il est difficile d’aédera la ponse de la
flammea une féquence noréelle pure. Le concept de "forcage complexe”
nécessiterait par exemple de pulaame féquence dorée tout en augmen-
tant les amplitudes d’'un facteur correspondala partie imaginaire choisie,
en pratique un cycle limite ou un endommagement dwesystserait vite at-
teint.

Dans ces conditions, on admettra quev) = n(0(w)) et 1(w) = (0 (w)).

Compte-tenu de I'hypotise 4.49, il est donc licite d’exprimer leur valeur en

W(m) a partir d’'un éveloppement limé autour dewy. La relation 4.56 €crit

donc au premier ordre €n(dwm)) :

195 (N(6am) = N(02) ) ol 0| (ne™) (cap) (& et ¥Ole) g Py e(en)

one“r D) T(0 (@)
+(0D7(Q))(D(w0))) (D(aw(m))e -
Viiam Y—1 |fol?

VQ 5(Xref) Lac

0(8w) )e*D@m)f(Wwo))) ‘ (4.57)
Quand bien ramen et1 ne cependent que dé(w), la partie imaginaire de la
frequence intervient malgrtout dans I'expression @edente. Toutefois, une
évaluation des ordres de grandeurs simplifie une nouvelle fois I'expression. En
effet, les valeurs habituelles desont de I'ordre de la milliseconde et dans les
cas de fortes instabilis renconfs au cours de cettgtude,0(w) ~ 10° Hz

Ainsi, on peutécrire :

e O(wm)1(0(w)) e—D(wj)T(D(ub))(1+ 80(0om) — j))T(0(wp)))  (4.58)

Avec, compte-tenu des ordres de grandé@msnés pecedementdl(wy,) —
j))T(0(wo)) =~ 0.1, d’ou

| B (N(wm)—N(wj)) fo| O ’(nei‘*“)(D(ub))ESD(w(m)—w(j))T(D(“b))efm(wmﬁ(m(m»
XVfIam y_l “50’2
Vo E(Yref) Lac

A l'aide des relations 4.55 et 4.59, la condition de convergence @ugime

(4.59)
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du point fixe sécrit :

| F (0m)) — F (0j))] - Olox SLI(0om) — wyj)
O [(n€“) (0 (wo))T(0(0xp))e~Hlen)tBwo)
o o] [(né) (0 (w0))t(0) (wo)) T
aneer e )t (wo)) OF (@) — @)
0 Wo e ((*)(J))T( (o))
Vilam __ y—1 (4.60)

Vo 2(005(%ef)|—ac

Comte-tenu des ordres de grandeugspdement introduits, nous allonétérminer
les conditions qui permettent de saitisfaire I@deme du point fixe. tout
d’abord, il appard que dans notre contexte :

Vtiam y—1
Va 2v20w0p(Xref)Lac

<10 °Paimst?

De plus,

OLI(0(m) — wj))
| W(m) — 03|

O (0(m) — wj))
|W(m) — 03|

—0(1) et —0(1) (4.61)

Enfin, compte-tenu des valeursge (@)1 B(@)) 2 par consquenta par-
tir du dimensionnement dg (Eq. 4.54), I'ordre de grandeur du premier terme
de droite de Equation 4.60 est le suivant :

[(€*™) (D) (w0))7(0 (@)

Xe41qnnm«m»5m“wmf‘w“”‘ 0 1Pamls  (4.62)
| () — 0j)|

Concernant I'ordre de grandeur du dekmie terme de droite de I'Eq. 4.60,
celui-ci sécrit :

‘(Gné”iauubﬁ)emwnﬁm«mném(“mw"w“”(m One™|
GD(w) |(D(m) —(A)(j)| ol ((A)(m))
Avec 8|n€“"| la variation maximale de la fonction de transfert de flamme.
Compte-tenu des ordres de grandeussgaents, la condition de convergence
de la neéthode de point fixe prend donc la forme suivante :

ojne”|

W, — F (0
7 @m) = F @)l 8 s 1 (4.63)
|00m) — 0| o0 (@m)

Géréralement, le écalage spectrale sur la parteelie est de I'ordre de la di-
zaine de Hertzs. Cela signifie doblqe“"| < 1P Pam~L.sce qui compte-tenu
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de la valeur decar autorise des variations de presque 100 % pour 'ampli-
tude de la fonction de transfert de flamme. Finalement, on voit que, e d@r
théo®me du point fixe et sous les conditions 4.49, 4.50 et 4.6Fkhode de
recherche des modes propres avec flamme active dite "du point fixe” converge
effectivement et, paréfinition, vers un mode propre de la configuratetadiée.
L'avantage de cette @thode eside dans le fait qu’elle converge effectivement
vers un mode propre avec combustion alors quedthode de @veloppement
asymptotique ne fournit qu’'une approximation de ce mode. Par contre son
inconvenient majeur &side dans son &b de calcul : chaqueétation de la
méthode du point fixe &essite un calcul de mode propre par AVSP. De plus,
en I'état actuel de AVSP, cette piure doitre epetee pour chaque mode.

4.4 Méthode algebrique de determination des frequences
propres

On s’attachex cecrire dans cette partie les principaux aspectétaigues de
la méthode utili@e dans AVSP. Comme le montre les chapitrésgaients,
résoudre le proBime aux valeurs propres assoail’ @quation de Helmholtz
avec flamme activeétessite dans tous les caséaalution d’'un prol#me aux
valeurs propres classique de la forme :

AX = AX (4.64)

AvecAc C™N xe C"etA € C. Pour se faire, on commence pé&ctire les ap-
proches classiques en s@méssand leurs propétes fondamentales mais aussi
a leurs insuffisances pour une applicatéograndeechelle. Enfin, la rathode
utilisée par AVSPa savoir la nethode de Arnoldi avec@initialisation impli-
cite, est aboréle en mettant e@vidence ses liens avec legthodes classiques.
On trouvera en annexe C des rappels ddblg relatifs aux diverses notions
aborcees dans cette section.

4.4.1 Meéthode de la puissance

La méthode de la puissance est I&timode de base pour obtenir d’'une ma-
trice A € C™" un vecteur propre et sa valeur propre assecElle introduit
également le principe de€iations successives de la matWceomme moyen
d’approximation de ses vecteurs propres et valeurs propres. En effet, recher-
cher les valeurs propres d’'une matriseonsiste par @finition a rechercher

les Zros du polydme carad@ristique correspondarga(A) = det(A— Al).

Le degé de ce polydme étantégala la taillen de la matrice, au-deal de
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n= 4 il n'existe donc pas de formule analytique permettantdenination
de mangére exacte des valeurs propres. L'approximation de ces valeurs ne peut
donc se faire que nueniguement.

Principe de la méthode

On consi@reA € C™" une matrice diagonalisable et dont la valeur propre de
plus grand module est unique. Le spectrédd8(A) = {A1,...,An}, peutétre
ordonre selon le module de ses valeurs propres :

Al > Pl = ol = > Al

On appelle[xy, X, ..., Xn] les vecteurs propres assesi La matricettant par
hypothese diagonalisable, tout vectepe C" peut se @composer sur une base
de vecteurs propres [93] :

= 01X+ 02X2 + ... + OpXn (4.65)
Si de plus, on choisi tel quea; # 0 alors, apésk applications de I'oprateur
A au vecteun, il résulte :
n g AK
Akq = Gl)\l](_(Xl + Z L] ) (4.66)

P
&1 1A}

Puisque\; est la plus grande valeur propre en module, on obédatlimite :

Aq = ainkxg

k—o0

En appliquant Akq I'opérateurA, il vient :

A(A%q) = a1 AKAX (4.67)
k_:m )\1G1)\|](_X1 (4.68)
=, (A9 (4.69)

On en eduit donc le esultat essentiel de cetteéthode,a savoir qu'’il est
possiblea partir d’'un certain nombre détations d’obtenir une approximation
du vecteurx; dont la valeur propra est la plus grande en module :

Agq = x (4.70)
qdiag = © (4.71)

En appellant respectivemegt) = Akg et AK) = g™ g~V rapproximation
du vecteur propre et de la valeur progréitérationk, il est possiblex I'aide
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de la relation 4.66 de confiee la vitesse de convergence du processus en
évaluant :

n

" =2 < ;

A

o Ak\n il

< o-amf 21 e
D’ou le résultat suivant :
I —xllz = of|Z[") @.72)
A0 Ay = o(‘;—ﬂk) (4.73)

On voit donc que la vitesse de convergence de I'algorithme déthade de la
puissance est pilétpar le rapport des modules de la seconde et de la @remi
valeur propre en module. Plu€tart entre ces deux valeurs sera grand et plus
la convergence sera rapide.

Variante de la méthode : méthode de la puissance inverse

La méthode de base permegdaluer la plus grande valeur propre en module
et son vecteur propre assegnais il eségalement possible d’obtenir par une
logigue similaire la valeur propre de plus petit module et son vecteur propre
assock. En effet, si en plus de sa diagonalisabjlia matriceA n’est pas sin-
guliere alors :

AX = AX = A Ix = )—1\x

Dans ce cas, si la valeur propre de plus petit modylest unique et si la
composant@, (Eq. 4.65) du vecteur initiad est non nulle alors I'algorithme
précédent peutre appligeéaA—* pour rechercher sa plus grande valeur propre
en module qui est donc/A,. La connaissance explicite d& ! n'est pas
nécessaire puisque chaquerétion du processus ne requiert que des produits
de matrice/vecteur. Ainsi, si I'on conitde vecteurp®b = A-k1q alors

pk = A~1pk-1 se céduit par la esolution du systme liréaire suivant :

AP =pt

Cette Esolution peut se faire par exemple par factorisation LU ou par une
méthode iérative [93, 104, 105].

Cette néthode peugtreétenduex la recherche d’une valeur propreAautour
d’une certaine valeup € C gracea un cecalage spectral. Sdil la matrice
définie par :

M=A—pl (4.74)
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Le probEme aux valeurs propres correspondaatist donc :
Mx = 9X (4.75)

Avecd = A — L. En choisissant un vecteur initipldapé au probéme pésent,
I'application de la nethode iérative inversa la matriceM permet donc dvaluer
sa plus petite valeur propfg . Du fait de la @finition deM, celle-ci sécrit :

1

i, 4 (4.79)
J

91

En appellant I'indice j tel que|A; — | = min|A; — |, la valeur propre dé la
J

plus proche d¢ s’obtient alors par la relation suivante :
AN =—U14+HOUA =31+ 4.77)

Le choix de I'une ou I'autre relatioaétant fait selon les cétres de l'utilisateur.
Une propréte importante du @calage spectral concerne la ragidie conver-
gence qu'’il autorise la méthode de la puissance selon la valeur doatage.
En effet, si I'on applique la relation 4.%8la matriceM 1, il apparat que :

(5)" - (5)1=0( i) (4.78)
AjESPA)-N,

Autrement dit si la valeur dp est tes proche d’une valeur propkede la ma-
trice A, alors la convergence esefrrapide. Cette pro@t est utili€e dans le
cas de rathode de l'ieration inverse de Rayleigh [105] dont le principe sera re-
pris dans d’autres éthodes develof@es dans les paragraphes suivants. Au lieu
de conserver la valewrdu cecalage fixe, I'iée est de lagactualisea chaque
itérations afin de la rapprocher de la valeur propre reckerehainsi acgérer

la convergence. En exemple, I'application de lathode de l'ieration inverse
de Rayleigh au calcul de la plus petite valeur propre en modidede A est
fourniea I'algorithme 4.4.1.

Initialisation : @ tel que||q©@ |, =1
pourk=1,2,...
Résolution de Af§Y = gk—b
Algorithme 4.4.1 Evaluation de = (qk—)H pk-1)
Résolution de(A — pl )rg = pk—b
q(k) —= rk
Irill2
fin

En outre, on peut montrer [105] que la suit&,q*) converge vergn, x,)
cubiquement, c’est dire qua partir d'une certaineétrationk on a :
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g% —xq)l2 = O(/|g™ —xq|3) (4.79)
IAn—Hcrallz = O(lbk —Anl?) (4.80)

En outre, il est difficile de confige pi€alablement le nombre détations re-
quises dans la gthode de la puissance pour atteindre avecdaipion esiee
une valeur propre et son vecteur propre car le processuesnd totalement du
vecteur initial.

4.4.2 Meéthode QR

Le principal inconenient de la rathode de la puissance est qu’elle ne peut
évaluer qu'un vecteur propre et une valeur praptea fois. On introduit dans
cette partie une autre grande classe éhwode a savoir la nethode QR, qui
permet d’obtenir non seulement plusieurs valeurs propres maisent'en-
semble du spectre d’'une matrice. Dans ce dernier cas de figure, elle constitue
alors la néthode deéférence. Toutefois, dans le cadre de la peaitique qui

nous inéresse savoir la recherche de quelques valeurs propres correspondants
aux premeres harmoniques d’'une configuration deencette rathode n’ap-

pardt pas la plus efficace et ne sera pas @#iselle quelle dans le code AVSP.

En revanche, les principes dont elle fait appel seront esseatialsrethode
finalement retenue.

Principe de la méthode

Cette nethode est foneke sur le teoeme fondamental de l&édomposition de
Schur [93, 104] :

Théoreme 4.4.1 (de la composition de Schur)Soit Ac C"™"alors il existe
V € C™" une matrice unitaire, et € C"™", une matrice triangulaire s\grieure,
tel que :

AV =VT (4.81)

Et dont lelements diagonaux de T constituent les valeurs propres de A. Cette
décomposition est apps cecomposition de Schur.

En outre, cette @composition n’est pas unique car les valeurs propres peuvent
apparére dans un ordre ahtoire sur la diagonale. Lagthode QR fournit un
algorithme permettant d’approcher nériguement cette@tomposition gice

a la factorisation QR de la matride (cf annexe C.2.2). Pour comprendre le
recoursa la factorisation QR, il suffit de tenter@tendre la rathode de la puis-
sance au calcul de plusieurs valeurs propres par exesnphaleurs propres.
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SoitM € C"™P une matrice regroupant vecteurs erifiant les hypotbses du
vecteur initial de la rathode de la puissance. Dans ce casespmn grand
nombre d’applicationk de la matrice &M, la matriceN = AKM est constitée

de p vecteurs quasiment coBaires au vecteur propre assxia valeur propre
de plus grand module. Par c@ugient, il n'est pas possible de cette nea@i
d’extraire plus d’informations sur les valeurs propres. Pour yadier, il suffit

d’orthogonaliser les vecteurs issus de chaque applicatighal@l et pour se
faire, la factorisation QR est un moyen d’y parvenir. On parle alorsé&tbode
d’itération orthogonale, I'algorithme assed@ist fourni ci-dessous :

Initialisation: M =QyRy; (Factorisation QR)
pourk=1,2,...
Algorithme 4.4.2 Z =AQ 1
QkR« =2«  (Factorisation QR)

fin

En gardant les @mes notations pour les valeurs propreAdEq. 4.65), on ap-
pelleDp(A) =Im{xy,...,Xp} le sous espace engeigrar lesp vecteurs propres
assoaes auxp plus grandes valeurs propres en module. A la condition que le
sous-espac@) vérifie Dp(A7)-NIM(Qo) = 0, c’esta dire que les vecteurs
initiaux ne soient pas orthogonaux aux vecteurs propres re@wsroh peut
montrer [93] que :

IMQJ = Dp(A) (4.82)

Lorsque cette @thode esétendue au calcul de I'ensemble du spectre, alors
les matrices finaleQy et Ry convergent respectivement vers les matri¢est

T de la decomposition de Schur d& La méthode QR peuktre vue comme
une mise en forme dirente et nu@riguement plus efficace de I'algorithme
de la nethode d'ieration orthogonale (algorithme 4.4.2). Classiqguement cette
méthode est applidee a la recherche de I'ensemble des valeurs propres de
A, on va donc consifer que toutes les matrices mises en jeu sésbrmais
carrees et de taille. En gardant les Bmes notations que celles utiiss dans
I'algorithme de la nethode d'’iEration orthogonale, on propose de construire
a chaque &rationk la matriceT, = Q! ;AQ«_1 qui peut sécrireégalement :

Tk = Q1 QxR = UkR« (4.83)

Comme le produit de deux matrices unitaires @asrest une matrice unitaire
cariee,Uy et R¢ apparaissent donc comme les matrices de la factorisation QR
deTy. De plus, la relation 4.83 implique que :

Tirr = QR AQ = (QF' AQ-1) (Qf! 1 Qk) = R (4.84)
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Ceci constitue donc l'algorithme de laéthode QR dont la description est
fournie ci-dessous :
Algorithme 4.4.3
Initialisation: M =UgRy  (Factorisation QR) et J= U} AUg
pour k=1,2, ...
Tk_1=UxR« (Factorisation QR)
Tk = ReUk

fin

Accélération de la méthode QR

La méthode QR peugtre acéléerée en utilisant une matrice H de Hessenberg
(voir Annexe C.1.1) au lieu d’'une matrice quelconque. En effet, une matrice de
Hessenberg est quasimeata subdiagonale ps, une matrice triangulaire, par
congquent sa factorisation QR egstdirapide par rappo@tune matrice pleine :
celle-ci ne ieEssite en effet que(n?) opérations au lieu d®(n®) opérations

[93]. De plus, on peut montrer que la forme de Hessenberg se conserve tout au
long de l'algorithme QR. Plus pcigment soitH est une matrice de Hessen-
berg, soitQ etR les matrices respectivement orthogonale et triangulaire issues
de la factorisation QR de H, alok = QR et surtoutH, = RQ estégalement

une matrice de Hessenberg. On voit donc que dans l'algorithme detleode

QR, si la matrice d'initialisationTy est Hessenberg alors toutes les matrices
Tk le seront aussi. La athode deé&duction sous forme de Hessenberg d’'une
matrice quelconque est fournie dans [93].

4.4.3 Methode de Arnoldi avec Eeinitialisation implicite

Le probEme physique p@sdans cettétudeétant la recherche des pramgs
harmonigues d’une configuration d@® il n’est donc paséatessaire de cal-
culer 'ensemble du spectre de la matrice C"*" repieésentant I'oprateur du
probleme po&. On cherche donc uneathode efficace permettant deatiser
une cecomposition de Schur partielle, c’estlire trouveN,, € C™™ unitaire
repesentant lesn vecteurs propres assésiauxm premeres harmoniques et
Tm € C™Mtriangulaire suprieure telle que :

Pour atteindre cebsultat, la réthode d’ieration orthogonale (algorithme 4.4.2)
introduite péc@dement et restreintem vecteurs peugtre utilie. Cependant,
d’autres néthodes plus efficaces existent, notammentéshode de Arnoldi.
Cette derrére est une extension de l&thode de Lanczos applige aux ma-
trices non hermitiennes [93, 105]. Dans le cas deé&thwode d'ieration ortho-
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gonale ou de la gthode QR (algorithme 4.4.3), I'orthogonalitles vecteurs
calcuks est obtenu& chaquetape par une factorisation QR qui ell@me re-
quiert 'application de matrices de Householder ou de Givens. Danétlzouie

de Arnoldi, I'orthogonaligé est directement obtenue par construction progres-
sive d’une matrice de Hessenberg dont I'ordre augmantbaque #ration.

L'id ée est d’appliquer &ativement la matric& a un vecteur de&partv; se-

lon I'algorithme 4.4.4.

Algorithme 4.4.4
Initialisation :  vi =vi/|[vi]]2; W= Aw; op = Vi'w
fp e~ w—vi0g; Vi (va); Hy — (a1);

pour k=12, ...
Bk = IIfll2; iy < fi/Bx
T Gify )
W Avj,1;
h<—\7j'11v!; fir1 < w—Vji1h;
Hj+1 < (Hj,h)

fin

Avec ejT de taille j et correspondari la transpose du j'®™e vecteur de la
base canonique. Ainsi au bout Kié&érations k > m), lesm derniers vecteurs
géreérés par l'algorithme @rcédent erifient la relation suivante :

AV = VimHm+ Em (4.86)

AvecEn = fkvE'\N/m. Ainsi, la relation 4.86 montre qua,chaquetape, les vec-
teurs dé/y, sont orthogonaliss de martirea approcher la forme déédomposition
de Schur partielle (Eq. 4.85). La convergence de cettegoiure s’explique par
le fait qu’elle correspond I'orthogonalisation de la base de Krylpw, Av, ..., Avy)
[93]. Par conéquent la rethode de Arnoldi peldtre vue comme une version
plus efficace de la pr@dure d’ieration orthogonale (algorithme 4.4.2) pour la
base de Krylov en question.

La bibliotheque ARPACK [101] imgmenée dans le code AVSP utilise cette
méthode de recherche de valeurs propres avec cependant en plus, @aem@oc
destireea reduire le nombre d'@rations. Cette dereie, appde "réinitialisation”,
consistea se doter priodiquement d’un nouveau vecteyrde construction de
la base de Krylov (le vecteur quaéfi'd’initial”) en se fondant sur I'informa-
tion issue des @rations pecedentes. Plus pcigment, au bout dkitérations,

k étant un nombre fix par 'utilisateur sous la seule contrailkte- m, la si-
tuation de I'Eq. 4.86 est obtenue. L&d est alors de construire un nouveau
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vecteur initialvy comme une combinaison Baire des vecteurs propres de la
matrice Hn, de I'Eq. 4.86. On &oriente ainsi le processus de l&tmode de
Arnoldi dans des directions pri@giees, I'acéleration est obtenue par le fait
que les vecteurs propres de la matiitgsont une prengire approximation des
vecteurs propres de la matriéeplutot que des vecteurs quelconques. Comme
la matriceHn, est de taillem (soit au plus quelques dizaines), le calcul des va-
leurs propres/vecteurs propres en question parateffecté par une rathode
QR (voir section 4.4.2). Lesdails et leséferences concernant cette pedare
sont fournis dans le guide d’utilisateur de ARPACK [101]. De par sa capacit
a calculer rapidement quelques vecteurs propres de configurations de grande
taille, cette néthode a donété retenue dans le code AVSP.
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Chapitre 5

Mise enevidence de modes
acoustiques tournants dans une
turbine a gaz

Contexte

Ce chapitre concerne une application de AVSP illustrantéigttde I'etude
des modes transverses de configurations noreac@gies. Ce chapitre montre
I'apport de AVSPal'analyse acoustique desultats issus de simulations némgues
aux grandegchelles eactives. La configuratiogtudée correspond une par-

tie d’'un dispositif exgrimentale compa@se d’une chambre de combustion de
section care et de son injecteur "swi'l (injection vorticielle du carburant et
du comburant ). Sur ce cas, latdrmination de la stabiétdes modes n’est pas
I'objectif principal de I'étude par coresjuent aucun terme source thermoacous-
tiqgue ne sera pris en compte par AVSP. On cheecheettre erévidence I'ori-
gine purement acoustique, et non hydrodynamique, de fluctuatiéssmant
une structure tournant autour de I'axe de gyme de la configuration. Cette
étude a fait I'objet d’un article en cours d’examination [1@8h revueCom-
bustion and Flamecrit avec Laurent Selle, Thierry Poinsot, Franck Nicoud et
Werner Krebs, le premier @etant I'auteur des calculs de simulation renques
aux grandegchelles. La suite de ce chapitre est dadigee en anglais et cer-
taines notations, propresl’article, sont diferentes de celles choisies dans les
précedentes section.

Abstract

Rotating modes are instabilities which are commonly observed in swirling
flows. This paper shows that, in complex geometry swirled combustors, such
modes can appear for both cold and reacting conditions but that they have

143



144

GHAPITRE 5:Modes tournants dans une turbine a gaz

different sources : while the cold flow rotating mode is essentially hydrody-
namic and corresponds to the well-known PVC (Precessing Vortex Core) ob-
served in many swirled unconfined flows, the rotating structure observed for
the reacting case inside the combustion chamber is not hydrodynamically but
acoustically controlled. The two transverse acoustic modes of the combustion
chamber couple and create a rotating motion of the flame which leads to a self-
sustained turning mode which has the features of a classical PVC but a very
different source (acoustics and not hydrodynamics). These results are obtained
using two complementary tools : compressible LES (Large Eddy Simulations)
which solve the turbulent flow and the acoustics simultaneously (but at a high
cost) and Helmholtz solvers which freeze the flow and extract only the acoustic
modes using linear acoustics assumptions.

5.1 Introduction

Large-Eddy Simulation (LES) methodologies constitute intermediate steps bet-
ween steady state calculations (RANS) and Direct Numerical Simulation (DNS)
[26]. During the past ten years, LES results have proved to be predictive for
non-reacting flows [107-111] and more recently also for reacting flows [30,
32, 112-115]. These results suggest that LES could be used in configurations
as complex as aero and industrial gas-turbines for the prediction of mean reac-
ting flows properties but also of flow instabilities. However, the CPU cost and
the restitution time of LES in these configurations do not yet meet industrial
requirements. Consequently, simpler tools must be developped so that their
joint use with LES enables a deeper understanding of the physics, thus redu-
cing the number of LES calculations. One such class of codes is Helmholtz
solvers which are commonly found in many research centers and companies
involved in thermacoustics research [26, 57, 116, 117]. These codes try to pre-
dict the frequencies and the structure of eigenmodes of the flow in the com-
bustor assuming harmonic perturbations around a frozen mean state [26, 57].
Obviously, Helmholtz appproaches require significant simplifications for the
flow and cannot be expected to provide LES-like accuracy for the flow. Howe-
ver, the acoustic analysis offered by Helmholtz methods is more complete than
the LES results : Helmholtz solvers provide all possible modes frequencies
and structure as well as their growth rates while LES will only evidence the
modes which appear for one given regime. Moreover, doing parametric studies
Is impossible with LES : knowing for example which exhaust nozzle or which
Helmholtz resonator can damp a given combustion instability is out of reach
of LES but can be done with Helmholtz solvers.
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Obviously, LES and Helmholtz codes are complementary methods to study
combustion instabilities and more generally unsteady combustion. In this pa-
per, the power of these combined tools is illustrated by considering a question
which is the subject of multiple discussions in the combustion community :
the existence and importance of rotating modes in swirling combustion [4, 32,
118]. It is well known that non-reacting swirling flows exhibit a variety of
unstable modes [29, 119, 120] : the Precessing Vortex Core (PVC) is one of
these modes (Fig. 5.1) for which the vortex axis destabilizes and spirals around
the vortex initial direction. Such instabilities are observed for unconfined non-
reacting flows [119] and also in the wakes of aircrafts [121-123] but also in
confined combustion chambers where they often dominate the turbulent acti-
vity in the absence of combustion [32]. Because these instabilities appear so
clearly for non-reacting flows, it is often assumed that they also dominate the
reacting cases. For example, gas turbine burner flows are often tested with wa-
ter to determine residence times and try to predict possible instabilities from
the observation of the cold flow modes. Whether modes observed in such water
channel experiments can be extrapolated to instabilities in the real combusting
situation is an important question. Note that PVCs are hydrodynamic instabili-
ties which usually do not couple with the acoustics of the chamber. In reacting
configurations, the acoustic generation due to the flame excites many modes
of the chamber, sometimes leading to rotating modes which look like PVC but
are actually due to the combination of transverse acoustic modes and not to
a hydrodynamic instability. This paper describes such a situation in a swirled
complex geometry combustor. The configuration is first presented. The LES
and the Helmholtz solvers are then rapidly described. Cold flow results are
discussed before presenting the computations for the reacting case.

5.2 Configuration

An important objective of this study is to present a methodology for the investi-
gation of flame / acoustics interactions and combustion instabilities in realistic
geometries. Therefore an industrial gas turbine burner (Fig. 5.2) mounted on a
square laboratory combustion chamber in Karlsruhe [124] is considered. This
burner is fed by two coaxial swirlers respectively called axial and diagonal
swirler. The axial swirler, including its vanes, is fully computed in the LES,
whereas the computational domain of the diagonal swirler begins at the trai-
ling edge of the swirling vanes [32]. This burner is mounted on an combustion
chamber with a square cross section (Fig. 5.3).



146

GHAPITRE 5:Modes tournants dans une turbine a gaz

5.2.1 Meshes

The computational domain is the same for both solvers (LES and Helmholtz)
but the number of mesh points can be drastically reduced for the computation
of acoustic modes with the Helmholtz solver : indeed, the spatial resolution
needed for LES is much higher than it is for the resolution of the first acous-
tic modes of the configuration in the Helmholtz computation. The grid for the
reacting LES calculation contains 2,381,238 cells while the grid for the Helm-
holtz solver contains only 70,214 cells. Consequently, the computational cost
of the Helmholtz solver is almost neglegible compared to the LES. The com-
putational time for the reacting LES is 280 CPU hours for one period of the
high-frequency instability on a SGI 03800, whereas the computation of the
first 13 acoustic modes with the Helmholtz code takes less than 10 CPU hours
on the same machine.

5.2.2 Boundary conditions

For such a study, boundary conditions must be well defined in terms of mean
flow but also of acoustic impedances which must be the same in both com-
putations (LES and Helmholtz). In this prospective study, purely reflecting
boundary conditions are imposed at the inlets and outlet of the computatio-
nal domain : the velocity profile is imposed at both axial and diagonal inlets
(Fig.5.2) and the pressure is imposed at the outlet of the combustion chamber
(Fig.5.3).

5.3 Numerical tools

5.3.1 LES solver

The solver used in this study (www.cerfacs.fr/cfd/avbp.html) has already been
validated and used in numerous studies for turbulent flows both non-reacting
[109, 111, 125, 126] and reacting [32, 94, 127-129]. A description of the pa-
rallel solver can be found in [130] and its key features for this study are as
follows. The code solves the compressible Navier-Stokes equations which al-
lows to take into account acoustics. The Thickened Flame model for turbulent
combustion [32, 128] enables the resolution of the flame front on typical LES
meshes (whose characteristic cell size are usually much larger than flame thick-
nesses) while allowing ignition and extinction. This feature is of major interest
in the computation of combustion instabilities since parts of the flame front can
alternatively be quenched and re-ignited during the instability cycle. Accurate
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boundary conditions [94, 131] are mandatory for the prediction of unstable re-
gimes since the acoustic impedances at the boundary drive the acoustic losses.
Characteristic boundary conditions are used in the LES for all inlets, outlets
and walls [73, 130]. The use of unstructured meshes enables the computation
of complex geometries. The use of a high order numerical scheme [96] with
minimal dispersion and dissipation is a key feature for the computation of tur-
bulent flows, but also for the accurate resolution of the acoustic waves.

5.3.2 Helmholtz solver

If the reactive Navier Stokes equations are linearized around a mean state (in-
dex 0), the general form of the Helmholtz equation is obtained [26, 57] :

02 dcor
D-(CZDp’)—ﬁp’:—(y— 1)T—ypoDU:U (5.1)

wherep' is the pressure perturbationy is the unsteady local heat releapg,

is the average pressure and the local sound speed.changes considerably

in a reacting flow : it depends on the local valueypbn the mean molecular
weightW and on temperaturec:= (yRT/W)Y/2 whereR = 8.32uSI. The two
forcing terms in the RHS of Eq. 7.1 are related to the outsteady combustion and
turbulent noise respectively. To obtain this equation, the following assumptions
are needed :

Low Mach number flow

No volume forces

Linear acoustics (i.e. small perturbations)

Large scale fluctuations.

Homogeneous mean pressure.

Constant polytropic coefficiert

The wave equation is usually not solved in the time domain but in the frequency
domain by assuming harmonic pressure variations at frequieaay/ (2m) for
pressure and for local heat release perturbations :

p' = 0O(P(x,y,2) exp(—iwt)) (5.2)

Wr = D(er(x,y,Z) exr‘(_id)) (53)

with i2=—-1
Introducing Eq. (7.8) into Eq. (7.1) and neglecting the turbulent noise com-
pared to the combustion forcing leads to the Helmholtz equation where the
unknown quantities are the complex pressure oscillation ampli®ide fre-
quencyf and the heat release amplitude fi€l§l :
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0 (COP) + P =io(y—1)Qf (5.4)

This equation is the basis of three-dimensional Helmholtz codes. Knowing the

sound speedc] distribution,i.e. knowing the local composition and tempera-

ture, it provides the eigen frequencieg and the associated structure of the

modeP,(x,y,z). At this point, two approaches of increasing complexity are

found :

e First, the effects of the unsteady combustion can be neglected by setting

b = 0. This is equivalent to finding the eigenmodes of the burner, taking

into account the presence of the flame through the mean temperature field
but neglecting the flame effect as an acoustic active element.

¢ In a second step, the active effect of combustion can be taken into account if
a model linkingQ; andP’ can be derived to close Eq. (5.4). This is usually
the difficult part of the modeling because it requires the determination of the
transfer function between acoustics and flame.

For the present study, the active efffects of the flame were negleRtee-0)

and a parallel iterative solver was used to solve Eq. 5.4 on hybrid meshes [101].

The required mean fields of sound speed is obtained by post-processing the

LES results for the reacting flow so that the effect of the flame through the

mean temperature field is properly accounted for. Details about solving Eq. 5.4

with general boundary conditions and acoustically active flame are discussed

in [98, 100].

5.4 Non-reacting flow : low-frequency rotating mode

For the non-reacting regime, pure air is injected in both axial and diagonal
swirlers. The air is pre-heated g = 323 K. The LES results have been
successfully compared to experimental data in a previous paper [32] in terms
of mean andmsvalues for both axial and tangential velocities. The agreement
between LES calculations and experimental results is good for the mean flow
and the focus is set here on the analysis of unsteady phenomena and especially
of turning modes.
To begin this analysis, the acoustic modes of the configuration, computed with
the Helmholtz solver for the non-reacting regime are first listed in Tab. 5.1 :
e Modes number 1 and 2 correspond respectively to tlevitave (Fig. 5.4)
and ¥4 wave (Fig. 5.5) longitudinal modes of the configuration.
e Modes number 3 and 4 (Fig. 5.6 and 5.7) are the ty@®wave tranverse and
1/4 wave longitudinal modes of the combustion chamber : their frequencies
are equal because the chamber has a square cross-section and the burner is
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axisymetric.
e Mode number 5 (Fig. 5.8) is the/8 wave longitudinal mode.
e Modes number 6 and 7 (Fig. 5.9 and 5.10) are the tyi®Wave tranverse

and 34 wave longitudinal modes of the configuration.
Considering now the LES results, the first obvious observation is that the ins-
tantaneous flow does not follow the symmetries of the geometry : since the
burner axis is on axis of symmetry for the burner and the chamber, one would
expect the radial components of the velocitya(idw) to be zero on the burner
axis, apart from turbulent fluctuations. However, plotting the third component
of the velocity at point A.e. on the burner axis (Fig. 5.3) shows that the sym-
metry is broken by a strong harmonic oscillation (Fig. 15 in [32]). The fre-
guency of this oscillation id¢qg = 275 Hz. This mode was also observed in
the experiment at Karlsruhe University [124] at the frequefigy= 255 Hz.
The frequencyfqq Of the velocity oscillation on the burner axis does not
match any of the frequencies listed in Tab. 5.1 showing that this oscillation
is not an acoustic mode. It is thus suggested that the unsteadiness is caused by
a hydrodynamic mode, which can be caracterized in terms of Strouhal number :
St= fD/upyk, Wheref is the frequency of the instabilitd the burner diame-
ter andupyk the bulk velocity. For the present mo8e= 0.62, which is typical
of PVC in swirl flows [29, 119, 120]. Fig. 5.1 presents a generic PVC : the vor-
tex due to the swirling motion, originally aligned with the burner axis breaks
down at point S in a spiral form. This structure rotates, as a block, around the
burner axis. The PVC can be tracked in the LES (Fig. 5.11) by the low pressure
region near the vortex axis. In this configuration, the sense of winding of the
spiral is opposite to that of the swirl (which is the same for axial and diago-
nal swirlers). However, the whole structure precesses in the same direction as
the global rotation of the flow. In conclusion, the cold flow is dominated by a
hydrodynamic mode (PVC) in which acoustics play no role.

5.5 Reacting flow : high frequency rotating mode

For the regime considered here, the diagonal swirler is fed with premixed me-
thane/air while the axial swirler injects pure air. Both flows are pre-heated to
673 K and the global equivalence ratiogis- 0.5.

5.5.1 Analysis of LES results

The 275 Hz PVC evidenced in the cold flow is not present any more in the reac-
ting regime which is considered here [32]. However, plottingt point A, after
the PVC has vanished (Fig. 5.12) shows that the symmetry of the flow is still
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broken by a strong harmonic oscillation. This oscillation dominates the turbu-
lent fluctuations and its frequency is determined through a FFT of the velocity
signal on the burner axis (Fig. 5.13)fsot = 1198 Hz. Plotting the pressure
field in a plane normal to the burner axis (Fig. 5.14) shows that this high fre-
guency oscillation now corresponds to a rotating transverse mode : the points
of minimum and maximum pressure are rotating around the burner axis at the
frequencyfqt. Even though this mode is "turning” like the PVC observed wi-
thout combustion, it is not hydrodynamically but acoustically controlled. Its
frequency is not determined through a Strouhal scaling based on the burner di-
mension but through the acoustic eigenmodes of the chamber as shown in the
next section.

5.5.2 Reconstruction of the rotating mode using acoustic ei-
genmodes

As for the cold flow, the list of the first eigen frequencies in the reacting regime
are presented in Tab. 5.2. Though the frequencies are different (due to the in-
crease in the temperature), the structure of these modes is exactly the same as
for the cold flow €.f. Sec. 5.4 and Fig. 5.4 to 5.10) ; and they are not repeated
here.

Modes 3 and 4 are transverse modes sharing the same frequency, 1192 Hz,
very close to that observed in the LES. It is possible to show that the rotating
mode observed in the LES is actually the combination of these two modes (3
and 4). The pressure fluctuations induced by modes 3 and 4 can respectively
be written :

P3 (XY, Z,t) = Agcos(wat + @z) F3 (X, Y, 2) (5.5)
P4 (XY, 2 t) = Ascos(wat + @a) F4 (X, Y, 2) (5.6)

whereF is the mode shapé, the amplitude angy the phase for mode number
i. Combining Eq. 5.5 and 5.6 with equal amplitudas £ A4 = A) but shifting
mode 4 by 90°¢3 = 0; @ = —1/2) leads to :

p'(X.Y,Zt) = A(F3(X,Y,2) cos(wat) + F4 (XY, ) cos(wat —11/2))  (5.7)

As the mode shape is a direct output of the Helmholtz solver, the result of
Eq. 5.7 can be reconstructed to generate the temporal evolution of the mode.
This result is plotted in Fig. 5.15 and shows exactly the same structure as the
rotating mode evidenced in the LES even though the pressure field obtained
by LES displays slightly more complex patterns probably due to turbulence
(Fig. 5.14). This proves that the high-frequency rotating mode evidenced in
the LES of the reacting regime is the combination of the first two transverse
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acoustic modes of the combustion chamber, with equal amplitudes and a phase
difference ofrt/2. Despite the fact that this result does not say why there trans-
verse modes combine in this manner, it proves the acoustic nature of the turning
mode for the reacting case.

5.5.3 Influence of the rotating mode on the flame shape

The objective of this section is to show that in the LES, the shape of the flame
is strongly affected by acoustic velocity fluctuations. The 1198 Hz mode is not
simply forced by combustion. It also affects the flame itself leading to a self-
sustained three-dimensional oscillation. These perturbations can be reconstruc-
ted from the Helmholtz solver results using the mass conservation equation for
the fluctuations : /
u' = D_p (5.8)
ipw
Combining Eq. 5.7 and Eq. 5.8 allows the reconstruction of the velocity per-
turbations corresponding to the acoustic rotating mode. Fig. 5.16 is a plot of
axial-velocity fluctuations at the burner mouth generated by the rotating mode.
At a given phasep = wt of the oscillation, the amplitude of the fluctuation
is maximum at two locations close to the burner outer side and on opposite
sides of the burner axis. At these two spots the axial velocity fluctuations have
opposite signs. This pattern rotates around the burner axis at the frequency
fhot = 1198 Hz.
The axial velocity fluctuations induced by the rotating acoustic mode occur
at a critical location in the flow field : the burner mouth. Such fluctuations at
a sudden expansion are known to generate vortex rings which can distort the
flame front. This occurs in the present configuration : as shown in Fig. 5.19
the flame is distorted by a coherent structure in phase with the acoustic mode.
The vortex is not toroidal as for vortex rings but has a spiral form which is the
combination of two motions :

1. the rotating mode
2. and the convection by the mean flow field.

For a final quantitative validation of the structure of this mode, the phase of the
axial velocity fluctuations from LES and Helmholtz solvers are now compared.
Fig. 5.17 presents the pressure fluctuations at goif#tig. 5.3) which is used

as the phase reference to synchronize LES result with Eq. 5.7. Fig. 5.18 is
the comparison of axial velocity fluctuations at pdi{Fig. 5.3). The average
velocity is substracted from the LES signal, and the fluctuations are normalized
with a unique normalisation :
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e The phases for the two solvers match exactly showing the power of the
Helmholtz solver to predict acoustically induced velocity fluctuations.

e The fluctuations oti are strongly dominated by the acoustics showing that
this flow is not dominated by turbulence but by acoustics.

e This result has implications for simulation : as this flow is obviously acous-
tically driven, the accurate computation of acoustic waves (low dispersion
of numerical scheme, accurate boundary conditions) may be as critical as
the modeling of the subgrid-scale turbulence.

5.6 Conclusion

Large-Eddy Simulations (LES) of an industrial-size burner mounted on an aca-
demic combustion chamber were conducted in both reacting and non-reacting
regimes. The work focuses on the analysis of rotating modes evidenced in both
LESs (cold and reacting). The joint use of a compressible LES solver and a
Helmholtz solver enables the determination of the nature of these instabilities :
e For the cold flow the rotating mode is due to an hydrodynamic instability
typical of swirling flows : Precessing Vortex Core (PVC). The Helmholtz
solver shows that the frequency of this instability (275 Hz) does not cor-
respond to an eigenmode of the configuration but can be predicted using a
Strouhal scaling based on the bulk velocity and the burner mouth dimension.
¢ In the reacting regime, the flow still exhibits a rotating mode but at 1198 Hz.
This mode is not hydrodynamic : it is acoustically controlled by a combi-
nation of the first two transverse modes of the combustor at 1192 Hz. The
identification of the rotating mode as an acoustic mode is confirmed by the
pressure fluctuation field : the complex structure of this mode evidenced in
the LES can be successfully reconstructed from Helmholtz solver results.
This study suggests that a numerical prediction of turbulent combustion insta-
bilities in a gas turbine requires :

1. A compressible LES solver : though the non-reacting part of this study
could have been conducted with an incompressible solver, taking into
account the acoustic waves is mandatory for the reacting case.

2. The joint use of two solvers (i.e. LES and Helmholtz). The Helmholtz
solver explains the acoustic structure evidenced in the LES simulations
by allowing the identification of all possible modes.

In the case of turning modes in swirled combustors, these two tools show that
such modes can indeed be observed both for cold and reacting flows but that
their nature is very different : for the cold flow, the rotating mode is an hy-
drodynamic mode but it becomes acoustically controlled when combustion is
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activated. Such an information is useful to understand the behavior of the com-
bustor but also to help design which is often based on cold flow observation to
study instabilities.
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Tables

Mode number 1 2 3 4 5 6 7
eigen frequency (Hz) 98 3306 5287 5288 6046 6418 6419

TAB. 5.1 — List of eigen frequencies for the non-reacting case.

Mode number 1 2 3 4 5 6 7

eigen-frequency (Hz) 158 7502 11922 11924 13496 14479 14481

TAB. 5.2 — List of eigen-frequencies for the reacting case.
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Figures
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FIG. 5.1 — Schematic representation of a generic PVC.

Diagonal swirler .
Inlet boundaries

inlet . g .
\ of the computational domain

Axial swirler
inlet

FiG. 5.2 — Burner.



156 GHAPITRE 5:Modes tournants dans une turbine a gaz
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FIG. 5.3 — Computational domain.

FIG. 54 — Mode number 1 is theFic. 5.5 — Mode number 2 is the
1/4 wave longitudinal acoustic mode’( 3/4 wave longitudinal acoustic mode’(
modulus). modulus).
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FIG. 5.6 — Mode number 3 is theFic. 5.7 — Mode number 4 is the
1/2 wave transverse iry direction, 1/2 wave transverse irz direction,
1/4 wave longitudinal acoustic mode’( 1/4 wave longitudinal acoustic mode’(
modulus). modulus).

FIG. 5.8 — Mode number 5 is the/8 wave longitudinal acoustic mode’ (modulus).
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FIc. 5.9 — Mode number 6 is theFiGc. 5.10 — Mode number 7 is the
1/2 wave transverse iry direction, 1/2 wave transverse irz direction,

3/4 wave longitudinal acoustic mode’( 3/4 wave longitudinal acoustic mode’(

modulus). modulus).

Diagonal swirler inlet
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Swirl winding sens

Axial swirler vanes

FIG. 5.11 — Visualisation of the PVC in the LES by a pressure iso-surface.
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FIG. 5.14 — Transverse structure of the high-frequency rotating mode in the reacting

LES. Pressure minimum and maximum are rotating around the burner axis.
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FIG. 5.15 — Transverse structure of the rotating mode reconstructed from the Helm-
holtz code results using Eqg. 5.7.
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FIG. 5.17 — Normalised pressure fluctua-
tions at pointC in the LES (solid) and
from the Helmholtz solver (dashed).
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FIG. 5.18 — Normalised axial velocity
fluctuations at poinB in the LES (solid)
and from the Helmholtz solver (dashed).
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FiG. 5.19 — Distortion of the instantaneous flame front. Axial velocity fluctuations
at the burner mouth, caused by the rotating acoustic mode, generate a helix shape
vortex.
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Chapitre 6

Calcul des modes propres d’'une
turbine annulaire experimentale
avec flamme active : application de
la methode asymptotique

Contexte

Cette partie concerne I'application du code AV&Ene configuration exgsimentale

correspondard une turbine annulaire instaéé au Lehrstuhlifr Thermodyna-

mik de l'universie technique de Munich. Cette applicatiogta réalie dans

le cadre d’'une codgration et d’'unéchange entre le laboratoire bavarois et le

CERFACS. Je remercie donc le Prof. Polifkd’origine de cette collaboration,

et tous les membres du Lehrstutit Thermodynamik pour leur acceuil et leur

disponibilitt qui ont ainsi permis de cor@tiser cette opporturiitd’€changes

fructueux. Ce chapitre ainsi que I'annexe correspondante (Annexe D) sont ex-

traits d’un rapport techniqué&dige en anglais faisant suitecette coogration.

Les principaux aspect®delopgs dans cette partie sont les suivants :

¢ la mise en pratiqgue de AVSP sur une configuration non @wéglie. Cette
dernireétant compase d’'un plenum et d’'une chambre de combustion an-
nulaires reles entre eux par douzetbeurs munis d’injecteurs swes, ce
type de configuration constitue donc un exemple typique d’application fu-
ture de AVSP dans un contexte industriel. Ce chapitre a donc pour premier
objectif de montrer la capaéitdu codea prendre en compte ce genre de
géonttrie.

¢ la prise en compte de dédfentes hypotses de maalisation acoustique et
de leur impact sur la valeur des modes propres. En particulier, oBregsge
al'influence sur la valeur des modes propres de la prise en compte du swirler
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et de la formeealiste du front de flamme en comparant kesultats obtenus
avec ceux correspondaatune configuration simple sans swirler et avec un
front de flamme plan.

e |'applicationa une configuratioréaliste de la rathode asymptotique @senée
a la section 4.3.2 pouréterminer la stabilé des modes de la turbines. Le
point essentielgside dans la possib#itd’utiliser des mesures eepmentales
de fonction de transfert de flammealises sur la configuration en question
par Klaas Kunze au cours de sase. Par ailleurs, plusieurs hypesies
de mocklisation ontete tesées en comparant leésultats obtenus avec une
flamme consiérée acoustiquement mince et ceux obtenus avec une fonction
de transfert de flamme non compacte.

6.1 Introduction

It has been known for a long time that the coupling between acoustic waves
and flames in industrial systems can lead to high amplitude instabilities [8, 38,
99]. In addition to inducing oscillations of all physical quantities (pressure,
velocities, temperature, etc ...), these instabilities can increase the amplitude
of the flame motion and, in extreme cases destroy part of the burner. Since
the equivalence ratio oscillates when instabilities are present, there is a general
trend for combustors to be more unstable when operating in the lean regime
(more air injected than necessary to burn the amount of fuel injected). Besides,
due to new international constraints, pollutant emissions must be reduced and
gas turbine manufacturers need to operate their systems under leaner and lea-
ner conditions. Consequently, there is a need to better understand combustion
instabilities and to predict them at the design level. The objective of this study
is to present and test a methodology to predict unstable/stable thermo-acoustic
modes of a combustor based on a two stpdf approach. At first the problem wi-
thout reactive flows is considered. The resulting eigenvalue problem is solved
by classical Arnoldi method. Then, the problem with combustion is treated by
performing an asymptotic expansion around the state without active acoustic
flame. This method is tested on realistic test rig used by Klaas Kunze [69]
during its PhD at the Lehrstuhlif Thermodynamik Technische Univegit
Munchen. The starting point of this study deals with calculations of the com-
bustion eigenmodes without acoustic flame. Different conifurations are retai-
ned in order in order to investigate the relevance of some assumptions on the
geometry or on the mean field. Finally, a flame transfer function experimen-
tally measured is introduced into the acoustic code and results are compard
with experimental data.
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6.2 Description of the thermo-acoustic code

6.2.1 Governing Equations

A suitable description of the present problem can be derived from perfect gases
assumption and classical relations of fluid mechanics, i.e. from equations of
mass, momentum and energy conservation. This last one is required in the reac-
tive flows framework since flow isentropy is not verified. Besides, assumptions
of constant mean pressure and low Mach number appear reasonable from gas
turbines observations. In such devices, mean speed flow value in front of sound
speed is known to be very low in the whole geometry excepted at the outlet
combustion chamber where nozzle impedance conditions extracted from lite-
rature [36] can be applied in order to keep a realistic model. Since eigenmodes
exhibited in gas turbines lie on the low/medium frequency domain, viscosity as
well as thermodiffusivity may morever be neglected. Under these assumptions,
a dimensionless wave equation for small pressure perturbations, that is to say
for linear acousitcs, may be derived in the same way as peformed by Poinsot
and Veynante [26] and reads :

P 62 / a-/
0.@00) - 55 =-(v-15 (6.1)

where primed and barred variables stand for respectively dimensionless acous-
tic perturbation and dimensionless mean variables whereasy and res-
pectively stand for pressure, sound speed, specific heat ratio and rate of heat
release. Solving Eq. 6.1 requires a model for rate of heat release fluctuations in
order to close the problem. As suggested by the seminal studies of Crocco [10,
11] the flame is modelled as a purely acoustic element, neglecting the effects
of local turbulence, chemistry or heat losses. Specifically, rate of heat release
is modelled as

q’(iref,t) =n (Y)U/(Yref,t—'[(x)).ﬁref (6.2)

The parameter(X) stands for a time lag between unsteady heat relgégegs,t)
and the acoustic velocity at a reference positiokies and directiories. This
formulation generalizes the— 1 model [10, 11], used in the framework of
1D configurations with infinitely thin flame [26] to the case of 3D flows with
distributed combustion. Assuming harmonic fluctuatiopis= 0 (p(X)e 1<)
with j2 = —1, and using linearized Euler equation lead to the following rela-
tion between acoustic speed and pressure,

0p = jwpd (6.3)
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By combining equations from set(6.1)-(6.3), it yields :

-1 :
0.@08) + p= L V0O 00p A (%er)  (6.4)
P(Xret)
This last equation constitutes the eigenvalue problem to solve. Mean variables
and flame transfer parameters can be provided by LES calculations. The aim
of this study is to find the first eigenmodes, i.e. first harmonics, associated with

this equation.

6.2.2 Numerical approach

At first, the problem without source term is considered. The flame is then
viewed as an acoustical passive element but can still induce variations in the
mean temperature field. In this case, the numerical eigenvalue problem inheri-
ted from Eq. 6.4 with a null RHS term takes the following form :

Ap=—u’p (6.5)

WhereA is a matrix representing the:(c’0))” operator and the boundary
conditions. The numerical scheme used is finite-element method of Taylor-
Galerkin of order two directly inherited from an LES solver [96]. Since the
study is interested on large wave lengths, a higher order scheme is not needed.
Three types of boundary conditions are retained :
— An "atmospheric” acoustic pressure condition whpre 0. It numerically
corresponds to a Dirichlet condition.
— A wall” acoustic condition wher@.fi = 0 with fi the orthogonal normal to
the wall. It numerically corresponds to a von Neumann condition.
— An admittance type condition :

1 pcd.d
Z= 5 (6.6)

The two first boundary condition types lead to a classical eigenvalue problem
and can be solved with an Arnoldi method provided, for instance, by ARPACK
software [101].

From Eq. 6.3, it can be deduced that admittance condition is a frequency de-
pendent boundary condition. Eigenvalue problem issued from Eq. 6.5 has then
to be modified as follows,

AP+wB.p+w?p=0 (6.7)

where matrixB represents fluxes of20p” incoming from cell faces located
at the admittance boundaries. The resulting problem is not anymore linear (in
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respect withw?) but this difficulty can be overcome by using a suitable variable
transformation [97]. A classical eigenvalue problem can thus be recovered but
with a doubled size in comparison with original situation.

6.2.3 Numerical issue with combustion and asymptotic ex-
pansion

Eigenvalue problem associated with Eg. 6.4 can not be solved directly by clas-
sical algebraic methods. Indeed, the kind of non linearity induced by expo-
nential term requires a specific treatment. The approach retained in this study
deals with asymptotic expansion. It means the acoustic flame is considered
as a perturbation phenomenon of the situation without combustion, therefore,
information about eigenmodes with flame will be retrieved from eigenmodes
analysis without combustion. Besides, as suggested by global acoustic energy
budgets [26], eigenmode stability is determined by accounting of the whole
spatial distribution flame and the boundary losses. Two consequences arise
form this consideration : firstly, the asymptotic expansion can not be applied to
the local equation 6.4 but on the corresponding acoustic energy balance equa-
tion in the domain studied,

n (X)el D(er®) POP.Are (Xre)dV

(6.8)
secondly, the expansion parametdras to be relied on the global behaviour
of the flame, hence the following definition :

A 2 A 2 A o (V— 1)
/Qp[D.(c 0p) + wp|dV = 0 P%er)

e— /Q n(Q)dV 6.9)

Eigen frequencies and eigenmodes p) of Eq. 6.4 can then be searched as a
first order expansion around the modes without combustinnfo),

W= 0o+ £y + 0(€?) (6.10)

P = Po+eP1+0(e?) (6.11)

introducing these relations in Eq. 6.8 and keeping only first order terms give
the following equation :

/Q Po[0.(2Tepr) + whepr)dV = —28/Q pEuwowdV

(V 1> e i0(wo)t(X) 5 A
+/ p(iref)nl( ) PolPo f( é@) 9)
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The LHS term can be simplified by using a reduction order method [102] in
which p1 = poF1, F1 is a spatial derivable function. Thanks to this relation, the
LHS term of Eq. 6.12 becomes :

/po (CPOepy) + wiepr]dV = /a c?pieFdS (6.13)
Q

Since eigenmodes with flameo(p ) and without flame @, po ) verify the
same boundary conditions, it turns out that the RHS term of Eq. 6.13 is null on
the border9Q. Consequently, an expression for the order 1 perturbation eigen-
frequencyew; can be obtained implying only mean variables and eigenmodes
without combustion :

(Y—1)Opo.Tiret(Rret) [ Pon (X)€@ TRy
YP(Xret) 2wo [ f)%dV

Knowing the perturbation eigen frequeney,, Eq. 6.12 can then be treated

as a linear problem with respect to perturbation eigen ne@eleTo solve it, a
classical LU factorization can be used. Values of eigenmodes with combustion
are thus determined with Eq. 6.10 and 6.11.

EwW = (6.14)

6.3 Application to an annular combustion cham-
ber : calculation without acoustic flame

6.3.1 Generalfeatures of the experimental configuration tes-
ted

Description of the experimental configuration

In order to validate the approach developed in the first paragraph, the thermo-
acoustic code AVSP is applied to a realistic test rig. This experimental setup
corresponds to the configuration studied during his PhD by Klaas Kunze [69]
at the Lehrstuhliir Thermodynamik Technische unive&iMunchen. The test

rig consists of an annular plenumchamber and an annular combustion chamber
connected by twelve swirl burners. A sketch of the configuration geometry is
available in the figure 6.1. The plenum chamber is supplied with an externally
premixed natural gas-air, so fuel inhomogeneities do not occur and entropy
waves do not play a role in this combustor. The hot gas exits the combustor
through twelve nozzles of nearly the same height as the combustion chamber.
Different operating conditions have been carried out in which the combustor
power was approximatelyMW.
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136 |_ |

437

FIG. 6.1 — Geometry of the experimental combustion test rig

Following the model introduced in the first paragraph, the mathe heat
specific ratioy and mean molecular ma®g are considered constant all over
the configuration. In addition, natural gas used in the experiment is conside-
red as pure methane. In these condition, the thermodynamic features of the
configurations studied have the following values :

— P=101300a

-y=142

W = 0.027%gmol~?!

— Mean heat capacityc, = 10050J.kg 1K1

— Equivalence ratio =0.71

— Mean inlet temperatureTy = 300K

— Mean outlet temperature‘l'_g = 186K

— Mean inlet sound speeda; =3500ms !

— Mean outlet sound speedy; = 879.0ms!

— Mean inlet density p; = 1.14kg.m 3
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— Mean outlet densityp, = 0.18kg.m 3

Experimental eigenmodes of the configuration

The inlet plenum corresponds acoustically to a wall since the holes by which
fuel-air mixture is injected are very small in comparison with the section of the
plenum. The outlet corresponds acoustically to a pressure node since the oul-
tet nozzle runs into the atmosphere. During the experiments, two instabilities
were measured at respectively Esand 300z, the first corresponding to a
longitudinal mode and the second to a circumferential mode of the plenum.

6.3.2 Meshes used in AVSP

Two types of meshes have been used in AVSP : one without swirler (Fig. 6.2,
21404 nodes), and another one with swirler (Fig. 6.3, 26466 nodes).
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FiG. 6.2 — Cut of the mesh without swir- FIG. 6.3 — Cut of the mesh with swirler
ler used in AVSP. used in AVSP.

6.3.3 Influence of the mean flame position

The exact location of the flame extremity could not have been exactly deter-
mined experimentally but was beyondch@from the begining of the chamber

(i.e. the outlet of the burner). In this section, the impact of this uncertainty
on the eigen frequencies values and eigenmode shape is investigated. Towards
this goal, a simplified vertical flame front locatedxat x; is considered. In
addition the flame is compact, meaning that the mean field is considered pie-
cewise constant : upstream the flame location (in the plenum, the burner and
the first part of the combustion chamber) the mean temperature is edhal to
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and downstream the flame location (in the rest of the combustion chamber and
the nozzles), the mean temperature is equa_igm/lorever, in this chapter, the
flame is considered acoustically passive, i.e. no fluctuations of the rate of heat
release occured. At last, the swirler is not taken into account but the conical
shape of the injectors is considered. The geometry of the configuration is illus-
trated by the Fig. 6.4. Two situations are considered which roughly corresponds
to the two extreme realistic positions of the flame :
— Afirst case where the vertical flame front standssat 0.13m ( results are
available in appendix D.1).
— A second case where the vertical flame front stanas at 0.10m ( results
are available in appendix D.2).
The distribution of the mean sound speed field in the case whete0.13m
is provided in the Fig. D.1 of appendix D.1.

1 255
23 \ 1 f
Be | | ] w2 ] o 7 ! 777 70
A
X
’_/TJ\,“‘-S ! |

190

437

FIG. 6.4 — Geometry retained in the study of the influence of the mean flame position.

From acoustic analysis of these results, the following remarks can be deduced :
— In the two cases, the two first eigen frequencies are nearly the same and
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seem to match with the modes experimentally observed. More precisely, in
the two situations, the first eigenmode is a longitudinal mode corresponding
to the quarter wave mode of the whole geometry, its eigen frequency is res-
pectively 1294z for the casexs = 0.13mand 1284z for the casexs = 0.1m

(see appendix D.1 and appendix D.2). Concerning the second eigenmode, it
corresponds in the two cases to the first circumferential mode of the plenum,
its eigen frequency value is respectively 288for the case; = 0.13mand
285Hzfor the cases = 0.1m.

— The modification of the flame position seems to affect only eigenmodes with
significant longitudinal variations in the combustor. Thus, the circumferen-
tial eigenmodes of the plenum are not influenced by the flame position as it
can be seen on the corresponding eigen frequency values ( modes 2,3,6 of
table D.1 in appendix D.1 and modes 2,3,6 of table D.1 in appendix D.2).
Concerning the longitudinal eigenmodes, only the second one is modified (
mode 4 of table D.1 in appendix D.1 and modes 4 of table D.1 in appendix
D.2) since the first and the third ones do not present strong variations in the
combustor. Besides, no purely circumferential combustor modes can exist
for a null pressure boundary condition is imposed at the outlet. As a result,
circumferential combustor modes ( modes 5,7 of table D.1 in appendix D.1
and modes 5,7 of table D.1 in appendix D.2) are influenced by the shift in
the flame position through their longitudinal component.

— Eigenmode structure does not seem to be very sensitive to variations of the
corresponding eigen frequency. It appears by comparing the second longi-
tudinal modes obtained in the two casges= 0.13m ( mode 4 of table D.1
in appendix D.1) ancs = 0.1m( modes 4 of table D.1 in appendix D.2).
Although the eigen frequency discrepancy is about 10 % of the eigen fre-
guency value, the spatial structure of the mode is nearly not affected. This is
illustrated by the Fig. 6.5 and 6.6. In the same way, the structure of the se-
cond circumferential mode of the plenum ( mode 5 of table D.1 in appendix
D.1 and mode 5 of table D.1 in appendix D.2) in the two situations are quiet
similar.

6.3.4 Influence of the flame shape

In order to get a more realistic configuration, a flame shape for the mean flow
guantities is adopted. The acoustical influence of this mean field modification
is investigated. The geometry is the same as precedently, that is to say without
swirler, and corresponds to the Fig. 6.4. The mean field for this case is available
in the Fig. D.19 of appendix D.3. Since the extremity of the flame is located
atx = 0.13m, the results from this configuration are compared with the ones
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i

FIG. 6.5 — Sixth eigenmode of the confi-FIG. 6.6 — Sixth eigenmode of the confi-
guration with mean temperature jump aguration with mean temperature jump at
x = 0.13m corresponding to the secondx = 0.1m corresponding to the second
longitudinal modefy = 558Hz; norma- longitudinal mode fo = 594Hz; norma-
lized acoustic pressure modulus (whitdized acoustic pressure modulus (white
stands for 1.0 and black for 0.0). stands for 1.0 and black for 0.0)

from the case with a simplified vertical flame fronkat= 0.13m (see appendix

D.1). The main points that arise from these results are the following :

— As expected, the introduction of a more realistic flame shape seems to im-
prove the matching with experimental results : the two first eigen frequency
values in the configuration with a flame shape for the mean field ( appendix
D.3) are indeed respectively 142 and 293z

— As in the study of the influence of the flame position, since the mean flow is
only modified in the combustor, eigenmodes of the plenum (i.e. without si-
gnificant variations in the combustor) are not influenced by the introduction
of a flame shape for the mean field. On the contrary the second longitudinal
mode is affected by accounting of the flame shape : the eigen frequency is
shifted from 5581z ( mode 4 of table D.1) to 635z ( mode 4 of table D.3)
and the structure is slightly perturbed. Since the mean field in the combustor
is not only modified in the longitudinal direction but also in the azimuthal
direction (see Fig. 6.7), the circumferential modes of the combustor are the
modes the more strongly perturbed. For instance, the eigen frequency of the
first circumferential combustor mode is shifted from B&3( mode 5 of
table D.3) to 8361z ( mode 6 of table D.3). In spite of this frequency gap,
the spatial structure of the mode is quite similar in the two configurations
(Fig .D.6 and Fig. D.25). Eigen frequency is increased since a part of the
cold gas is replaced by hot gas.

6.3.5 Influence of the swirler

The configuration with swirler is at last investigated. The geometry retained

corresponds to the one illustrated by Fig. 6.1. Again, a flame shape is retained
for the mean field. The results obtained in this situation are compared with the
case with a flame shape for mean flow and without swirler ( see appendix D.3).
It is reminded here that effects due to the mean flow speed are not taken into
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FIG. 6.7 — Slice cut of the mean sound speed field-at0.08m; on the left, Confi-
guration without (on the left ) and with (on the right ) flame shape for the mean
field.

account. The main points that arise from this results (see appendix D.4) are the

following :

— The two first modes ( mode 1 and 2 in appendix D.3 and appendix D.4), i.e.
the modes measured experimentally are not much modified by the introduc-
tion of the swirler.

— Only the modes with significant variations in the plenum are influenced by
the introduction of the swirler. The longitudinal modes are affected diffe-
rently following their structure in the plenum : the first and second longitu-
dinal modes do not vary very much in the plenum part and, consequently,
are not strongly modified by the swirler. On the contrary, the structure of
the third longitudinal mode inside the plenum is firmly altered and the cor-
responding eigen frequency is shifted from B¥S mode 11 in appendix
D.3) to 76Hz ( mode 11 in appendix D.4) in the configuration with swir-
ler. This situation is illustrated by Fig. 6.11 and Fig. 6.10. From a general
point of view, the introduction of the swirler induces a decreasing of the ei-
gen frequencies. This is may be due to the area section reduction induced
by the swirler slits. On the other hand, the circumferential modes of the ple-
num have no longitudinal component and are not modified by the swirler.
Circumferential modes of the combustor are not purely azimuthal and com-
prise a longitudinal component which can be evidenced in the combustor as
well as in the plenum. As a result, through this component these modes are
influenced by the introduction of the swirler as it can be seen on Fig. 6.9
and Fig. 6.8. For these harmonics, the role of the swirler can be sgnificant
particulary when acoustic flame is taken into account : in the configuration
without swirler, the peak of pressure is located in the flame zone so the Ray-
leigh criterion [8] is potentially high whereas in the case with swirler, the
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amplitude of the mode is far less important in this zone.

FIG. 6.8 — 1st circumferential mode of FIG. 6.9 — 1st circumferential mode of
the combustor in the configuration wi-the combustor in the configuration with
thout swirler, f = 836hz acoustic pres- swirler, f = 753hz, acoustic pressure
sure modulus (black stands for 0.0 ananodulus (black stands for 0.0 and white

white for 1.0). for 1.0).

FIG. 6.10 — Third longitudinal mode FIG. 6.11 — Third longitudinal mode in
in the configuration with a flame shapethe configuration with a flame shape for
for the mean temperaturd, = 9459Hz, the mean temperature and with swirler,
acoustic pressure modulus (black stands = 769Hz, acoustic pressure modulus
for 0.0 and white for 1.0). (black stands for 0.0 and white for 1.0).



178

QHAPITRE 6:Application de la méthode asymptotique

6.4 Application to an annular combustion cham-
ber : calculation with acoustic flame

6.4.1 Flame transfer function characteristics and experimen-
tal results

The asymptotic method of AVSP is used on the burner RBK4016650 tested
during the PhD of Klaas Kunze [69]. The geometry of the configuration cor-
responds to the one detailed in fig. 6.1. The total power of the configuration
studied is abouﬁtom = 65kW and the equivalence ratio of the air-fuel mix-
ture is about 1 (Luftzahk 1.4). In these conditions no instabilities occur
and reliable flame transfer function measurements can be carried out. These
measurements concern one burner of the annular configuration. The combus-
tor part where the flame stands is divided into four zones as described in the
fig. 6.12. For each zone, the flame transfer model, rel@a@ethe heat re-
lease fluctuations of the corresponding zone to the longitudinal acoustic speed
fluctuationsux(Xe ), has the following form :

onne i ljx(xref)
_XZON€ _ 1 ()| d®(w) 2 TrET) 6.15
Qburner ‘ (03) ’ UX(XFG f) ( )

where Qpumer Stands for the power of one of the twelve burners and corres-

ponds tQpurner = Qtotal/ 12~ 54.1kW. The heat release fluctuations of a zone
can be relied to the local heat release fluctuatmp(seé Eq. 6.4) as follows :

Qeone= ([ - awav (6.16)

This equation takes the following form by introducing the latalt model of
Eqg.6.2:

onne: ///\/ n (X)eiwtax(xref)-ﬁrefdv

Assuming piecewise constant values by zonenfoandt, it can be deduced
from Eq. 6.15 the following relation in a given zone for the flame transfer
function parameters :

_ | F ((*)) | dburner

= — 6.17
Vzone Ux(Xref) ( )

O(w)t = ¢(w) (6.18)

Considering the burner RBK4016650, the flame transfer function has been
measured experimentally for different frequency values between 0 and 400
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0 20 40 60 100

FiG. 6.12 — Flame division for transfer function measurements of one burner of the
configuration

Hz thanks to a siren (cf [69]). The resulting flame transfer function parameters
for each zone are available in Fig. 6.13 and Fig. 6.14.

During the experiments with different equivalence ratios and different total po-
wer values of the device, two modes appeared : the first longitudinal mode
at nearly 1561z and the first mode of the plenum at nearly BQO In the
current configuration, no instability was observed experimentally. Therefore
AVSP should predict that these modes are stable when accounting for the
flame-acousitcs coupling.

6.4.2 Results with a flame transfer function defined by zone

At first the flame transfer function of Fig. 6.13 and Fig. 6.14 defined on each
zone of the flame is used in AVSP. Since flame transfer function measurements
have been performed only in the range 800H z, only eigenmodes with eigen
frequency within this range are retained from AVSP calculations. The corres-
ponding results are available in appendix D.5. In this configuration the mean
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FiG. 6.13 — Amplitude|F| of the flame transfer function in the different zones vs
frequency

field and the geometry corresponds to the ones used in appendix D.4, i.e. with
a swirler and with a flame shape for the mean field (flame extremity located
atxs = 0.13m). The boundary conditions are purely reflecting : null acoustic
speed at the inlet, wall reflecting and null acoustic pressure at the outlet. As
in the experiments, the reference point is located at the end of injector at the
absciss&et = 0.0m (see Fig .6.12). In this situation, the expansion parameter
¢ defined in EqQ. 6.9 reachs the following values at the two unstable frequencies
experimentally observed :

e(f =150Hz) ~ 0.44
e(f =300Hz) ~ 0.78 (6.19)

The main results are the following :

— The second mode (first circumferential mode of the plenum) is correctly
predicted : the real part is nearly equalRe( f) = 284Hz which is closed
to the experimental measure at 8{f) the imaginary part - or growth rate
- is negative a nearlym(f) = —20.0Hz corresponding to a stable mode as
expected.

— The real part of the first mode is almost correctly predicteReitf ) =
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FIG. 6.14 — Phase of the flame transfer function in the different zones vs frequency

174Hz(instead of 15B1zin experiments) but the imaginary part is evaluated
as positive atm(f) = 6.7Hz Thus the first mode is predicted as unstable
by AVSP whereas experiments do not indicate such a behaviour.

— The error of AVSP concerning the stability of the first mode can originate
in neglecting dissipative mechanisms. Indeed, the growth rate of the first
modelm(f) = 6.7Hzis very small, particulary in comparison with the cor-
responding real part, and can then be overcome by dissipative phenomena
such as radiation loss at the outlet, boundary layer on the walls, loss by fric-
tions in the swirler. The first mechanism can be taken into account through
impedance boundary conditions [62] but its impact on the mode stability
is generally small. The second mechanism required a new boundary condi-
tion type and is moreover strongly dependent from non-linear phenomena.
The third mechanism requires also specific treatment and is dependant from
mean speed values. In these conditions the two last mechanism have not
been taken into account by AVSP. As a consequence, it is difficult to deter-
mine if the error on the mode stability results from the asymptotic method
or underestimations of the dissipative phenomena.
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6.4.3 Results with a global flame transfer function

In this part, the acoustical activity of the flame is represented by a global flame
transfer function issued from the sum of the flame transfer function of each
zone as follows :

F(w)e®® =

J

Frong (w)€ %3 ) (6.20)

M=

The geometry and the main field are exactly the same as in the precedent confi-
guration, only the flame tranfer function is modify by taking a global flame
transfer function. The reference point is still>@ts = 0.0m. The impact of

the flame division on the stability of the mode depends from the variations
of the acoustic pressure along the flame. This can be explained thanks to the
Rayleigh criterion [8]. From Poinsot and Veynante [26], when growth rate is
small in comparison with the real part of the eigen frequehey 1/T, this
criterion R, can be evaluated from eigenmodes and heat release fluctuations
Fourier transform as follows :

1 /o y—1_ . y—1 A
Rr N T /T/Vflamep q dtdv_ Vilame ZVFTD(pq )dv_ ZVFT </Vflame pq*> dV
(6.21)
whereq™ is the complex conjugate of the If the eigenmode varies slowly
along the flame it can be considered nearly constami(x) ‘and Eq. 6.21
yields to :

y—-1 / A y—-1_/. /
2yp ( Vlame pq ) 2yp (p( f) V

global flame

q*dv) (6.22)

flame

From Fig. D.29 and Fig. D.30, it can be seen that for the two modes studied, the
acoustic pressure does not vary a lot along the flame. As a result, the behaviour
of the global flame is roughly the same as the flame divided into four zones
as shown by the AVSP calculations in appendix D.6 : the first mode is still
slighlty unstable whereas the second is still stable . Nevertheless, it seems that
imaginary part of the eigen frequencies is modified by about 30%.

6.4.4 Sensitivity to the reference point location

The sensitivity to the reference point position is studied in this part. Two clo-
sed and realistic positions are tested in order to evaluate the reliability of the
AVSP results in precedent configurations. Since these positions are closedand
since the geometry and the mean field are still the same, the main points of the
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precedent results must not change. The flame transfer function used corres-
ponds to the one described in Fig. 6.12, i.e. the flame divided into four zones.
In this new configuration, the reference point is located inside the injector at
Xref = —0.01m instead ofxes = 0.0m (see appendix D.4). The shift is there-
fore very small in comparison with the wavelength of the modes. The results
obtained for this new configuration are available in appendix D.7 and show
that this shift in the refernce position does not strongly modify the eigen fre-
guency values. Nevertheless, the impact of this shift position seems to be as
important as the use of a global flame transfer function instead of a zonal one.
The fact that a shift of only one centimeter can increase of 30% the growth rate
of the modes is explained by the structure of the longitudinal acoustic speed
inside the injector. The Fig. 6.15 show that the acoustic speed strongly varies
in this part of the configuration. Therefore, the flame model parameters defined
in Eq. 6.2 adopt the same behaviour, hence the sensitivity of the results to the
reference point location.

FIG. 6.15 — Longitudinal acoustique speed of the first mode (f=143 Hz), white indi-
cates a maximum and black stands for O

6.5 Conclusion

The acoustic solver based AVSP on the Helmholtz equation is applied to an ex-
perimental combustion chamber in order to get the eigenmodes of this configu-
ration and predict their stability. The first step consists in evaluating the eigen-
modes without active acoustic flame but with a variable sound speed. Different
configurations are tested from a simple configuration with a crude mean tem-
perature jump and without swirler to a more realistic configuration with swirler
and with a flame shape for the mean flow. It appears from these results that the
two modes observed during experiments, that is to say the first longitudinal
mode and the first circumferential mode of the plenum, are correctly predicted
on all the configurations tested. Besides, it can be seen that the circumferential
modes of the combustor are strongly (particulary their eigen frequency) in-
fluenced by the flame shape, i.e. the interface shape of the cold and hot zones.
On the other hand, accounting of the swirler can modify the spatial structure
of some longitudinal modes particulary the modes with important variations
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in the plenum. The second step deals with a case with active acoustic flame.
An asymptotic expansion around the modes without combustion is applied in
order to get the stability of the modes in such a situation. The use of a flame
tranfer function measured experimentally is required to characterize the acous-
tic behaviour of the flame. In these conditions, the first circumferential mode
of the plenum at 30Biz is predicted stable as in the experiments. However,
the first longitudinal mode at 138z is predicted unstable but with a small
growth rate. The fact that no dissipative phenomena are taken into account can
explain this overestimation of the growth rate. Other configurations with a glo-
bal flame transfer function or with a small shift in the reference point location
present roughly the same results. As a conclusion, in order to completely qua-
lify the asymptotic expansion method, a better determination of the dissipative
mechanisms seems required.



Chapitre 7

Calcul des mode propres d’'une
chambre de combustion de section
carree avec injection swirée et
flamme active : application de la
meéthode du point fixe

Contexte

Ce chapitre illustre I'application de AVS®une configuratioréelle avec flamme
acoustiquement active. Plusgi€ment, la @gonetrie concerae correspond

un dispositif exgrimental instal au laboratoire EM2C (Paris) comprenant un
syseéme d'injection swi et une chambre de combustion de sectioneearr
Cette configuration &t étudieea l'aide du code de calcul LES AVBP [95]

par Charles Martin et a psenke pour certaines valeurs deéhit de carbu-

rant et certains types de conditions limites une insta&biliermoacoustique.

On cherche done pdire cette instabil@ a I'aide de AVSP. Dans cette op-
tique, 'emploi de conditions limitesalistes, c’esa dire de conditions limites
d’admittance mes@esa partir des valeurs degsultats LES, estatessaire.

De plus, la prise en compte dans AVSP du terme source thermoacoustique est
requis, ce qui estéali€ a travers la fonction de transfert de flamme cateul

a partir desésultats LES. La @thode du point fixe (section 4.3.3) est ici ap-
pliguée pour éterminer les modes propres avec flamme active. @Gétide,
realige durant le Summer Program 2004 du Center of Turbulence Research
de stanford, a fait I'objet d’'un article [100]. La suite de ce chapitre est donc
rédigee en anglais et certaines notations, propréarticle, sont diferentes de
celles choisies dans lesguedentes section.
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abstract

This paper presents the analysis of the self-excited combustion instability en-
countered in a lab-scale, swirl-stabilised combustion system. The instability,
successfully captured by reactive Large Eddy Simulation (LES) is used to ve-
rify an acoustic energy equation. This energy equation shows how the source
term due to combustion (equivalent to the Rayleigh criterion) is balanced by
the acoustic fluxes at the boundaries when reaching the limit cycle . Addi-
tionally, an Helmholtz-equation solver including flame-acoustics interaction
modelling is used to predict the stability characteristics of the system. Fee-
ding the flame-transfer function from the LES into this solver allows to predict
an amplification rate for each mode. The unstable mode encountered in the
LES compares well with the mode of the highest amplification factor in the
Helmholtz-equation solver, as well in terms of mode shape as in frequency.

7.1 Introduction

During the design phases of modern combustion chambers for gas turbines,
a critical problem is often encountered : combustion oscillations ([26, 47, 57,
132]). These oscillations cannot be predicted at the design stage and correcting
actions can be extremely costly at later stages. Testing burners in simplified
combustion chambers is a common method to verify their stability but is also
an ambiguous approach because it is known that a given burner can produce
unstable combustion in one chamber and not in another. Methods which could
provide stability analysis before any tests are therefore requested. This paper
demonstrates that Large Eddy Simulation, coupled to acoustic analysis, can
provide such information. A proper framework to analyse combustion stability
is the wave equation for reacting flows ([26]). Such an equation is complex
to derive because most assumptions used in classical acoustics must be revisi-
ted in a multi-species, non-isothermal, reacting gas. An approximate equation
controlling the propagation of pressure perturbations in a reacting flow is :
5 :

0-(B0) — opp= —(y— 1) 25T —ypoliny : Ot 7.1)
where the subscript O refers to mean quantities, and the subscript 1 to small
perturbationscwr is the local perturbed heat release agds the sound speed,
which can change locally because of changes in temperature and composition
due to chemical reactions. These reactions are also the source of the additional
RHS source ternfy — 1)dwr1/0t, which is responsible for combustion noise
and instabilities. Equation (7.1) is difficult to use directly in practice. In the
present work, it was solved or used in three different ways :
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— First, a fully compressible LES of the reacting flow was performed, in which
the pressure perturbatiops are explicitely solved for using the full Navier-
Stokes equation (not the linearized form of Eq. 7.1). The code used for this
LES is described in section 7.2.

— Second, Eqg. 7.1 is solved in the frequency domain by assuming mono-
harmonic fluctuations. This is done using a Helmholtz tool described in Sec-
tion 7.3.

— Third, Eq. 7.1 is integrated to derive an equation for the fluctuating energy.
The definition of such an energy in a reacting flow is discussed in Sec-
tion 7.4.

The reasons for this combined strategy are the following. First, it is now clear

that Large Eddy Simulation (LES) is a powerful tool to study the dynamics of

turbulent flames (see special issueFtdw Turbulence and Combustid65,

2000) on LES of reacting flows or recent books on turbulent combustion :

[26, 133]). Multiple recent papers have demonstrated the power of these me-

thods ([96, 115, 127, 134-136] [32]). However, an important limitation of LES

is its cost : the intrinsic nature of LES (full three-dimensional resolution of the

unsteady Navier Stokes equations) makes it very expensive, even on today’s
computers. Faster tools are needed, for example for optimization and control of
thermo-acoustic oscillations in chambers . Acoustic Helmholtz codes belong to
this second category. These codes try to predict the global stability of a given
combustion system by analyzing the amplification (or damping) of acoustic
waves propagating through the entire combustion device. The most common
versions of such codes describe combustion through very simplified linear for-
mulations such as the n-tau model ([26, 94, 137]) or matrix formulations ([3,

82, 138]). In these formulations, the flame zone is viewed and modeled as a

black box characterized only by its transfer function (or its matrix for matrix

approaches), which essentially relates perturbations of heat release in the flame
to perturbations of inlet velocity. LES and acoustic codes can be linked : LES
is used to provide the mean fields, the unsteady fields and the flame transfer
function. This flame transfer function can then be fed into acoustic codes to
predict the overall stability of the combustion chamber when it is connected to
upstream and downstream ducts.



188

GHAPITRE 7:Application de la méthode du point fixe

7.2 Large Eddy Simulations for reacting flows in
complex geometries

7.2.1 Numerical methods for compressible reacting LES

Most academic LES is often limited to fairly simple geometries for obvious
reasons of cost and complexity reduction. In many cases, experiments are de-
signed using simple two-dimensional shapes ([127, 139, 140]) or axisymme-
trical configurations ([141, 142]) and simple regimes (low speed flows, fully
premixed or fully non-premixed flames) to allow research to focus on the phy-
sics of the LES (subgrid scale models, flame/turbulence interaction model),
and more generally, to demonstrate the validity of the LES concept in acade-
mic cases. This approach is clearly adequate in terms of modelling develop-
ment, but it can also be misleading in various aspects when it comes dealing
with complex flames in complex geometries, especially in real gas turbines for
which specific problems arise :

— Real geometries cannot be meshed easily or rapidly with structured or block-
structured meshes : up to now, most LES of reacting flows have been per-
formed in combustion chambers where structured meshes were sufficient to
describe the geometry. This is no longer the case in gas turbines and this
brings additional difficulties. Indeed, on structured meshes, building high-
order spatial schemes (typicall{’4o 6" order in space) is easy and pro-
vides very precise numerical methods ([143-145]). For complex geometries
such structured meshes must be replaced by unstructured grids, on which
constructing high-order schemes is a more difficult task.

— Unstructured meshes also raise a variety of new problems in terms of sub-
grid scale filtering : defining filter sizes on a highly anisotropic irregular
grid is another open research issue ([107, 146-148]). Many LES models, de-
veloped and tuned on regular hexahedral grids may, perform poorly on the
low-quality unstructured grids required to mesh real combustion chambers.
For example, the filtered structure model ([144]) is difficult to extend to non
structured grids.

— LES validation is often performed in laboratory low-speed unconfined flames,
in which acoustics do not play a role and the Mach number remains small
so that acoustics and compressibility effects can be omitted from the equa-
tions (low-Mach number approximation : [115, 141]). In most real flames
(for example in gas turbines), the Mach number can reach much higher va-
lues and acoustics are important so that taking compressibility effects into
account becomes mandatory. This leads to a significantly heavier computa-
tional task : since, acoustic waves propagate faster than the flow, the time
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step becomes smaller and the boundary conditions must handle acoustic
wave reflections ([26]). Being able to preserve computational speed on a

large number of processors then also becomes an issue simply to obtain a
result in a finite time.

— Atthe presenttime, itis impossible to perform a true LES everywhere in the
flow and it will remain so for a long time. For example, the flow between
vanes in swirled burners, inside the ducts feeding dilution jets or through
multiperforated plates would require too many grid points. Compromises
must be sought to offer (at least) robustness in places where the grid is not
sufficient to resolve the unsteady flow.

In the present work, the full compressible Navier Stokes equations are solved

on hybrid (structured and unstructured) grids. Subgrid stresses are described by

the WALE model ([149]). The flame/turbulence interaction is modeled by the

Thickened Flame (TF) model ([127, 128]). The numerical scheme is explicit

in time and provides third-order spatial and third-order time accuracy ([128]).

7.2.2 Thickened Flame model and chemical scheme

For this study, the standard TF model developed by [128] is used : in this
model, preexponential constants and transport coefficients are both modified
to offer thicker reaction zones that can be resolved on LES meshes. The fun-
damental property justifying this approach has been put forward by [150] by
considering the balance equation for the k-species mass fragtiona one-
dimensional flame of thermal thickneS%and speed? :

o0pYk n opuY i ( Yk

5 ok " pDka)—I—wk(Yj,T) (7.2)

Modifying this equation to have :

opY" apuyth 9 oM\ 1. i —n
— 2 oED 25 | 4 6o (YO T 7.
ek = ax | PFDige | o (Y TY) (7:3)

leads to a “thickened” flame equation whdteis the thickening factor and
superscript" stands for thickened quantities. Introducing the variable changes
X=x/F;®=t/Fleadsto:

apYh apuvlgh_ 9 aysh - loth —th
@ T ax ax | PPax o (vjn.T") (7.4)

which has the same solution as Eq. (7.2) and propagates the flame front at
the same speesf. However,Y{"(x,t) = Yi(x/F,t/F) shows that the flame is
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thickened by a factof. The thickened flame thicknessds = F&. Choosing
sufficiently large values of F allows to obtain a thickened flame which can
be resolved on the LES mesh. Typically,nfis the number of mesh points
within the flame front if is of the order of 5 to 1pandAx the mesh size, the
resolved flame thicknes¥ is nAx so thatF must beF = nAx/sP. Note that

F is not an additional parameter of the model but is imposed by the previous
relation as soon as the mesh is created. In the framework of LES, this approach
has multiple advantages : when the flame is a laminar premixed front, the TF
model propagates it, in the limit ot an infinitely thin front, at the laminar flame
speed exactly like in a G equation approach. However, this flame propagation
is due to the combination of diffusive and reactive terms which can also act
independently so that quenching (near walls for example) or ignition may be
simulated. Fully compressible equations may also be used as required to study
combustion instabilities.

The thickening modification of the flame front also leads to a modified interac-
tion between the turbulent flow and the flame : subgrid scale wrinkling must be
reintroduced. This effect can be studied and parametrized using an efficiency
function E derived from DNS results ([128, 151, 152]). This efficiency func-
tion measures the subgrid scale wrinkling as a function of the local subgrid
turbulent velocityu’Ae and the filter widthAe. In practice, the diffusion coeffi-
cientDy is replaced by F Dy and the preexponential constaby AE/F so

that the conservation equation for spedias :

oY | dpuY" _ 0 (pEFDkaLIEh>
0x

E. /uth +th
at ax  ox + ‘*"(YJ T ) (7.5)

F

Such an equation propagates the turbulent flame at a turbulentspeﬁiﬁ,

while keeping a thicknes§' = F&. In laminar regionsE goes to unity, and

Eq. 7.5 simply propagates the front at the laminar flame sg{ééﬁhe subgrid

scale wrinkling functiorE was obtained from the initial model of [128] as a
function of the local filter sizé\, the local subgrid scale turbulent velocity
Uy, the laminar flame speed, the laminar and the flame thicknesgisand

5.

The TF model uses finite rate chemistry : here the configuration corresponds to
a lean fully premixed flame so that a one-step Arrhenius kinetics is sufficient.
This one-step scheme (called 1sCM1) has been fitted with a genetic algorithm
based tool on a laminar flame structure. The reference mechanism used to fit
1sCM1 is the Peters propane scheme ([Peters,1993,verlag]). 1sCM1 takes into
account five specie€gHsg, 02, CO,, H2O andNy) :

CsHg+50, — 3CO,+4H,0 (7.6)
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Chemical parameters Schmidt numbers
A n-eHs | nO2 Ea |CHg| O | COx | HO | N
3.29E10| 0.856 | 0.503 | 31526| 1.241 | 0.728 | 0.941 | 0.537 | 0.690

TAB. 7.1 — Rate constants and Schmidt numbers for the 1sCM1 scheme : the activa-
tion energy is in cal/moles and the preexponential constants in cgs units.

The rate of the single step reaction is given by :

nC3Hs n®2
- (52) ) A F) e
3Hsg 2

where the parameters are provided in Table 7.1.

The diffusion coefficienDy of speciek is obtained a®y = v/ wherev is

the viscosity an(ﬂé the fixed Schmidt number of speciesThe Schmidt num-

ber values used in the present simulations are given in Table 7.1, and corres-
pond to the PREMIX values measured in the burnt gases. The Prandtl number
is set to 068. With this parameter set, the agreement between flame profiles ob-
tained using AVBP or PREMIX with the same chemical scheme is excellent.
The agreement between the Peters scheme and the 1sCM1 in terms of laminar
flame speed is excellent for the lean up to stoechiometric mixtures.

7.3 Acoustic solver for the Helmholtz equation

The acoustic tool used in this study (called AVSP) solves the eigenvalue pro-
blem associated to the wave equation (7.1). When dealing with thermo-acoustic
instabilities, it is current practice to model the geometry of the combustor by a
network of 1D or 2D axisymmetric acoustic elements where a simplified form
of Eq (7.1) can be solved ([26, 78]). Jump relations are used to connect all
these elements and the amplitude of the forward and backward acoustic waves
are determined so that the boundary conditions are satisfied. The main draw-
back of this approach is that the geometrical details of a combustor cannot be
accounted for and only the first "equivalent” longitudinal or orthoradial modes
are sought for. In AVSP, a finite element strategy is used to discretize the exact
geometry of the combustor so that no assumption is made a priori regarding
the shape of the modes. This feature gives AVSP the potential to test the effect
of (small) geometrical changes on the stability of the whole system.

The wave equation (7.1) is solved in the frequency domain by assuming har-
monic variations at frequendy= w/(2m) for pressure, velocity and local heat
release perturbationg(= —1) :

0 =P(xy,z)exp—iat), O =U(xyzexp—iwt) and cry = Qrexp—iwt(7.8)
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Introducing Eq. (7.8) into Eqg. (7.1) and neglecting the turbulent ngigelU; :
Od; in front of the combustion ternly — 1)dwr1 /0t leads to the Helmholtz
equation :

0- (B0P) + w?P =iw(y—1)Qr (7.9)

where the unknown quantities are the complex amplitBdsf the pressure
oscillation at frequencyf and pulsationw. Note thatQr, the amplitude of
the heat release perturbation is also unknown and must be modeled. This is
obviously the difficult part of the modeling : it is done in AVSP through an
extension of then— 1t model ([26, 94, 137]) whereor1 O nuy (Xef,t — T). In
1D approaches, the interaction indexand time delayt are two parameters
describing the acoustic behaviour of a compact flame located at the axial po-
sition xrer. In AVSP, where the geometry of the combustor is fully described,
the flame is distributed and the interaction index and time delay depend on
space. These data can be extracted from LES results by post-processing ei-
ther a self-excited or a forced oscillating regime. Once measured in LES, the
fieldsn(x) andt(x) are used to model the unsteady heat release in Eq. (7.9) as
i0QT1 = n(X)exmiwt (X)) OP(Xef) - Fref/ Pref. Although they depend omin the
most general case,andt have been obtained at the most energetic frequency
observed in the LESf(~ 380 Hz) and considered constant over the frequency
domain.
Three types of boundary conditions can be prescribed together with this equa-
tion (1 is the outward unit normal vector to the boundary) :
— Dirichlet condition, vizP = 0, on fully reflecting outlets,
— Neumann condition, viZIP-fi = 0, on fully rigid walls or reflecting inlets,
— Robin condition, vizcZOP- fi = iwP, on geneﬁal boundaries, whetes the

local reduced complex impedange= lf’/pocolj -
In this study, the reduced boundary impedaddeas been obtained by post-
processing time series of the pressure and velocity on the boundary from the
LES atf ~ 380 Hz.
Knowing the boundary impedancg)( the sound speeda) distribution and
the flame response x) ;1(x), and assuming that does not depend on !, a
Galerkin finite element method is used to transform Eq. (7.9) into a non-linear
eigenvalue problem of sizd (the number of nodes in the finite element grid
used to discretize the geometry) of the form :

[A[P] + w[B][P] + &’[C][P] = [D(c)][P] (7.10)

1The same result holds if/Z = 1/Zo +Ciw+ Cp/w, whereZo, Z; andZ, are complex valued
constants.
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where [I3] stands for the column vector containing the eigenmode at pulsa-
tion w, and[A], [B], [C|] are square matrices depending only on the disctretized
geometry of the combustdiD(w)] is the unsteady contribution of the flame

and depends on the pulsation through the combustion téxpex p(iwt(X)).

No efficient numerical method exists to solve this non-linear eigenvalue pro-
blem. However, in the case where the unsteady flame response is neglected,
viz. [D(w)] = 0, Eq. (7.10) simplifies into a quadratic eigenvalue problem de-
pending only onw andw?. A change of variable can then be used ([97]) to
obtain an equivalent linear eigen value problem of sizeN2 Several nume-

rical methods can then be used to assess the eigenmodes. Direct methods (e.g.
QR-based) are exact and have the advantage to provide all the eigenmodes.
However, they can be exp[ensive to solve for large probléns (L0%). Since

only the first few frequencies are usually of interest from a physical point of
view, it is more appropriate to use an iterative method which can be applied
for large problemsN > 10°) without difficulty. In AVSP, we are using a pa-
rallel implementation of the Arnoldi method ([101]), which enables to solve
complex problems of sizd ~ 20000 in a few minutes.

Setting[D(w)] = 0 is equivalent to finding the eigenmodes of the burner, ta-
king into account the presence of the flame through the mean temperature field
but neglecting the flame effect as an acousticly active element. The boundary
conditions are also considered for and this approximation can provide rele-
vant information about the shape and real frequency of the first few modes
of the combustor. However, since there is no coupling between the acoustics
and the flame, there is no hope to discriminate between stable and unstable
modes, which is the ultimate objective of this study. Under the assumption
that the unsteady flame response acts as a small perturbation of the modes
without combustion, a linear expansion technique can be developed to assess
the imaginary part ofo, hence the stability of the perturbed modes ([98, 153]).
Another path has been followed in this study in order to handle cases where the
unsteady response of the flame changes the modes significantly and when the
linear expansion is not justified. The non-linear eigenvalue problem Eq. (7.10)
is then solved iteratively, the" iteration consisting in solving the quadratic
eigenvalue problem inx defined as :

([A] — [D(0x-1)]) [P] + ux[B][P] + oX[C][P] = 0 (7.11)

A natural initialization is to sefD(uy)] = 0 so that the computation of the
modes without combustion is in fact the first step of the iteration loop. Usually,
less than 5 iterations are enough to converge towards the complex pulsation
and associated mode. This linearized approach to describe the stability of the
burner in terms of modes has drawbacks but remains one of the basic tools to
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study instabilities :

— The linearization is valid only for small amplitude perturbations, a condition
which is obviously not true when limit cycles typical of combustion instabi-
lities are observed in gas turbines. However, this assumption is valid when
the instability grows ([154]) and helps to determine the unstable modes :
such modes have to appear and grow before they reach a limit cycle and any
analysis adapted to this early phase is of interest.

— Most acoustic tools work on linear regimes for which each oscillatory mode
is independent of other modes. Many combustion instabilities exhibit non-
linear coupling where high-frequency modes couple with low-frequency os-
cillations : classical papers from [35] mention such coupling. These were
also observed in the experiment of [47] in which a 530 Hz mode (often
called rumble) was systematically accompanied by a high-frequency mode
(called screech) at 3750 Hz. The fact that combustion instabilities involve
more than one mode of oscillation is one of the basis of theories by [155].
The tool presented above treats each mode individually and cannot simulate
such phenomena.

— The description of the coupling between acoustics and combustion in such
models is extremely crude. The response of the flame excited by an acous-
tic wave depends on several physical phenomena such as chemical reac-
tions, species diffusion, vortex shedding, vortex-flame interaction, etc ....
All these phenomena are not neglected in the present study but their cumu-
lative effect is modeled through the global time scaénd indexn.

Despite these limitations, such tools are useful because they provide relevant

information about the modes triggered by the acoustic/flame coupling while

running fast : for the configuration described in section 7.5, only 8000 grid
points were necessary to describe the geometry and obtain the first 4 modes.

For comparison, half a million nodes were used to perfom the LES discussed

in section 7.6. A typical run for solving the quadratic eigenvalue problem of

type Eg. (7.11) on this grid lasts 10 min by using 15 processors (R14000 500

MHz IP35) on an SGI 03800 parallel machine. Such tool can thus be used

in the design process of new gas turbines to characterize their thermoacous-

tic modes. By describing the whole geometry between the compressor and the
turbine, including all the injectors dispatched around the combustion chamber,
such simulations would noticeably give unique information about the swirling
modes that sometimes show up in large gas turbines. The difficult and compu-
tationally expensive task would be to compute the flame transfer function by
performing a LES of the turbulent flame. Such simulation would be performed

by considering an angular sector corresponding to only one injector, saving a

huge amount of grid points and CPU resources.
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7.4 Acoustic energy equation

The total acoustic energy equation is an integral form of the wave equation (7.1)
which is quite useful to understand basic mechanisms of combustion instabi-
lites. This equation cannot be used to predict unstable modes like the Helm-
holtz solver, but is a powerful method to analyze the results of an LES as
done here. The conservation equation for the acoustic ermrqy%pou% +
3%/ (Pocd) is derived in [26] and can be written :
aa;etl =5 —0-(puy) with s = (yy—pol>
If integrated over the whole voluméof the combustor bounded by the surface
A, ityields:

g/elclvz/sl(jV—/pcil.riolA ol —si-n (713
dt Jv v A

péora (7.12)

dt

wheren is the surface normal vector. This surface consists of walls or of in-

let/outlet sections.

In Eq. (7.13), all terms are time dependent. The RHS source feroorres-

ponds to the Rayleigh criterion ([8]) : it measures the correlation between uns-

teady pressurp dnd unsteady heat release; averaged over the whole cham-

ber. It can act as a source or a sink term for the acoustic energy. The other RHS

term 71 is less studied because it is impossible to measure experimentally. It is

an acoustic flux integrated on all the boundaries. Walls have zero contribution
in this term because the velocity perturbatidasanish on walls. HoweverF,

may be large on inlets and outlets where it is usually a loss term. Eq. (7.12) is

therefore a generalization of the Rayleigh criterion : the total acoustic energy in

the chambefE; will grow if the acoustic gain terrns; is larger than the acoustic

losses?:1. The magnitudes and relative importance of the two tefrend 71

are controversial issues in the field of combustion instabilities. For example,

one important question is to know whether acoustic losses are important or not

in the determination of limit cycles. For these limit cycles, the acoustic energy

‘E1 must remain constant over a period of oscillations and Eq. (7.12) shows

that such a cycle can be reached for two situations :

— The limit cycle may becombustion controlled if the acoustic losses are
small (1 = 0), the pressure and heat release signals may adjust to give
S1 ~ 0. The limit cycle is reached when this phase shift leads to a zero
Rayleigh termS; as observed in certain experiments. Physically, this is often
obtained when the heat release oscillations saturate (because the minimum
reaction rate reaches zero at some instant of the cycle) or when the phase
between pressure and heat release changes so that combustion itself controls
the limit cycle amplitude.
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Total flow rate| axial flow rate| Equivalence Reynolds number
(kals) (kgls) ratio (burner mouth)
221073 41073 0.8 46700

TAB. 7.2 — Flow parameters for combustion cases.

— The limit cycle may beacoustically controlled the source terny; may

be large (pressure and heat relase are oscillating in phase) but the acoustic

losses are large too and compensgteln this case, the final amplitude of

oscillation is controlled by the acoustic impedances of outlets and inlets.
Clearly, these two solutions lead to very different approaches of combustion
instabilities : if the limit cycle is combustion controlled, the acoustic beha-
vior of inlets and outlets have a limited effect on the stability ; if it is acous-
tically controlled, acoustic impedances of inlets and outlets become essential
elements of any method (experimental or numerical). In the present study, the
LES results are post processed to measure all terms of Eq. (7.12) and deter-
mine whether the unstable mode is combustion or acoustically controlled (see
Section 7.6.3).

7.5 Configuration

7.5.1 Geometry : a swirled premixed combustor

The methodologies described in the previous sections were tested for a swir-
led combustor displayed in Fig. 7.1. The configuration is typical of swirled
combustion : premixed gases are introduced tangentially into a long cylindri-
cal duct feeding the combustion chamber. The tangential injection creates the
swirl required for stabilization. The fuel is propane. The two independant swir-
ler elements allow fuel staging. The staging parametisrdefined as the ratio

of fuel flow rate of the first to the second swirler. The regime studied here
corresponds to the parameters given in Table 7.2. The staging of the burners
corresponds ta = 0.3.

7.5.2 Boundary conditions

Specifying boundary conditions is a critical issue for compressible flows. Here,
the NSCBC technique ([26, 73]) was used at the outlet. The level of reflection
of this boundary can be controlled by changing the relaxation coefficient

the wave correction ([156]), which determines the amplitude of the incoming
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FIG. 7.1 — Configuration : a staged swirled combustor.

wavel; entering the computational domain :
Li=o(p—p) (7.14)

wherep, is the prescribed pressure value at infinity. Eq. 7.14 acts on the flow
like a spring mechanism with a stiffnegs The impedance of the boundary is

a function ofo which can be obtained analytically for simple case ([156]). For
more complex cases, this formula gives a good approximation of the actual im-
pedance. For small valuesof Eq. 7.14 keeps the pressyrelose to its target
value p; while letting acoustic wave go out at the same time ([26]) : the outlet
is non reflecting. When large values@fare used, the outlet pressure remains
strictly equal top; and the outlet becomes totally reflecting. Two sets of com-
putation will be shown (Table 7.3). The first one (called LEAK) corresponds
to a case where the spring stiffness small so that the outlet is non reflecting
and the acoustic waves are evacuated with very small reflection levels. For the
second set (REFg is large and the outlet is reflecting (the pressure oscillation
is almost zero).

7.6 Results

7.6.1 Stable flow

The first computation corresponds to the situation where the outlet section is
non reflecting (case LEAK in Table 7.3). For this case, the acoustic feedback
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Case | Inleto | Outleto Characteristic Reduced impedance
LEAK | 1000 1000 | Non Reflecting outlet  —0.85+ 0.35i
REF | 1000 | 10000 Reflecting outlet —0.04+0.21i

TaB. 7.3 — Acoustic inlet and outlet boundaries for the runs REF and LEAK. The
last column comes from a post-processing of times series of velocity and pressure.
The complex valued impedance was used as boundary condition in AVSP.

U, [ms]
[ —— 30

\4 20
S g 10

T

— -30

FIG. 7.2 — Mean axial velocity field, white line : isg-= 0, black line : iso-T = 1500
K for stable combustion.

is minimized and the flame does not exhibit any strong unstable movement.
The mean velocity and fuel mass fraction fields are displayed in Fig. 7.2 and
Fig. 7.3. As expected, the downstream part of the central recirculation zone is
filled by burnt gases and stabilize the turbulent flame.

7.6.2 Acoustic analysis

Using the mean temperature fields given by LES, the Helmholtz solver was

used to obtain the thermoacoustic eigenmodes of the burner. For this analysis,
the active effect of the flame is modelled using a transfer functigx) @nd

1(X)) obtained with LES, the mean sound speed is given by the average LES

quel
0.06

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.00

Fic. 7.3 — Mean fuel mass fraction field, black lines : iso-reaction rate for stable
combustion.
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Mode - no active| Frequency Growth rate|| Mode - active| Frequency Growth rate
flame [Hz] [rd.s™1] flame [Hz] [rd.s™1]
1 308 -42 1 304 -672
2 435 -23 2 432 653
3 833 -3.1 3 835 5
4 1184 -63 4 1136 232

TAB. 7.4 — AVSP results : frequencies and growth rates of the first four modes pre-
dicted by the acoustic solver with and without acoustics/flame coupling.

fields and the impedances of the REF run (Table 7.3) are used at the outlet
and inlet of the combustor. When the outlet is set to a non reflecting condition
similar to run LEAK, the acoustic solver predicts that all modes are damped.
The frequency and decay/growth rate of the first four modes obtained with
(n(x) andt(x) from LES) or without ((x) set to zero) acoustics/flame cou-
pling in the REF case are displayed in Tab. 7.4. Note that the first four modes
are mainly longitudinal. When the unsteady effect of the flame is not accoun-
ted for, all modes are damped (negative growth rate), because the mechanism
which feeds the instability is not present and acoustic losses through the in-
let/outlet boundary are not compensated. When the flame transfer function ob-
tained from LES is used, the first mode is drastically damped by the acous-
tics/flame interaction, while the second mode is predicted to be the most uns-
table. The pressure node in the second mode vanishes when the acoustic/flame
interaction is taken into acount. Th&3and 4" modes are only marginally
triggered. Recall however that the flame transfer function has been assessed by
post-processing the LES results in the 400 Hz range so that it is not clear whe-
ther the acoustics/flame interaction is properly accounted for as far as modes
in the 1000 Hz range are concerned. Still, accounting for the flame transfer
function allowed to discriminate between the first two modes of the burner al-
though neither big difference in their shape can be found in Fig. 7.4 nor clear
frequency discrimination can be stated compared to LES results (380 Hz).

7.6.3 LES results

In addition to the average results of Section 7.6.1, LES also reveals that the
combustor can exhibit a strong unstable mode when the outlet is acoustically
closed (case REF). In this case, soon after ignition, the pressure and the glo-
bal heat release start oscillating (Fig. 7.6 a) at 380 Hz which is very close to
the mode predicted by AVSP in Section 7.6.2. To analyse the behavior of this
instability, the following sequence is set up :

— Starting from a stable flame (LEAK), the outlet impedance is changed to
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FIG. 7.5 — Comparison of LES{— ) and acoustic(--- ) solvers : RMS pressure
fluctuationsp)™® along burner axis.

become reflecting (case REF) at titne 0.127s (Fig. 7.6). The oscillation
grows and reaches a limit cycle at a frequency of 380 Hz mode which is
close to mode 2 predicted by the Helmholtz code (Section 7.6.2) at 432
Hz. Its mode structure is also very well predicted (Fig. 7.5) : the pressure
perturbationpi™® measured in the LES matches the acoustic structure of the
432 Hz mode predicted by AVSP.

— Attimet =0.173s, the outlet impedance is switched again to a non reflecting
condition (case LEAK) so that the instability disappears.

This scenario provides three phases which are studied sequentially :

— Alinear growth between timesI27s and 0150s (Section 7.6.4),

— Alimit cycle between times.Q50s and 0173s (Section 7.6.5),

— A decay phase startingtat 0.173s (Section 7.6.6)

For each phase, the instability is analyzed in terms of flame shape, flame os-

cillation and phase between heat release and pressure. Moreover, the acoustic

energy equation budget is closed and all terms are analyzed.

7.6.4 Growth phase

Once the outlet boundary is acoustically closed (t= 0.127 s), the thermoacoustic
instability starts. Fig. 7.6 displays the time variations of the combustion source
term $;, the acoustic losse$; (Fig. 7.6 b), the total acoustic energy in the
chamberz; (Fig. 7.6 d) and shows that the budget of Eq. 7.13 is very well
closed by the LES data : the differengg— #1 matches the time derivative of

‘1 (Fig. 7.6 ¢). This validates both the LES results and the wave equation 7.13.
Itis also the first example of such a treatment for a resonating combustor. Since
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FIG. 7.6 — Closure of the acoustic energy equation : (a) mean normalized value of
pressure{—), heatrelease (--- ) and phase angle between these signals() ;
(b) $1 (——)andF1 (- ); (€) S1— F1 (——) andd£ /ot (- ); (d) E.

the budget is closed, individual terms can then be analyzed.

The phase angle between pressure and heat release is displayed in Fig. 7.6a.
During the growth phase, it is close to zero and slowly shifting towards

leading to a strong coupling between pressure and heat release i.e. a [$sitive
term. During the growth phase, the source t&ins large and always positive

(Fig. 7.6 b), because the phase angle stays if-tmg#2;11/2] range. Fig. 7.6 b
shows clearly that the acoustic losses balance the reactingtemthe acous-

tic buget equation.

7.6.5 Limitcycle

Att=0.150s, the instability reaches a limit cycle at 380 Hz. Before reaching this
limit cycle, a large overshoot of acoustic energy is observed : this is typical

of combustion instabilities and it has been observed experimentally. Fig. 7.6
shows that reaching the non-linear zone, the phase difference between pressure
and heat release increases from zeroitd in the limit cycle zone. The drift

of this phase difference together with increasing acoustic losses lead to the
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saturation of the instability.

The coupling loop betweep; andwr; can be identified from LES as follows.

The longitudinal mode induces the formation of a vortex ring at the dump
plane. This vortex ring strongly interacts in phase with the flame. Fig. 7.7
illustrates the interaction between the acoustically induced vortex ring and the
flame brush. Fig. 7.8 allows to locate LES snapshots in the acoustic period and
displays the mean pressure fluctuatiorn the flame zone, the heat release
fluctuationwr1, and the fluctuation of the mean velocity in the dump plane
ul™P. At instant 1, a vortex ring appears at the dump plane wh&H™?/dt

is maximum. The ring structure detaches and is convected through the flame
by the mean flow (instants 2, 3 and 4). During the period 1-3 the flow inco-
ming from the injector pipe stretches the flame, increasing its area, whereas
the flame wrinkling by the vortex ring remains weak. Consequeitly in-
creases with a medium slope. Between points 3 and 5 the vortex ring is clearly
wrinkling the flame andor increases faster. Moreover, the vortex ring is gra-
dually destroyed, and its global coherence disappears between instants 4 and
5, at a moment wheduf "™P/dt is minimum. At instant 5 some coherent struc-
tures are still interacting with the flame, producing (noisy) flame pockets and
cusps. After 5, the flame burns out the fresh gases present in the chamber and
propagates back to the injection pipe decreasing the overall flame surface and

Wr1.

7.6.6 Decay phase

The decay phase is triggered by the sudden change in the acoustic outlet boun-
dary condition switching to non-reflecting (LEAK). The phase anggg in-
creases by a large amoungs, > T/2 att = 0.174si.e 12msafter relaxing

outlet pressure (Fig. 7.6). At this timg becomes globally negative for the

first time and the instability is rapidly damped. The acoustic losses actually
become positive (gain term) during this last oscilation but the instalghity
gineis broken and the Rayleigh teri becomes negative during a half cycle
(0.173<t < 0.1275mson Fig. 7.6) leading to the immediate disappearance of
all unstable activity.

7.7 Conclusions

Three complementary tools have been used to analyse the instability modes
of a staged swirled combustor : full compressible LES, Helmholtz analysis
and budget of acoustic energy. The two latter methods utilize LES results but
provide essential new elements : the Helmholtz results allow the exact identi-
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FiG. 7.7 — Vortex ring shedding for a period during the limit cycle, isosurface : Q
vortex criterion ; black lines : iso-reaction rate.

FiG. 7.8 — Time signals during the limit cycle and snapshots corresponding to the
previous figure : pressure-{— ), inlet velocity (- ) and total heat release-(-- )
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fication of modes appearing during the instability, while the budget of acoustic
energy demonstrates that the Rayleigh criterion is not the only or even the lar-
gest term in the acoustic energy equation : acoustic losses at the outlet of the
combustor contribute significantly to the budget of acoustic energy and deter-
mine the levels of oscillation amplitudes as well as their appearance.
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Conclusion et Perspectives

L'objectif de cette teseétait de @velopper des outils nueniques d’'analyse

acoustique susceptibles de fournir @valuation rapide de la stabéitla struc-

ture spatiale et la équence des premiers modes propres de configurations

complexes de type turbiriegaz. Pour se faire, deux stgtes diferentes mais

compEmentaires oréte élaboées dans le cadre de I'acoustiquehire :

e Une approche dite de "codégseau” dans laguelle une configuration desn
est discetiseea I'aide d’'une succession de quelques dizainéedients aux
fonctions de transfert acoustiques connues et petraas par la fequence
propre recherdke. Afin de pleinement tirer partie de la rapgdét de la sou-
plesse de cette approche, celle-&ta volontairement restreinte aux seules
ondes longitudinales.

e Une approche dite "@lements/volumes finis”, re@uant des moyens de cal-
culs plus importants que la gredente mais pleinement tridimensionnelle
et capable de prendre en compte des champs moyens e&debtdes
détaillees. Le paradllisme des rathodes nuiriques emploges autorisent
de plus létude de configurationgalistes enéres.

Dans les deux cas, l&termination de lagponse acoustique du s§steétudie

s’avere nettement plus rapide que celle obtealiaide de simulations nuemiques

instationnaires classiques du type LES, et ce, pour deux raisons principales :

e d’'une part lestquations de la granique des fluides sont applegs aux
seules fluctuations acoustiques permettant ainsi de restreindredensyst
une seuleéquation (Iequation d’onde) e une seule variable (la fluctuation
de pression).

e d’autre part les grandes longueurs d’ondes des modes reésgretmettent
I'utilisation de maillages beaucoup moins denses que kegus/alents LES
et autres simulations nwmques instationnaires.

En outre, I'approche &quentielle retenue pour les deux types de codes facilite

I'utilisation de conditions limites d’'im@dances grérales.

Un premier exemple d’application de cett@&timodologie &teé decrit au cha-
pitre 5. Il montre la com@mentarié de ces outils avec la simulation LES

207
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sur le cas d’'une chambre de combustionéxpentale. L'analyse acoustique

de cette configuratiorealisea l'aide du code AVSP permet non seulement
de ceterminer la nature de l'instab#itmise enévidence dans la simulation
LES mais en outre, elle montre I'existence d’un mode origiaasavoir un
mode tournant d’origine purement acoustique et non hydrodynamique. L'autre
intérét des outils dvelopg@es au cours de cettedbe eside dans leur capa-
cité aévaluer la stabilé des modes propres de configurations complexes. Ceci
constitue le point dur de ce travail. Pour se faire, une &fisdtion du terme
source thermoacoustique sous la forme d’une fonction de transfert de flamme
a éte utiliste. Compte-tenu des phonenesa petiteéchelle mis en jeu dans

ce type de racanisme, la fonction de transfert de flamme requise est obtenue
par mesure eXgrimentale ou par mesure sur simulations Bugues. L'une

des originaliés de cettétude éside cependant dans Esplution du proldme

aux valeurs propres non classiquerite de la situation avec une flamme ac-
tive acoustiquement. Deuxéthodes onété élaboées dans le cadre du code
AVSP : la premére s’appuie sur unaleloppement asymptotique autour des
modes sans flamme active ; la derrie repose sur la recherche des modes
propres avec flamme active par unéthrode de point fixea chaque &ration

la dependance &guentielle de la fonction de transfert de flamme egtefige

qui permet d’obtenir un probme aux valeurs propres classique. En plus de
validations acagimiques, ces techniques arik respectivement appligasa

une turbine ex@rimentale annulaire €t une chambre de combustion munie
d’'un injecteur swiré. Dans ce dernier cas, I'instab@itnise erévidence par la
LES aété correctement @dite ainsi que la forme spatiale du mode instable.

A l'issue de ce travail de #se, la viabilié du concept de pdiction des in-
stabilitts de combustion par association des outils acoustiqesdament
décrits et de la simulation LES app#trdémontée. La prengre perspective
congcutivea cette conclusion concerne donc I'application de ces outils dans
les étapes de conception industrielle. Celle-ci pourrait alorseseuder de la
mankre suivante : La simulation nwarique par LES pourragétre eseree au

seul calcul de la fonction de transfert de flamme ce @gessiterait la prise

en compte d’un seul fiteur ou d’'une seule tranche parmi des dizaines dans le
cas typique d’'une configuration de turbiaggaz annulaire. La seconéepe
consisteraita introduire la fonction de transfert ainsi mesardans le code
acoustique qui, du fait du paralisme et des maillages peu denses qu'il uti-
lise, pourrait quang lui prendre en compte I'ensemble de la configuration.
La détermination de la stabiétde modes propres azimuthaux, dont I'impor-
tance est cruciale sur ce type de configuration, serait en particulier possible,
et ce,a un cait beaucoup moindre que celui occasierpar une simulation
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LES appliqeea la configuration entire. Cette dergre alternative d’ailleurs

n'a encore jamais patre ealisea I'heure actuelle. Par ailleurs, du point de

vue technique, plusieurs autres perspectivésalution se dgagent I'issue

de cettettude :

e lapremere concerne la prise en compte d’'un champ de vitesse moyenne non
identiguement nulle. Le€sultats obtenus sur les divers exemples d’applica-
tion ont monte au cours de cetitude que les hypodises de maglisation
retenues au chapitre 1 sont vraissemblablemérifi#ges dans le contexte
applicatif aux turbinesa gaz. Lecart maximum entre équences @dites
et mesuees est de I'ordre de 10 % comme dans I'exemple du chapitre 7.
Une premere piste expliquant cefcart relatif pourrait donétre le ble
de I'ecoulement moyen. Toutefois, la prise en compte d’'une simple vitesse
convective dans lesquations ne devrait certainement pas induire de chan-
gements notables du fait des faibles nombres de Mach dans les configura-
tions étudiees. En revanche,étart relatif peugventuellemenétre impu-
table aux gradients de vitesse moyenne au niveau du front de flamme. Ceux-
ci pourraient induire uneéflexion locale aboutissaatun Eger @&phasage
des ondes acoustiquadeurs niveaux, d'o unécart en fequence. Cepen-
dant la prise en compte de cegutonene conduitt complexifier largement
la formulation du chapitre 1. Non seulement il n’existe plus de proportiona-
lité directe entre les fluctuations acoustiques de vitesse et de pression mais
en outre il devient difficile de maaiser le probdme par une seukguation
d’onde. Il est vraissemblable qu’une formulation vectoriellg phu’) soit
préferable. Toutefois la taille du e est alors augme.

e Une autre perspective@volution concerne la prise en compte d’effets non-
lineéaires. Les rethodes likaires ne s’irédressent qa la phase de crois-
sance des instabi@is mais celles-ci peuvent aboutir@niin cycle limite, au
terme d’un certain laps de temps, dont I'amplitude demeure acceptable pour
le dispositif. En consquence, on peut penser que lestimodes ligaires
précedement écrites ont une tendanéesurestimer 'importance des insta-
bilités de combustion. Un dewwme point concernant la prise en compte
des effets non li@aires est relatif aug&ventuels excitations de modes hautes
frequences par des modes bassegiufences. Ceséa&ganismes, notamment
rencontés dans des instab#i$ de combustiorésonautiques appets "screech”,
ne peuvent pastre pedits par les codes de ceéitude dans leur forme ac-
tuelle. Leur adaptation dans le cadre d’une formulation naaiie s’aererait
nécessaire pour remplir cet objectif supplentaire.
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Annexe A

Relations de sauta l'interface entre
deux elements du code Soundtube

A.1 Relation de saut de vitesse acoustique

On consi@re la situation grérale dans laquelle une flamme est lo&des|'in-

terface entre deux "tubeg€lementaires du code Soundutbe, ces deri@tnst
caracérises par des sections et des t@rgiures moyennes dififentes. Comme
mentionré au chapitre 3, on ne s'imtesse qu’aux seules ondes longitudinales,
seule la composante longitudinalede la vitesse sera donc consige. On
cherche dans un premier temgpselier les fluctuations de vitesses acoustiques
de part et d’autre de l'interface. Pour se faire, une approche coasigiiéser

un bilan de masse au niveau de l'interface en question, en apportant cepen-
dant un soin particulier au choix du volume de coter[157]. En effet dans

la situation en question, non seulement les fluctuations acoustiquesbéu d
massique varient de part et d’autre de la flamme mais la position éltleende

cette derrére fluctueegalement. On choisit donc un volume de col&¥ fixe

qui contient I'interface @activea chaque instant. Compte-tenu de I'hypebl

de flamme acoustiquement mince retenue dans Soundtube (chapitre 3), la taille
de ce volume est faible devant les longueurs d’ondes acoustiquesé&®énsid

De plus, on distingu¥; etV; les parties d& occupees respectivement par les

gaz frais et les gaz chauds. La situation est ilksar la figure A.1.

Dans ces conditions, la conservation de masse sur le volusiecrit :

) . d
- = a/vpdv
d

= a(prl) + %(Psz) (A.1)

Lesindices 1 et 2 se rapportent aux gaz frais et chauds respectivemept)S
repesente le dbit massique. L'utilisation dans la relation A.1 du formalisme

225



226

HAPITRE A: Relations de saut entre 2 éléments du code Soundtube

N
S ]’n1 Ly mF Ly
mZ
Flamme
I | >
1 2 X

Fic. A.1 — Interface eactive entre deux tubadementaires dans la melisation
"Soundtube”.

introduita la section 1.2.3 permet alorsdtire :

~

M-y = (p1—P2)(—iw)Vs —iw(P1Va + P2Va) (A.2)
Le volume V est fixe au cours du temps mais pas les volurmesV, qui sont
lieés aux fluctuations de l'interfacéactive. Afin de faire intervenir le taux de
dégagement de chaleur global de la flam@en introduit le @&bit massique
Mg au niveau de la flamme et oaalise un bilan de masse sur le voluve

: : d
M —mMg = at pdV (A.3)
1

La linéarisation de cettequation aboutit aux relations suivantes :

M—me = O (A.4)

M —Me = Py(—i)V1—iwpVy (A.5)
Dans le cas d’'une flamme de&mnelange, lesésultats classiques issus de la
flamme monodimensionnelle permetteréctire [26] :

r'nFY;quelQreac = Q (A-6)

Ylf“e' represente la fraction massique de fuel dans les gaz @aig: repesente
I’ énergie lieree par unié de masse, elle n&dend que de l&action chimique
et des caraétristiques thermodynamiques des composants chimiques mis en
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jeu, c’est donc du point de vue acoustique une constante. On suppose en plus
gue la composition du &lange n’est pas modieé par I'acoustique c’estdire

queYlf“e' estégalement cons@tee constante du point de vue acoustique. Dans
ces conditions, les fluctuations deghgement de chaleuénfient :

r"h >

me_Q (A.7)

Mg Q
Cette derréreéquation, utili€e conjointement avec les relations A.5, permet
d’écrire :

. MmO iopVs
(cicoVy = 1M Q  16P1Vs (A.8)

PL P1Q P1
Compte-tenu de ces dernierswgloppements, I'equation A.2 prend la forme
Suivante :

: : _ __fm MmO iwop1Va
Mm—-np = 1= P =—=—+—=
(pr=p2)( PL P1Q P1

Cette derrgre relation peut se simplifier en tenant compte de I'hygeth bas

nombre de Mach. Dans ce cas la fluctuation dhitls’ecrit :

) —iw(P1V1 + PaVa) (A.9)

m = PuS+pas

SG(1+ M)
m ~ pUS
Par ailleurs, la taille du volum¥ n’est soumise q@ une seule contrainte,
celle de pouvoir contenir les fluctuations de la position du front de flamme.
En appelantumax 'amplitude des fluctuations de vitesse Bt une geriode

acoustique, on enédiuit que la taille minimale pou; (ouV>) est de I'ordre
de Sx Unaxx Tac. Dans ces conditions, il appéairgue :

M| ~ P1rlmaSt (A.10)
iwpVi| = P10maxSIM1 (A.11)
Ainsi, I'hypothese de bas nombre de Mach perragalement deégliger les

termes env; etV, de I'équation A.9 devant les autres termes ( apac- po|
du méme ordre que1). Compte-tenu de ces simplifications, I'Eq. A.@sfit :
X R 1 1 .ryz
S-S =(=-=)=
P2 P11 Q
Le taux de égagement de chaleur moyen gdit des relations classiques
issues de la configuration de flamme monodimensionnelle [26] :

Q = princy(T2— T1)St (A.13)

(A.12)
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En utilisant I'equation détat des gaz parfaits, on obtient finalement la relation
de saut de suivante :

. . y—1n~
— = A.14
Sl — S0 v Q ( )

A.2 Relation de saut de pression acoustique

On consi@rea nouveau la situation de la figure A.1. Pour relier les fluctua-
tions de pression de part et d’autre de linterface, on applique un bilan de
guantie de mouvement au volume de cdahrV. On rappelle que seules les
fluctuations longitudinales de vitesse sont coesds et que la viscogitde

I’ écoulement estagligée (voir section 1.2.3). Dans ces conditions le bilan en
guestion crit :

d
@w%ﬁﬂ&—mw%ﬁm&+ﬁm¥iﬁﬁmmv (A.15)

Dans cette relatioﬁx('at) repiesente la composante longitudinale de la force

latérale exeree sur le fluide en raison deelargissement de la section. Cette
composante gcrit [158] :

R = pi(S—S) (A.16)

D’ou la forme suivante pour la relation A.15 :

d d
PLUZS) — PoUs S + S(p1— P2) = a(plulvl) + a(pzuzvz) (A.17)

La linéarisation de cettequation arane le esultat suivant pour&oulement
moyen :

P1UES, — polsS, = 0 (A.18)

Par ailleurs, compte-tenu de I'hype@the de faible nombre de Mach, on montre
que (au premier ordre) :

[(pu?)'| < |p] (A.19)
Dans ces conditions, la forme &ari€e de 'Eq. A.17 <Lcrit :
S2(P1— P2) = P2liz(1— %)(_iw)vz (A.20)

Comme dans la section&xédentqvg\ ~ STaclmax par congquent :

Pei1- D)ol ~ [IMa1-2)  (A2Y)



A.2Relation de saut de pression acoustique 229

Sous la condition que le nombre de Mach est suffisament faible pour que
IM2(1— %)| < 1, larelation de saut suivante est finalement obtenue :

(A22)
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Annexe B

Exemples de validation du code
Soundtube

En compément de la partie 3.6, cette sectioBggnte quelques unes des confi-
gurations de validation de Soundtube dans lesquelles une solution analytique
est cerivable. On s’inéresse ica des situations non classiques permettant ainsi
de tester des cara@sistiques importantes de soundtube telles quépeddance
frequentielles des conditions limites ou la prise en compte de flamme non
"acoutisquement minces”. On rappelle que I&fimtions des paragires du

code sont disponiblesla partie 3.2. Cette section est extraite du manuel d’uti-
lisation du code Soundtubédige en anglais.

B.1 Simple Tube with a variable reflexion coeffi-
cient

B.1.1 General features and analytical results

The situation of a simple tube is considered. However, the output reflexion
coefficient Rp) is variable in frequency as illustrated by the figure B.1.

Mean temperature, mean pressure, length and section area are respectively na-
medT, P, L andS.

Eigen frequencies values of the configuration

When the frequency equals an eigen frequency, all the boundary conditions are
verified, that is to say :

— 18t reflexion condition :

Ri=1— Al = A (B.1)
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© @‘

Rl=1 ! RZ— R(f)

0 L

FiG. B.1 — Simple tube with a variable output reflexion coefficient

— 21 reflexion condition :
Ry = Ro(f) = AJd2KL = Ry(f).A; (B.2)
Hence :
R e| 2kL R2

The real and imaginary parts (growth rate) of eigen frequencies can be easily
deduced :

= ok = o (@rg(Re( ) /Re) + 2019 (B.3)

fi= S k= 2o ”| (B.4)

The functionRy(f) is chosen to vary contlnuously and “smoothly” with only
the real part off. From 1Hzto 2000Hz, Ry(f) varies from—1 to —0.84. The
exact formula chosen is as follows :

f2
Ro(f)=-"1-1 (B.5)
a
with o = 25x 10P. So, in the rang&lHz 2000H 7], Ry( ) is a negative number
as it can be seen in the figure B.2.
The eigen frequencies can be now evaluated. MHenode of the configura-
tionis:

f = 4L (14+2m) (B.6)
- c?(1+42.m)?
=g " Tz B7

In this case, the real part of the eigen frequency is not modified in comparison
with the situation of the simple tube. On the other hand, the growth rate (or
imaginary part of the eigen frequency) is not zero anymore .

Features of the configuration

To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen:
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-0.80 -
-0.85

—-0.90

R2

-0.95
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frequency

FIG. B.2 — Evolution of the Reflexion coefficient with frequency

— T =2000K

— P=1.013bars

— S=0.03n7?

— W = 0.02897kg/mol
-y=14

— L=05m

B.1.2 Soundtube results and comparison with analytical re-
sults

Modal method

model Re(f):4.48218696620299e+02 Im(f) :1.15114727598094e+00
mode2 Re(f):1.34465608986090e+03 Im(f) :1.07108118926279e+01
Energyforcing method in the complex plan

mode 1: Re(f)=4.482187e+02 Im(f)=1.151147e+00

mode 2: Re(f)=1.344655e+03 Im(f)=1.070862e+01

Fluxforcing method on the real axis

In this situation, a forcing at different real frequencies within the rd8g2000H Z|

is performed. The quantity evaluated is the loudspeaker acoustic flux. The re-
sult of this forcing is illustrated by the figure B.3.

Analytical results

In this situation, the relations B.6 and B.7 give the following results :

mode 1 : Re(f)#,=448.2187 Im(f)#£;=1.151147

mode 2 : Re(f)#,=1344.656 Im(f)#;=10.71081
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Acoustic flux of the loud-speaker vs frequency
2.00e+02 -

1.50e+02

1.00e+02

5.00e+01

0.00e+00 -
0.0 500.0 1000.0 1500.0 2000.0

frequency [Hz]

FiG. B.3 — Acoustic flux at the loudspeaker in the case of a tube with a variable
reflexion coefficient

B.2 Tube with a thick flame

B.2.1 General features and analytical results

The configuration of the figure B.4 is considered. The two flames of the device
have the same reference speed (inrther model) that’s why they can be seen

as a unique flame. This reference speed is the speed at the end of the tube 1, i.e :
the speed at the side “+” of the tube 1. More precisely, this case corresponds
to a distribution of the heat release in different regions. Each region has its
own values foin andt. Between two regions, acoustics without combustion is

applied.
Flame
\\\
~~—
S~
—
. .
=
S @20 @20 @
Al+ :> A2+ ;> A3+
Ri=1 - 3 - 3 - R2= -1
Al- { A2- { A3-
J S
7 [d
1 i f i
0 L3 2143 L

Fic. B.4 — Tube with a thick flame

To find more easily an analytical solution, the following simplifications are
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applied :
— Same mean temperature in the two tubes :
Ti=To=T3=T
Same section in the two tubes :
S =%=%=S

— Same mean pressure in the two tubes :

Same length for the three tubes :
l1=Il=I3=1=L/3

Reflexion relations

According to these hypothesis and the definition of a reflexion coefficient, the
reflexion relations are in the current case :

— 15t reflexion condition :

Ri=1=>Af =A (B.8)
— 21 reflexion condition :
Ry=—1=Aje?* =_A; (B.9)

Jump-relations for pressure
— At the first intersection, the jump-relation for pressure is :

Pi(L/3) = ph(L/3) = A &K AT e =af 1 A) (B.10)
— At the second intersection, the jump-relation for pressure is :
Ph(2L/3) = py(2L/3) = A & LA e =Af 1Ay (B.11)

Jump-relation for speed

The general jump-relation for speed is applied in the current case. It is remin-
ded that the orientation of each tube is essential in this relation. In this case the
two flames have the same reference speed : the acoustic speed at the end of the
first tube (at side “+").

— At the first intersection, the jump-relation for speed is :

Suj(L/3)+Sup(L/3).n.€9 —SUH(L/3) =0
Hence :

(A& — AT e ™M) (14U —Af + A, =0 (B.12)
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— Atthe second intersection, the speed reference isia{g3). So, the jump-
relation for speed is :

Suh(2L/3) + Sy (L/3).n2.€°2 — Suj(2L /3) =
Hence :
A —py e (AT M — AT e M) np AT+ A =0
(B.13)

Characteristic function and results
By combining the relations B.8, B.9, B.10, B.11, B.12 and B.13 it yields :

cog3.kl)—2.n e sir?(kl).cogkl) —ne @2 sir(kl) =0 (B.14)

To finish the calculus, the hypothesis of very small heat releasen(ke< 1) is
necessary. As a consequence, the vélakeigen frequencies with combustion
is close to their value without combustidg(example 1 of this help guide). So,
The Taylor expansion of B.14 can be applied with ko + 0k and|dk| << |Kp|.
Finally, it yields :

B —sir?(kol)

~ L.sin(koL)
The shift in frequency, for the real and the imaginary part, can be expressed as
follows :

[2n1cog kol ).(cogwpTy) +i.Sin(woT1)) + 2. (CO woT2) +i.SiN(WpT2))]

O(5f) = 21: LSIT]((kaIB) [2n1cog kol ).cogwpTy) + N2.cogwpt2)]  (B.15)
0(8f) = 21: LSIstikkzlg) [2n1cog kol ).sin(wpT1) + N2.sin(woT2)]  (B.16)

Features of the configuration
To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen:

— T =2000K

— P=1.013bars

- S=7x10"%n?

— W =0.02897g/mol
—-y=14

— L=0.75m

-n =001

— n,=0.015

- 11=1x10"°s
- 1,=28x%x10"°s
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B.2.2 soundtube results and comparison with analytical re-

sults

Modal method

model Re(f):2.97289384475941e+02 Im(f) :-5.17788415780247e-
02

mode2 Re(f):8.99236555906445e+02 Im(f) :4.45502312056407e-
01

mode3 Re(f):1.49419363395483e+03 Im(f) :-1.08061192337921e-
01

Energyforcing method in the complex plan

mode 1: Re(f)=2.972894e+02 Im(f)=-5.177884e-02

mode 2: Re(f)=8.992366e+02 Im(f)=4.455023e-01

mode 3: Re(f)=1.494194e+03 Im(f)=-1.080612e-01

Fluxforcing method on the real axis
Acoustic flux of the loudspeaker is measured for different forced real frequen-
cies, the result is illustrated in the figure B.5.

Acoustic flux of the loud—speaker vs frequency
2.00e+02

1.00e+02

0.00e+00

-1.00e+02 - : : -
0.0 500.0 1000.0 1500.0 2000.0

frequency [Hz]

FIG. B.5 — Acoustic flux of the loudspeaker evaluated in the case of the tube with
thick flame

Analytical results

The modes without combustion are calculated following the relation B.3 but
withL=0.75:

f01 =298813Hzand Im(f01)=0

fo2 = 8964374Hz and Im(fo2)=0

foz = 1494062Hz and Im(fo3)=0

In this situation, the relations B.15, B.16 give the following results :
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— mode 1:
0(8f) =-1.5359 so Re(f)=297.277 Hz
[(8f) =-0.0529 so Im(f)=-0.0529 Hz
— mode 2:
[1(5f)=2.8180 so Re(f)=899.2554 Hz
[(6f)=0.4482 so Im(f)=0.4482 Hz
— mode 3:
[0(5)=0.1312 so Re(f)=1494.193 Hz
[(6f)=-0.1081 so Im(f)=-0.1081 Hz

B.3 Three tubes in a “T” configuration without
flame

B.3.1 General features and analytical results
The configuration of the figure B.6 is considered.

1 X 12

© ® © @ Ry
2
Rizsl Al+ y A2+
Al- + A2-
- -
T A
Q A3-
A
13
A3+
S) Y

R3=+1

FIG. B.6 — “T” configuration without flame

To find more easily an analytical solution, the following simplifications are
applied :
— Same mean temperature in all the tubes :

Ti=T=T3=T

— Same section in all the tubes :

S=5=%=S
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— Same mean pressure in all the tubes :

Reflexion relations

According to these hypothesis and the definition of a reflexion coefficient, the
reflexion relations are in the current case :

— 1t reflexion condition :

Ri=1=— A =A] (B.17)

— 24 reflexion condition :
Ry=—-1= AJd?klz— ] (B.18)

— 39 reflexion condition :
Re=1=>Al =A; (B.19)

Jump-relations for pressure
These relations are in the current case :
— First jJump-relation for pressure :

Pi(z1) = Phl(z) = A} .€* AT ek AT L AS

By using the relations B.17 and B.18 and by supposiimgl,) # 0 it be-

comes : Klagogl)
i.e"*2cogqkly
Al =AT. .
271 sin(kly)

(B.20)
— Second jump-relation for pressure :
p?[(zl) — pé(zl) . AIL.ei'k'll _i_AI.efi.k.h_ — Ag‘ei.k.k:, +A§.efi,k.|3

By using the relations B.17 and B.19 and by supposiogikls) # O it be-
comes :

4 cogKly)
Al = Aj.cos(kl3) (B.21)

Jump-relation for speed

The general jump-relation for speed is applied in the current case. It is remin-
ded that the orientation of each tube is essential in this relation.

Suj(z1) —Suy(z1) +Suz(z) =0
By introducing the “Riemann invariants”, it yields :

Ai_.ei'k'll —AI.e_i'k'll _AEL +AE _}_Aéﬁ-.ei.k.b —Ag_.e_i'k'l?’ -0
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By using firstly the relations B.17, B.18, B.19 and secondly the relations B.20
and B.21, the precedent equation can be simplified as follow :

Af .[sin(kly) — cogkly).cotan(klz) +cogklp).tan(kls)] = 0 (B.22)

Characteristic function
If AT # 0 and if cogkly) # O then the relation B.22 leads to the following
characteristic function :

tan(kly) — cotankly) +tan(klz) =0 (B.23)

Solving this equation is not trivial and not necessary to compare the soundtube
solutions with analytics. Introducing eigen frequencies computed by Sound-

tube into the equation B.23 and afterwards checking the null result is another
way to verify Soundtube solutions validity.

Features of the configuration

To compare analytics with soundtube results, the following features are cho-
sen:

— T =2000K

— P=1.013bars

— S=0.03n7

— W = 0.02897kg/mol

—-y=14

- |1 =0.25m

— l,=0.35m

- |3 =0.2m

B.3.2 Soundtube results and comparison with analytical re-
sults

Modal method

model Re(f):3.08185562303430e+02 Im(f) :-3.20991295045994e-
i”ISOdeZ Re(f) :9.85546974375448e+02 Im(f) :2.98529281906877e-
]r;140d63 Re(f) :1.22985400446902e+03 Im(f) :1.85165833108401e-
]r;140de4 Re(f) :1.96300768743214e+03 Im(f) :-1.77689469965228e-
14

Energyforcing method in the complex plan
mode 1: Re(f)=3.081856e+02 Im(f)=1.057769e-14
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mode 2: Re(f)=9.855470e+02 Im(f)=-6.235264e-15
mode 3: Re(f)=1.229854e+03 Im(f)=-1.940787e-14
mode 4: Re(f)=1.963008e+03 Im(f)=4.250708e-14

Energyforcing method on the real axis
The figure B.7 shows the global acoustic energy measurements for different
real frequencies in configuration studied.

Total acoustic energy of the system vs frequency
1.00e+06

5.00e+05
0.00e+00
—-5.00e+05 -

-1.00e+06 - : : -
0.0 500.0 1000.0 1500.0 2000.0

frequency [Hz]

FiG. B.7 — Acoustic energy in the case of the “T” configuration without flame

Analytical results
In this case, explicit relations for eigen frequencies can not be obtained but
the characteristic function is available. As a consequence, soundtube results
are introduced into the characteristic function (relation B.23) to verify if they
satisfy it. Since the results of all the methods are very similar, only the results
of the modal method are introduced into this equation.

— mode 1 :fop = 3081856Hz andk = 2nfo

c
tan(kly) — cotar(klp) +tan(klz) = 3.5x 10~/
— mode 2 :fo = 985547Hz andk = 2T
tan(kly) — cotan(kly) 4+tan(klz) = 3 x 106
— mode 3 :fo = 1229854Hz andk = 2T
tan(kly) — cotan(klp) +tan(kl3) = —1x 107®
— mode 4 :fo = 1963008Hz andk = 2T

tan(kly) — cotan(klp) +tan(klg) = 1.8 x 107°
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Annexe C

Rappels d’algebre

C.1 Definitions fondamentales

Cette partie est destea rappeler succintement les notions d&lige essen-
tiellesa la compehension de cettetude. De plus amples descriptions sur le
sujet sont disponibles dans [93, 104, 105].

C.1.1 Notations algbriques

Soitz=a+i x b un nombre complexe, on appelle conjégiez le nombre
complexez* défini de la margre suivante :

Z=a—ixb (C.1)

Soit A €¢ C™"N, Pour cette matrice, on introduit les notations éfimitions
suivantes :

e AT est la matrice transpésieA < aﬁ = (aji)

e A" est la matrice auto-adjointe de<— ai'? = (aj)"

Si de plusA est une matrice cage fn=n) :

e Aest une matrice hermitienre= A7 = A

A est une matrice normale= AA™ = AHA

A~! estla matrice inverse de<= AA 1 = A"1A=|

A est une matrice unitaire= AA" = AHA=|

A est une matrice Hessenberg étipure (respectivement ifieure)<—-
Ajj =0pourj >i+1 (respectivement<i—1) ettel qu'il existe € [1,...,n]
tel queA; #0

On appelle le rang dA et on noterg(A), le nombre de vecteur colonne Ae
linéairement indpendants.
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On appelle image de I'application Baire assoéea la matriceA, et on note
Im(A), 'ensemble des vecteuyse mathbbC tels qu’il existe un vecteux €
C" vérifiant :Ax=.

C.1.2 Probleme aux valeurs propres

SoitBe C™"etM € C™", on appelle prol@ime aux valeurs propreégerali€ la
recherche d’'un vectexrc C" et d'un scalaire\ € C tels que :

B(A)x=AM(A)x (C.2)

Le vecteurx est alors appélvecteur propre et sa valeur propre ass@a. Sous
cette forme les matricel® et M peuventétre fonctions de et dans ce cas le
probleme n’est pas ligaire. Si au contrairdd et M ne cependent pas de et
queM est inversible alors en introduisafit= M~1B le probBme aux valeurs
propres lirgaire sécrit :

AX= AX (C.3)

Les valeurs propres constituent alors Iésas du polydme chara@ristique
pa de A défini par :
pa(A) =det(A—Al) (C.4)

C.2 Transformations matricielles particulieres

C.2.1 Transformation de Householder

Soitv e C". On appelle transformation de Householder la &g par au rap-
port au plan orthogonalv [104]. La matriceH € C"*" assodkea cette trans-
formation sécrit :

H=1-2w (C.5)

Cette matrice est sy@trique et unitaire.

C.2.2 Factorisation QR

SoitA e C™" (m > n) alors il existeQ € C™™M, une matrice unitaire, &® €
C™", une matrice triangulaire ségeure &; = 0 pourj > i) tel que :

A=0QR (C.6)

Si rg(A) = n alors Q constitue une base orthonoende Im(A). D’un point
de vue pratique, la factorisation QR péite €ali®e par une succession de
transformations de Householder [93].



Annexe D

Modes propres de la turbine
annulaire experimentale calcules
avec AVSP

Toute comme la section 6, cette partie est issue du rapport technique faisant
suite a l'utilisation du code AVSP sur la turbine expmentale installe au
Lehrstuhl fir Thermodynamik de 'univer@ttechnique de Munich. Cette an-
nexe Ecapitule les&sultats obtenus avec AVSP sur les @liéintes configura-
tions teskes.

D.1 Calculation on the case without acoustic flame,
without swirler and with a compact flame located at
X = 0.13m

D.1.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.1.

D.1.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.1.
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csound

8.790e+02

M 7.4686+02
6.145e+02

4822612

x 3.500e+02

FiG. D.1 — Mean sound speed in the configuration with mean temperature jump at
x=0.13m

Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure

1 125.0 1st longitudinal

2 283.0 1st plenum circumferential

3 517.3 2nd plenum circumferential
4 558.8 2nd longitudinal

5 652.5 1st combustor circumferential
6 750.6 3rd plenum circumferential

7 830.0 2nd combustor circumferential
8 934.6 3rd longitudinal

TAB. D.1 — Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with a mean tem-
perature jump at = 0.13m.

D.1.3 Eigenmodes
First mode longitudinal mode (f = 125H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.2.

First circumferential mode of the plenum (f =283H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.3.

Second circumferential mode of the plenum { =517H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.1.3.
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FiG. D.3 — First circumferential mode
of the plenum { = 283H2) in the confi-
guration with a mean temperature jump
atx = 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

FIG. D.2 — First longitudinal modef(=
125H2) in the configuration with a mean
temperature jump at= 0.13m; norma-
lized acoustic pressure modulus (black
stands for 0.0 and white for 1.0).

Second longitudinal mode § = 558H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.5.

First circumferential mode of the combustor (f = 653H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.6.

Third circumferential mode of the plenum (f = 750H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.7.

Second circumferential mode of the combustor{ = 830H?2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.8.

Third longitudinal mode ( f = 934H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.9.
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FiG. D.4 — Second circumferential mode FIG. D.5 — Second longitudinal mode
of the plenum { = 517H2) in the confi- (f =558H2) in the configuration with a
guration with a mean temperature jump mean temperature jump at= 0.13m;
atx = 0.13m; normalized acoustic pres- normalized acoustic pressure modulus
sure modulus (black stands for 0.0 and (black stands for 0.0 and white for 1.0).
white for 1.0).

FIG. D.6 — First circumferential mode of  FIG. D.7 — Third circumferential mode
the combustor f{ = 653H2) in the confi- of the plenum { = 750H2) in the confi-
guration with a mean temperature jump guration with a mean temperature jump
atx = 0.13m; normalized acoustic pres- atx= 0.13m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0). white for 1.0).

D.2 Calculation onthe case without acoustic flame,
without swirler and with a compact flame located at
X; = 0.1m

D.2.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.10.
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FIG. D.8 — Second circumferential mode
of the combustor { = 830H2) in the
configuration with a mean temperature
jump atx = 0.13m; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.9 — Third longitudinal modef(=
934H2) in the configuration with a mean
temperature jump at= 0.13m; norma-
lized acoustic pressure modulus (black
stands for 0.0 and white for 1.0).
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FIG. D.10 — Mean sound speed in the configuration with mean temperature jump at
x=0.1Im

D.2.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.2.
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Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure

1 128.2 1st longitudinal

2 284.8 1st plenum circumferential

3 518.6 2nd plenum circumferential
4 594.9 2nd longitudinal

5 723.5 1st combustor circumferential
6 751.6 3rd plenum circumferential

7 932.8 2nd combustor circumferential
8 935.1 3rd longitudinal

TAB. D.2 — Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with a mean tem-
perature jump at = 0.10m.
D.2.3 Eigenmodes
First mode longitudinal mode (f = 128H2)
The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.11.
First circumferential mode of the plenum (f = 284H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.12.

FIG. D.12 — First circumferential mode
of the plenum { = 284H2) in the confi-
guration with a mean temperature jump
at x = 0.1m; normalized acoustic pres-
sure modulus (black stands for 0.0 and
white for 1.0).

Fic. D.11 — First longitudinal mode
(f = 128H2) in the configuration with

a mean temperature jump at= 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).
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Second circumferential mode of the plenum { = 518H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.13.

Second longitudinal mode ¢ = 594H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.14.

Fic. D.13 — Second circumferential
mode of the plenumf(= 518H2) in the
configuration with a mean temperature
jump atx = 0.1m; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FIG. D.14 — Second longitudinal mode
(f =594H2) in the configuration with

a mean temperature jump at= 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).

First circumferential mode of the combustor (f = 724H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.15.

Third circumferential mode of the plenum (f = 751H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.16.

Second circumferential mode of the combustor { = 932H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.17.
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FiG. D.15 — First circumferential mode  FIG. D.16 — Third circumferential mode
of the combustor { = 724H2) in the of the plenum { = 751H2) in the confi-
configuration with a mean temperature guration with a mean temperature jump
jump atx = 0.1m; normalized acoustic  atx = 0.1m; normalized acoustic pres-
pressure modulus (black stands for 0.0 sure modulus (black stands for 0.0 and
and white for 1.0). white for 1.0).

Third longitudinal mode ( f = 935H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.18.

Fic. D.17 — Second circumferential
mode of the combustorf (= 932H2) in

the configuration with a mean tempe-
rature jump atx = 0.1m; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.18 — Third longitudinal mode
(f = 93932 in the configuration with

a mean temperature jump at= 0.1m;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).
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D.3 Calculation on the case without acoustic flame,
without swirler and with a flame shape

D.3.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.19.
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FiG. D.19 — Mean sound speed in the configuration with a flame shape for the mean
temperature.

D.3.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found

in table D.3.

Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure

1 142.3 1st longitudinal

2 293.3 1st plenum circumferential

3 525.0 2nd plenum circumferential
4 615.3 2nd longitudinal

5 758.0 3rd plenum circumferential

6 836.3 1st combustor circumferential
7 945.7 2nd combustor circumferential
8 981.7 3rd longitudinal

TAB. D.3 — Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with flame shape
for the mean field.
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D.3.3 Eigenmodes
First mode longitudinal mode (f = 142H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.20.

First circumferential mode of the plenum (f =293H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.21.

FIG.
(f =

D.20 — First longitudinal mode FiG. D.21 — First circumferential mode
142H2) in the configuration with of the plenum { = 293H2) in the confi-

a flame shape for the mean temperature guration with a flame shape for the mean

field

; normalized acoustic pressure mo- temperature field; normalized acoustic

dulus (black stands for 0.0 and white for  pressure modulus (black stands for 0.0

1.0).

and white for 1.0).

Second circumferential mode of the plenum { = 525H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.22.

Second longitudinal mode ¢ = 615H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.23.
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Fic. D.22 — Second circumferential FIG. D.23 — Second longitudinal mode
mode of the plenum f(= 525H2) in (f = 615H2) in the configuration with
the configuration with a flame shape for a flame shape for the mean temperature
the mean temperature field ; normalized field ; normalized acoustic pressure mo-
acoustic pressure modulus (black stands dulus (black stands for 0.0 and white for
for 0.0 and white for 1.0). 1.0).

Third circumferential mode of the plenum (f = 758H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.24.

First circumferential of the combustor (f = 836H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.25.

Third longitudinal mode ( f =945H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.26.

Fourth circumferential mode of the plenum (f = 981H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.27.
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FIG. D.24 — Third circumferential mode
of the plenum { = 758H2) in the confi-
guration with a flame shape for the mean
temperature field; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

FiG. D.25 — First circumferential mode
of the combustor { = 836H2) in the
configuration with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FIG. D.26 — Third longitudinal mode of
the plenum { = 943H2) in the configu-
ration with a flame shape for the mean
temperature field; normalized acoustic
pressure modulus (black stands for 0.0
and white for 1.0).

Fic. D.27 — Fourth circumferential
mode of the plenum f(= 981H2) in

the configuration with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

D.4 Calculation on the case without acoustic flame,
with swirler and with a flame shape

D.4.1 Mean field

The mean sound speed field for this configuration is given in the figure D.28.
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FiG. D.28 — Mean sound speed in the configuration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature.

D.4.2 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found

in table D.4.

Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure

1 143.2 1st longitudinal

2 285.6 1st plenum circumferential
3 503.1 2nd plenum circumferential
4 594.2 2nd longitudinal

5 712.6 3rd plenum circumferential
6 753.5 1st combustor circumferential
7 769.3 3rd longitudinal

8 860.5 4th plenum circumferential

TaB. D.4 — Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with flame shape
for the mean field and with swirler.

D.4.3 Eigenmodes
First longitudinal mode (f = 143H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.29.

First circumferential mode of the plenum (f = 285H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.30.
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FiG. D.29 — First longitudinal mode of  FIG. D.30 — First circumferential mode
the plenum ¢ = 143H2) in the confi- of the plenum { = 285H2) in the confi-
guration with swirler and with a flame  guration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature field; shape for the mean temperature field;
normalized acoustic pressure modulus normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).  (black stands for 0.0 and white for 1.0).

Second circumferential mode of the plenum { = 503H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.31.

Second longitudinal mode § = 594H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.32.

Third circumferential mode of the plenum (f = 712H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.33.

First circumferential mode of the combustor (f = 753H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.34.

Third longitudinal mode ( f = 769H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the
figure D.35.
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Fic. D.31 — Second circumferential
mode of the plenum f(= 503H2) in
the configuration with swirler and with

a flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

FIG. D.33 — Third circumferential mode
of the plenum { = 712H2) in the confi-
guration with swirler and with a flame
shape for the mean temperature field;
normalized acoustic pressure modulus
(black stands for 0.0 and white for 1.0).
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FiG. D.32 — Second longitudinal mode
(f =594H2) in the configuration with
swirler and with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

FiG. D.34 — First circumferential mode
of the combustor { = 753H2) in the
configuration with swirler and with a
flame shape for the mean temperature
field ; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

Fourth circumferential mode of the plenum (f = 860H2)

The spatial structure of the acoustic modulus is available for this mode in the

figure D.36.
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Fic. D.36 — Fourth circumferential
mode of the plenum f(= 860H2) in
the configuration with swirler and with

a flame shape for the mean temperature
field; normalized acoustic pressure mo-
dulus (black stands for 0.0 and white for
1.0).

Fic. D.35 — Third longitudinal mode
(f = 76H2) in the configuration with
swirler and with a flame shape for
the mean temperature field ; normalized
acoustic pressure modulus (black stands
for 0.0 and white for 1.0).

D.5 Calculation on the case with swirler and with
an acoustic flame divided into four zones

D.5.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.

D.5.2 Flame transfer function features

The situation is illustrated by Fig. 6.12.
— Xref = 0.0m
— Flame divided into 4 zones.

D.5.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found
in table D.5.



D.6Case with swirler, with a global ac. flame 261

Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure
1 1643+ 4.5i 1st longitudinal
2 2848—14.1i 1st plenum circumferential

TaB. D.5 — Eigen frequencies calculated by AVSP in the configuration with acoustic
flame divied into four zones and reference pointat = 0.0m.

D.6 Calculation on the case with swirler and with
a global acoustic flame

D.6.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.

D.6.2 Flame transfer function features

—_ Xref = Oom
— Flame divided into 1 zone.

D.6.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found

in table D.6.
Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure
1 166.7+9.0i 1st longitudinal
2 2840—124i 1st plenum circumferential

TAaB. D.6 — Eigen frequencies calculated by AVSP in the configuration with a global
acoustic flame and reference poinkat = 0.0m.

D.7 Calculation on the case with acoustic flame,
with swirler, with a n — 1 distribution on the flame
and with a reference point inside the injector

D.7.1 Geometry and Mean field

Similar to appendix D.4.
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D.7.2 Flame transfer function features

The situation is illustrated by Fig. 6.12.
- Xref - —001m
— Flame divided into 4 zones.

D.7.3 Eigen frequencies

The eigen frequencies computed by AVSP in this configuration can be found

in table D.7.
Mode number | Frequency (in Hz) Spatial structure
1 1739+ 6.7i 1st longitudinal
2 284.3—-20.7i 1st plenum circumferential

TAB. D.7 — Eigenmodes calculated by AVSP in the configuration with an acoustic
flame divided into 4 zones and with a refernce point locategLat= —0.01m.



Resune

Les instabilies thermoacoustiques constituent uneegatie de pBnonene
impliquée dans des applications aussi diverses que chigasiimoteurs fees
ou turbinesa gaz. Dans ce dernier cas, l&glementations environnemen-
tales de plus en plus contraignantes ont agrlea constructeui&élaborer des
syskmes regérant des relanges air-carburantes pauvres la limite de la
flammabili€. La susceptibilé de la flamme aux perturbations dedbulement
s’en trouve alors fortement accrue induisant parfois des oscillations auto-entretenues
de toutes les grandeurs physiques pouvant ab@dtés dommages importants.
Dans ce contexte, la possibdide pedire s la phase de conception I'ap-
parition de ce genre de phorene s’aere cruciale. Cependant, le recoart
des simulations nuériques instationnaires classiques ne g que limié
compte-tenu du da de calcul encore prohibitif sur de grandes configurations
industrielles. Une approche corgptentaire @side dans I'utilisation d’outils
numériques exclusivementédolus aux fluctuations acoustiques. Cettesth
s’inscrit dans cette optique etgwente deux approches ex@es au cours de
cetteétude :

e un code de type &seau’évalue les modes propres longitudinaux en éssant
la configuration en quelques dizaine€ldments monodimensionnels aux
fonctions de transferts connus.

e un code, s'inspirant du formalisme déf&ments finis, tridimensionnel et
paralkle.

Ces outils, valiés sur configurations acachiques, onéte appliqes a des

configurations ex@rimentales de turbinesgaz.

MOTS CLES : instabilite, thermoacoustique, combustion, acoustique, valeurs
propres



