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Résumé

Soient K un corps local, G un K-groupe réductif et G = G(K). Si
I" est un sous-groupe de G, Y. Benoist a défini son cone limite : c¢’est
le cone fermé engendré par ’ensemble des conjugués des composantes
hyperboliques des éléments de I dans une chambre de Weyl de G. Nous
démontrons ici que, lorsque K est non-arcimédien, tout cone convexe
fermé, a support rationnel et stable par I'involution d’opposition d’une
chambre de Weyl vectorielle de G est cone limite d’un sous-groupe
Zariski dense de G.

1 Introduction

Soit K un corps local. Dans toute la suite on notera G un K-groupe
réductif connexe et G le groupe de ses K-points.

1.1 Reésultats

Soit E' un espace vectoriel réel muni du systeme de racines restreintes de
G et soit Et une chambre de Weyl de E. On dispose de la projection de
Jordan X\ : G — E™. Choisissons une projection de Cartan p: G — E™.

On note ¢ l'involution d’opposition de E* : si z est dans ET, 1(x) est
I'unique élément de E* conjugué a —zx par le groupe de Weyl W de E.

Soit I" un sous-groupe de G. Dans [2], Y. Benoist a associé a I' son cone
limite I : c’est le cone fermé engendré par A(I') dans ET. 1l est stable par
t. Supposons I' Zariski dense dans G. On démontre alors dans [2] que I est
convexe et que c’est le cone asymptote a pu(I') dans E™.

La connaissance de ce cone asymptote est utile dans I’étude des propriétés
asymptotiques des sous-groupes de . Par exemple, si H; et Hy sont des



sous-groupes fermés de G et que les cones asymptotes a pu(H;) et p(Hsz) ne
se rencontrent qu’en {0}, H; agit proprement sur G/Hs (cf. [1, 5.2]).

Supposons toujours I' Zariski dense dans G.

Si K est R, I est d’'intérieur non vide ([2, 7.4]) et, réciproquement, tout
cone convexe, fermé, d’'intérieur non vide et stable par ¢ inclus dans E* est
le cone limite d’un sous-groupe Zariski dense de G ([2, 5.1]).

Si K est non-archimédien, E est naturellement muni d’une forme ration-
nelle et [r est a support rationnel. Réciproquement, Y. Benoist a conjecturé
([2, 1.4]) que tout cone convexe, fermé, a support rationnel, stable par ¢ in-
clus dans ET était le cone limite d’un sous-groupe Zariski dense de G. Nous
démontrons ici cette assertion. Notre résultat s’énoncera donc :

Théoreme. Soit K un corps local non-archimédien, G un K-groupe réductif
connexe et G le groupe de ses K-points. Soit ET une chambre de Weyl de G.
Alors, si C C E™* est un cone convexe, fermé, a support rationnel et stable
par i, il existe un sous-groupe I' Zariski dense dans G tel que Iy = C.

Nous obtiendrons en fait un résultat plus précis : soit Fo = EV. D’apres
2, 3.2], le cone limite d'un sous-groupe discret et Zariski dense de G sort de
Ec. On aura :

Corollaire. Soit C C Et un cone conveze, fermé, a support rationnel, stable
part et non inclus dans Eq. Alors, il existe un sous-groupe I' discret et Zariski
dense dans G tel que lpr = C.

La principale différence entre les cas réel et non-archimédien tient au
fait que, dans la situation non-archimédienne, I'application A est localement
constante. Cette remarque a d’ailleurs déja permis a Y. Benoist ([2, 1.4]) de
montrer I’analogue de notre théoreme pour les sous-semi-groupes.

Dorénavant, K désignera donc un corps local non-archimédien.

1.2 Structure de la démonstration

La structure de la démonstration est celle de [2, 5.1]. Il s’agit, étant donnés
des éléments g1, ..., de G, d’arriver a calculer A(g; ...g;) en fonction de
Ag1), -+, A(gi). Ce calcul se ramene a celui du rayon spectral de g; . .. g; dans
suffisament de représentations de G.

A la section 3.2, proposition 3.3, nous donnerons, sous certaines hy-
potheses, une formule exacte pour ce calcul qui est une amélioration de



celle de [3, 1.4] : I'hypothese de proximalité est remplacée par celle de p-
proximalité, notion que nous introduisons en 3.1. Ceci nous permettra de
construire des sous-groupes ayant un cone limite contenu dans une facette
singuliere de Et.

Cette formule exprime A(g; . .. g;) comme la somme des A(¢1), ..., A(g) et
d’un terme d’erreur v(g; ... g;) lié a la géométrie des points fixes attracteurs
de g1,..., g dans les variétés drapeaux de G. L’une des idées nouvelles de
cet article consiste a construire des éléments gy, ..., g, pour lesquels le terme
d’erreur v(g; ...¢g;) vit dans un coéne prescrit : c’est 'objet de la section 4.
Dans cette partie technique, nous serons amenés a utiliser les théoremes de
structure de F. Bruhat et J. Tits. Le lecteur non familiarisé avec cette théorie
pourra simplement admettre la proposition 4.4. Nous le renvoyons aussi a [9],
ou sont énoncés les principaux résultats de [4] et de [5]. Cependant, au cours
du texte, nous traiterons ’exemple du groupe GL,,.

La section 4 utilise en particulier I'existence dans un espace de représen-
tation de G d’une classe particuliere de normes, décrite au paragraphe 2.4.
Cette existence se démontre indépendament du reste du texte, en utilisant,
la aussi, les résultats de Bruhat-Tits. Nous consacrons a la démonstration de
ce résultat la section 6.

Je tiens a remercier Yves Benoist pour les nombreux conseils et remarques
qu’il m’a fournis durant 1’élaboration de ce travail. Je remercie aussi les
referees pour leurs suggestions a propos du texte.

2 Préliminaires

2.1 Notations

Rappelons que, dans toute la suite, K est un corps local non-archimédien.

On note O 'anneau de valuation de K, m I'idéal maximal de O, k = O/m
le corps résiduel de K, ¢ le cardinal de £ et u une uniformisante de K, i.e.
un élément de m\m?. On note w la valuation de K telle que w(u) = 1 et on
munit K de la valeur absolue z — ¢~“®), Etant donnée une extension finie
de K, on la munit de 'unique valeur absolue prolongeant celle-ci.

On note g 'algebre de Lie de G.

On fixe un tore K-déployé maximal A de G et on note A le groupe de
ses K-points. Soit X le groupe des caracteres de A : c¢’est un groupe abélien



libre de rang fini.

Soit 3 C X I'ensemble des poids de A dans g. C’est un systeme de racines
dans R ®7 X. On choisit dans ¥ un systéme de racines positives ¥ et on
note II la base de X associée a ce choix.

Si © C Y est une partie stable par ’addition et contenue dans un systeme
de racines positives, on note Ug I'unique K-sous-groupe de G normalisé par
A d’algebre de Lie @@, o 9o et U le groupe des K-points de Ug. Si a est
une racine non multipliable (resp. multipliable), on note U, pour U,y (resp.
Ufa,2q}) et Uy le groupe des K-points de U,

On note Z le centralisateur de A dans G et Z le groupe de ses K-points.

Soit W le groupe de Weyl de 3. Il s’identifie au quotient du normalisateur
de A par Z. Si « est une racine, on note o, € W la réflection associée.

Pour tout a dans ¥, on note G, le sous-groupe de G engendré par Z, U,
et U_, : c’est un groupe réductif de K-rang 1 et la composante neutre A,
du groupe {a € Alo,(a) = a '} est un tore K-déployé maximal du groupe
dérivé de G,. On note G, le groupe des K-points de G, et A, le groupe des
K-points de A,. On note e, I'unique élément de A, tel que ale,) = u 2.

On note E l'espace vectoriel dual du R-espace vectoriel R ®7 X. Le dual
du Q-espace vectoriel Q ®7 X est une forme rationnelle de E. Pour tout x
dans X, on note x*“ la forme linéaire associée sur E. Alors X* est un systéme
de racines dans E*. On note E* la chambre de Weyl associée a I1* dans FE et
E** Tintérieur de ET. Pour tous x,y dans E, on note x > y (resp. x > y) si
et seulement si z —y appartient a Et (resp. a ET). Soit wy 'unique élément
de W qui envoie E sur —E™. L’application ¢« = —wy est appelée involution
d’opposition de E*. Elle permute les éléments de II.

On pose Ec = EW et on note Eg I'unique supplémentaire W-stable de
Ec : T est une base de E% et (3v(eq))acn est sa base duale.

Pour tout z dans Z, on note v(z) 'unique vecteur de FE tel que, pour tout
caractere rationnel x de Z, on ait :

X (v(2) = —wx(2)).

L’application v est un homomorphisme de groupes de Z dans E. L’image de
v est un réseau stable par Paction de W dans E. On note ZT = v=1(E"),
ZtH =vYETH), At =ZTNnAet AT =ZTTNA.

Soit 8 C II. On note

Ey={z € ENa eI\ o”(x) =0},



Ef = EtNEyet Ejt = Ef\ (Uefge Ej) : ce sont les facettes du cone
polyédral ET*. Pour tous z,y dans Ejp, on note >4 y (resp. & >4 y) si
et seulement si  — y appartient & E; (resp. a Ef 7). De méme, on note
Zy =v Y Ey), Zy = v HE]) et Z;t = v Y E, ") ainsi que Ag = AN Zy,
Af = ANZS et At = AnZi+,

Dorénavant, pour tout y dans X, on note encore y pour x“.

2.2 Décomposition de Jordan

Un élément de G est dit elliptique si et seulement si il est semi-simple
et contenu dans un sous-groupe compact de G. Un élément de G est dit
hyperbolique si et seulement si il est conjugué a un élément de A. On dit
qu'un élément g de GG a une décomposition de Jordan si et seulement si il
peut s’écrire sous la forme g = g.gng., avec g. elliptique, g, hyperbolique et
g, unipotent qui commutent deux a deux. Dans ce cas, on note \(g) I'image
par v de l'unique élément de A" conjugué a g, : il ne dépend pas de la
décomposition choisie. Pour tout ¢ dans G, il existe n dans N* tel que ¢"
admette une décomposition de Jordan. On note encore A(g) = =A(g") : il ne
dépend pas de n. L’application A : G — E™T est localement constante. Pour
tout g dans G, on a A(g™!) = t(\(g)).

Exemple 2.1. Si G est le groupe GL,, et A le groupe des matrices diagonales
inversibles, alors Z = A et X est 'ensemble des caracteres de la forme

a; j : Diag (A1, ..., \y) — )\i)\j_l

(1 <i+#j<n).Lensemble X7 des o, ; tels que i < j est un systéme de ra-
cines positives dans Y. Le groupe de Weyl W s’identifie a &,, par 'application
qui, a 0 € G,,, associe

Diag ()\1, cey /\n) = Diag ()\071(1), e )\Gfl(n)) .

Pour ces choix, A% (resp. ATT) est I’ensemble des matrices de la forme
Diag (t1,...,t,) avec ty,...,t, dans K\{0} et w(t,) > ... > w(t1) (resp.
w(ty) > ... > w(t1)). On identifie £ et R™ en posant, pour tous ti,...,t,
dans K\{0},

v(Diag (t1,...,tn)) = (—w(t1), ..., —w(ty)).



Onaalors Eg = {z € R"|x1+... 42, =0} et Ec ={z e R"|z; =... = x,}.
Pour tout g dans GL,(K), A(g) est la suite des opposés des valuations des
valeurs propres de g, rangés par ordre décroissant.

Soit I" un sous-groupe de G. On note I le cone fermé de Et engendré
par A\(I'). On dit que I est le cone limite de I'. Il est stable par ¢.

2.3 Décomposition de Cartan

Soit K un bon sous-groupe compact maximal de G relativement a A,
comme dans [4, 3.3], c’est-a-dire tel que, si IV est le normalisateur de A dans
G, N = (NN K)A.

On a : G = KZ"K. Plus précisément, pour tous zi,z, dans Z*, 2z
appartient & K z1 K si et seulement si v(z1) = v(22). Il existe donc une unique
application i : G — ET telle que, pour tous ¢, g» dans G, g, appartienne a
K g, K si et seulement si f1(g1) = j1(g2) et que puz+ = v|z+. L’application j est
localement constante et propre. Pour tout g dans G, on a : u(g™") = «(u(g))
et la formule du rayon spectral s’écrit :

%u(g") — Ag)-

Exemple 2.2. Si G est le groupe GL, et si K est GL,(O), pour tout g
dans GL,(K) et pour tout p dans [1,n], on note APg ’action de g sur APK",
muni de sa norme naturelle. Alors, pour tout g dans GL,,(K),

1(g) = (log, |lgll , log, ||[A%g]| = log, lgll .- - - . log, [[A"g] — log, [[A""g]|) -

Soit P C E. On appelle cone asymptote a P ’ensemble des vecteurs x
dans E pour lesquels il existe une suite de vecteurs (z,),eny dans P et une
suite de réels positifs (¢, ),en tendant vers 0 telles que t,z, — =.

n—oo

Soit I' un sous-groupe de G. Par la formule du rayon spectral, I est
contenu dans le cone asymptote a p(I).

Théoréme 2.1 (Benoist, [2]). Supposons I' Zariski dense dans G. Alors, le
cone Iy est exactement le cone asymptote a u(L'). Il est conveze et stable par
L.



2.4 Représentations et bonnes normes

Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension finie
de G.

On appelle poids restreints de p les poids de la représentation pja. D’apres
8, 7.2], 'ensemble des poids restreints possede un plus grand élément y pour
I'ordre associé a Il sur X. On dit que y est le plus haut poids restreint de p.
Les autres poids restreints sont de la forme x — > .y no avec, pour tout «
dans II, n, € N. Pour tout g dans G, le rayon spectral de p(g) est ¢x*(9).

Soit A I'ensemble des poids restreints de p. Pour tout v dans V', notons
(Ua)aea la famille de ses composantes sur les espaces poids. A la section 6,
nous démontrerons le théoreme 6.1 : celui-ci assure 'existence d’une norme

ultramétrique K-invariante ||.|| sur V telle que, pour tout v dans V, on ait :
ol = ma o]

et que, pour tout A dans A, pour tout z dans Z(K), la restriction de p(z) a
V) soit une similitude de rapport ¢**(*)).

On dira qu’une norme sur V' ayant ces propriétés est (p, A, K)-bonne. Si
V' est muni d’une norme (p, A, K') bonne, pour tout g dans G, la norme de
p(g) est gX(9)),

Exemple 2.3. Si G est le groupe GL, et si K est GL,(O), si p est la
représentation naturelle de GL,, dans APK™ (1 < p < n), alors la norme
ultramétrique naturelle sur APK" est (p, A, K)-bonne.

3 Proximalité

Nous donnons ici une formule exacte pour le calcul du rayon spectral d’un
produit d’automorphismes linéaires d’un K-espace vectoriel.

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une norme
ultramétrique ||.||. Pour tout p dans [1,n], on munit P (APV) de la distance
induite par la norme de V' et on note &,(V) C P (APV) la variété des sous-
espaces vectoriels de dimension p de V' : ¢’est une sous-variété réguliere Zariski
fermée de P (APV).



3.1 p-proximalité

Soit g dans £(V). On note A1 (g) le rayon spectral de g. On note V" le plus
grand sous-espace vectoriel g-stable de V' ou toutes les valeurs propres de g
sont de module A;(g). On note V= son unique supplémentaire g-stable. Alors,
sip = dim V;r, V;r est un point fixe attracteur pour 'action de g dans &,(V).
Son bassin d’attraction est 'ouvert de Zariski {W € &,(V)|[W NV = {0}}.

Soit g dans L(V)\{0} et soit p dans [1,n]. On dit que g est p-proximal si
et seulement si dim Vg+ = p et si la restriction de g a VgJr est une similitude
de rapport Ai(g).

Exemple 3.1. Soit M un réseau de V' et g un élément de L£(V')\{0} diago-
nalisable dans une base de M. Soit p = dim V;“. Munissons V' de la norme
associée a M :

voe vV |lol| = inf {| ‘)\ €K', € M.
Alors, g est p-proximal.

Remarque 3.1. Pour p=1, la p-proximalité est juste la proximalité au sens
usuel et ne dépend pas de la norme choisie.

On a un critere simple de p-proximalité, analogue a celui de [1, 6.2] :
Lemme 3.1. Soit g dans L(V)\{0} et soit p dans [1,n]. Alors, g est p-
proximal si et seulement si

(i) g a un point fize attracteur V' dans &,(V).
(ii) g+ est une similitude.
On a alors V;" = V* et M\i(g) est le rapport de la similitude g+ .

Soit toujours g dans L£(V)\{0} et soit p = dim V,". Pour tout ¢ > 0, on
note :

bE={XeP(V)|d(X,P(V,
Bi={X eP(V)|d(X,P(V,
B, ={W e &,(V)[P(W) C

) <e
7)) =
B}
Soient 0 < e <7 < 1. On dit que g est (p,r,e)-proximal si et seulement si
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(i) g est p-proximal.

(ii) Pour tout X dans P (V") et pour tout Y dans P (V,7), d(X,Y) > 2r.
(iii) g(BZ) C bf.
(iv) La restriction de g a 3; est e-lipschitzienne.

Notons que, si g est (p,r,¢e)-proximal, alors, pour tout [ > 1, ¢g' est (p,r,€)-
proximal.

Remarque 3.2. Soient g dans £(V)\{0}, p-proximal, et 0 < ¢ < r < 1.
Si, pour tout X dans P (V;“) et pour tout Y dans P (V;), d(X,Y) > 2r, il
existe [ > 0 tel que, g’ soit (p,,e)-proximal.

3.2 Produit d’éléments (p, r,c)-proximaux

Dans tout ce paragraphe, on fixe un entier p € [1,n].
Soit (X, d) un espace métrique et Y et Z des parties de X. On note

A(Y, 2) = inf dy. )

z€Z

et
oY, Z) =supd(y, Z).

yey

Nous aurons a utiliser :

Lemme 3.2. Soit v > 0. Il existe 0 < ey(r) < r tel que, pour toute
décomposition en somme directe V.= U & W avec d(P(U),P(W)) > r,
st m est la projection sur U paralléelement a W, pour tout vecteur v dans V,
on a ||w(v)|| = ||v|| dés que d(Kv,P(U)) < ey (r).

Démonstration. Cela résulte de la compacité de 'ensemble des (U, W) consi-
dérés et du caractere localement constant de la norme des vecteurs non nuls.

]

Soit ¢ un élément p-proximal de £(V)\{0}. On note m, la projection de
V sur V" parallelement a V<.

Soient g et h des élément p-proximaux de L£(V)\{0}. Supposons que 7,
induise une similitude de V," dans V;r. On note alors v4(g, h) son rapport.



Soient g1, . .., g; des éléments p-proximaux de £(V)\{0}. On note gy = g;.
Supposons que, pour tout ¢ dans [1,[], 7, induise une similitude de ‘/911 dans

Vg+ On note alors
!

gl>--~;90 HVI i, 9i— 1
=1

Le résultat suivant est un analogue de ceux énoncés dans [2, 2.2], [1, 6.4]
t [3, 1].

Proposition 3.3. Soient | > 2 et, pour tout i dans [1,1], 0 < e; <r; <1
et g; un élément (p,r;,e;)-prozimal de L(V)\{0}. On note g9 = g, ro =
r et go = gi. On suppose que, pour tout i dans [1,1], & < ey(r;), que
d (IP’ <ng71> P (V;)) > 11+ 1y et que my, induit une similitude de ng[l

1

dans Vg+ Alors, pour tous ny,...,n; > 1, g/ ... g\" est p-proximal et

Mg gt = lg)™ - ()" (g, - - -4 Go)-

Démonstration. Quitte a remplacer, pour tout i, g; par g,*, on peut sup-
poser ny = ... =mn = 1. Soit g = g;...g1. On a g1 B;! C 07! et, comme,
d(P (V;{),IP’(V;)) > 1+ 1y, b3 C B2 Donc, g2g1B;! C bz et, par
récurrence, gB;! C bl C Bgl et la restriction de g a ;! est ...e1-
lipschitzienne. Comme ce dernier ensemble est fermé et stable par g, g y
a un point fixe attracteur V. Comme 9Bt C b, o(P (V)P (V+)) < g
En particulier, V' est intérieur a 35!, donc c’est un point fixe attracteur pour
l'action de g sur &, (V).
Montrons que ¢ induit sur V' une similitude de rapport

M) - M(g)v(a, -+, 90)-

D’apres le lemme 3.1, cela suffit pour conclure. Soit vy un vecteur non nul de
V*. Pour tout i dans [1,1], soit v; = g;...g1vo et p; la projection sur V;Z_il
parallelement & V<. Soit ¢ dans [1,1]. On a Kv;_; € bg";. Donc, d’apres le

lemme 3.2, comme d (]P’ (ng4> P (V;)) >riq et queg;q <eyp(ri),
[pi(vi—) || = llvi-a]l-
Or, 7y, (vi—1) = 74 pi(vi—1), donc
[7g; (Vie)|l = v1(93, gi-1) [[pi(vi-) || = v1 (93, gi-1) [Jvi-a |l -
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D’autre part, on a Kv; € b3!. Donc, a nouveau d’apres le lemme 3.2, comme
d (]P’ (V;r) P (V;f)) > r; et que g; < ey (ry),
[oill = [, (vi)l[ -

Or, comme g; et m,, commutent, 7, (v;) = ¢;mg, (v;—1), donc

vil] = [lgimg; (vim)|| = Mi(ga) [|7g; (vie) | = Miga)vi(gis gi) [via |

et, par conséquent,

vl = Ai(gi) - - Alg)va(ar, - -5 g0) llvoll -

D’apres le lemme 3.1, g est p-proximal, V" = V¥ et

A(9) = Milgr) -+ A(go)vilgr, - - -, 90)-
O

Remarque 3.3. La démonstration précédente permettrait méme d’estimer
0 <e<r <1 tels que g soit (p,r,e)-proximal. Nous n’en aurons pas besoin
dans la suite.

4 Conjugaisons associées aux points fixes de ¢

Nous construisons ici des éléments de G dont les images dans les
représentations de G vérifient les hypotheses de la proposition 3.3.

4.1 Racines invariantes par ¢

On dit que deux racines « et  dans Y non colinéaires sont fortement
orthogonales si et seulement si a+ 3 et a — 3 ne sont pas des racines. Alors
les groupes G, et Gg commutent. En particulier, les réflexions o, et og
commutent.

Munissons E d’un produit scalaire (.,.) W-invariant. Si « et 3 sont deux
racines fortement orthogonales, on a (a, ) = 0. Réciproquement, si « et
[ sont deux racines orthogonales et que a + (3 n’est pas une racine, alors
a — = og(a+ () n'est pas une racine.

Nous pouvons ainsi trouver beaucoup de familles fortement orthogonales
de racines :
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Lemme 4.1. [l existe un sous-ensemble = de X% qui engendre (E*)" et qui
est constitué de racines positives deuzr a deuz fortement orthogonales. Pour
un tel ensemble =, on a :

Wy = H Oq-

a€=

La démonstration s’inspire de [7, 2J.

Démonstration. Supposons qu’un tel ensemble = existe et montrons alors la
formule wy = [],cz 0a- Posons w = [] .z 0a. Pour tout o dans =, on a :
wa = —a. Donc wyg+y = —Id(g+. Par ailleurs, comme (E*)** est I'ortho-
gonal de (E*)", pour tout a dans Z, on a : g4 gm0 = Id(g«wo, et, donc,
’UJKE*)“’O = Id(E*)wo. Il vient : w = Wo-

Montrons a présent l'existence de = par récurrence sur le rang de . On
peut clairement se ramener au cas ou % est irréductible. Soit alors § la plus
grande racine de ¥*. Soit ¥; = XN B+ : c’est un systéme de racines dans E*
et le groupe de Weyl W; de ¥; est le stabilisateur dans W de /.

Soit II; I'ensemble IT N 3+. Montrons que II; est la base de ¥, associée
au systeme de racines positives ¥ = St N+ Soit a = Yy n.m (nr € N)
dans 7. Pour tout 7 dans II, comme 3 + 7 n’est pas une racine, on a
(B,7) > 0. Par conséquent, comme (3, «) = 0, pour 7 dans II, on a w € II;
des que n, # 0, ce qu’il fallait démontrer. Soient w; le plus long élément de
Wi relativement a Il et ¢ = —w;y.

Montrons que ogw; = wy. En effet, —ogw; (I) est une base de X, donc elle
s’écrit wll, pour un certain w dans W. Comme [ est la plus grande racine de
—ogwy(II), on a wfG = B et, donc, w appartient a Wy. Or II; C —ogw,(I1),
donc wlly =1I; et w = Idg~. Par conséquent, —ozw; (I1I) = II et ogw; = wy.

Par récurrence, il existe un sous-ensemble Z; de X1 qui engendre (E*)"
et qui est constitué de racines positives deux a deux fortement orthogonales.
Posons = = Z; U {3} et montrons que = vérifie les conclusions du lemme.

Comme [ est la plus grande racine de X1, pour tout o dans Z;, a + 3
n’est pas une racine et (o, 3) = 0. Donc = est bien constitué de racines deux
a deux fortement orthogonales. Par ailleurs, comme «(3) = 3,

(E") =RA & ((E) npY)
et, comme wy = ogw; et que w3 =0,
(BY)' NG = (B,
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Par conséquent, comme Z; engendre (E*)", Z engendre (E*)", ce qu’il fallait
démontrer. [

Dorénavant, on fixe un tel ensemble =, qu’on suppose constitué de racines
longues. La famille (v(e4))ac= (voir 2.1 pour la définition de e, ) est une base
orthogonale de E*.

Exemple 4.1. Si G est le groupe GL,, et A le groupe des matrices diagonales
inversibles, I’ensemble

convient.

Soit 6 C II tel que ¢(0) = 6. On note =4 'ensemble des o dans = tels que
a|g, # 0. On connait bien les invariants de ¢ dans Ejy :

Lemme 4.2. Pour tout 0 C 11 tel que (6) =0, on a :

(ESY) ¢ D Riv(ea)
aEZy
Démonstration. Par définition de Zg, (Ey)" C Dz, Rv(eq). Le lemme en
découle, puisqu’une racine positive qui n’est pas identiquement nulle sur E,; "
y est partout strictement positive. []

Exemple 4.2. Si G est le groupe GL,, et A le groupe des matrices diagonales
inversibles, avec les identifications faites dans les exemples précédents, (E*)*
est I’ensemble des x dans R” tels que z; > ... > x,, et que, pour tout ¢ dans
[1,n], z; + zpy1-; = 0.

4.2 Conjugaisons spéciales

Avec nos conventions, la famille (Z, (U, )aex) constitue une donnée radi-
cielle génératrice de type X dans le groupe G, au sens de [4, 6.1]. Dorénavant,
nous fixerons une valuation ® = (¢, )qex de cette donnée radicielle, compa-
tible avec la valuation w de K, comme dans [4, 6.2] : ceci est possible, d’apres
5, 5.1.20].
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Soit o dans X. Alors ¢, est une application de U, dans R U {oco} avec
vt ({o0}) = {e} et, pour tous z dans Z et u dans U,, on a @,(zuz"!) =
a(u) — a(v(2)). Les (¢, ([l,0]))icr constituent une base de voisinages de
e dans U,.

D’apres [4, 6.2.15], on peut supposer que, pour tout « dans X, ¢, (Uy) D
Z U {oo} et que ¢ (R, U{oco}) = U, N K. Alors, d’apres [4, 6.2.19] et [5,
4.6.7], pour tout o dans ¥, K contient un représentant de o,. On fixe de tels
représentants, qu’on note encore (04 )qes.

Exemple 4.3. Si G est le groupe GL,, et A le groupe des matrices diagonales
inversibles, notons, pour tous 1 < i # j < n, U;; = U,,; et U;; = U,, ;.
Soit 6; ; 'application qui, a ¢t € K, associe la matrice dont tous les termes
diagonaux sont égaux a 1 et dont tous les autres termes sont nuls, sauf celui
d’indice (7, j), qui est égal a ¢ : ¢’est un isomorphisme de (K, +) sur U; ;. On
pose p; j = w o0 jl. Alors, (A, (U;;)) est une donnée radicielle génératrice de
GL,(K) et (¢;;) est une valuation de cette donnée radicielle. Dorénavant,
dans tous les exemples, nous considererons GL, comme muni de cette valua-
tion.

D’apres [4, 6.2.2 (3)], pour tout o dans ¥ et pour tout [ dans R, on a :
PZa()(E N Z)pg (o C U—a(K N Z)(eq) U (4.1)

Par ailleurs, d’apres [4, 6.3.6], pour tout a dans ¥ et pour tout [ >
0, Pensemble o= (I)(K N Z)p;(l) est stable par passage a l'inverse et par
conjugaison par les éléments de o, (K N Z) et, pour tout I’ > [, on a :

(P=a(ENZ) o (D)= (NENZ)p, (1) C ¢ a(DENZ)p, (1) (4.2)

Enfin, pour tout voisinage V' de e dans G, il existe [y dans R tel que, pour
tout [ > [y, on ait :

e L (N(K N2t (1) c V(ZNK). (4.3)

Exemple 4.4. Si G est le groupe GLs et o 'unique racine positive de %,
pour tout | dans N*, =L (I)(K N Z)p;'(I) est I'ensemble des matrices de la

forme :
Uy V2
V1 U2

avec uy, us € O et w(vy) = w(ve) = 1.
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Soit # C II une partie stable par ¢. On pose gy = []
lemme 4.1, pour tout x dans Ey, woxr = gyx.

On note Ty € K l'ensemble des v dans Ha650 G, tels qu’il existe une
famille ({,)aez, d’entiers strictement positifs vérifiant :

v e (H go;(za)> (KNZ) (H goal(la)) et ] el et

a€Ey aESy a€Ey

. ? p
acs, Oa + dapres le

La famille (I,)aez, est alors nécessairement unique. Pour un tel v, on pose :
op(v) = H el
aEZy
Rappelons que, pour z,y dans Ey, on a noté x >4 y si et seulement si,
pour tout a dans 6, a(x) > a(y). Des formules (4.1), (4.2) et (4.3), on déduit :
Lemme 4.3. Avec ces hypothéses et ces notations, on a :
(i) Pour tout v dans Yy, on a :

vog € U_g, (KN Z)(pg(v))Usg,.

(ii) Pour tout v dans Yy, v~ appartient a Ty et gpg(v™") = ¢g(v).
(iii) Pour tout v dans Yy et pour tout z dans K N Z, (0gz)v(ogz)™"
appartient d Yo et gpg((0g2)v(092)™ 1) = da(v).
(iv) Pour tous v,v" dans Yy, si v(pe(v)) >¢ v(pe(V')), alors vv" et v'v
appartiennent a Yy et pg(vv') = Pg(v'v) = Pg(v).
(v) Pour tout voisinage V de e dans G, il existe un entier | > 0 tel que
l'on ait :
VoeTy (Mael alv(py(v)<-l)=(weV(KNZ)).

Exemple 4.5. Soit G le groupe GL, avec les notations des exemples
précédents et 0§ = II.

Si n est pair, T est I’ensemble des matrices v de la forme

Uy Un,

I

[SIFENNTR]

U241

<

Uz+1
(%1 Un,
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avec uy, ..., u, dans O* et, pour tout ¢ dans [1,n], w(v;) = w(vpy1-:i) > 0.
Pour un tel v, on a

on(v) = (—w(vr),...,—w(vz),w(vn), ... w(v1)).

Si n est impair, T est I’ensemble des matrices v de la forme

(751 Un
Un—1 Un+3
2 2
Un+1
2
VUn—1 Un+3
2 2
U1 U,
avec ug,...,u, dans O* et, pour tout ¢ dans [1,n], i ”TH, wy) =

W(vpe1-4) > 0. Pour un tel v, on a

on(v) = (—w(vy), ..., —W('UnT—l>7 0,w(va-1),...,w(v1)).

2

4.3 Action des éléments de Ty dans les représentations
de G

Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension finie
de G de plus haut poids restreint Y.

Soit # C II. On note V," la somme de tous les espaces poids associés a
des poids de la forme y — Zaen\e nea avec, pour tout « dans I1\@, n, € N.
On pose py, = dim V" et on note V,* I'unique supplémentaire A-stable de
v

Munissons V' d’une norme (p, A4, K')-bonne. Soit g dans Z, " et k dans K.
Soit h = kgk~'. Alors p(h) est py ,-proximal, V;(“h) =kV," et foh) = kV, .

Rappelons que ¢ désigne le cardinal du corps résiduel de K. Les résultats
suivants nous serviront a appliquer la proposition 3.3 :

Proposition 4.4. Soit 6 C II une partie stable par v. Soient v dans Ty
et g et h dans Z;*. Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible
de dimension finie de G de plus haut poids restreint x, munie d’une norme
(p, A, K)-bonne. Alors, p(vhv=1) et p(vh~*v™1) sont py ,-prozimauz. La pro-

jection de V;(“Uhv,l) = vV," sur V;{g) paralléelement a fog) est une isométrie
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et la projection de V;{Uh,lv,l) = wvoyV," sur ‘/;(“g) parallélement a fog) est une

similitude de rapport gX(*(9e()

Démonstration. Posons p = py , et n = dim V. Notons 7 la projection sur V"
parallelement & V,=. On choisit une base de V' dont les p premiers vecteurs
forment une base de V," et les n — p suivants forment une base de V.

Soient o dans X1 et u dans U,,. D’apres [6, 27.2], pour tout poids restreint
A et pour tout v dans V), on a :

U — v € Z Vitka-

keN*

Par conséquent, dans la base choisie, la matrice de 'image par p d’un élément

de Uz, est de la forme :
I, A
0 A

et celle de I'image d'un élément de U_z, est de la forme :

I, 0
B B')"

En outre, la matrice de I'image par p d'un élément de K N Z est de la

forme :
Up 0
0 Unp

ot U, et U,_, sont respectivement les matrices d'une isométrie u, de V," et
d’une isométrie u,_, de V,~. Par conséquent, comme v appartient a K, p(v)
est une isométrie dont la matrice est de la forme :

U, C
D FE)°
En particulier, pour tout w dans vV,", on a :

[mol| = ||ro(v™w)|| = |lupo ™ w|| = ||o™ || = [jw]] -

Comme V7 |
p(vhv

fog) est une isométrie.

)= vV,", la projection de V;(r

i1y SUT VpJ(rg) parallelement a

17



Par ailleurs, d’apres le lemme 4.1, on a o 'h~'op € Z,*. Donc
p(vh™ v est p-proximal et V( htp-1) = voaV,". D’apres le lemme 4.3,
voy appartient a U_z, (K N Z)(¢pg(v))Usg, et, donc, comme voy appartient a
K, p(voy) est une isométrie dont la matrice est de la forme :

v,
D/ El I

ot V, est la matrice de la restriction & V' de I'image par p d’un élément de
(K N Z)¢g(v). En particulier, pour tout w dans voyV,", on a :

1

lrwll = [|7(vag)(og v~ w)|| = @@ [log o w|| = @@ ]

Donc la projection de V7 (vh-1y-1) SUL V;(“g) parallelement a fog) est une simi-
litude de rapport qX(”(¢9( 0. O

Corollaire 4.5. Soit 6 C II une partie stable par v. Soit (g;)ieny une suite
d’éléments de Z(;H et (v;)ien une suite d’éléments de Ty telle que, pour tous
i < j, po(v;) >g pg(v;). Soit, pour tout i dans N, h; = vigiv; b Soit (p, V) une
représentation rationnelle irréductible de dimension finie de G de plus haut
poids restreint x munie d’une norme (p, A, K)-bonne. Alors, pour tous i # j
et pour tous e,m dans {—1, 1}, la projection de VpJ(rh;_,) dans VpJ(rhf) parallélement
a fohf) est une isométrie sie = n et une similitude de rapport gX(¢e(Vmin(i.»)))
st e = —1.

Démonstration. Soient ¢ # j dans N*. Montrons que la projection de VpJ(rhj)
dans VJ(“h) parallelement a fohi) est une isométrie et que la projection
de V;)(h'_ N dans V;Ihi) parallelement a ‘/Pfhi) est une similitude de rapport
qX(V((ﬁQ(Umin(i,j)))).

Soit v = v; 'v;. D’apres le lemme 4.3, v appartient a Ty et ¢p(v) =
®0(Uminij) ) Soit g = g; et h = vgju~" : d’apres la proposition 4.4, la projec-
tion de VT, o(h) SUT V ) parallelement a Vfg) est une isométrie et la projection
de V ) sur VJr parallelement a V ) est une similitude de rapport gX(¢o(*)),

Or, p(vl) est une 1sometrle de V et lon a h; = vigu; " et h; = vihv; . Donc
la projection de V+ ., sur V parallelement a V< _ est une isométrie et

la projection de V , sur V o(hi) parallelement a V est une similitude de
J
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L’étude des projections de I/:(th) et de V,;(th sur Vp”(} parallelement

1 1
) )
7 7
) Vp?h_,l) s’en déduit en remplacant ci-dessus (g;)ien Par (¢(g;))ien €t (V;)ien
par (ngiaa_l)ieN, puisque, d’apres le lemme 4.3, pour tout ¢ dans N, O'@UiO'e_l

appartient a Ty et que gbg(agvicra_l) = ¢p(v;). O

5 Construction d’un sous-groupe de cone li-
mite donné

Nous pouvons a présent conclure :

Théoréme 5.1. Soit C C E* un cone convexe, fermé, a support rationnel

et stable par 1. Alors il existe un sous-groupe I' Zariski dense dans G tel que
Ir =C.

Démonstration. Commencons par supposer C C E¢. Comme (g, = —Idg,,
C est un sous-espace vectoriel de Fr. Comme C est a support rationnel, on
a:C=R((A)NC). Soit B =AY Nv~1(C) : c¢’est un sous-groupe central de
G, donc I' = KB est un sous-groupe de GG. Comme K est ouvert dans G, I’
est Zariski dense dans G. Enfin, on a u(I') = v(A) NC, donc Ir = C.

Si C ¢ E¢, on conclut par le théoreme plus précis ci-apres. [

Théoréme 5.2. Soit C C ET un céne conveze, fermé, a support rationnel
stable par v et non inclus dans Eq. Alors il existe un sous-groupe I' discret
et Zariski dense dans G tel que lpr = C.

Soit 6 la plus petite partie de II telle que C soit inclus dans Ej . L’idée de
la démonstration consiste a prendre pour I' le sous-groupe engendré par une
partie de G constituée d’éléments de G conjugués a des éléments de AS ™ par
des éléments v de I’ensemble Ty construit au paragraphe 4.5 et pour lesquels
¢g(v) appartient au sous-espace vectoriel de F engendré par C.

Pour montrer qu'un sous-groupe est discret, nous utiliserons le lemme
classique dit du tennis de table :

Lemme 5.3. Soient X un espace topologique localement compact et
(g:)ier une famille d’homéomorphismes de X. On note I' le groupe
d’homéomorphismes de X engendré par les (g;)icr- On se donne, pour tous
i dans I et e dans {—1,1}, des parties B;. et b;. de X telles que
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(1) pour tous i dans I et e dans {—1,1}, on a ¢;B;. C b;..

(it) pour tous i # j dans I et e,n dans {—1,1}, on a b;. C Bj, et
bie Nbj, =0.
(i1i) ’ensemble

ﬂ Bi,a\bi,a

i€l
ee{-1,1}

est d’intérieur non vide.

Alors, le groupe T est le groupe libre de générateurs les (g;)ier €t il est discret
pour la topologie compact-ouvert.

Démonstration du théoreme 5.2. On fixe une fois pour toutes une famille
finie R de représentations rationnelles irréductibles de dimension finie de G
telle que :

(i) Pour tout 6 C II, 8 # 0, il existe (p,V) dans R telle que p soit
injective et que pg, < dim V.

(ii) Les plus hauts poids restreints des éléments de R engendrent E*
(ceci étant possible d’apres [8]).
Pour tout g dans G et pour tout = dans F, on a A(g) = z si et seulement
si, pour tout (p, V') dans R, de plus haut poids restreint y, on a A;(p(g)) =
¢, Pour controler le cone limite d’'un sous-groupe de G, il suffira donc de
connaitre le rayon spectral de ses éléments dans chacune des représentations
de R. C’est ce qu’on va faire, grace a la proposition 3.3.
On munit chacune de ces représentation d’une norme (p, A, K')-bonne.

Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par C. On note C l'intérieur
de C dans F'. Comme le cone fermé C est a support rationnel, il est engendré

par cn v(A).
Soit € le plus petit sous-ensemble de II tel que C C Ey. Comme C est

stable par ¢, § 'est aussi. Le cone fermé C est engendré par C Nv(AS ™).
Soit (g;)ien+ une suite d’éléments de ANy~ (C tels que les (v(g;))ien

engendrent C. Pour tout (p,V) dans R, de plus haut poids restreint ¥,
pour tout ¢ dans N* et pour tout k dans K, p(kg;k™') est py ,-proximal,

Al(p(kgikil)) - qX(V(gi))’ Vp—(kkgikfl) - /{:VJ et Vp?kgikfl) - kv9<-
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Nous allons chercher a construire un sous-groupe I' de GG, engendré par des
conjugués des (g;)ien+, dont les images a travers chacune des représentations
de R vérifient les hypotheses de la proposition 3.3.

Comme C est convexe, a support rationnel et stable par ¢, C contient des
éléments de (v(A;"))". Donc, d’apres le lemme 4.2, C contient un élément
L de la forme Zaeag lav(es) avec, pour tout o dans =y, [, € N*. Comme
0 # 0, L # 0. On choisit, pour tout 7 dans N*, un élément v; de Ty tel que
v(gg(v;)) = —iL, de telle sorte que, pour tous i < j dans N*| v(pg(v;)) >e
v(dp(vj))-

Posons vy = e, I'élément neutre de G. Le corollaire 4.5 s’applique a (v;);en.
En particulier, pour tout ¢ dans N* et pour tout (p,V) dans R, avec les
notations de 3.2,

d (P (viV,"),P (V) >0 d (P (viV,") , P (09V,")) >0
d (P (viogVy ) . P(VyS)) >0 d(P(viogV,"),P(0pV,")) >0

Comme on a, d’apres le lemme 4.3,

vl-V;' — 9+ et Ui09%+ — 09V9+,
1— 00

1—00

quitte a remplacer (v;);en+ par une suite extraite, on peut supposer qu’il
existe une suite de réels (r;);en+ dans |0, 1] telle que, en posant, pour tout i
dans N*, h; = v;g;u; ", on ait, pour tout (p, V) dans R :

(i) Pour tout ¢ dans N* et pour tout € dans {—1,1}, p(h$) est py,-

proximal et
+ <
d (IP’ (Vp(hg)> P (V/)(hf)>> > 2r;.

(i1) Pour tous i # j dans N* et pour tous e, dans {—1, 1},

+
4 (B (Vi) B (Vi) 2 et

Comme 0 # (), il existe une représentation (pg, Vo) dans R telle que pg
soit injective et que pg,, < dim Vj. Choisissons, pour tout ¢ dans N*, ¢; > 0
de sorte que, pour tout (p, V) dans R, pour tout ¢ dans N*, e; < ey/(r;) (avec
les notations du lemme 3.2) et que

ﬂ B;ié(hf)\b;)(h?) soit d’intérieur non vide, (5.1)

1€EN*
ee{-1,1}
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cette derniere hypothese permettant d’appliquer le lemme 5.3 pour assurer
le caractere discret du sous-groupe que nous allons construire.

Puisque, pour tout i dans N*, v(g;) appartient a C et que, pour tout j
dans N*, v(¢p(v;)) appartient a F', quitte a remplacer, pour tout ¢ dans N*,
g; par une puissance convenable, on peut supposer que :

i—1

v(gi)+ Y v(de(v;)) €C. (5.2)

j=1

Quitte a encore remplacer g; par une puissance supérieure, on peut supposer

que, pour tout (p,V) dans R, p(g;) et p(g; ") sont (pg,,, 7i, €;)-proximaux.
D’apres le corollaire 4.5, pour tous i # j et pour tous £,7 dans {—1, 1},

la projection de th sur th parallelement a V,E est une isométrie si € =17 et

une similitude de rapport ¢X*(®(mini)) s ¢ = —y).

Soit I' le sous-groupe de G engendré par les (h;);en+. Quitte a remplacer
g1, g2 et vy par des éléments proches, on peut supposer, d’apres [8, 4.4], que
[ est Zariski dense dans G. De plus, on a, pour tout (p,V) dans R, pour
tout 7 dans N* et pour tout € dans {—1,1},

£ Eq (or
hi (Bp(h§)> S
et, pour tous ¢ # j dans N* et pour tous ¢,n dans {—1, 1},

. c;
bane) © By

Vue I'hypothese (5.1) faite sur les (g;);en+, d’apres le lemme 5.3, po(I') est
le groupe libre engendré par les (po(h;))ien+ et il est discret dans GL(Vj).
A fortiori T est le groupe libre engendré par les (h;);en+ et, comme pg est
injective, il est discret dans G.

Montrons que I = C.

Comme, pour tout i dans N*, A\(h;) = v(g;) et que (v(g;))ien+ engendre
C,onaC Clyr.

Réciproquement, montrons que pour tout h dans I', A(h) appartient a C.
Soit h = hi' ... hpt (n, ..., my € Z\{0} et iy # i1 pour tout 1 <k <1 —1)
dans I'. Quitte a remplacer h par un conjugué, on peut supposer que iy 7# ;.
Notons iy = 7 et ng = n;. Pour tout (p, V) dans R, pour tout k dans [1,1],

la projection parallelement a V.5, induit, de Vhtk—l dans V.., une isométrie
iy ig_1 i
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si np_1ng > 0 et une similitude de rapport qX(V(%(U"‘i“(ik”'k—l)))) si ny_1ny < 0.

Par conséquent, la proposition 3.3 s’applique : p(h) est py ,-proximal et, si x
est le plus haut poids restreint de (p, V'), on a :

A = X (p(h)) = H A(p(hi,))™ H Ai(p(ha)~h)m

1<k<l 1<k<l
ng >0 ng <0
H qx(y(¢9(vmin(ik,ik71))))‘
1<k<l
ng_1ni<0

On en déduit, puisque les plus hauts poids restreints des éléments de R
engendrent E*,

Ah) =7 mA(hi) + Y A+ Y v(e(Umingirii )

1<k<l 1<k<l 1<k<I
ng>0 ng <0 ng_1nE<0
= mwlg) + > mew(gi)) + > (Ge(Uningiin))-
1<k<I 1<k<I 1<k<I
n,>0 n, <0 ng_—1nE <0

Donc, vue ’hypothese 5.2, A(h) appartient a C, ce qu’il fallait démontrer. [J

6 Immeuble de G et représentations

Soit (p, V') une K-représentation de G. On note X4 , 'ensemble des poids
de A dans V a travers p : on les appelle poids restreints de p. Pour tout v
dans V', on note (vy)yex,, la famille de ses composantes sur les espaces-poids

de A.
L’objet de cette section est la démonstration de :

Théoréeme 6.1. Soit (p, V) une K-représentation de G. Il existe une norme
ultramétrique K -invariante ||.|| sur V ayant les propriétés suivantes :

(1) pour toutv dans V', on a :

= a. .
ol = max oyl

(ii) pour tout poids x de A dans V', pour tout z dans Z(K), la restriction
de p(2) a V, est une similitude de rapport ¢<" ).

Nous utilisons ici librement le vocabulaire de [4] et de [5].

23



6.1 Un résultat algébrique

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle réseaux de V
les sous-O-modules de V' de type fini qui engendrent V' : ils sont libres de rang
dim V. Si § est un O-schéma en groupes sans torsion et p une représentation
du K-groupe Hx dans V', on dit que $H opere sur un réseau M de V par p si
et seulement si p provient par extension des scalaires d'une O-représentation
de $ dans M. Cette O-représentation est alors unique.

Pour tout réseau M de V on appelle réseau dual de M et on note M* le
réseau de V* : {¢ € V*|p(M) C O}. Alors, $) opere sur M si et seulement
si, pour tous v dans M et ¢ dans M*, le coefficient de p associé¢ a v et ¢
appartient a O[$] C K[9].

Il vient immédiatement :

Lemme 6.2. Soit $ un O-schéma en groupes sans torsion et p une repré-
sentation du K-groupe $Hx dans V. Soit M un ensemble fini de réseauz sur
lesquels $ opére par p. Alors § opére sur les réseaux (e M et Y ey M.

Démonstration. Cela résulte du fait que le réseau dual de (7o M est
Y vem M* et que le réseau dual de Y, o\ M est (00 M*.0O

Donnons un premier exemple d’opération d’un schéma en groupes sur un
réseau :

Lemme 6.3. Soit V un K-espace vectoriel et T un K-tore déployé du K-
groupe GL(V'). Alors il existe un réseau M de V' tel que le O-prolongement
T de T en un O-schéma en tores déployé opére sur M.

Démonstration. Soit A I’ensemble des poids de la représentation naturelle de
T dans V. On choisit, pour tout A dans A, un réseau M, de V). Alors T
opere clairement sur le réseau @, ., M. O

Soit F une facette de 'immeuble de G. On note, comme dans [5, 4.6.2 et
5.1.9], 8% C &p C Gp C Qﬁ} les O-schémas en groupes de fibre générique
G associés a F' : chacun est un sous-schéma en groupes ouvert distingué des
suivants et la composante neutre de Qﬁ} est &%. Il existe un sous-groupe N}

de &%,(0) tel que N}/ (N;L N @F((’))) soit fini et que &, soit engendré par
N}, et par &p.
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Proposition 6.4. Supposons que G soit déployé sur une extension mon-
ramifiée L de K. Soit F' une facette de 'immeuble de G. Soit (p, V) une
K-représentation de G. Alors (15} opere sur un réseau de V' par p.

Démonstration. Commencons par nous ramener au cas ou G est déployé.
Soit IL/K une extension galoisienne finie, non ramifiée, de groupe de Galois
I, sur laquelle G est déployé. Soit F’ la plus petite facette de 'immeuble de
G contenant F. Alors, dans le Op-schéma en groupes @}, provient par le
changement de base O — O, de (’5} Supposons que Qﬁ}, opere sur un réseau
N de VL. Pour tout v dans I, 05}, opere sur yYN. Le sous-Op-module N’ de
VL, engendré par les YN, pour v dans I, est un réseau de V|, et, d’apres le
lemme 6.2, GSIQL opere sur N'. Or, comme N’ est stable par I' et que L/K
est non-ramifiée, N’ s’écrit M ®o O, ou M est un réseau de V. Comme,
O[] = OL[&1,]", &', opere sur M.

On est donc ramené a traiter le cas ou G est déployé. Alors, A = Z est
un K-tore maximal de G, et, d’apres le lemme 6.3, 2l opere sur un réseau de
V. Par ailleurs, & provient d’'une donnée radicielle schématique ([5, 3.1])
(2L, (o) aex). Par [5, 3.6], il existe un réseau M de V' tel que A opere sur M
et que, pour tout o dans X, i, opere sur M. D’apres le théoreme [5, 3.8], il
existe un voisinage ouvert U de la section unité de &g tel que p se prolonge en
un O-morphisme de U dans &.L(M ). D’apres [5, 1.2.13 et 4.6.6], p se prolonge
en un O-morphisme de G dans BL(M). D’apres le lemme 6.2, G opere

sur le réseau M’ engendré par les nM, pour n dans N}/ (N} N QﬁF(O)), qui
est Ni-stable. Alors, &1, opere sur M. [

6.2 Démonstration du théoreme de représentation

Notons 3 le schéma canonique de fibre générique Z.

D’apres [5, 5.1], il existe une extension galoisienne finie non ramifiée L. de
K, de groupe de Galois I', telle que G soit quasi-déployé sur L et qu’il existe
un tore L-déployé maximal B D A de Gp défini sur K. Alors I' possede
un unique point fixe dans 'immeuble de Zy,. Soit F' la plus petite facette de
I'immeuble de Zj, contenant le point fixe de I'; la facette F' est contenue dans
I’appartement associé a B et le schéma 3 provient de 3} par le changement
de base O — Or. Comme le point fixe de I" est le barycentre de F', il ext fixé
par tous les éléments de 3(Oy). Par conséquent, dans 'immeuble de G, les
éléments de 3(Oy,) fixent point par point I'appartement de A.
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Soit C le centralisateur de B dans G. C’est un K-tore maximal de G.
Soit D l'espace vectoriel dual de R ®7 X (B), v 'homomorphisme naturel
C(L) — D et, pour tout x dans X (B), x“ la forme linéaire associée sur D.
Soit ¥ I'ensemble des racines de B dans Z. On identifie E et ker a*.

On pose :

@€
Y =v Y(E) c C(L).
Comme Z(K) stabilise la facette F', on a :
Z(K) Cc Y3(Op).
On connait bien les modules des valeurs propres des éléments de Y :

Lemme 6.5. Soient x un caractére de A et k un caractére de C dont la
restriction a A soit x. Alors, pour tout ¢ dans 'Y, on a :

—w(k(c)) = x“(v(c)).
Démonstration. 1’application

¢ = —w(r(c)

CL)—R

est un homomorphisme de groupes continu. Comme v~'(0) est un sous-
groupe compact de C(L), elle factorise a travers un homomorphisme de
groupes de v(C(L)) dans R. Par conséquent, elle induit une forme linéaire
de D qui est égale a xy“ sur E, ce qu’il fallait démontrer. [

Nous pouvons a présent conclure :

Démonstration du théoreme 6.1. Soit F une facette de 'immeuble de G
contenue dans l'appartement associé a A et soit K son stabilisateur compact
dans G. Soit (p, V') une K-représentation de G et. Montrons qu’il existe une
norme sur V' vérifiant les conclusions du théoreme 6.1.

Soit M une extension finie de I déployant C. Soit F” la plus petite fa-
cette de 'immeuble de Gy contenant F. D’apres [5, 4.2.24], la facette F” est
contenue dans 'appartement associé a C. D’apres la proposition 6.4, on peut
trouver un Oy-réseau M de Vi sur lequel (’5}, opere par p. Munissons Vyy de
la norme associée a ce réseau ; pour tout v dans Vi, on a :

. L v
Io]] :mf{|/\| ‘)\EM L eM}.
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Comme K et 3(Op) stabilisent F’, ils sont inclus dans &%, (Oy) et cette
norme est K-invariante et 3(Op)-invariante.

Soit € le Oy-schéma en tores déployé prolongeant Cy;. Comme F’ est
contenue dans 'appartement de I'immeuble de Gy, associé a C, I'injection
C — G se prolonge en un morphisme € — &, Alors, € opere sur M par p
et I'on a :

M= (M Vi)

reXa,,
En particulier, on a :
M = (M N Vary),
XEXAp
et, donc, pour tout v dans Vjy,
Ioll = max o]

Démontrons alors la seconde partie du lemme. Soit x un poids de A dans
V. 1l suffit de montrer que les éléments de Z(K) induisent des similitudes sur
Vi, Pour tout v dans Vi, on a :

Joll = mase [l
KIA=X
D’apres le lemme 6.5, les éléments de Y induisent donc des similitudes
sur Vig,. Comme les éléments de 3(Oy) stabilisent Vi, et y induisent des
isométries, les éléments de Z(K) y induisent des similitudes.
La restriction de cette norme a V' convient.[]
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