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Résumé

Soient X un espace symétrique de type non compact et Γ un groupe

discret d’isométries de X du type de Schottky. Dans cet article, nous

donnons des équivalents des fonction orbitales de comptage pour l’ac-

tion de Γ sur X.

1 Introduction

1.1 Comptage

Soient X un espace symétrique de type non compact et G un groupe
de Lie semi-simple linéaire dont X soit l’espace symétrique. Soit Γ un sous-
groupe discret de G du type de Schottky, au sens de Benoist (cf. [3]). Pour
x dans X et a ≥ 0, posons

NΓ(x, a) = card{γ ∈ Γ|d(x, γx) ≤ a}.

Si X est de rang 1, Γ est convexe cocompact et le comportement asympto-
tique de cette quantité est bien compris : sa description résulte de la théorie
générale des flots d’Anosov. En rang quelconque, le résultat principal de cet
article s’écrit :

Théorème. Il existe τ > 0 tel que, pour tout x dans X, il existe C > 0
avec :

NΓ(x, a) ∼
a→∞

Ceτa.

Traduisons cet énoncé en termes de théorie des groupes. Soient x un
point de X et K son stabilisateur dans G. Soit F un plat maximal de X
contenant x, et soient a le sous-espace de Cartan de l’algèbre de Lie de G
associé à F et a

+ ⊂ a une chambre de Weyl. On a la décomposition de
Cartan G = K exp(a+)K. Pour g dans G, on note µ(g) l’unique élément de
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a
+ dont l’exponentielle appartient à KgK. Alors, si a est muni de la norme

euclidienne provenant de la métrique riemanienne de X, pour tout g dans G,
on a d(x, gx) = ‖µ(g)‖.
Exemple 1.1. Supposons que G est SLn(R), pour un n ≥ 2, et que K est le
groupe spécial orthogonal SO(n). Choisissons pour a l’espace des matrices
diagonalisables de trace nulle, que nous identifions de manière naturelle à
l’ensemble des a = (a1, . . . , an) dans Rn avec a1 + . . . + an = 0, et prenons
pour a

+ l’ensemble des a dans a tels que a1 ≥ . . . ≥ an. La décomposition
de Cartan SLn(R) = SO(n) exp(a+)SO(n) est alors une traduction de la
décomposition polaire dans SLn(R). La norme euclidienne définie, pour a
dans a, par ‖a‖ =

√
a2

1 + . . .+ a2
n est invariante par permutation des coor-

données (en d’autres termes, par l’action du groupe de Weyl de SLn(R)) ;
on en déduit que la fonction définie par d(gSO(n), hSO(n)) = ‖µ(g−1h)‖,
pour g, h dans SLn(R), induit une distance riemanienne SLn(R)-invariante
sur SLn(R)/SO(n).

Le théorème ci-dessus s’écrit à présent :

Théorème. Il existe τ, C > 0 tels que

card{γ ∈ Γ| ‖µ(γ)‖ ≤ a} ∼
a→∞

Ceτa.

1.2 Position du problème et méthodes

Le problème de comptage orbital pour les groupes discrets d’isométries
des variétés riemaniennes à courbure strictement négative a fait l’objet de
nombreux travaux, dans des cadres de plus en plus généraux, notamment
par S. J. Patterson, D. Sullivan, S. Lalley,. . . Les résultats les plus larges
possibles ont été établis par des méthodes de géométrie et de dynamique par
Th. Roblin dans [18]. Il montre notamment que, pour de très grandes classes
de groupes, incluant en particulier les groupes de Schottky, les fonctions
orbitales se comportent en eτa, pour un τ > 0.

Dans les espaces symétriques de rang supérieur, à notre connaissance, les
seules estimations connues ont été faites pour les réseaux par A. Eskin et C.
McMullen dans [7]. Leurs résultats donnent des équivalents du type a

r−1
2 eτa,

où r est est le rang de l’espace symétrique. En rang supérieur, notre théorème
fait donc apparaitre une différence de comportement entre les groupes de
Schottky et les réseaux, puisque l’équivalent que nous donnons ne comporte
pas de terme polynomial. Peut-être peut-on voir là un rapport avec le fait
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qu’un réseau contient beaucoup de sous-groupes isomorphes à Zr constitués
d’éléments semi-simples, tandis que, dans un groupe de Schottky, le centra-
lisateur d’un élément non trivial est toujours isomorphe à Z.

Intéressons-nous aux méthodes que nous mettons en œuvre et qui pro-
viennent de techniques utilisées en rang 1. Dans [10], S. Lalley résoud le
problème de comptage pour les groupes convexes cocompacts d’isométries
du plan hyperbolique par des méthodes de dynamique symbolique, reposant
sur les codages effectués par C. Series dans [19]. Dans le cas particulier des
actions de groupes libres, on peut étendre ces méthodes de codage au cadre
des actions sur des espaces symétriques de rang supérieur, comme cela a été
fait par J.-P. Conze et Y. Guivarc’h dans [5]. L’objet de cet article est d’uti-
liser ces codages et les méthodes de Lalley pour établir des équivalents des
fonctions orbitales de comptage en rang supérieur.

Ce type de démarche a déjà été entrepris par M. Pollicott et R. Sharp
dans [13], où, étant donné un groupe libre de matrices Γ vérifiant des hy-
pothèses du type Schottky, les auteurs donnent notamment des encadre-
ments asymptotiques du nombre d’éléments de Γ de norme matricielle bornée.
Dans notre langage, avec les notations du paragraphe 1.1, ceci revient es-
sentiellement, étant donnée une représentation linéaire irréductible ρ de G
dans un espace vectoriel V , muni d’une norme euclidienne N , à estimer
card{γ ∈ Γ|N(ρ(γ)) ≤ ea} quand a tend vers l’infini, ou encore, si χ est
le plus haut poids restreint de la représentation ρ, à déterminer le compor-
tement de card{γ ∈ Γ|χ(µ(γ)) ≤ a} (rappelons que χ est une forme linéaire
de a).

Exemple 1.2. Quand G est SLn(R), en reprenant les notations introduites
ci-dessus, pour un élément g, notons (µ1(g), . . . , µn(g)) les coordonnées de
µ(g). On a alors µ1(g) = logN(g), où N(g) désigne la norme de g comme
opérateur linéaire de Rn, muni de son produit scalaire canonique. Pollicott
et Sharp s’intéressent donc à l’estimation de card{γ ∈ Γ|µ1(γ) ≤ a}.

Remarquons par ailleurs que la méthode de Lalley, dans la formulation
que nous en donnons, appliquée au problème étudié par ces auteurs, permet
de donner un équivalent asymptotique des quantités qu’ils cherchent à es-
timer, et pas seulement une estimation. Plus généralement, cette méthode
permet de donner un équivalent de card{γ ∈ Γ|ϕ(µ(γ)) ≤ a} quand a tend
vers l’infini, pour toute forme linéaire ϕ de a qui soit > 0 sur le cône asymp-
tote à µ(Γ) (c’est-à-dire le cône limite de Γ, introduit et étudié par Y. Be-
noist dans [3]). Cet équivalent sera de la forme Cϕe

τϕa, avec τϕ, Cϕ > 0. Les
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liens entre le groupe Γ et le taux de croissance exponentiel τϕ des quan-
tités card{γ ∈ Γ|ϕ(µ(γ)) ≤ a}, pour une forme ϕ donnée, ont été étudiés
dans [15], dans le cadre général des sous-groupes discrets des groupes de Lie
semi-simples, et précisés dans [17] pour les groupes de Schottky.

Dans notre problème de comptage relativement à une norme euclidienne,
une forme ϕ intervient : c’est l’élément de norme minimale de l’adhérence
de l’ensemble des θ dans a

∗ tels que
∑

γ∈Γ e
−θ(µ(γ)) < ∞. Dans le corpus

de l’article, cet élément sera défini de manière différente. Le lien entre ces
deux formulations a été fait dans [17]. Pour cette forme ϕ, on a τϕ = 1 et
l’exposant τ apparaissant dans le théorème est égal à ‖ϕ‖ = τ ϕ

‖ϕ‖
; par contre,

la constante C est < Cϕ. Nous discuterons plus précisément de ce point dans
l’introduction de la section 6.

Enfin, si les problèmes de comptage relativement aux formes linéaires
peuvent se résoudre par l’utilisation du théorème taubérien classique d’Ikeha-
ra-Wiener, le comptage relativement à la norme euclidienne nous a conduits
à introduire une version multi-dimensionnelle de ce résultat qui, à notre
connaissance, est nouvelle. Sa démonstration occupe la section 6, au début
de laquelle nous en donnons l’énoncé précis et où nous expliquons pour-
quoi il nous a paru nécessaire d’établir cette généralisation. Nous renvoyons
le lecteur uniquement intéressé par ce théorème à cette section, qui est
indépendante du reste du texte. Notons simplement ici que certaines des dif-
ficultés qui surgissent en rang supérieur présentent des analogies avec celles
qu’on rencontre en rang 1 lorsqu’il s’agit de compter les géodésiques fermées
d’une variété compacte à courbure strictement négative, à classe d’homologie
donnée, comme le font A. Katsuda et T. Sunada dans [9], M. Babillot et F.
Ledrappier dans [2], N. Anantharaman dans [1] et M. Pollicott et R. Sharp
dans [14].

1.3 Densité des vecteurs de translation

Comme c’est aussi le cas dans [1] et [14], la vérification des hypothèses de
notre théorème taubérien nécéssite de posséder des bornes sur la norme de
certains opérateurs symboliques. Nous utiliserons pour cela un théorème de
D. Dolgopyat dans [6]. Ce résultat relie la propriété qui nous est nécessaire à
un phénomène de bonne répartition des valeurs propres des éléments de notre
groupe Γ. Pour valider les hypothèses du théorème de Dolgopyat, nous serons
donc amenés à démontrer, à la section 3, un résultat technique, valable dans
n’importe quel sous-semi-groupe Zariski dense de G, qui précise certains des
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énoncés de Y. Benoist dans [3] et [4]. En particulier, en rang 1, il implique que
le sous-groupe de R engendré par les longueurs de translation des éléments
hyperboliques de Γ (c’est-à-dire les longueurs des géodésiques fermées de
Γ\X) est dense, hypothèse qui intervient fréquemment dans les problèmes
de comptage (voir [18]).

Notons λ : G → a
+ la projection de Jordan, Π ⊂ a

∗ la base du système
de racines de a associée à a

+ et (̟α)α∈Π les poids fondamentaux de Π. Nous
aurons la

Proposition. Soient Γ un sous-semi-groupe Zariski dense de G et g un
élément loxodromique de Γ. Alors, quitte à remplacer g par une puissance
convenable, il existe un entier p, un élément h et des suites (gn) et (hn) dans
Γ tels que

(i) pour tout n, les éléments gn et hn sont des mots de longueur ≤ pn
en g et h.

(ii) si G est déployé, pour tout α dans Π, il existe cα 6= 0 et 0 < ηα <
e−2α(λ(g)) tels que

̟α(λ(gnhn) − λ(gn) − λ(hn)) = cαe
−2nα(λ(g)) +O(ηn

α).

(iii) dans le cas général, pour tout α dans Π, on a :

|̟α(λ(gnhn) − λ(gn) − λ(hn))| ≍ e−2nα(λ(g)).

Exemple 1.3. Si G est SLn(R), pour un élément g, le vecteur λ(g) =
(λ1(g), . . . , λn(g)) est la suite des logarithmes des modules des racines com-
plexes du polynôme caractéristique de g, comptés avec multiplicité et rangés
par ordre décroissant. En particulier, λ1(g) est le logarithme du rayon spec-
tral de g comme automorphisme de Rn. L’ensemble Π est constitué des formes
linéaires αi : a 7→ ai − ai+1, pour 1 ≤ i ≤ n − 1, et, pour un tel i, la forme
̟αi

est a 7→ a1 + . . . + ai ; en d’autres termes, le nombre ̟αi
(λ(g)) est le

logarithme du rayon spectral de g pour son action naturelle sur ∧iRn.

1.4 Plan de l’article

Les sections 2 et 3 seront consacrées à la démonstration de la proposition :
à la section 2, nous effectuerons des estimations d’algèbre linéaire que nous
interpréterons dans les groupes semi-simples à la section 3, à l’aide de la
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théorie des représentations. Dans la section 4, nous rappellerons rapidement
la terminologie de [17] et nous appliquerons la proposition pour valider les
hypothèses du théorème de D. Dolgopyat dans [6]. La démonstration du
théorème de comptage s’effectuera à la section 5, à l’aide de notre théorème
taubérien, dont la preuve occupera la section 6.

Je tiens à remercier N. Anantharaman, qui m’a fait connaitre les travaux
de D. Dolgopyat, Y. Benoist, qui a bien voulu préter attention à l’exposé de
ce travail, et le referee, pour sa relecture attentive et ses remarques qui m’ont
permis d’améliorer considérablement la présentation de cet article.

Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N des suites de nombres réels. On note xn ≍
n→∞

yn

si et seulement si on a xn =
n→∞

O(yn) et yn =
n→∞

O(xn), en d’autres termes

s’il existe des réels c, d > 0 tels que, pour n suffisament grand, c |xn| ≤
|yn| ≤ d |xn|. Si X est un espace métrique et a un réel positif, pour x dans
X et Y ⊂ X, on note b(x, a) la boule fermée de centre x et de rayon a et
B(Y, a) = {x ∈ X|d(x, Y ) ≥ a}. Pour tout R-espace vectoriel E, on note E∗

son dual, EC son complexifié et E∗
C

le C-dual de EC.

2 Endomorphismes proximaux

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Dans [4], Y. Benoist a
donné un équivalent quand n et m tendent vers l’infini du rayon spectral
du produit fngm de puissances de deux endomorphismes proximaux (voir la
définition ci-après) f et g de V . Cet équivalent exprime asymptotiquement
ce rayon spectral comme le produit du rayon spectral de fn, de celui de gm et
d’un terme constant ne dépendant que de f et de g. Dans cette section, nous
allons dans un premier temps estimer les termes de reste dans l’équivalent de
Benoist et, dans un deuxième temps, construire des endomorphismes pour
lesquels on connait bien le terme constant dont il vient d’être question.

Le contrôle des restes se fera pour des produits d’endomorphismes proxi-
maux semi-simples, c’est-à-dire diagonalisables sur C. Pour des raisons tech-
niques, nous serons amenés à considérer non pas seulement des endomor-
phismes semi-simples f , mais des couples (f, z) où z est la donnée, sur chaque
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sous-espace vectoriel f -stable où toutes les valeurs propres de f sont de même
module, d’une norme pour laquelle f agit comme une similitude. Cette com-
plication serait inutile si nous nous intéressions seulement à des endomor-
phismes proximaux diagonalisables sur R, ce que le lecteur pourra garder à
l’esprit dans la suite. La nécessité d’avoir traité le cas des endomorphismes
semi-simples apparaitra à la section 3, car ceci nous permettra d’établir des
résultats pour un groupe de Lie semi-simple général et pas seulement déployé.

2.1 Produit d’endomorphismes proximaux

Si f est un endomorphisme de V on note λ1(f) > λ2(f) > . . . les mo-
dules des valeurs propres de f comptés sans multiplicité et rangés par ordre
strictement décroissant. En particulier, λ1(f) est le rayon spectral de f . Si f
a deux valeurs propres de modules distincts, on note

α1(f) =
λ1(f)

λ2(f)
.

(avec la convention que α1(f) = ∞ si toutes les valeurs propres de f ont
même module). On note V +

f le plus grand sous-espace vectoriel f -stable de
V où toutes les valeurs propres de f sont de module λ1(f) et V <

f son unique

supplémentaire f -stable. On dit que f est proximal si et seulement si V +
f est

une droite ; en d’autres termes, f est proximal si et seulement s’il possède un
point fixe attracteur dans P (V ). Alors, f possède une valeur propre réelle de
module λ1(f). Si f est proximal, alors f ∗ est proximal et V ∗,+

f∗ = (V <
f )⊥.

On dit qu’un endomorphisme de V est semi-simple si et seulement s’il
est diagonalisable sur C. On dit qu’il est hyperbolique si et seulement s’il
est diagonalisable à valeurs propres > 0 et qu’il est elliptique si et seulement
s’il appartient à un sous-groupe compact de GL(V ). Tout automorphisme
semi-simple f de V s’écrit de manière unique comme produit fefh d’un auto-
morphisme elliptique et d’un automorphisme hyperbolique qui commutent :
c’est la décomposition de Jordan de f . En particulier, si f est un endomor-
phisme semi-simple de V dont toutes les valeurs propres ont le même module,
il existe une norme euclidienne sur V pour laquelle f est une similitude de
rapport λ1(f).

Supposons dorénavant V muni d’une norme ‖.‖. Étant donnée une norme
‖.‖1 sur V , il existe une unique norme ‖.‖2 homothétique à ‖.‖1 telle que
‖.‖2 ≤ ‖.‖ et qu’il existe v 6= 0 dans V avec ‖v‖2 = ‖v‖. Dorénavant, pour
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simplifier les notations, on identifiera par ce biais une classe de normes à
homothétie près sur V à l’unique élément de cette classe ainsi défini.

Soit π = (r1, . . . , rk) une partition de la dimension r de V . On appellera
croix normée de V de paramètre π un k-uplet ((V1, ‖.‖1), . . . , (Vk, ‖.‖k)) où,
pour tout 1 ≤ i ≤ k, l’ensemble Vi est un sous-espace vectoriel de dimension
ri de V et ‖.‖i une classe de normes euclidiennes à homothéties près sur
Vi, de sorte qu’on ait V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vk. On note alors V +

z = V1, V
<
z =

V2 ⊕ . . .⊕Vk et ‖.‖z la norme sur V qui est la somme euclidienne des normes
‖.‖i, 1 ≤ i ≤ k. L’ensemble des croix normées de paramètre π est un espace
homogène sous GL(V ). On le note Zπ(V ) et on le munit de la topologie
quotient de celle de GL(V ). On appellera endomorphisme normé de V un
couple (f, z) où f est un endomorphisme semi-simple de V et z une croix
normée ((V1, ‖.‖1), . . . , (Vk, ‖.‖k)) vérifiant que, pour tout 1 ≤ i ≤ k, on a
fVi ⊂ Vi, que f induit une similitude de rapport λi sur Vi relativement à la
norme ‖.‖i et que λ1 > max2≤i≤k λi. Notons qu’alors on a ‖f‖z = λ1(f) = λ1

et λ2(f) = max2≤i≤k λi ainsi que V +
z = V +

f et V <
z = V <

f . En particulier, f
est proximal si et seulement si on a r1 = 1. Par décomposition de Jordan,
pour tout endomorphisme semi-simple f , il existe une croix normée z telle
que (fn, z) soit un endomorphisme normé, pour tout entier n ≥ 1.

Donnons une première application de cette notion à l’établissement de
contrôle uniformes de normes d’endomorphismes :

Lemme 2.1. Soient π une partition de r et K une partie compacte de Zπ(V ).
Alors, on a ‖f‖ = O(λ1(f)) uniformément pour (f, z) endomorphisme normé
de V avec z dans K. En particulier, si f est un endomorphisme semi-simple
de V , on a ‖fn‖ = O(λ1(f)n).

Démonstration. La première assertion découle du fait que l’ensemble

{‖.‖z |z ∈ K}

est compact dans l’ensemble des normes euclidiennes de V . La seconde en
est une conséquence immédiate, vue la remarque faite juste avant le lemme.

On identifie les hyperplans de V et les points de P (V ∗). Soient X dans
P (V ) et Y dans P (V ∗) et soient v 6= 0 dans X et ϕ 6= 0 dans Y . On note

P1(X, Y ) =
|ϕ(v)|
‖ϕ‖ ‖v‖ .
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Soit f un endomorphisme de V avec f(X) 6= {0}, on note

σ1(f,X) =
‖f(v)‖
‖v‖ .

Si f est proximal, on a σ1(f, V
+
f ) = λ1(f).

Estimons ces quantités. Pour X, Y dans P (V ), on note

d(X, Y ) = min
v∈X,w∈Y
‖v‖=‖w‖=1

‖v − w‖

leur distance associée à la norme ‖.‖.
Lemme 2.2. Soit π = (1, r2, . . . , rn) une partition de r et soit K une par-
tie compacte de Zπ (V ). Alors, pour tout ε > 0, uniformément pour tout
endomorphisme normé (f, z) avec z dans K,

(i) uniformément pour tout X dans P (V ) avec d
(
X,P

(
V <

f

))
≥ ε,

d
(
fX, V +

f

)
= O

(
α1 (f)−1)

et

σ1 (f,X) = λ1 (f)
P1

(
X, V <

f

)

P1

(
V +

f , V
<
f

)
(
1 +O (α1 (f))−1) .

(ii) la restriction de f à B
(
P
(
V <

f

)
, ε
)

est O
(
α1 (f)−1)-lipschitzienne.

Démonstration. Pour f comme dans l’énoncé, notons λf la valeur propre de
f de module λ1 (f) et pf le projecteur d’image V +

f et de noyau V <
f . D’après

le lemme 2.1, on a ‖f − λfpf‖ = O (λ2 (f)), uniformément dans l’ensemble
considéré, d’où le résultat.

Soient X et Z dans P (V ) et Y et T dans P (V ∗). Choisissons des vecteurs
non nuls v et w dans X et Z et des formes linéaires non nulles ϕ et ψ dans
Y et T et supposons que l’on a ϕ (v) 6= 0 et ψ (w) 6= 0. Alors, le nombre

∣∣∣∣
ϕ (w)ψ (v)

ϕ (v)ψ (w)

∣∣∣∣ =
P1 (Z, Y )P1 (X, T )

P1 (X, Y )P1 (Z, T )

ne dépend que de X, Y, Z, T . On le note B1 (X, Y, Z, T ).
L’introduction de la notion technique de croix normée nous permet de

donner une domination des termes de reste dans la formule de Y. Benoist
dans [4] :
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Lemme 2.3. Soient π = (1, r2, . . . , rn) une partition de r et K une partie
compacte de l’ensemble des couples (z, t) dans Zπ (V )2 avec V +

z 6⊂ V <
t et

V +
t 6⊂ V <

z . Alors, il existe un réel a ≥ 1 tel que, pour tous endomorphismes
normés (f, z) et (g, t) avec z et t dans K et α1 (f) et α1 (g) supérieurs à
a, le produit fg soit proximal et que l’on ait, uniformément dans l’ensemble
considéré,

λ1 (fg) = λ1 (f)λ1 (g)B1

(
V +

f , V
<
f , V

+
g , V

<
g

) (
1 +O

(
α1 (f)−1 + α1 (g)−1))

ainsi que

d
(
V +

fg, V
+
f

)
= O

(
α1 (f)−1) d

(
V +

fg, fV
+
g

)
= O

(
α1 (f)−1 α1 (g)−1)

d
(
V <

fg, V
<
g

)
= O

(
α1 (g)−1) d

(
V <

fg, g
−1V <

f

)
= O

(
α1 (f)−1 α1 (g)−1) .

Démonstration. Il existe 0 < ε < 1 tel que l’on ait, pour tous f et g comme
dans l’énoncé,

d
(
V +

f ,P
(
V <

f

))
≥ 4ε d

(
V +

g ,P
(
V <

f

))
≥ 4ε

d
(
V +

f ,P
(
V <

g

))
≥ 4ε d

(
V +

g ,P
(
V <

g

))
≥ 4ε.

D’après le lemme 2.2, pour α1 (f) et α1 (g) suffisament grands, on a

fB
(
P
(
V <

f

)
, ε
)
⊂ b

(
V +

f , ε
)

et gB
(
P
(
V <

g

)
, ε
)
⊂ b

(
V +

g , ε
)

et les restrictions de f et de g à B
(
P
(
V <

f

)
, ε
)

et à B
(
P
(
V <

g

)
, ε
)

sont

ε-lipschitziennes. Alors, b
(
V +

f , ε
)

est stable par fg qui y est ε-lipschitzien
et, donc, qui y possède un point fixe attracteur. Par conséquent, fg est
proximal et d

(
V +

fg, V
+
f

)
≤ ε. Les contrôles de distance dans P (V ) sont des

conséquences du lemme 2.2. Ceux concernant les hyperplans découlent des

premiers car on a la formule de dualité V <
fg =

(
V ∗,+

g∗f∗

)⊥
.

Il nous reste à calculer le rayon spectral de fg. Comme d
(
V +

fg, V
<
g

)
≥ ε,

on a, toujours d’après le lemme 2.2,

σ1

(
g, V +

fg

)
= λ1 (g)

P1

(
V +

fg, V
<
g

)

P1

(
V +

g , V
<
g

)
(
1 +O

(
α1 (g)−1))

et, comme d
(
V +

f , V
+
fg

)
= O (α1 (f))−1, on a P

(
V +

fg, V
<
g

)
= P

(
V +

f , V
<
g

) (
1 +O

(
α1 (f)−1)).

De même, on a :

σ1

(
f, gV +

fg

)
= λ1 (f)

P1

(
gV +

fg, V
<
f

)

P1

(
V +

f , V
<
f

)
(
1 +O

(
α1 (f)−1))
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et P1

(
gV +

fg, V
<
f

)
= P1

(
V +

g , V
<
f

) (
1 +O

(
α1 (g)−1)). Le résultat en découle.

De même, on montre le

Lemme 2.4. Soient f et g des endomorphismes semi-simples proximaux de
V . Supposons que V +

f 6⊂ V <
g et que V +

g 6⊂ V <
f . Alors, pour n et m suffisament

grands, fngmfn est proximal et on a :

d
(
V +

fngmfn , f
nV +

g

)
= O

(
α1 (f)−n α1 (g)−m

)

et
λ1 (fngmfn) = λ1 (f)2n λ1 (g)m (1 +O (1)) .

2.2 Un calcul de coefficient B1

Nous allons à présent chercher à construire des endomorphismes proxi-
maux de V pour lesquels on connait bien le coefficient B1 qui apparait dans
le lemme 2.3.

Soit f un endomorphisme de V . On note V <+
f le plus grand sous-espace

vectoriel f -stable de V <
f où toutes les valeurs propres de f sont de module

λ2 (f). On note V <<
f son unique supplémentaire f -stable dans V <

f .

Lemme 2.5. Soient f et g des endomorphismes semi-simples proximaux de
V . Soit q le projecteur f -invariant sur V <+

f . Supposons que V +
f 6⊂ V <

g , que

V +
g 6⊂ V <

f et que q
(
V +

g

)
6⊂ V <

g . Alors

(i) si f est diagonalisable à valeurs propres positives, il existe des réels
c 6= 0 et η < α1 (f)−1 et un entier p0 tels que, pour p ≥ p0,

B1

(
V +

f , V
<
f , V

+
fngpnfn , V

<
fngpnfn

)
− 1 = cα1 (f)−2n +O

(
η2n
)
.

(ii) dans le cas général, pour tout ε > 0, il existe des réels c, d > 0 et un
entier p0 tels que, pour tout n tel que d

(
f 2nq

(
V +

g

)
, ψ⊥) ≥ ε, et pour

p ≥ p0,

cα1 (f)−2n ≤
∣∣B1

(
V +

f , V
<
f , V

+
fngpnfn , V

<
fngpnfn

)
− 1
∣∣ ≤ dα1 (f)−2n .
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Démonstration. Comme la fonction B1

(
V +

f , V
<
f , ., .

)
est lipschitzienne sur un

voisinage de
(
V +

f , V
<
f

)
dans P (V )×P (V ∗), on a, en appliquant le lemme 2.4

à la fois dans V et dans V ∗, pour n et m suffisament grands,

B1

(
V +

f , V
<
f , V

+
fngmfn , V

<
fngmfn

)
−B1

(
V +

f , V
<
f , f

nV +
g , f

−nV <
g

)

= O
(
α1 (f)−n α1 (g)−m

)
.

Soient v 6= 0 dans V +
f et ϕ 6= 0 dans

(
V <

f

)⊥
. Soient w 6= 0 dans V +

g , ψ 6= 0

dans
(
V <

g

)⊥
et soit w0 = q (w). Par hypothèse, ψ (w0) 6= 0. D’après le lemme

2.1, on a :

f 2n (w) = λ1 (f)2n ϕ (w)

ϕ (v)
v + f 2n (w0) +O

(
λ3 (f)2n

)

et, donc,

B1

(
V +

f , V
<
f , f

nV +
g , f

−nV <
g

)
=

∣∣∣∣
ϕ (fnw)

ϕ (v)

((f ∗)n (ψ)) (v)

((f ∗)n (ψ)) (fn (w))

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
λ1 (f)2n ϕ (w)ψ (v)

ϕ (v)ψ (f 2n (w))

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣1 + λ1 (f)−2n ϕ (v)

ϕ (w)ψ (v)
ψ
(
f 2nw0

)∣∣∣∣
−1

+O

((
λ3 (f)

λ1 (f)

)2n
)

.

Si f est diagonalisable à valeurs propres positives, on a

f 2n (w0) = λ2 (f)2n w0

et le résultat en découle.
Si f est semi-simple, la restriction de f à V <+

f est le produit d’une ho-

mothétie de rapport λ2 (f) par un automorphisme elliptique de V <+
f et, donc,

il existe des réels 0 < c ≤ d tels que, pour tout n,

cλ2 (f)n ≤ ‖fn (w0)‖ ≤ dλ2 (f)n ,

d’où le résultat.

12



3 Sous-groupes Zariski denses

Nous déduisons ici des calculs de la section 2 un résultat concernant
l’ensemble des valeurs propres des éléments d’un sous-groupe Zariski dense
d’un groupe semi-simple. Dans la suite de l’article, il nous servira, grâce à
un résultat de Dolgopyat, à valider une hypothèse technique du théorème
taubérien de la section 6.

3.1 Groupes semi-simples

Commençons par fixer quelques notations de théorie des groupes. On
pourra se réferer à [8] pour la théorie générale des groupes de Lie semi-
simple et à [3] où sont définies les principales notions concernant les éléments
loxodromiques de G.

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini. On choisit
un sous-espace de Cartan a de l’algèbre de Lie g de G et une chambre de
Weyl a

+ ⊂ a. On note a
++ l’intérieur de a

+ et r le R-rang de G, c’est-à-dire
la dimension de a. On note Σ l’ensemble des racines de a dans g et Π la base
de Σ associée au choix de a

+. Soient A le groupe exp a et M le plus grand
sous-groupe compact du centralisateur Z de A dans G : on a Z = MA.

On dit qu’un élément g de G est hyperbolique si et seulement s’il est
conjugué à un élément de A. On dit qu’il est elliptique si et seulement s’il
appartient à un sous-groupe compact de G. Tout élément g de G peut s’écrire
de manière unique g = geghgu avec ge elliptique, gh hyperbolique et gu uni-
potent qui commutent deux à deux. On note alors λ(g) l’unique élément x
de a

+ tel que exp x soit conjugué à gh. On dit que g est loxodromique si et
seulement si λ(g) appartient à a

++. Alors, g est conjugué à un élément de
M exp(a++) et, en particulier, g est semi-simple.

Rappelons un résultat de Y. Benoist :

Théorème 3.1 (Benoist, [3]). Soit Γ un sous-semi-groupe Zariski dense de
G. Le cône fermé engendré dans a

+ par l’ensemble λ(Γ) est convexe. On dit
que ce cône est le cône limite de Γ.

Soit (ρ, V ) une représentation irréductible de dimension finie de G. On ap-
pelle poids restreints de (ρ, V ) les poids de a dans V à travers la différentielle
de ρ, c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires χ de a pour lesquelles l’es-
pace Vχ = {v ∈ V |∀X ∈ A dρ(X)v = χ(X)v} n’est pas nul. Supposons
ρ irréductible ; alors, l’ensemble des poids restreints possède un plus grand
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élément χ pour l’ordre associé à a
+ sur a

∗. On dit que χ est le plus haut poids
restreint de ρ. Les autres poids sont de la forme χ−∑α∈Π nαα, nα ∈ N. En
particulier, pour g dans G, on a λ1(ρ(g)) = eχ(λ(g)). On dit que ρ est proximale
si et seulement si dimVχ = 1.

Si G est déployé, le groupe ρ(G) est un groupe linéaire semi-simple
déployé, donc, ρ(Z) est constitué d’endomorphismes diagonalisables et, par
conséquent, l’image par ρ d’un élément loxodromique de G est diagonalisable.

Choisissons une indexation χ1, . . . , χk des poids restreints de ρ de façon à
ce que χ1 soit le plus haut poids restreint et, pour tout 1 ≤ i ≤ k, fixons une
classe à homothétie près de normes euclidiennes ‖.‖i invariante par ρ(M)
sur Vχi

: la suite z = ((Vχ1, ‖.‖1), . . . , (Vχk
, ‖.‖k)) est une croix normée au

sens de la section 2 et, pour tout g dans M exp(a++), le couple (ρ(g), z)
est un endomorphisme normé de V . Plus généralement, si g est un élément
loxodromique de G et si h est un élément de g tel que h−1gh appartienne à
M exp(a++), le couple (ρ(g), ρ(h)z) est un endomorphisme normé. On dira
qu’une telle croix normée z est adaptée à ρ.

Rappelons un résultat de la théorie des représentations de G :

Proposition 3.2 (Tits, [20]). Il existe une famille de représentations de
dimension finie irréductibles et proximales (ρα, Vα)α∈Π de G telle que, pour
tout α dans Π le plus haut poids restreint χα de ρα soit un multiple du poids
fondamental associé à α. Pour α dans Π, les poids restreints de ρα sont χα,
χα − α et des poids de la forme χα − α−

∑
β∈Π nββ, nβ ∈ N.

Dorénavant, on fixe une telle famille de représentations. Pour α dans Π et
g dans G, l’endomorphisme ρα(g) est proximal si et seulement si α(λ(g)) 6= 0
et, alors, on a α1(ρα(g)) = eα(λ(g)). On note V +

α la droite Vχα
et V <

α son
unique supplémentaire A-stable. Par définition, on a le

Lemme 3.3. Soient g dans G et X dans a. Alors λ(g) = X si et seulement
si, pour tout α dans Π, on a λ1(ρα(g)) = eχα(X).

Soit P la variété des drapeaux de G, c’est-à-dire l’ensemble des sous-
groupes paraboliques minimaux de G. C’est un G-espace homogène compact
qui s’identifie au quotient G/P où P est le sous-groupe parabolique mini-
mal engendré par M , A et les exponentielles des sous-espaces poids associés
aux éléments de Π dans g. Pour tout α dans Π, on a ρα(P )V +

α = V +
α et

l’application g 7→ (ρα(g)V +
α )α∈Π factorise à travers une immersion de P dans∏

α∈Π P (Vα). Un élément g de G est loxodromique si et seulement s’il possède
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un point fixe attracteur ξ+
g dans P. On note alors ξ−g le point fixe attracteur

de g−1.
Soit P ∨ le sous-groupe parabolique opposé à P par rapport à A, c’est-à-

dire le sous-groupe de G engendré par M , A et les exponentielles des sous-
espaces poids associés aux éléments de −Π. On a P ∩ P ∨ = Z et, à travers
l’application g 7→ (gP, gP ∨), on peut voir G/Z comme l’unique G-orbite ou-
verte Z dans P×P. Pour tout a dans exp(a++), on a (ξ+

a , ξ
−
a ) = (P, P ∨) ∈ Z.

Plus généralement, si g est un élément loxodromique de G, le couple (ξ+
g , ξ

−
g )

appartient à Z : vu comme élément de G/Z, c’est la classe à droite suivant
Z de l’ensemble des h dans G tels que h−1gh appartienne à M exp(a++).

Le lemme suivant nous permettra d’appliquer les résultats du paragraphe
2.1 aux images des éléments de G dans les espaces de représentations :

Lemme 3.4. Soit (ρ, V ) une représentation irréductible de G. Alors, si g
est un élément loxodromique de G et (gn) une suite d’éléments loxodromiques
telle que (ξ+

gn
, ξ−gn

) −−−→
n→∞

(ξ+
g , ξ

−
g ), il existe des croix normées de même pa-

ramètre z et (zn) dans V telles que (ρ(g), z) et les (ρ(gn), zn) soient des
endomorphismes normés et que l’on ait zn −−−→

n→∞
z.

Démonstration. Donnons-nous h et (hn) dans G tels que h−1gh et les
(h−1

n gnhn) appartiennent à M exp(a++). Dans G/Z, on a hnZ −−−→
n→∞

hZ. Choisissons une croix normée adaptée z dans V . Alors les couples
(ρ(g), ρ(h)z) et (ρ(gn), ρ(hn)z) sont des endomorphismes normés de V et,
comme ρ(Z) fixe z, on a bien hnz −−−→

n→∞
hz.

3.2 Un résultat de densité

Soit Γ un sous-semi-groupe Zariski dense de G. Rappelons que, d’après
[11], Γ contient des éléments loxodromiques. Dans ce paragraphe, nous utili-
sons le lemme 2.5 pour démontrer le résultat suivant, qui permet notamment
d’étudier le sous-groupe de a engendré par λ(Γ) :

Proposition 3.5. Soit g un élément loxodromique de Γ. Alors, quitte à rem-
placer g par une puissance convenable, il existe un entier p, un élément h et
des suites (gn) et (hn) dans Γ tels que

(i) pour tout n, les éléments gn et hn sont des mots de longueur ≤ pn
en g et h.
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(ii) si G est déployé, pour tout α dans Π, il existe cα 6= 0 et 0 < ηα <
e−2α(λ(g)) tels que

χα(λ(gnhn) − λ(gn) − λ(hn)) = cαe
−2nα(λ(g)) +O(ηn

α).

(iii) dans le cas général, pour tout α dans Π, on a :

|χα(λ(gnhn) − λ(gn) − λ(hn))| ≍ e−2nα(λ(g)).

Si G est déployé, les images de ses éléments loxodromiques dans ses es-
paces de représentations sont diagonalisables, ce qui explique l’analogie entre
les énoncés de la proposition 3.5 et du lemme 2.5.

La démonstration utilise le

Lemme 3.6. Soit (ρi, Vi)i∈I une famille finie de représentations irréductibles
proximales de G. Soit, pour tout i, un projecteur non nul pi de Vi. Alors, il
existe γ dans Γ, tel que, pour tout i, l’endomorphisme ρi(γ) soit proximal et

que pi

(
V +

i,ρi(γ)

)
6⊂ V <

i,ρi(γ).

Démonstration. Soit g un élément loxodromique de Γ. Pour tout i, notons
V +

i = V +
i,ρi(g) et V <

i = V <
i,ρi(g). Comme les représentations sont irréductibles, il

existe h dans Γ tel que, pour tout i, on ait pi(Vi) 6⊂ h−1V <
i . De même, il existe

k dans Γ tel que, pour tout i, on ait kV +
i 6⊂ p−1

i (h−1V <
i ) et kV +

i 6⊂ h−1V <
i .

Alors, en raisonnant comme dans le lemme 2.3, pour n suffisament grand,
pour tout i, l’élément kgnh agit de façon proximale sur Vi et l’on a

V +
i,ρi(kgnh) −−−→n→∞

kV +
i et V <

i,ρi(kgnh) −−−→
n→∞

h−1V <
i .

En particulier, pour n suffisament grand, pi

(
V +

i,ρi(kgnh)

)
6⊂ V <

i,ρi(kgnh).

Démonstration de la proposition 3.5. Pour α dans Π, notons pα et qα les
projecteurs ρα(g)-invariants sur V <+

α,ρα(g) et V +
α,ρα(g) dans Vα et p∗α le projecteur

ρα(g)∗-invariant sur V +
α,ρα(g)∗ dans V ∗

α . Alors, d’après le lemme 3.6 appliqué

aux projecteurs (pα, p
∗
α, qα)α∈Π, il existe un élément loxodromique h de Γ

tel que, pour tout α dans Π, on ait V +
α,ρα(g) 6⊂ V <

α,ρα(h), V
+
α,ρα(h) 6⊂ V <

α,ρα(g)

et qα

(
V +

α,ρα(h)

)
6⊂ V <

α,ρα(h). En d’autres termes, ρα(g) et ρα(h) vérifient les

hypothèses du lemme 2.5.
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Si G est déployé, les ρα(g), α ∈ Π, sont diagonalisables donc, quitte
à remplacer g par une puissance, on peut les supposer à valeurs propres
positives. Il existe alors, d’après le lemme 2.5, un entier p0 tel que, pour tout
α dans Π, il existe cα 6= 0 et 0 < ηα < e−2α(λ(g)) avec, pour p ≥ p0,

B1(V
+
α,ρα(g), V

<
α,ρα(g), V

+
α,ρα(gnhpngn), V

<
α,ρα(gnhpngn)) − 1 = cαe

−2nα(λ(g)) +O(ηn
α).

Posons gn = gqn, pour un certain entier q, et hn = gnhpngn, pour un certain
p ≥ p0. D’après le lemme 2.4, on a, pour tout α dans Π,

V +
α,ρα(hn) −−−→n→∞

V +
α,ρα(g) et V +

α,ρα(h−1
n )

−−−→
n→∞

V +
α,ρα(g−1)

et, donc, dans P, on a ξ+
hn

−−−→
n→∞

ξ+
g et ξ−hn

−−−→
n→∞

ξ−g . D’après le lemme

3.4, pour tout α dans Π, il existe des croix normées zα et (zα
n) dans Vα

telles que zα
n −−−→

n→∞
zα et que les couples (ρα(g), zα) et (ρα(hn), zα

n) soient des

endomorphismes normés de Vα. D’après le lemme 2.3, on a alors, pour tout
α dans Π,

χα(λ(gnhn) − λ(gn) − λ(hn))

= cαe
−2nα(λ(g)) +O(ηn

α) +O(e−qnα(λ(g))) +O
(
e−α(λ(hn))

)
.

Or, à nouveau d’après le lemme 2.4, appliqué simultanément dans toutes les
représentations Vα, α ∈ Π, et d’après le lemme 3.3, la quantité 2nλ(g) +
pnλ(h) − λ(hn) est bornée dans a et, donc, pour tout α dans Π, on a
e−α(λ(hn)) = O(e−2nα(λ(g))−pnα(λ(h))). Le résultat en découle, en prenant p et q
suffisament grands.

Dans le cas général, notons ge la composante elliptique de g. Quitte
à remplacer g par une puissance, on peut supposer, que, pour α dans Π,
l’endomorphisme ρα(ge) est soit l’identité, soit d’ordre infini. Il existe alors
une suite de puissances de ge tendant vers e dans G. En particulier, il
existe un entier m et un réel ε > 0 tels que, pour α dans Π et n en-

tier, si d
(
gn
(
pαV

+
α,ρα(h)

)
,P
(
V <

α,ρα(h)

))
≤ ε, alors, pour 1 ≤ i ≤ r, on a

d
(
gn+im

(
pαV

+
α,ρα(h)

)
,P
(
V <

α,ρα(h)

))
≥ ε (rappelons que r désigne le cardinal

de Π). Alors, pour tout entier n, il existe 0 ≤ i ≤ r tel que, pour tout α

dans Π, on ait d
(
g(n+i)m

(
pαV

+
α,ρα(h)

)
,P
(
V <

α,ρα(h)

))
≥ ε. On peut à présent

appliquer la même méthode que dans le cas déployé pour obtenir l’estimation
souhaitée.
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Comme première application de cet énoncé technique, retrouvons des
résultats de Y. Benoist dans [3] et [4]. Rappelons qu’on a appelé cône li-
mite de Γ le cône convexe apparaissant dans le théorème 3.1.

Théorème 3.7 (Benoist, [3], [4]). Le cône limite de Γ est d’intérieur non
vide. Le sous-groupe de a engendré par λ(Γ) est dense.

Démonstration. Comme on sait que le cône limite de Γ est convexe, il suffit
de prouver que, pour ϕ dans a

∗, si ϕ(λ(Γ)) ⊂ Z, on a ϕ = 0.
D’après [11], il existe g dans Γ, loxodromique, tel que les réels strictement

positifs α(λ(g)), α ∈ Π, soient deux à deux disjoints. Soient (gn) et (hn)
comme dans la proposition 3.5. Soient ϕ =

∑
α∈Π ϕαχα dans a

∗ un élément
non nul et α dans Π tel que ϕα soit non nul et que α(λ(g)) soit le plus grand
possible. Pour n suffisament grand, on a :

|ϕ(λ(gnhn) − λ(gm) − λ(hm))| ≍ e−2nα(λ(g))

et, donc, ϕ(λ(Γ)) 6⊂ Z.

4 Groupes de Schottky et calcul symbolique

Nous allons à présent nous concentrer sur l’étude d’une classe particulière
de sous-groupes de G, étude reliée à la dynamique symbolique et au forma-
lisme thermodynamique. En particulier, nous allons utiliser la proposition
3.5 pour contrôler, grâce à un résultat de D. Dolgopyat dans [6], la norme de
certains opérateurs de Ruelle. Nous commençons par des rappels de théorie
des groupes.

4.1 Décompositions de Cartan et d’Iwasawa

On fixe un sous-groupe compact K maximal de G tel que le point fixe de
K dans l’espace symétrique de G appartienne au plat maximal stable par A.
On a alors la décomposition de Cartan G = K(exp a

+)K. Plus précisément,
pour g dans G, il existe un unique x dans a

+ tel que exp x appartienne à
KgK. On pose x = µ(g). L’application µ : G→ a

+ est analytique et propre.
Soit (ρ, V ) une représentation irréductible de dimension finie de G de

plus haut poids restreint χ. Il existe un produit scalaire sur V pour lequel
les éléments de ρ(A) sont symétriques et ceux de ρ(K) sont orthogonaux. On
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dit que la norme associée à un tel produit scalaire est (ρ, A,K)-bonne. Si V
est muni d’une norme (ρ, A,K)-bonne, pour g dans G, on a ‖ρ(g)‖ = eχ(µ(g)).
Dorénavant, on munit chaque Vα d’une norme (ρ, A,K)-bonne.

On a la

Proposition 4.1 (Benoist, [3]). Soit Γ un sous-semi-groupe Zariski dense
de G. Le cône asymptote à l’ensemble µ(Γ) dans a est le cône limite de Γ.

Rappelons qu’on a noté ξ+
g le point fixe attracteur d’un élément loxodro-

mique g de G dans la variété des drapeaux P.

Théorème 4.2 (Benoist, [3]). Soit Γ un sous-semi-groupe Zariski dense de
G. L’adhérence de l’ensemble des ξ+

γ , où γ est un élément loxodromique de
Γ, est le plus petit fermé Γ-invariant non vide de P. On l’appelle ensemble
limite de Γ. Il est Zariski dense dans P.

Rappelons les propriétes du cocycle d’Iwasawa-Busemann qui proviennent
de [16].

On a la décomposition d’Iwasawa G = KP . En d’autres terme K agit
tansitivement sur P. Soient ξ0 le point fixe de P dans P et U le radical
unipotent de P . On a P = MAU et M = K ∩ Z. Pour g dans G, on note
σ(g, ξ0) l’unique élément x de a tel que g appartienne à K(exp x)U . Plus
généralement, pour ξ dans P, si ξ = kξ0 avec k dans K, on note σ(g, ξ) =
σ(gk, ξ0). L’application σ : G×P → a est analytique et vérifie la relation de
cocycle :

∀g, h ∈ G ∀ξ ∈ P σ(gh, ξ) = σ(g, hξ) + σ(h, ξ).

Si g est un élément loxodromique de G, on a σ(g, ξ+
g ) = λ(g).

Soit (ρ, V ) une représentation irréductible de G de plus haut poids res-
treint χ, munie d’une norme (ρ, A,K)-bonne. Soit ξ dans P et soit W le plus
petit sous-espace vectoriel de V qui soit stable par le sous-groupe parabo-
lique associé à ξ. D’après [16, § 6.2], pour X dans P (W ) et g dans G, on a
σ1(ρ(g), X) = eχ(σ(g,ξ)).

Soit g dans G tel que µ(g) ∈ a
++. Soit k dans K tel que g ∈ k(exp µ(g))K.

Le point kξ0 ne dépend que de g ; on le note ξM
g . Nous pouvons préciser [16,

§ 6.6] :

Lemme 4.3. On a :

µ(gh) − µ(h) = σ
(
g, ξM

h

)
+O

(
e−minα∈Π α(µ(h))

)
,

uniformément pour g dans tout compact de G.
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Démonstration. Il suffit de démontrer ce résultat pour h = a dans exp(a+).
Alors, par un raisonnement analogue à celui du lemme 2.2, pour α dans Π,
on a :

‖ρα(ga)‖
‖ρα(a)‖ = σ1

(
ρα(g), V +

α

) (
1 +O

(
α1 (ρα(a))−1)) ,

uniformément pour g dans un compact de G, c’est-à-dire

χα(µ(ga) − µ(a) − σ(g, ξ0)) = O
(
e−α(log a)

)
,

d’où le résultat.

4.2 Groupes de Schottky

Les groupes de Schottky généralisés, objets de notre étude, ont été intro-
duits par Benoist dans [3]. Dans [17], nous les avons reliés à la dynamique
symbolique, avec le vocabulaire de [12]. Rappelons ici brièvement certaines
de leurs propriétés.

À la section 3, on a noté Z la G-orbite ouverte dans P × P. On dit que
deux points ξ et η de P sont en position générale si et seulement si le couple
(ξ, η) appartient à Z.

On se donne des éléments loxodromiques γ1, . . . , γp de G (p ≥ 2). Pour
1 ≤ i ≤ p, on note ξ+

i = ξ+
γi

et ξ−i = ξ+

γ−1
i

et on suppose que les couples

(ξω
i , ξ

̟
j ), 1 ≤ i 6= j ≤ p, ω,̟ ∈ {−1, 1}, sont en position générale. Quitte à

remplacer γ1 et γ2 par des éléments proches, on peut supposer que le sous-
groupe Γ de G engendré par γ1, . . . , γp est Zariski dense dans G. Quitte à
remplacer les γi par des puissances, on peut supposer qu’il existe des parties
(b+i , b

−
i , B

+
i , B

−
i )1≤i≤p de P et un réel 0 < ε < 1 tels que

(i) pour tous 1 ≤ i ≤ p et ω ∈ {−1, 1}, ξω
i est un point intérieur de bωi et

γω
i B

ω
i ⊂ bωi ⊂ Bω

i et la restriction de γi à Bω
i est ε-lipschitzienne.

(ii) pour tous 1 ≤ i 6= j ≤ p et ω,̟ ∈ {−1, 1}, on a bωi ⊂ B̟
j .

(iii) l’ensemble

B =
⋂

1≤i≤p
ω∈{−1,1}

Bω
i

est non vide.

Le résultat suivant provient de [3] et de [17, § 3.1].

20



Proposition 4.4. Le groupe Γ est le groupe libre engendré par γ1, . . . , γp. Il
est discret dans G et tous ses éléments sont loxodromiques. Le cône limite de
Γ est inclus dans a

++. Il existe un réel M ≥ 0 tel que, pour tout γ dans Γ,
on ait ‖λ(γ) − µ(γ)‖ ≤M et que, si γω

i est le dernier terme de l’écriture de
γ comme mot en les γ̟

j , pour tout ξ dans Bω
i , on ait ‖σ(γ, ξ) − µ(γ)‖ ≤M .

On note S l’ensemble {γi, γ
−1
i |1 ≤ i ≤ p}, U0 l’ensemble des suites finies

éventuellement vides (u0, . . . , un) d’éléments de S telles que, pour tout 0 ≤
k ≤ n − 1, on ait uk+1 6= u−1

k , et ℓ : U0 → N la longueur des mots. On
identifie un élément de Γ et le mot associé dans U0. De même, on note U
l’espace compact des suites (un)n∈N d’éléments de S avec un+1 6= u−1

n , pour
n dans N. On dira que U0 est l’ensemble des suites finies admissibles et U
celui des suites infinies admissibles. On munit U de la métrique définie par

∀u 6= v ∈ U d(u, v) = 2−min{n∈N|un 6=vn}.

Rappelons la description de l’ensemble limite de Γ, comme dans [5, § 5.11]
et dans [17, § 3.2] :

Proposition 4.5. Soit u dans U . Pour tout ξ dans P, la suite (u0 . . . unξ)n∈N

converge dans P et sa limite ne dépend pas de ξ. L’application ainsi construite
U → P induit un homéomorphisme bi-höldérien de U sur l’ensemble limite
ΛΓ de Γ.

Dorénavant, on identifie U et l’ensemble limite de Γ. Nous allons étudier
l’action de Γ sur ΛΓ à l’aide du formalisme thermodynamique développé dans
[12].

On note s : U → U l’opérateur de décalage défini par s(un)n∈N =
(un+1)n∈N. Soit f une fonction continue de U dans un espace vectoriel V .
Pour tout entier n ≥ 1, on note Σnf la fonction

∑n−1
k=0 f ◦ sk. Si f est

à valeurs complexes, on note Lf l’opérateur de Ruelle associé, c’est-à-dire
que, pour toute fonction continue h sur U , et pour tout u dans U , on a
Lf (h)(u) =

∑
sv=u e

f(v)h(v). On a alors Ln
f (h)(u) =

∑
snv=u e

Σnf(v)h(v), pour
tout n dans N.

Enfin, si f est à valeurs réelles, on note p(f) sa pression, c’est-à-dire
la quantité sup

(
hm(s) +

∫
S
fdm

)
, où la borne supérieure est prise sur l’en-

semble des probabilités boréliennes m de U qui sont invariantes par s et où,
pour une telle probabilité m, on a noté hm(s) l’entropie de s relativement à
m. La pression est une fonction convexe C0(U) → R.
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Pour a > 0, on note Ha l’espace des fonctions à valeurs complexes sur
U qui sont höldériennes d’exposant a. Pour h dans Ha, on note Ca(h) sa
constante de Hölder et ‖h‖a = ‖h‖∞ + Ca(h) sa norme naturelle dans Ha.

Si f est une fonction à valeurs réelles dans Ha, d’après le théorème de
Ruelle, l’opérateur Lf possède une valeur propre dominante dans C0(U) qui
est égale à ep(f). Les vecteurs propres correspondants sont dans Ha et ce
sont des fonctions proportionnelles à des fonctions réelles de signe constant.
De même, l’adjoint de Lf admet ep(f) comme valeur propre dominante dans
l’espace des mesures boréliennes complexes de U et admet en particulier une
unique mesure positive de probabilité comme vecteur propre de valeur propre
ep(f).

Dorénavant, pour u dans U , on notera f(u) = σ(u0, s(u)). On fixe une fois
pour toutes un réel a > 0 tel que f soit höldérienne d’exposant a. Pour tout
n ≥ 1, pour u dans U , on a Σnf(u) = σ(u0 . . . un−1, s

n(u)). En particulier, si
u est un mot périodique dans U qui est le point fixe attracteur d’un élément
γ de longueur n dans Γ, on a Σnf(u) = λ(γ). Pour θ dans a

∗
C
, on note Lθ

l’opérateur L−θ◦f . Si θ est dans a
∗, on note mθ la probabilité vecteur propre

principal de L∗
θ et hθ le vecteur propre principal de Lθ tel que

∫
U
hθdmθ = 1 :

c’est une fonction réelle strictement positive. L’application θ 7→ Lθ, a
∗
C
→

End(Ha) est analytique.
Du théorème 3.7 et de [12, § 4], on déduit la

Proposition 4.6. Pour tous ϕ, θ dans a
∗ avec θ 6= 0, le rayon spectral de

Lϕ+iθ est < ep(−ϕ◦f).

On note désormais P la fonction ϕ 7→ p(−ϕ ◦ f), a∗ → R. D’après [17, §
3.3 et Lemme 4.4], on a le

Lemme 4.7. La fonction P est analytique strictement convexe. On a P (0) >
0 et P prend des valeurs strictement négatives sur a

∗. Soit ϕ dans a
∗. Le

vecteur dP (ϕ) est non nul et, si P (ϕ) = 0, on a dP (ϕ)(ϕ) < 0. Enfin, la
forme bilinéaire d2P (ϕ) est définie positive sur ker dP (ϕ).

4.3 Norme des opérateurs de Ruelle

Nous utilisons ici un résultat de D. Dolgopyat pour contrôler, quand θ →
∞, la norme des opérateurs

(
Lϕ+iθ − eP (ϕ)

)−1
: la proposition 3.5 nous permet

en effet de valider les hypothèses du théorème principal de [6]. Grâce à ces
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contrôles de normes nous pourrons appliquer au problème de comptage le
résultat taubérien de la section 6.

Soit θ dans a
∗. On note (θα)α∈Π ses coordonnées dans la base (χα)α∈Π,

ainsi que |θ| = maxα∈Π |θα| et |θ|k = maxα∈Π |θα|kα , pour k ∈ (R∗
+)Π. Remar-

quons que, pour k, k′ ∈ (R∗
+)Π, il existe k′′ ∈ (R∗

+)Π tel que, si |θ| ≥ 1, on a

|θ|k |θ|k′ ≤ |θ|k′′

. Enfin, on désigne par Vθ l’opérateur qui, à une fonction k,
associe la fonction eiθ◦f (k ◦ s).

Le résultat suivant, qui précise la proposition 4.6, est une généralisation
directe de [6]. L’alternative qui y est présentée explicite dans notre situation
celle qui règne dans [6, § 1] entre la condition (v) du théorème 1 et la condition
(v) du théorème 2. Nous avons étendu ce résultat au cas où, avec les notations
de Dolgopyat, d’une part la fonction f peut varier dans un compact et,
d’autre part, la fonction τ prend ses valeurs dans un espace vectoriel. La
démonstration de cette généralisation est immédiate, avec les méthodes de
[6, § 7 et 8].

Théorème 4.8 (Dolgopyat, [6]). Une et une seule des deux alternatives sui-
vantes est possible :

(i) pour tout compact L de a
∗, il existe M > 0 et k dans (R∗

+)Π tels que,
pour tout ϕ dans L, pour tout θ avec |θ| ≥ 1, on ait :

∥∥∥
(
Lϕ+iθ − eP (ϕ)

)−1
∥∥∥

a
≤M |θ|k .

(ii) il existe l dans (R∗
+)Π tel que, étant donné k dans (R∗

+)Π, il existe
h > 0 et des suites (θm) tendant vers l’infini dans a

∗ et (hm) de module
1 dans Ha avec, pour tout m,

1 ≤ ‖hm‖a ≤ |θm|l et
∥∥∥V [h log|θm|]

θm
hm − hm

∥∥∥
∞

≤ |θm|−k .

Expliquons le sens de cet énoncé. Étant données deux fonctions höldé-
riennes u et v sur U , on montre dans [12, § 4] que soit l’opérateur de
Ruelle Lu+iv a un rayon spectral < ep(u), soit l’ensemble des valeurs de v
aux points périodiques de U engendre un sous-groupe discret de R. La pro-
position 4.6 utilise un résultat de Benoist, le théorème 3.7, pour montrer
que, dans notre situation, c’est la première de ces deux alternatives qui est
réalisée. Le théorème de Dolgopyat, quant à lui, constitue une quantification
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de celui de Pollicott. La proposition 3.5, elle, quantifie le théorème de Be-
noist. Nous allons donc utiliser cette dernière pour montrer que, dans notre
cas, c’est la première des deux assertions du théorème 4.8 qui est vérifiée.

Dans cet esprit, le résultat d’analyse élémentaire suivant précise la dé-
monstration du théorème 3.7 que nous avons donnée.

Lemme 4.9. Soient 0 < a1 < . . . < ar. Soit, pour tout 1 ≤ i ≤ r, une suite
(un

i )n∈N de nombres réels. On suppose que, pour 1 ≤ i ≤ r, on a |un
i | ≍ e−ain.

Pour tout x dans R
r, pour tout entier naturel n, notons

un(x) = x1u
n
1 + . . .+ xru

n
r .

Alors il existe des nombres réels k1, . . . , kr > 0 et t1, . . . , tr > 0 ayant les
propriétés suivantes :

(i) pour tout 1 ≤ i ≤ r, on a tiai > 1.

(ii) pour tout 1 ≤ i ≤ r, notons Ei l’ensemble des x dans Rr tels que
|xi|ki = max1≤j≤r |xj |kj et, pour x dans Ei, notons ni(x) = [ti log |xi|] ;
alors quand x tend vers ∞ dans Ei, on a

∣∣uni(x)(x)
∣∣ ≍ |xi|1−aiti .

Démonstration. Soient k1, . . . , kr > 0 et t1, . . . , tr > 0. Définissons E1, . . . , Er

comme dans l’énoncé. Soit 1 ≤ i ≤ r. Pour x dans Ei, le nombre
∣∣∣xiu

[ti log|xi|]
i

∣∣∣

est de l’ordre de |xi|1−tiai tandis que, pour j 6= i, la quantité
∣∣∣xju

[ti log|xi|]
j

∣∣∣

est majorée par un terme de l’ordre de |xi|
ki
kj

−tiaj
. Le lemme est alors une

conséquence du calcul suivant.

Lemme 4.10. Soient 0 < a1 < . . . < ar des réels. Il existe k1, . . . , kr > 0 et
t1, . . . , tr > 0 tels que, pour tout 1 ≤ i ≤ r, on ait tiai > 1 et que, pour tous
1 ≤ i 6= j ≤ r, on ait ki

kj
− tiaj < 1 − tiai.

Démonstration. Pour 1 ≤ i ≤ r, nous allons chercher ti sous la forme 1+εi

ai
où

ε > 0 sera suffisament petit. On doit alors avoir, pour tous 1 ≤ i < j ≤ r,

ki

kj

<
aj

ai

+ εi

(
aj

ai

− 1

)
et
kj

ki

<
ai

aj

− εj

(
1 − ai

aj

)
.
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Écrivons, pour tout i, ki = ui

ai
. Il faut, pour i < j,

(
1 − εj

(
aj

ai

− 1

))−1

<
ui

uj

< 1 + εi

(
1 − ai

aj

)
. (4.1)

Commençons par remarquer que, si ε est suffisament petit, on a, pour tout
i, (

1 + εi

(
1 − ai

ai+1

))(
1 − εi+1

(
ai+1

ai

− 1

))
> 1

et, donc, que l’on peut alors choisir des réels u1, . . . , ur > 0 tels que, pour
1 ≤ i ≤ r − 1,

(
1 − εi+1

(
ai+1

ai

− 1

))−1

<
ui

ui+1
< 1 + εi

(
1 − ai

ai+1

)
.

Alors, pour i < j, on a :

j∏

k=i+1

(
1 − εk

(
ak

ak−1

− 1

))−1

<
ui

uj

<

j−1∏

l=i

(
1 + εl

(
1 − al

al+1

))

et, donc, il suffit pour valider (4.1) que ε vérifie, pour i+ 1 < j,

j∏

k=i+1

(
1 − εk

(
ak

ak−1
− 1

))
< 1 − εj

(
aj

ai

− 1

)
(4.2)

et
j−1∏

l=i

(
1 + εl

(
1 − al

al+1

))
< 1 + εi

(
1 − ai

aj

)
. (4.3)

Dans (4.2), le membre de gauche s’écrit 1 − εi+1
(

ai+1

ai
− 1
)

+ O(εi+2)

tandis que le membre de droite s’écrit 1 + O(εi+2). Donc cette inégalité est
vraie pour ε suffisament petit. De même, dans (4.3), le membre de gauche

s’écrit 1+εi
(
1 − ai

ai+1

)
+O(εi+1). Or on a ai+1 < aj , donc 1− ai

ai+1
< 1− ai

aj
et,

par conséquent, cette seconde inégalité est aussi vérifiée pour ε suffisament
petit, ce qu’il fallait démontrer.

Nous sommes à présent en mesure d’utiliser la proposition 3.5 et le théo-
rème 4.8 pour prouver la
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Proposition 4.11. Soit ϕ dans a
∗ avec P (ϕ) = 0 et soit t0 ≥ 0. Il existe k

dans (R∗
+)Π et M ≥ 0 tels que, pour tout θ dans a

∗ avec |θ| ≥ 1 et pour tout

0 ≤ t ≤ t0, on ait
∥∥∥
(
L(1+t)ϕ+iθ − 1

)−1
∥∥∥

a
≤ M |θ|k.

Nous utiliserons ce résultat sous la forme du

Corollaire 4.12. Soit h dans Ha. Pour toute fonction à décroissance rapide
ρ sur a

∗ qui soit nulle au voisinage de 0, les fonctions

θ 7→
(
1 − L(1+t)ϕ+iθ

)−1
(h)(u)ρ(θ) t ∈ R+, u ∈ U

forment une famille continue en (t, u) de fonctions à décroissance rapide sur
a
∗.

Démonstration de la proposition 4.11. Comme, d’après le lemme 4.7, pour
t ≥ 0, on a P ((1 + t)ϕ) ≤ 0, il s’agit de montrer que, dans le théorème 4.8,
c’est la première alternative qui est vraie.

Comme dans la démonstration du théorème 3.7, choisissons g dans Γ,
loxodromique, tel que les réels strictement positifs α(λ(g)), α ∈ Π, soient
deux à deux distincts et h, (gn), (hn) et p comme dans la proposition 3.5.
On peut alors appliquer le lemme 4.9 aux nombres 2α(g) et aux suites
(χα(λ(gnhn)−λ(gn)−λ(hn))), α ∈ Π : on note (kα)α∈Π et (tα)α∈Π les réels > 0
donnés par les conclusions du lemme. On note k0 le plus petit des (kα)α∈Π.

Soient θ dans a
∗, q un entier, ε > 0 et h une fonction continue de module

1 telle que ‖V q
θ (h) − h‖∞ ≤ ε. Alors, si γ est un élément de Γ, comme

V
qℓ(γ)
θ (h)(ξ+

γ ) = eiqθ(λ(γ)), on a
∣∣eiqθ(λ(γ)) − 1

∣∣ ≤ εℓ(γ). En particulier, on a
donc, pour tout n,

∣∣eiqθ(λ(gnhn)−λ(gn)−λ(hn)) − 1
∣∣ ≤ ε(ℓ(gnhn) + ℓ(gn) + ℓ(hn)) ≤ ε4pn.

Supposons donc que la seconde alternative du théorème 4.8 est vérifiée
et donnons-nous alors h > 0 et, pour tout α dans Π, un nombre réel lα >
2tαα(g) − 1. Il existe une suite (θm) tendant vers ∞ dans a

∗ et une suite de
fonctions continues (hm) de module 1 telles que, pour tout m, on ait

∥∥∥V [h log|θp|]
θm

(hm) − hm

∥∥∥
∞

≤ |θm|−l

et, donc, pour tous m et n,
∣∣ei[h log|θm|]θm(λ(gnhn)−λ(gn)−λ(hn)) − 1

∣∣ ≤ 4 |θm|−l pn.
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Quitte à remplacer (θm) par une sous-suite, on peut supposer qu’il existe α
dans Π, tel que, pour tout m, on ait |θm,α|kα = maxβ∈Π |θm,β |kβ . Il vient alors,
d’après le lemme 4.9,

θm

(
λ
(
g[tα|θm,α|]h[tα|θm,α|]

)
− λ

(
g[tα|θm,α|]

)
− λ

(
h[tα|θm,α|]

))
≍ |θm,α|1−2α(g)tα .

Or, pour m suffisament grand, on a |θm,α| ≤ |θm| ≤ |θm,α|
kα
k0 et, donc,

∣∣∣∣e
i[h log|θm|]θm

“

λ
“

g[tα|θm,α|]h[tα|θm,α|]
”

−λ
“

g[tα|θm,α|]
”

−λ
“

h[tα|θm,α|]
””

− 1

∣∣∣∣

≍ (log |θm,α|) |θm,α|1−2α(g)tα .

Il vient, pour m suffisament grand, d’après la proposition 3.5,

(log |θm,α|) |θm,α|1−2α(g)tα = O
(
(log |θm,α|) |θm,α|−lα

)
,

ce qui contredit lα > 2tαα(g) − 1.
C’est donc la première alternative du théorème 4.8 qui est vraie et la

proposition en découle.

5 Dénombrement asymptotique pour les

groupes de Schottky

Conservons les notations de la section 4. Munissons a d’un produit scalaire
(., .) et de la norme associée. Nous allons prouver le

Théorème 5.1. Il existe des réels τ, C > 0 tels que

card{γ ∈ Γ| ‖µ(γ)‖ ≤ a} ∼
a→∞

Ceτa.

Pour démontrer ce résultat, nous allons suivre la méthode de Lalley dans
[10]. Elle consiste dans un premier temps à démontrer un analogue de ce
théorème en termes de cocycle f sur l’ensemble limite de Γ, à l’aide des
propriétés des opérateurs de Ruelle et d’un théorème taubérien, puis à utiliser
les estimations obtenues sur l’ensemble limite et des résultats du type du
lemme 4.3 pour revenir au résultat du théorème.

Dans le cadre qui nous intéresse ici, nous allons utiliser le théorème
taubérien qui sera démontré à la section 6. Notons que la même méthode
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permettrait de donner des équivalents asymptotiques des quantités card{γ ∈
Γ|ϕ(µ(γ)) ≤ a}, pour certaines formes linéaires ϕ, en raisonnant simple-
ment en termes du cocycle scalaire ϕ ◦ f et en utilisant le théorème classique
d’Ikehara-Wiener.

5.1 Le problème aux limites

D’après le lemme 4.7, l’ensemble {θ ∈ a
∗|P (θ) ≤ 0} est convexe, non vide

et ne contient pas 0. On note ϕ l’élément de cet ensemble qui est le plus
proche de 0 : on a P (ϕ) = 0 et dP (ϕ) est le produit scalaire par un vecteur
colinéaire à ϕ. On note τ la norme de ϕ et x le vecteur unitaire de R∗

+dP (ϕ).
Pour y dans a, u dans U et a ≥ 0, on pose :

Ny(u, a) =

∞∑

n=0

card{v ∈ s−nu|Σnf(v) ∈ b(y, a)}.

Nous commençons par prouver un analogue du théorème 5.1 sur l’ensemble
limite de Γ. Sa démonstration utilise le théorème taubérien démontré à la
section 6.

Proposition 5.2. Il existe un réel C > 0 tel que

Ny(u, a) ∼
a→∞

Chϕ(u)eτa+ϕ(y)

uniformément pour u dans U et y dans un compact de a.

Démonstration. Pour u dans U , notons νu la mesure sur a

∞∑

n=0

∑

snv=u

δΣnf(v)

où, pour y dans a, δy désigne la mesure de Dirac en y. Nous allons montrer
que la fonction P et la famille (νu)u∈U vérifient les hypothèses du théorème
6.1. Nous utilisons le vocabulaire du paragraphe 6.2.

D’après le lemme 4.7, la fonction P est 2-non dégénérée. Relions la di-
vergence des transformées de Laplace des mesures (νu)u∈U à la fonction P :
c’est un raisonnement analogue à celui de [17, Lemme 4.4]. Soient u dans U
et θ dans a

∗. Pour n dans N, on a :

enP (θ)hθ(u) = (Ln
θhθ)(u) =

∑

snv=u

e−θ(Σnf(v))hθ(v)
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et, donc,
inf hθ

suphθ

enP (θ) ≤
∑

snv=u

e−θ(Σnf(v)) ≤ sup hθ

inf hθ

enP (θ).

Il vient :
inf hθ

sup hθ

∞∑

n=0

enP (θ) ≤ ν̂u(θ) ≤
suphθ

inf hθ

∞∑

n=0

enP (θ),

et l’on a ν̂u(θ) < ∞ si et seulement si P (θ) < 0 ; en particulier, il existe θ
dans a

∗ tel que ν̂u(θ) <∞, si bien que la mesure νu est finie sur les compacts.
Soient θ, ξ dans a

∗. Si P (θ) < 0, on a :

ν̂u(θ + iξ) =

∞∑

n=0

(Ln
θ+iξ1)(u) = (1 − Lθ+iξ)

−1 (1)(u),

en notant 1 la fonction constante égale à 1 sur U . Par conséquent, si P (θ) = 0
et ξ 6= 0, comme, d’après, la proposition 4.6, le rayon spectral de Lθ+iξ est
< 1, la fonction ν̂u se prolonge en une fonction analytique au voisinage de
θ+iξ qui dépend continûment de u. De même, si P (θ) = 0 d’après le théorème
de perturbation des opérateurs linéaires (cf. [12, Appendix V]), il existe des
fonctions holomorphes vu et wu, définies au voisinage de 0 dans a

∗
C
, dépendant

continûment de u, telles que, pour tout ξ avec P (θ + ξ) 6= 0, on ait :

ν̂u(θ + ξ) = − vu(ξ)

P (θ + ξ)
+ wu(ξ)

et que vu(0) = hθ(u). Ainsi, la famille (νu)u∈U est une famille de mesures
de Radon à divergence P -contrôlée uniforme, de P -résidu hθ en θ. Enfin, le
corollaire 4.12 valide exactement la dernière hypothèse du théorème 6.1.

Les hypothèses du théorème 6.1 sont satisfaites ; la proposition en découle.

5.2 Descente à Γ

Nous allons à présent utiliser le résultat de la proposition 5.2 pour prouver
le théorème 5.1 : nous reprenons pour cela la méthode de [10, § I.6]. Rappelons
qu’on a noté U0 l’ensemble des mots finis en les éléments de S permettant
de coder le groupe libre Γ.

On choisit un symbole • n’appartenant pas à l’ensemble S et on considère
désormais tout élément de U0 comme une suite infinie d’éléments de S ∪ {•}
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dont tous les termes sont égaux à • à partir d’un certain rang. On note encore
s le décalage sur l’ensemble U ∪U0 et on munit U ∪U0 de la distance définie
par :

∀u 6= v ∈ U ∪ U0 d(u, v) = 2−min{n∈N|un 6=vn}.

Cette distance munit U ∪U0 d’une topologie d’espace compact. Dorénavant,
on identifiera U ∪ U0 à ΛΓ ∪ Γ ; l’ensemble U = ΛΓ en est une partie fermée
et U0 = Γ une partie discrète et dense. Plus précisément, pour tout u dans
U0, pour tout v 6= u dans U ∪ U0, on a d(u, v) ≥ 2−ℓ(u) (où ℓ(u) désigne la
longueur du mot u).

On prolonge f à U0 en posant, pour u dans U0, f(u) = µ(u) − µ(s(u)).
On a le

Lemme 5.3. L’application f : U ∪ U0 → a est höldérienne.

Démonstration. On sait déjà que la restriction de f à U est höldérienne.
Avec les notations du paragraphe 4.2, pour u dans S, posons Bu = Bω

i

si u = γω
i pour 1 ≤ i ≤ p, ω ∈ {−1, 1}. Alors, d’après [17, § 3.1], pour

u = (u0, . . . , un) dans U0, on a ξM
u ∈ uBun

et, en particulier, l’application
u 7→ ξM

u , U0 → P est höldérienne. Par conséquent, d’après le lemme 4.3,

il existe a, C > 0 tel que, pour u dans U0 on ait
∥∥∥f(u) − σ(u0, ξ

M
s(u))

∥∥∥ ≤

Ce−aℓ(u). Il vient, pour v 6= u dans U ∪U0,
∥∥∥f(u) − σ(u0, ξ

M
s(u))

∥∥∥ ≤ Cd(u, v)a,

d’où le résultat, en utilisant le caracatère lipschitzien des applications σ(γ, .) :
P → a, γ ∈ S.

Soient u, u′ dans U ∪ U0 avec u0 = u′0. Pour n dans N, on note πn
u,u′

la bijection s−nu → s−nu′ qui, à la suite (v0, . . . , vn−1) ⊔ u, associe la suite
(v0, . . . , vn−1) ⊔ u′. On a sπn

u,u′ = πn−1
u,u′ s.

Comme S. Lalley dans [10, § I.6], nous utiliserons le

Lemme 5.4. Soit ε > 0. Il existe η > 0 tel que, pour tous u, u′ dans U ∪ U0

avec d(u, u′) ≤ η, pour tout n dans N et pour tout v dans s−nu, on ait

∥∥Σnf(v) − Σnf(πn
u,u′(v))

∥∥ ≤ ε.

Démonstration. Soient a, c > 0 tels que, pour u, u′ dans U ∪ U0, on ait :

‖f(u) − f(u′)‖ ≤ cd(u, u′)a.
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Soient u, u′ dans U ∪U0 et supposons que les p premiers termes de u et de u′

sont identiques. Alors, pour n dans N et v dans s−nu, les p+n premiers termes
de v et de πn

u,u′(v) sont identiques et, donc,
∥∥f(v) − f(πn

u,u′(v))
∥∥ ≤ c2−a(p+n).

Il vient :

∥∥Σnf(v) − Σnf(πn
u,u′(v))

∥∥ ≤ c

n∑

k=1

2−a(p+k) ≤ c2−ap

∞∑

k=1

2−ak,

d’où le résultat.

D’après [10, § I.6], il existe une unique fonction continue h : U ∪ U0 → R

telle que, pour tout u dans U ∪ U0, on ait h(u) =
∑

v 6=e
sv=u

e−ϕ(f(v))h(v) et que

h|U = hϕ. On la note encore hϕ. Cette fonction est à valeurs > 0.
Pour y dans a, u dans U ∪ U0 et a ≥ 0, on note encore :

Ny(u, a) =
∞∑

n=0

card{v ∈ s−nu\{e}|Σnf(v) ∈ b(y, a)}.

En particulier, N0(e, a) = card{γ ∈ Γ| ‖µ(γ)‖ ≤ a} − 1. À nouveau comme
dans [10, § I.6], le théorème 5.1 est alors une conséquence de la

Proposition 5.5. Il existe un réel C > 0 tel que

Ny(u, a) ∼
a→∞

Chϕ(u)eτa+ϕ(y)

uniformément pour u dans U ∪ U0 et y dans un compact de a.

Le caractère uniforme de l’estimation ci-dessus apparait naturellement
dans sa démonstration mais n’est bien sûr pas nécessaire pour en déduire le
théorème 5.1.

Démonstration. Soit C > 0 comme dans la proposition 5.2.
Soit n dans N. Remarquons que

Ny(u, a) =
∑

v 6=e
snv=u

Ny−Σnf(v)(v, a) +
n−1∑

k=0

card{v ∈ s−ku\{e}|Σkf(v) ∈ b(y, a)},

(5.1)
le second terme de cette somme étant uniformément borné par une constante
Kn pour u dans U ∪ U0.
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Soit ε > 0 et soit η comme dans le lemme 5.4. Alors, pour u, u′ dans
U ∪ U0 avec d(u, u′) ≤ η, on a :

Ny(u
′, a− ε) ≤ Ny(u, a) ≤ Ny(u

′, a+ ε).

Quitte à diminuer η, comme log hϕ est uniformément continue, on peut sup-

poser que, pour u, u′ dans U ∪U0, si d(u, u′) ≤ η, on a 1− ε ≤ hϕ(u)
hϕ(u′)

≤ 1 + ε.

Choisissons n suffisament grand pour que tout élément de U0 de longueur ≥ n
soit à distance ≤ η de U . Alors, d’après la proposition 5.2, pour a suffisament
grand et y dans un compact de a, pour tout mot u dans U0 de longueur ≥ n,
en choisissant un élément u′ de U qui soit à distance ≤ η de u, il vient :

(1 − ε)Chϕ(u′)eτ(a−ε)+ϕ(y) ≤ Ny(u
′, a− ε) ≤ Ny(u, a) ≤ Ny(u

′, a+ ε)

≤ (1 + ε)Chϕ(u′)eτ(a+ε)+ϕ(y),

d’où

(1 − ε)2Chϕ(u)eτ(a−ε)+ϕ(y) ≤ Ny(u, a) ≤ (1 + ε)2Chϕ(u)eτ(a+ε)+ϕ(y),

et, donc, pour a suffisament grand, pour tout u dans U ∪U0 comme hϕ(u) =∑
v 6=e

snv=u

e−ϕ(Σnf(v))hϕ(v), d’après 5.1,

(1 − ε)2e−τεChϕ(u)eτa+ϕ(y) ≤ Ny(u, a) ≤ (1 + ε)2eτεChϕ(u)eτa+ϕ(y) +Kn,

ce qu’il fallait démontrer.

6 Un théorème taubérien

Cette section est indépendante des précédentes. Nous y démontrons le
théorème taubérien utilisé dans la preuve de la proposition 5.2. C’est un
analogue multi-dimensionnel du résultat classique d’Ikehara-Wiener (cf. [12,
Appendix I]).

Dans toute la suite, on note E un espace vectoriel euclidien de dimension
m.

6.1 Introduction

Soit ν une mesure de Radon sur E. On note ν̂ sa transformée de Laplace :
en d’autres termes, pour ϕ dans E∗, on a

ν̂(ϕ) =

∫

E

e−ϕ(x)dν(x).
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Nous allons donner des conditions sur ν̂ pour qu’il existe des réels τ, C >
0 avec ν(b(0, a)) ∼

a→∞
Ceτa. Ces conditions concernent principalement la

géométrie du domaine convexe

E∗
ν = {ϕ ∈ E∗|ν̂(ϕ) <∞}

et l’existence d’un prolongement analytique de ν̂ à un voisinage de l’ensemble

{
ϕ ∈ E∗

C

∣∣reϕ ∈ E∗
ν

}
\∂E∗

ν .

Notons que notre résultat comporte en outre une hypothèse plus forte
que celle du théorème classique. Dans la situation classique où l’on cherche
à estimer des quantités du type µ(] −∞, a]), où µ est une mesure de Radon
sur R, on arrive à s’affranchir des problèmes liés au comportement asymp-
totique du prolongement analytique de µ̂ sur l’axe s0 + it, t ∈ R, où s0 est
l’abscisse de convergence µ̂. Il nous a été impossible d’arriver à généraliser
en dimension supérieure la technique employée à cet effet, ce qui nous a
conduits à introduire une hypothèse supplémentaire concernant la croissance
en l’infini du prolongement analytique de ν̂ sur les espaces ϕ + iθ, θ ∈ E∗,
avec ϕ dans ∂E∗

ν . Dans notre problème de comptage des fonctions orbitales,
c’est pour vérifier cette hypothèse que nous utilisons le résultat de Dolgopyat
dans [6], dont nous avons validé les hypothèses grâce à la proposition citée
en introduction.

Remarquons par ailleurs que certaines des difficultés que nous avons ren-
contrées dans cette démonstration présentent des analogies avec celles qui
apparaissent dans l’article de A. Katsuda et T. Sunada [9], où ces auteurs
donnent des estimations au premier ordre du nombre de géodésiques fermées
à classe d’homologie fixée dans une variété compacte à courbure strictement
négative. Le paragraphe 6.7, en particulier, est très fortement inspiré par cet
article.

Enfin, comme nous l’avons déjà fait remarquer dans l’introduction de
l’article, si nous cherchions plutôt à estimer des quantités du type ν({x ∈
E|ϕ(x) ≤ a}) quand a tend vers l’infini, où ϕ est une forme linéaire de E,
l’utilisation de ce théorème ne serait pas nécessaire : nous pourrions alors
étudier la mesure ϕ∗ν sur R, dont la transformée de Laplace est s 7→ ν̂(sϕ),
et nous serions dans le cadre naturel d’application du théorème d’Ikehara-
Wiener. C’est la situation dans laquelle se trouvent M. Pollicott et R. Sharp
dans [13]. Dans notre cas, nous n’avons aucune information directe sur la
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‖x‖ε ≤ a

ϕ(x) ≤ ‖ϕ‖ a‖x‖ ≤ a

Fig. 1 – Différents problèmes de comptage

transformée de Laplace de l’image par la norme de la mesure ν et nous nous
voyons obligés de mener l’analyse dans l’espace E lui-même.

Dans les conclusions du théorème une forme linéaire ϕ joue néanmoins un
rôle important : il s’agit de l’élément de norme minimale du convexe fermé
E∗

ν (dont on suppose qu’il ne contient pas 0). Sous certaines hypothèses,
notre théorème assurera que l’on a ν(b(0, a)) ∼

a→∞
Ce‖ϕ‖a pour un certain

C > 0 tandis que le théorème d’Ikehara-Wiener donnera ν({x ∈ E|ϕ(x) ≤
‖ϕ‖ a}) ∼

a→∞
Cϕe

‖ϕ‖a, avec Cϕ > 0. Le calcul explicite de C que nous donne-

rons montrera que l’on a C < Cϕ. Plus précisément, pour 0 < ε ≤ 1, notons

‖.‖ε la norme euclidienne définie sur E par ‖x‖2
ε =

(
ϕ(x)
‖ϕ‖

)2

+ ε ‖p(x)‖2, où

p désigne le projecteur ‖.‖-orthogonal sur le noyau de ϕ, de sorte que ϕ est
toujours l’élément de ‖.‖ε-norme minimale de l’ensemble E∗

ν . Alors, quand
les hypothèses du théorème seront satisfaites, pour tout 0 < ε ≤ 1, il existera
Cε > 0 tel que ν(bε(0, a)) ∼

a→∞
Cεe‖ϕ‖a et l’on aura Cε −−→

ε→0
Cϕ, en croissant

strictement.

6.2 Mesures à divergence contrôlée

Soit P une fonction analytique convexe sur E∗. On dit que P est 2-non
dégénérée si et seulement si la différentielle de P ne s’annule jamais et si,
pour tout ϕ dans E∗, la restriction de la dérivée seconde de P au noyau
de sa différentielle en ϕ est définie positive. Supposons que P soit 2-non
dégénérée. Étant donnée une mesure de Radon ν sur E, nous dirons que ν
est à divergence P -contrôlée si et seulement si
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(i) pour tout ϕ dans E∗, on a ν̂(ϕ) <∞ si et seulement si P (ϕ) < 0.

(ii) pour tous ϕ, θ dans E∗ avec P (ϕ) = 0 et θ 6= 0, la fonction ν̂ se prolonge
en une fonction analytique sur un voisinage de ϕ + iθ dans E∗

C
.

(iii) pour tout ϕ dans E∗ avec P (ϕ) = 0, il existe des fonctions analytiques
v et w définies au voisinage de 0 dans E∗

C
telles que, pour θ dans E∗

C

avec P (ϕ+ θ) 6= 0, on ait :

ν̂(ϕ+ θ) = − v(θ)

P (ϕ+ θ)
+ w(θ).

Alors, on dit que le nombre v(0) est le P -résidu de ν en ϕ.
Soit U un espace topologique compact. Étant donnée une famille continue

(νu)u∈U de mesures de Radon sur E, nous dirons qu’elle est à divergence P -
contrôlée uniforme si et seulement si, pour tout u dans U , νu est à divergence
P -contrôlée et si

(i) pour tous ϕ, θ dans E∗ avec P (ϕ) = 0 et θ 6= 0, il existe un voisinage
Ω de ϕ + iθ dans E∗

C
tel que ν̂u soit définie sur Ω pour tout u dans U

et que l’application u 7→ ν̂u, U → O(Ω) soit continue.

(ii) pour tout ϕ dans E∗ avec P (ϕ) = 0, il existe un voisinage Ω de 0 dans
E∗

C
et des applications continues v, w : U → O(Ω) telles que, pour θ

dans E∗
C

avec P (ϕ+ θ) 6= 0, on ait :

ν̂u(ϕ+ θ) = − vu(θ)

P (ϕ+ θ)
+ wu(θ).

Pour ϕ dans E∗ avec P (ϕ) = 0, on dit alors que la fonction continue qui, à
u dans U , associe le P -résidu de νu en ϕ est le P -résidu de la famille (νu)u∈U

en ϕ.
Nous allons prouver le

Théorème 6.1. Soit P une fonction analytique, convexe et 2-non dégénérée
sur E∗ avec P (0) > 0 et prenant des valeurs < 0. Soit (νu)u∈U une famille
de mesures de Radon sur E à divergence P -contrôlée uniforme. Soient ϕ
l’unique élément de norme minimale de l’ensemble {θ ∈ E∗|P (θ) ≤ 0} et h
le P -résidu de la famille (νu)u∈U en ϕ. Supposons que, pour toute fonction à
décroissance rapide ρ sur E∗ qui soit nulle au voisinage de 0, les fonctions

θ 7→ ρ(θ)ν̂u((1 + t)ϕ+ iθ) t ∈ R+, u ∈ U
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0

ϕ

P = 0

ker dP (ϕ)

P > 0

P < 0

Fig. 2 – La géométrie des objets du théorème 6.1

forment une famille continue en (t, u) de fonctions à décroissance rapide sur
E∗. Alors, on a :

νu(b(y, a)) ∼
a→∞

Ch(u)e‖ϕ‖a+ϕ(y)

uniformément pour u dans U et y dans un compact de E, avec

C = − 1

dP (ϕ)(ϕ)

∏

λ∈Λ

(
1 − λ ‖ϕ‖2

2dP (ϕ)(ϕ)

)− 1
2

où Λ désigne l’ensemble des valeurs propres de la restriction de la forme
quadratique d2P (ϕ) à l’espace euclidien ker dP (ϕ) (notons que le nombre
dP (ϕ)(ϕ) est < 0).

6.3 Démonstration

Comme pour le théorème d’Ikehara-Wiener, la démonstration du thé-
orème 6.1 passe par une interprétation des quantités à estimer en termes
de transformée de Fourier. Commençons donc par fixer nos notations pour
l’analyse de Fourier.

On munit E de la mesure de Lebesgue pour laquelle les cubes unité sont
de volume 1. Si f est une fonction dans L1(E), on note F(f) sa transformée
de Fourier avec la convention que, pour θ dans E∗,

F(f)(θ) =

∫

E

f(x)e−iθ(x)dx.
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D’après le lemme de Riemann-Lebesgue, on a F(f)(θ) −−−→
θ→∞

0. Par ailleurs,

pour tous f dans L1(E) et g dans L1(E∗), on a :

∫

E∗

F(f)(θ)g(θ)dθ =

∫

E

f(x)F(g)(x)dx.

Enfin, on note S(E) l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide
sur E. On a F(S(E)) = S(E∗) et la formule de Parseval s’écrit :

∀f, g ∈ S(E)

∫

E

f(x)g(x)dx =
1

(2π)m

∫

E∗

F(f)(θ)F(g)(θ)dθ.

Dans la démonstration du théorème 6.1, nous serons amenés à utiliser
un certain nombre de lemmes techniques qui seront démontrés dans les para-
graphes suivants. Par ailleurs, pour alléger la démonstration, nous prouverons
le théorème dans le cas d’une seule mesure, cette démonstration s’étendant
naturellement au cas des familles. De même, on peut remarquer que, si, pour
y dans E, on note τy la translation par y et si M est une partie compacte de
E, alors, avec les notations de l’énoncé du théorème, la famille ((τy)∗νu)y∈M

u∈U

est à divergence P -contrôlée uniforme et son P -résidu en ϕ est la fonction
(y, u) 7→ e−ϕ(y)h(u). Par conséquent, dans la démonstration, nous ne cher-
cherons à estimer que les mesures des boules de centre 0.

Pour tout ensemble X et pour tout Y ⊂ X, on note 1Y la fonction
indicatrice de Y .

Démonstration du théorème 6.1. Donnons-nous donc une fonction P et une
mesure de Radon ν vérifiant les hypothèses du théorème. Notons toujours ϕ
l’élément de norme minimale de {θ ∈ E∗|P (θ) ≤ 0}. On a P (ϕ) = 0 et dP (ϕ)
est le produit scalaire par un vecteur colinéaire à ϕ. On note τ la norme de
ϕ et x le vecteur unitaire associé à 1

τ
ϕ par l’isomorphisme canonique entre

E et E∗.
Pour a ≥ 0, on pose N(a) = ν(b(0, a)). Il s’agit de comparer cette quantité

à eτa. Pour des raisons techniques, il est nécessaire de régulariser la situation.
Plus précisément, soient κ une fonction réelle C∞ à support compact sur E
et a ≥ 0 : nous allons chercher à comparer à eτa le nombre

Nκ(a) =

∫

E

κ ∗ 1b(0,a)dν.
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Commençons par écrire, par convergence dominée,

Nκ(a) = lim
t→0
t>0

∫

E

((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)e−(1+t)ϕdν.

Alors, par la formule de Parseval, le dernier terme est égal à

1

(2π)m

∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ)ν̂((1 + t)ϕ + iθ)dθ.

Nous allons écrire cette intégrale comme la somme d’un terme principal et
de termes négligeables devant eτa quand a tend vers l’infini.

Éliminons les problèmes liés au comportement en l’infini des quantités
sous l’intégrale. Soit ρ une fonction C∞ à support compact dans E∗, égale à
1 au voisinage de 0. Par l’hypothèse faite sur la décroissance en l’infini de la
transformée de Laplace de ν, comme F((κ∗1b(0,a))e

ϕ) = F(κeϕ)F(1b(0,a)e
ϕ),

on a :

∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ)(1 − ρ)(θ)ν̂((1 + t)ϕ+ iθ)dθ

=

∫

E∗

F(1b(0,a)e
ϕ)(−θ)F(κeϕ)(−θ)(1 − ρ)(θ)ν̂((1 + t)ϕ+ iθ)dθ

−−→
t→0

∫

E∗

F(1b(0,a)e
ϕ)(−θ)F(κeϕ)(−θ)(1 − ρ)(θ)ν̂(ϕ+ iθ)dθ

et la fonction ω : θ 7→ F(κeϕ)(θ)(1 − ρ)(−θ)ν̂(ϕ − iθ) est à décroissance
rapide. D’après la formule

∫
E∗ F(f)g =

∫
E
fF(g) et le lemme 6.7, il vient

donc

e−τa

∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ)(1 − ρ)(θ)ν̂(ϕ+ iθ)dθ

= e−τa

∫

b(0,a)

eϕ(x)F(ω)(x)dx −−−→
a→∞

0

et on est ramené à estimer les termes :
∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ)ρ(θ)ν̂((1 + t)ϕ+ iθ)dθ

où le support de ρ est aussi petit que l’on veut.
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Ramenons à présent le problème à l’étude de la singularité de 1
P

en ϕ. Il
existe des fonctions holomorphes v et w définies sur un voisinage de 0 dans
E∗

C
telles que, pour P (ϕ+ θ) 6= 0, on ait :

ν̂(ϕ+ θ) = − v(θ)

P (ϕ+ θ)
+ w(θ).

Comme, encore d’après le lemme 6.7,

e−τa

∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ)w(iθ)ρ(θ)dθ −−−→

a→∞
0,

on est ramené à considérer des termes de la forme :
∫

E∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−θ) −v(tϕ + iθ)

P ((1 + t)ϕ+ iθ)
ρ(θ)dθ.

Utilisons maintenant le développement limité de P en ϕ pour mieux com-
prendre la singularité de 1

P
. On note F ⊂ E l’orthogonal de x. On identifie

F ∗ à l’orthogonal de ϕ dans E∗. Alors, comme ϕ est l’élément de plus petite
norme de l’ensemble {θ ∈ E∗|P (θ) ≤ 0}, l’espace F ∗ est aussi le noyau de la
différentielle de P en ϕ. Pour η suffisament proche de 0 dans F ∗, la fonction
holomorphe définie au voisinage de 0 dans C par

Pη : z 7→ P ((1 + z)ϕ + iη)

possède un unique zéro simple proche de 0. On le note z(η) et on note r(η)

le nombre complexe −
(

dPη

dz
(z(η))

)−1

: c’est le résidu en z(η) de −P−1
η . On

a z(0) = 0 et r(0) = −dP (ϕ)(ϕ)−1 (rappelons que, par construction, on
a dP (ϕ)(ϕ) < 0). En différentiant l’équation P ((1 + z(η))ϕ + iη) = 0, on
obtient que dz(0) = 0 et que d2z(0) = (dP (ϕ)(ϕ))−1d2P (ϕ), si bien que la
forme quadratique Φ obtenue en restreignant −1

2
d2z(0) à F ∗ est réelle définie

positive. Notons Qη la fonction holomorphe définie au voisinage de 0 dans C

par

Qη(z) = − 1

Pη(z)
− r(η)

z − z(η)
.

D’après le lemme 6.7, on a :

e−τa

∫

R

∫

F ∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−ξϕ− η)v(i(ξϕ+ η))Qη(iξ)ρ(ξϕ+ η)dηdξ

−−−→
a→∞

0
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et, donc, on est à présent ramené à étudier le comportement des termes :

∫

R

∫

F ∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−ξϕ− η)

v((t+ iξ)ϕ+ iη)r(η)

t+ iξ − z(η)
ρ(ξϕ+ η)dηdξ.

Au paragraphe 6.7, nous prouverons le

Lemme 6.2. Supposons le support de ρ suffisament petit pour que, pour ξ
dans R et η dans F ∗ avec ρ(ξϕ + η) 6= 0, la partie réelle de z(η) soit < 0.
Alors, quand t→ 0, la fonction

θ = ξϕ+ η 7→ F(κeϕ)(−ξϕ− η)ρ(ξϕ+ η)
(
v((t+ iξ)ϕ+ iη)r(η)

t+ iξ − z(η)
ρ(ξϕ+ η) − v(0)r(0)

t+ iξ + Φ(η, η)

)

converge dans L1(E∗) vers une fonction dont la transformée de Fourier g
vérifie

e−τa

∫

b(0,a)

g(z)eϕ(z)dz −−−→
a→∞

0.

On est donc ramené à étudier le comportement de la quantité :

∫

R

∫

F ∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(ξϕ+ η)

dηdξ

t+ iξ + Φ(η, η)
.

Il s’agit là du terme principal de notre développement : comparons-le à eτa.
Rappelons qu’on a noté m la dimension de E. Soit Ψ la forme quadratique

définie positive sur F telle que, pour toute base Φ-orthonormée (η1, . . . , ηm−1)
de F ∗, de base duale (y1, . . . , ym−1), la base (

√
2y1, . . . ,

√
2ym−1) de F soit

Ψ-orthonormée. On a :

Lemme 6.3. Pour tout t > 0, la fonction sur E∗

θ = ξϕ+ η 7→ 1

t+ iξ + Φ(η, η)

est la transformée de Fourier de la fonction sur E

u = sx+ y 7→ τ
√

det Ψ

(
√
τsπ)m−1

e−
1

τs
Ψ(y,y)−τts1s>0.
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Démonstration. Soient ξ dans R et η dans F . On a

1

t+ iξ + Φ(η, η)
=

∫ ∞

0

e−s(t+Φ(η,η))e−isξds = τ

∫ ∞

0

e−τs(t+Φ(η,η))e−iτsξds.

Par un calcul usuel de transformée de Fourier, on a, dans L1(F ), F(e−Ψ) =
(
√

π)m−1
√

detΨ
e−Φ et, donc, pour s > 0,

e−τsΦ(η,η) =

√
det Ψ

(
√
τsπ)m−1

∫

F

e−
1

τs
Ψ(y,y)e−iη(y)dy,

d’où le résultat.

Terminons donc la démonstration. Par la formule de Parseval, on a :

∫

R

∫

F ∗

F((κ ∗ 1b(0,a))e
ϕ)(−ξϕ− η)

dηdξ

t+ iξ + Φ(η, η)
=

(2π)m

∫ ∞

0

∫

F

τ
√

det Ψ

(
√
τsπ)m−1

eτ(1−t)s− 1
τs

Ψ(y,y)(κ ∗ 1s2+‖y‖2≤a2)dyds,

d’où, en faisant tendre t vers 0, par convergence monotone,

Nκ(a)−
r(0)τ

√
det Ψ

(
√
τπ)m−1

v(0)

∫ ∞

0

∫

F

1

(
√
s)m−1

eτs− 1
τs

Ψ(y,y)(κ ∗ 1s2+‖y‖2≤a2)dyds

= o(eτa).

D’après le lemme 6.4, on a :

∫ ∞

0

∫

F

1

(
√
s)m−1

eτs− 1
τs

Ψ(y,y)1‖(sx+y)−z‖≤adyds

∼
a→∞

eτa+ϕ(z)

τ

∫

F

e−
1
τ
Ψ(y,y)− τ

2
‖y‖2

dy,

uniformément pour z dans un compact de E, et, donc, on a :

Nκ(a) ∼
a→∞

Cv(0)eτa

∫

E

κ(z)eϕ(z)dz,

avec

C =
r(0)

√
det Ψ

(
√
τπ)m−1

∫

F

e−
1
τ
Ψ(y,y)− τ

2
‖y‖2

dy,

41



qui peut se calculer explicitement en fonction des dérivées de P en ϕ. On en
déduit alors, par des procédés usuels,

N(a) ∼
a→∞

Cv(0)eτa,

ce qui achève la démonstration du théorème.

6.4 Termes principaux

Nous calculons ici le terme principal du développement de N(a) dans la
démonstration du théorème 6.1. Soient τ > 0, ϕ dans E∗ de norme 1, F
son noyau et p la projection orthogonale sur F . Soit Ψ une forme bilinéaire
définie positive sur F . Pour x dans E, on note

Θ(x) =
1

(
√
ϕ(x))m−1

eτϕ(x)− 1
ϕ(x)

Ψ(p(x),p(x))
1ϕ(x)>0.

Lemme 6.4. On a :

∫

b(z,a)

Θ(x)dx ∼
a→∞

eτ(a+ϕ(z))

τ

∫

F

e−Ψ(y,y)− τ
2
‖y‖2

dy,

uniformément pour z dans un compact de E.

Commençons par effectuer le calcul dans le cas où z = 0 :

Lemme 6.5. On a :
∫

b(0,a)

Θ(x)dx ∼
a→∞

eτa

τ

∫

F

e−Ψ(y,y)− τ
2
‖y‖2

dy

et

e−τa

∫

x∈b(0,a)

‖p(x)‖2≥cϕ(x)

Θ(x)dx −−−→
c→∞

0,

uniformément pour a ∈ R+.

Démonstration. Déterminons tout d’abord l’équivalent. Le terme à estimer
s’écrit : ∫ ∞

0

∫

F

1

(
√
t)m−1

eτt− 1
t
Ψ(y,y)1t2+‖y‖2≤a2dydt.
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Faisons le changement de variable y =
√
tu et notons u2 pour ‖u‖2. Les

conditions t > 0 et t2 + tu2 ≤ a2 s’écrivent 0 < t ≤ 1
2

(√
u4 + 4a2 − u2

)
. Il

vient donc :

e−τa

∫ ∞

0

∫

F

1

(
√
t)m−1

eτt− 1
t
Ψ(y,y)1t2+‖y‖2≤a2dydt

= e−τa

∫

F

e−Ψ(u,u)

(∫ 1
2(

√
u4+4a2−u2)

0

eτtdt

)
du

=
1

τ

∫

F

e−Ψ(u,u)+ τ
2 (

√
u4+4a2−u2−2a)du− e−τa

τ

∫

F

e−Ψ(u,u)du.

On remarque alors que, pour u dans F ,

√
u4 + 4a2 − u2 − 2a =

−4au2

√
u4 + 4a2 + u2 + 2a

−−−→
a→∞

−u2.

Le calcul de l’équivalent en découle, d’après le théorème de convergence do-
minée.

De même, on a, pour a, c ≥ 0,

e−τa

∫

x∈b(0,a)

‖p(x)‖2≥cϕ(x)

Θ(x)dx ≤ 1

τ

∫

u∈F
‖u‖≥c

e−Ψ(u,u)+ τ
2 (

√
u4+4a2−u2−2a)du

≤ 1

τ

∫

u∈F
‖u‖≥c

e−Ψ(u,u)du,

d’où la deuxième assertion.

Effectuons un calcul de géométrie euclidienne :

Lemme 6.6. Soit c ≥ 0. On a :

‖x− z‖ − ‖x‖ −−−−−−−−→
x→∞

‖p(x)‖2≤cϕ(x)

−ϕ(z),

uniformément pour z dans un compact de E.

Démonstration. Soit u l’unique vecteur de E tel que, pour y dans E, ϕ(y) =
(u, y). On a :

x

‖x‖ −−−−−−−−→
x→∞

‖p(x)‖2≤cϕ(x)

u

43



et, puisque,

‖x− z‖ − ‖x‖ =
−2(x, z) + ‖z‖2

‖x− z‖ + ‖x‖ =
−2
(

x
‖x‖ , z

)
+ ‖z‖2

‖x‖
‖x−z‖
‖x‖ + 1

,

le résultat en découle.

Démonstration du lemme 6.4. C’est la conséquence des lemmes 6.5 et 6.6.

6.5 Termes négligeables : calculs directs

Dans le démonstration du théorème 6.1, nous utilisons essentiellement
deux résultats pour éliminer les termes négligeables devant eτa : il s’agit
des lemmes 6.7 et 6.2. Le premier, utilisé à plusieurs reprises, repose sur un
raisonnement simple, tout à fait analogue à celui qu’on fait en dimension 1
dans la preuve du théorème d’Ikehara-Wiener. Le second, par contre, n’est
utilisé qu’une fois, lors de l’étude de la singularité de la fonction 1

P
, et ne sert

qu’en dimension > 1. La preuve que nous en donnons est très technique et
occupera toute la fin de l’article.

Commençons donc par un résultat élémentaire :

Lemme 6.7. Soit ϕ 6= 0 dans E∗. Pour tout f dans S(E), on a :

e−‖ϕ‖a
∫

b(0,a)

f(u)eϕ(u)du −−−→
a→∞

0.

Démonstration. Soient F le noyau de ϕ et x le vecteur de E tel que, pour
tout y dans E, ϕ(y) = ‖ϕ‖ (x, y). Pour t dans R, on note

g(t) = sup
y∈F

(1 + ‖y‖m) |f(tx+ y)| .

La fonction g : R → R+ est bornée et tend vers 0 en ∞. Pour a ≥ 0, on a :

∣∣∣∣

∫

b(0,a)

f(u)eϕ(u)du

∣∣∣∣ ≤
∫

F

dy

1 + ‖y‖m

∫ a

−∞
g(t)et‖ϕ‖dt.

Le lemme suivant permet de conclure.
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Lemme 6.8. Soit g : R → R+ une fonction borélienne bornée et tendant
vers 0 en ∞. Alors, pour tout τ > 0,

e−τa

∫ a

−∞
g(t)eτtdt −−−→

a→∞
0.

Démonstration. Pour a dans R et b ≥ 0, on a :

∫ a

−∞
g(t)eτtdt ≤

∫ a−b

−∞
g(t)eτtdt+

∫ a

a−b

g(t)eτtdt

≤ (sup g)

∫ a−b

−∞
eτtdt+

(
sup

t≥a−b

g(t)

)∫ a

a−b

eτtdt

≤ eτa

τ

(
(sup g)e−τb +

(
sup

t≥a−b

g(t)

))
,

d’où le résultat.

Passons à présent à la démonstration du lemme 6.2. La première étape
en est le

Lemme 6.9. Soient ϕ 6= 0 dans E∗, F son noyau et x le vecteur de E
tel que, pour tout y dans E, on ait ϕ(y) = ‖ϕ‖ (x, y). Soit f une fonction
borélienne bornée sur E telle que

∫

y∈F
‖y‖≤b

f(tx+ y)dy −−−→
b→∞

0,

uniformément pour t ∈ R. Alors, on a :

e−‖ϕ‖a
∫

b(0,a)

f(u)eϕ(u)du −−−→
a→∞

0.

Démonstration. Pour a ≥ 0, on a :

∫

b(0,a)

f(u)eϕ(x)du =

∫ a

−a

∫

y∈F

‖y‖≤
√

a2−t2

f(y + tx)e‖ϕ‖tdydt.
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Or, pour 0 ≤ b ≤ a, on a, d’une part :
∣∣∣∣∣

∫ −
√

a2−b2

−a

∫

y∈b(0,
√

a2−t2)
f(y + tx)e‖ϕ‖tdydt

∣∣∣∣∣

≤
(
a−

√
a2 − b2

)
‖f‖∞

∫

b(0,b)

dy,

d’autre part :
∣∣∣∣∣

∫ √
a2−b2

−
√

a2−b2

∫

y∈b(0,
√

a2−t2)
f(y + tx)e‖ϕ‖tdydt

∣∣∣∣∣ ≤
e‖ϕ‖a

‖ϕ‖ sup
t∈R
c≥b

∣∣∣∣

∫

b(0,c)

f(y + tx)dy

∣∣∣∣

et, enfin :
∣∣∣∣∣

∫ a

√
a2−b2

∫

y∈b(0,
√

a2−t2)
f(y + tx)e‖ϕ‖tdydt

∣∣∣∣∣

≤ e‖ϕ‖a

‖ϕ‖
(
1 − e

√
a2−b2−a

)
‖f‖∞

∫

b(0,b)

dy,

d’où le résultat puisque a−
√
a2 − b2 −−−→

a→∞
0.

6.6 Termes négligeables : calculs par transformation

de Fourier

Dans ce paragraphe, nous établissons un deuxième résultat préliminaire
en vue de la démonstration du lemme 6.2.

Rappelons une notion de théorie des distributions. Si f est une fonction
dans L1(R), la dérivée f ′ de f au sens des distributions est la distribution
définie par θ 7→ −

∫
R
f(x)θ′(x)dx, pour θ fonction C∞ à support compact.

En particulier, on a f ′ ∈ L1(R) si et seulement s’il existe une fonction g
dans L1(R) telle que, pour toute fonction C∞ à support compact θ, on ait∫

R
f(x)θ′(x)dx = −

∫
R
g(x)θ(x)dx et, alors, f ′ = g. Par conséquent, si (fn)

est une suite de fonctions convergeant vers f dans L1(R), si, pour tout n, on
a f ′

n ∈ L1(R) et si (f ′
n) converge dans L1(R), on a f ′ ∈ L1(R). Enfin, quand

f ′ ∈ L1(R), pour ϕ dans R, on a F (f ′) (ϕ) = −iϕF(ϕ).
Nous allons trouver des conditions en termes de transformée de Fourier

pour qu’une fonction satisfasse les hypothèses du lemme 6.9. On note S (resp.
S∗) la sphère unité de E (resp. de E∗) que l’on munit de sa mesure usuelle.
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Lemme 6.10. Soient f dans L1(E∗) et F la fonction sur R

ρ 7→ 1

ρ

∫

S∗

f(ρξ)dξ1ρ>0.

Supposons que, pour tout 0 ≤ k ≤ m, la fonction ρ 7→ ρkF (ρ) et toutes ses
dérivées d’ordre ≤ k au sens des distributions soient dans L1(R). Alors, on
a : ∫

b(0,a)

F(f)(x)dx −−−→
a→∞

0.

Nous utiliserons le

Lemme 6.11. Soit m un entier ≥ 1. Soit F une fonction dans L1(R). Sup-
posons que, pour tout 0 ≤ k ≤ m, la fonction ρ 7→ ρkF (ρ) et toutes ses
dérivées d’ordre ≤ k au sens des distributions soient dans L1(R). Alors, pour
tous entiers p et q avec p+ q = m− 1, on a :

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tp
(√

a2 − t2
)q

e−iρtdtdρ −−−→
a→∞

0.

Démonstration. Nous démontrons cet énoncé par récurrence sur m. Pour
m = 1, l’intégrale s’écrit
∫

R

ρF (ρ)

∫ a

−a

e−iρtdtdρ = i

∫

R

F (ρ)(e−iρa − eiρa)dρ = F(F )(a) − F(F )(−a)

et cette quantité tend vers 0 quand a tend vers ∞, d’après le lemme de
Riemann-Lebesgue.

Supposons donc l’énoncé vrai pour un entier m ≥ 1.
Commençons par traiter le cas q = 0. Alors, en effectuant une intégration

par parties, on obtient :

∫

R

ρm+1F (ρ)

∫ a

−a

tme−iρtdtdρ = i

∫

R

ρmF (ρ)(ame−iρa − (−a)meiρa)dρ

− i(m− 1)

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tm−1e−iρtdtdρ.

Par récurrence le second terme tend vers 0 quand a tend vers ∞. Par ailleurs,
on a :

∫

R

ρmF (ρ)ame−iρadρ =
1

im

∫

R

dm

dρm
(ρmF (ρ))e−iρadρ −−−→

a→∞
0,
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d’après le lemme de Riemann-Lebesgue. De même, on a
∫

R

ρmF (ρ)(−a)meiρadρ −−−→
a→∞

0

et, donc, on a bien :
∫

R

ρm+1F (ρ)

∫ a

−a

tme−iρtdtdρ −−−→
a→∞

0.

Vérifions à présent l’énoncé pour q = 1. L’intégration par parties donne
maintenant :
∫

R

ρm+1F (ρ)

∫ a

−a

tm−1
√
a2 − t2e−iρtdtdρ

=
m− 1

i

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tm−2
√
a2 − t2e−iρtdtdρ

− 1

i

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tm√
a2 − t2

e−iρtdtdρ.

Le premier terme tend vers 0 quand a tend vers ∞ par récurrence. De plus,
on a :
∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tm√
a2 − t2

e−iρtdtdρ =
1

im

∫ a

−a

F
(

dm

dρm
ρmF

)
(t)

dt√
a2 − t2

=
1

im

∫ 1

−1

F
(

dm

dρm
ρmF

)
(as)

ds√
1 − s2

.

Comme, pour tout s 6= 0, F
(

dm

dρmρ
mF
)

(as) −−−→
a→∞

0, l’intégrale tend vers 0,

d’après le théorème de convergence dominée.
Enfin, pour q ≥ 2, on a , toujours par intégration par parties :

∫

R

ρm+1F (ρ)

∫ a

−a

tp
(√

a2 − t2
)q

e−iρtdtdρ

=
p

i

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tp−1
(√

a2 − t2
)q

e−iρtdtdρ

− q

i

∫

R

ρmF (ρ)

∫ a

−a

tp+1
(√

a2 − t2
)q−2

e−iρtdtdρ

et ces termes tendent vers 0 quand a tend vers ∞ par récurrence.
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Démonstration du lemme 6.10. Pour a ≥ 0, on a :

∫

b(0,a)

F(f)(x)dx =

∫

E∗

f(ϕ)

∫

b(0,a)

e−iϕ(x)dxdϕ.

Choisissons une fois pour toutes η dans S∗. Comme la fonction

ϕ 7→
∫

b(0,a)

e−iϕ(x)dx

est invariante par le groupe orthogonal de E∗, on a, pour ϕ dans E∗,

∫

b(0,a)

e−iϕ(x)dx =

∫

b(0,a)

e−i‖ϕ‖η(x)dx

et, donc, en effectuant un changement de variable en coordonnées sphériques :

∫

b(0,a)

F(f)(x)dx =

∫

b(0,a)

∫

E∗

f(ϕ)e−i‖ϕ‖η(x)dϕdx

=

∫

b(0,a)

∫

R

ρmF (ρ)e−iρη(x)dρdx.

Or, pour ρ dans R, on a :

∫

b(0,a)

e−iρη(x)dx = Vm−1

∫ a

−a

(√
a2 − t2

)m−1

e−iρtdt,

où Vm−1 désigne le volume de la boule unité en dimension m − 1. Vu l’hy-
pothèse faite sur F , le résultat est une conséquence du lemme 6.11.

En notant S(H) la sphère unité d’un sous-espace vectoriel H de E, une
démonstration analogue donne le

Corollaire 6.12. Soit E = G⊕H une somme directe orthogonale. On note
E∗ = G∗ ⊕H∗ la décomposition de E∗ associée. Soient f dans L1(E∗) et F
la fonction sur G∗ × R

(η, ρ) 7→ 1

ρ

∫

S(H∗)

f(η + ρξ)dξ1ρ>0.
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Supposons que, pour tout 0 ≤ k ≤ dimH, la fonction (η, ρ) 7→ ρkF (η, ρ)
et toutes ses dérivées partielles d’ordre ≤ k par rapport à ρ au sens des
distributions soient dans L1(G∗ × R). Alors, on a :

∫

y∈H
‖y‖≤a

F(f)(x+ y)dy −−−→
a→∞

0,

uniformément pour x ∈ G.

6.7 Termes négligeables : application

Dans ce paragraphe, nous allons terminer la démonstration du lemme
6.2. Il s’agit de montrer que les fonctions dont il est question dans ce lemme
vérifient les hypothèses du corollaire 6.12. Une grande partie des idées uti-
lisées ici provient de [9].

On choisit un vecteur unitaire x de E et on note F l’orthogonal de x.

Lemme 6.13. Soit Z une fonction C∞ définie au voisinage de 0 dans F telle
que dZ(0) = 0 et que Φ = 1

2
d2Z(0) soit réelle définie positive. Soit θ une

fonction C∞ à support compact dans E telle que, pour tout u = sx+ y dans
E, si θ(u) 6= 0, la partie réelle de Z(y) soit > 0. Pour tout t > 0, on note ft

la fonction

u = sx+ y 7→ θ(u)

(
1

t+ is + Φ(y, y)
− 1

t+ is+ Z(y)

)
.

Alors, quand t tend vers 0, la fonction ft converge dans L1(E) vers une
fonction f dont la transformée de Fourier vérifie, pour tout τ > 0,

e−τa

∫

b(0,a)

e−τϕ(x)F(f)(ϕ)dϕ −−−→
a→∞

0.

Nous utiliserons à plusieurs reprises le raisonnement suivant, analogue à
celui de [9, § 3.3] :

Lemme 6.14. Soit a ≥ 0 un réel. Alors, quand r → 0,

∫ a

−a

∫

S(F )

dyds

|t+ is + Z(ry)| = O (log r) ,
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et, pour tous entiers naturels p, q avec p+ q ≥ 2,

∫ a

−a

∫

S(F )

dyds

|t+ is+ Φ(ry, ry)|p |t+ is+ Z(ry)|q = O

(
1

r2(p+q−1)

)
,

uniformément pour t ≥ 0.

Démonstration. Vérifions la première estimation, le raisonnement est ana-
logue pour la seconde.

Soient X et Y les parties réelles et imaginaires de Z. Au voisinage de 0
dans F , on a X(y) = Φ(y, y) + O(‖y‖3). L’intégrale s’écrit :

∫

S(F )

∫ a

−a

(
(s+ Y (ry))2 + (t+X(ry))2

)− 1
2 dsdy.

Pour r suffisament petit, X ne prend que des valeurs positives sur la sphère
de rayon r et ce terme est alors majoré par

∫

S(F )

∫ a

−a

(
(s+ Y (ry))2 +X(ry)2

)− 1
2 dsdy.

Cette quantité s’écrit :

1

r2

∫

S(F )

∫ a

−a

((
s

r2
+
Y (ry)

r2

)2

+ Φ(y, y)2 +O(r)

)− 1
2

dsdy

et, en faisant le changement de variable s = r2t, ce dernier terme devient :

∫

S(F )

∫ a

r2

− a

r2

((
t+

Y (ry)

r2

)2

+ Φ(y, y)2 +O(r)

)− 1
2

dtdy,

d’où le résultat, par un calcul élémentaire.

Remarquons encore :

Lemme 6.15. Soit u : R → C une fonction C∞ telle que u(0) = 0. Alors
la fonction r 7→ u(r)1r>0 admet pour dérivée au sens des distributions la
fonction r 7→ u′(r)1r>0.
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Démonstration. C’est une simple conséquence de la formule d’intégration par
parties.

Nous pouvons à présent conclure :

Démonstration du lemme 6.13. Pour t > 0, notons Ft la fonction à support
compact :

(s, r) 7→ 1

r

∫

S(F )

ft(sx+ ry)dy1r>0.

Pour k dans N, la fonction (s, r) 7→ rkFt(s, r) est dans L1(R2) et, d’après le
lemme 6.15, toutes ses dérivées d’ordre ≤ k par rapport à r sont dans L1(R2).
Écrivons, pour u = sx+ y dans E,

ft(u) =
θ(u)(Z(y) − Φ(y, y))

(t+ is + Φ(y, y))(t+ is + Z(y))
;

comme toutes les dérivées d’ordre ≤ 2 de la fonction y 7→ Z(y)−Φ(y, y) sont
nulles en 0, le lemme 6.14 montre que, pour k dans N, quand r tend vers 0,
on a ∫

R

∣∣∣∣
∂kFt

∂rk
(s, r)

∣∣∣∣ds = O

(
1

rk

)
,

uniformément pour t > 0. Par conséquent, pour tout k dans N, les fonctions
(s, r) 7→ rkFt(s, r), t > 0, et toutes leurs dérivées d’ordre ≤ k forment une
famille bornée de L1(R2). Enfin, pour (s, r) dans R2 avec s 6= 0, pour tout k

dans N et pour tout l ≤ k, la quantité ∂l(rkFt)
∂rl (s, r) possède une limite quand

t→ 0. Ces majorations montrent donc que ft converge dans L1(E) vers une
fonction f et que, si pour (s, r) dans R2, on pose F (s, r) = 1

r

∫
S(F )

f(s +

ry)dy1ρ>0, alors, pour tout k dans N, la fonction (s, r) 7→ rkF (s, r) et toutes
ses dérivées d’ordre ≤ k sont dans L1(R2). Par conséquent, d’après le corol-
laire 6.12, si ϕ est la forme linéaire produit scalaire par x, on a :

∫

η∈F ∗

‖η‖≤a

F(f)(ξϕ+ η)dη −−−→
a→∞

0,

uniformément pour ξ dans R, d’où la conclusion, d’après le lemme 6.9.

De même, on a le
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Lemme 6.16. Soit Z une fonction C∞ définie au voisinage de 0 dans F
telle que dZ(0) = 0 et que Φ = 1

2
d2Z(0) soit réelle définie positive. Soit V

une fonction holomorphe définie sur un voisinage de 0 dans EC. Soit θ une
fonction C∞ à support compact dans E telle que, pour tout u = sx+ y dans
E, si θ(u) 6= 0, la partie réelle de Z(y) soit > 0. Pour tout t > 0, on note ft

la fonction

u = sx+ y 7→ θ(u)
V ((t+ is)x+ iy) − V (0)

t+ is+ Z(y)
.

Alors, quand t tend vers 0, la fonction ft converge dans L1(E) vers une
fonction f dont la transformée de Fourier vérifie, pour tout τ > 0,

e−τa

∫

b(0,a)

e−τϕ(x)F(f)(ϕ)dϕ −−−→
a→∞

0.

Démonstration. Soient W1 et W2 les fonctions analytiques définies au voisi-
nage de 0 dans EC telles que ∂W2

∂x
= 0 et que, pour u = sx + y, avec s dans

C et y dans FC, on ait V (u) = V (0) + sW1(u) +W2(y). Alors, pour t > 0 et
u = sx+ y, avec s dans R et y dans F , on a :

ft(u) = θ(u)
(t+ is)W1((t+ is)x+ iy) +W2(iy)

t+ is+ Z(y)

= θ(u)W1((t+ is)x+ iy) + θ(u)
W2(iy) − Z(y)W1((t+ is)x+ iy)

t+ is + Z(y)
.

Notons gt(u) et ht(u) le premier et le second terme de cette dernière somme.
Quand t tend vers 0, gt converge vers une fonction C∞ à support compact

g et, d’après le lemme 6.7, on a e−τa
∫

b(0,a)
e−τϕ(x)F(g)(ϕ)dϕ −−−→

a→∞
0.

Pour u = sx + y, ht(u) s’écrit θ(u)W3((t+is)x+iy)
t+is+Z(y)

où W3 est une fonction

analytique définie au voisinage de 0 dans EC avec W3(0) = 0 et ∂W3

∂x
(0) = 0.

Si, pour t > 0, on note Ht la fonction

(s, r) 7→ 1

r

∫

S(F )

ht(sx+ ry)dy1r>0,

le lemme 6.14 montre à présent que, pour k dans N, quand r tend vers 0, on
a ∫

R

∣∣∣∣
∂kHt

∂rk
(s, r)

∣∣∣∣ds = O

(
log r

rk

)
,
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uniformément pour t > 0. En raisonnant alors comme dans la démonstration
du lemme 6.13, on voit que ht converge vers une fonction h dans L1(E) dont
la transformée de Fourier vérifie e−τa

∫
b(0,a)

e−τϕ(x)F(h)(ϕ)dϕ −−−→
a→∞

0.

Nous pouvons à présent conclure :

Démonstration du lemme 6.2. On applique successivement les lemmes 6.13
et 6.16.
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[18] Th. Roblin, Ergodicité et équidistribution en courbure négative, Mé-
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