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M = (E ,B) un matroïde de rang r dé�ni par ses bases

ω ∈ RE une fonction poids,

∀B = {b1, ..., br} ∈ B, ωB =
r∑

i=1

ωb1

Mω := {B ∈ B t.q. ωB = min
B′∈B

ωB′}

De�nition

L'éventail de Bergman de M :

B̃(M) := {ω ∈ RE , ∀e ∈ E , ∃B ∈ Mω t.q. e ∈ B}

ω ∈ B̃(M) est appelé M-ultramétrique.
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Proposition

On a l'équivalence entre

(i) ω ∈ B̃(M) ;

(ii) Aucun circuit ne contient un unique élément de poids ω
maximal ;

(iii) Chaque élément de E est de poids ω minimal dans un

cocircuit.
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ω, ω′ ∈ RE ω ≤ ω′ si ωe ≤ ω′e ∀e ∈ E

Proposition

Soit ω ∈ RE

∃!ωM ∈ B̃(M) maximale, t.q. ωM ≤ ω

ωM est appelée la M-ultramétrique subdominante de ω.
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De�nition

REGLE BLEUE Si e ∈ E n'est de poids ω minimal dans aucun

cocircuit. On pose

ωe := max
C∗∈C∗e

minωf
f ∈C

,

où C∗e est l'ensemble des cocircuits contenant e.

REGLE ROUGE Si e ∈ E est l'unique élément de poids ω
maximal dans un circuit. On pose

ωe = min
C∈Ce

maxωf
f ∈C−{e}

,

où Ce est l'ensemble des circuits contenant e.
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Theorem

M = (E ,B) un matroïde ; ω ∈ RE , ∀e ∈ E on a

soit 1. Les régles bleue et rouge appliquées à e changent son poids

de ωe à ωMe ;

soit 2. ωe = ωMe .

Donc l'ordre d'applications des régles n'étant pas important, on

obtient la M-ultramétrique subdominante.
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Proposition

Soit B une base de poids ω minimal.

(i) ∀e ∈ B , ωMe = ωe .

(ii) ∀e /∈ B , C0 le circuit fondamental de B et e,

ωMe = max
f ∈C0−{e}

ωf
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De�nition

Le semi-corps tropical T := R ∪ {−∞} :
a ⊕ b = max{a, b} ;
a � b = a + b.

La topologie est dé�nie par la métrique :

(x , y)→ |ex − ey |.

L'ensemble Td est muni de la topologie produit.

Remarque

TPd−1 = Rd/(1, 1, ..., 1)R, on le représente comme Rd−1.
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De�nition

S ⊂ Rd est tropicalement convexe si

a � x ⊕ b � y ∈ S ∀ x , y ∈ S , a, b ∈ R.

De�nition

V = {v1, ..., vn} ⊂ TPd−1, l'enveloppe convexe tropicale de V :

tconv(V ) := {
⊕

ci � vi/ ci ∈ R}.

Un polytope tropical est P = tconv(V ) avec ](V ) <∞.
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But : Montrer que pour M = ([n],B) B̃(M) est un polytope

tropical dans TPn−1.

∀F fermé de M, vF = {v1F , ..., vnF} ∈ TPn−1
v iF = −∞ si i ∈ F , 0 sinon

Proposition

∀M matroïde sur [n]

B̃(M) = tconv(VM = {vH/H est un hyperplan de M})
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De�nition

Pour P ⊂ TPn−1 polytope tropical, l'application du point le plus

proche tropicale

πP : TPn−1 → P

x 7→
⊕

v sommet de P
λv � v

où λv = max
v sommet de P

{λ ∈ R/λ� v ⊕ x = x}.

Proposition

∀ω ∈ Rn, πB̃(M)(ω) = ωM
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Arbres philogénétiques

De�nition

Une dissimilarité :

δ : [n]× [n] → R
δ(i , j) = δ(j , i) si i 6= j , 0, sinon

Une ultramétrique est une dissimilarité telle que

∀i , j , k ∈ [n], ∃m, n, l ∈ {i , j , k} t.q.
σ(m, n) ≥ σ(m, l) et σ(n, l) ≥ σ(m, l).

Daria STEPANOVA Éventails de Bergman



Ultramétriques des matroïdes
M-ultramétriques subdominantes

Projection tropicale
Perspectives et liens

Theorem

Une dissimilarité δ est une ultramétrique ssi ωδ ∈ R

 [n]
2


est une

M(Kn)-ultramétrique.

Theorem

Une dissimilarité δ : [n]× [n]→ R est une ultramétrique ssi c'est

une fonction de distance sur un n-arbre équidistant.
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.

Soient δ : [n]× [n] une distance entre deux espéces, dT : [n]× [n]
une fonction de distance dans un n-arbre métrique avec une racine.

La proximité entre δ et dT est mesurée dans une métrique `∞ :

||δ − dT ||∞ = max |δ(i , j)− dT (i , j)|.

Soit ω une fonction poids sur les arêtes de Kn, soit

ωU(x , y) = min
chemins P de x à y

max
arêtes e de P

ω(e)

ωU est appelée l'ultramétrique subdominante de ω.

Remarque

ωU = ωM(Kn).
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On écrit 2ε = ||ω − ωU ||∞ = min |ω(e)− ωU(e)|. On dé�nit

ω+ε
U (e) = ωU(e) + ε ∀e arête de Kn.

Theorem

Soit ω une dissimilarité sur [n], une métrique `∞ optimale pour ω
est l'ultramétrique ω+ε

U .
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Perspectives ?..

Généraliser la notion de M-ultramétrique aux ∆-matroïdes

(matroïdes de Coxeter ?)

Le faire �tropicalement�
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Merci de votre attention !
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Questions ?

Daria STEPANOVA Éventails de Bergman


	Ultramétriques des matroïdes
	M-ultramétriques subdominantes
	Projection tropicale
	Perspectives et liens

