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Multi-décompositions du polytope des bases d’'un matroide



Soit M = (E, B) un matroide sur E = {1,...,n} ou B = B(M)
désigne la collection de bases.

L'ensemble B vérifie |'axiome d'échanges de bases :

si Bi,Bo e Betec B;\ By alors il existe f € By \ By tel que
(Bl — e) +f eB.
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Soit P(M) le polytope des bases de M définie comme |'enveloppe
convexe des vecteurs d'incidents des bases de M, c'est-a-dire,

P(M) := conv Ze,- : B e B(M)
ieB

ol e; désigne le vecteur de base standard de R".
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Soit P(M) le polytope des bases de M définie comme |'enveloppe
convexe des vecteurs d'incidents des bases de M, c'est-a-dire,

P(M) := conv {Z ei:Be B(I\/I)}

ieB
ol e; désigne le vecteur de base standard de R".

Remarques :

e P(M) est un polytope de dimension au plus n —1

e P(M) est une face du polytope des indépendants de M obtenu
comme |'enveloppe convexe des vecteurs d’incidents des ensembles
indépendants de M.
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Une décomposition de P(M) est une décomposition de la forme
t
P(M) = U P(M;)
i=1
ou chaque P(M;) est également un polytope de base d'un

matroide, pour un certain M;, et pour chaque 1 </ # j < t,
I'intersection P(M;) N P(M;) est une face de P(M;) et de P(M;).
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Une décomposition de P(M) est une décomposition de la forme
t
P(M) = U P(M;)
i=1
ou chaque P(M;) est également un polytope de base d'un

matroide, pour un certain M;, et pour chaque 1 </ # j < t,
I'intersection P(M;) N P(M;) est une face de P(M;) et de P(M;).

P(M) est dis t-décomposable s'il admet une décomposition avec
t > 2, et indécomposable sinon.

Une décomposition est appelée séparation par hyperplan si t = 2.
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(Lafforge) Méthode générale de compactification et a montré
qu'une telle compactification existe si le polyédre de bases est
indécomposable.

(Ardila, Fink et Rincon) Existe de fonctions matroide avec une
comportament de valuation sur la décomposition de polytope des
bases.
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Théoreme (Kapranov 1993) Toute décomposition d'un matroide de
rang 2 peut étre obtenu par une suite de séparations par
hyperplans.

Théoreme (Billera, Jia et Reiner 2009)

e 5 matroides de rang 3 a 6 éléments tels que chaque polytope des
bases est indécomposable.

e Un matroide de rang 3 a 6 éléments tels que ses polytope des
bases est 3-décomposable et qui n'est peut étre pas obtenu par une
suite de séparations par hyperplans.
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Soit (E1, Ep) une partition de E, c'est-a-dire, E = E; U E; et
EiNEy=10.Soit r; >1, i =1,2le rang de M|g,.

(E1, E») est une bonne partition s'il existe des entiéres 0 < a; < n
et 0 < ap» < rp vérifiant les propriétés suivantes :

(Pl)n+mn=r+a;+apet

(P2) pour tout X € Z(M|g,) avec | X| < r — aj et
pour tout Y € Z(M|g,) avec |Y| < rn — a>
ona XUY eZI(M).

Multi-décompositions du polytope des bases d’'un matroide



Lemme Soit (E1, E2) une bonne partition de E. Soit
B(Ml) = {B S B(M) : ‘Bﬂ E1’ <n-— 31}

B(My) ={BeB(M):|BNE|<rn-—a}

ou r; est le rang de M|g,, i = 1,2 et ay, ap Vérifiant les propriétés
(P1) et (P2).

Alors, B(M;) and B(M.) sont des collections des bases de deux
matroides, disons M; et M>.
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Théoreme (Chatelain et R.A. 2011) Soit M = (E, B) un matroide
et soit (E1, E2) une bonne partition de E.

Alors, P(M) = P(M;) U P(M,) est une séparation par hyperplan
ol M; et M, sont les matroides du lemme precédent.
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Corollaire (Chatelain et R.A. 2011) Soit n > r + 2 > 4 de entieres
et soit h(Up, ) le nombre de séparation par hyperplans différentes
de P(Upn,).

Alors,
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Exemple. On consideére Us . Alors, E; = {1,2} and E; = {3,4}
est une bonne partition avec a; = a» = 1.

B(My) = {{1.3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}},

B(Mz) = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4} } et

B(My) N B(My) = {{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}}.

{1.2y

M,

13} {14}
(24} 2.3}

{13} {14} M1 N M2

{34}
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Théoreme (Chatelain et R.A. 2011) Soit My = (E1, B) et
My = (Ez, B) deux matroides.

Alors, P(My & My) admet une séparation par hyperplan si et
seulement si soit P(Mj) ou bien P(M,) admet une séparation par
hyperplan.
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Question : Peut-on trouver une t-décomposition en appliquant une
suite de séparation par hyperplans?
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Question : Peut-on trouver une t-décomposition en appliquant une
suite de séparation par hyperplans?

Attention! L'intersection P(M;) N P(M;) doit étre un matroide
pour tout i/,

Multi-décompositions du polytope des bases d’'un matroide



Question : Peut-on trouver une t-décomposition en appliquant une
suite de séparation par hyperplans?

Attention! L'intersection P(M;) N P(M;) doit étre un matroide
pour tout i/,

Exemple :
B(Ml) = {{17 3}7 {17 4}7 {27 3}a {23 4}}
B(Mz) = {{1,2},{1,3},{2,3}, {2, 4}, {3, 4}}

B(M1) N B(My) = {{1,3},{2,3},{2,4}} n'est pas un matroide.
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Soient m = 3 and r = 4 et soit M[Q, P] le matroide transversal sur
{1,...,7} avec comme présentation (N;: i€ {1,...,4}) ou
Ny = [1,2,3,4], Ny = [3,4, 5], N3 = [5,6] et Ny = [7]
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Soient m = 3 and r = 4 et soit M[Q, P] le matroide transversal sur
{1,...,7} avec comme présentation (N;:i € {1,...,4}) ou
Ny = [1,2,3,4], Ny = [3,47 5], N3 = [5,6] et Ny = [7]
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Exemple. Matroide transversaux (a) My, (b) M> et (c) My N Ms.

(@) (b) ©
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Remarque : La classe des matroides chemin du réseau est fermé
par l'intersection et par la somme direct.
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t
Soit E = |J E; une partition et soit rj = r(M|g) > 1,i=1,...,t.
i=1
t
E = |J E; est une bonne partition s'il existe des entiéres
i=1
0 < a; < r; vérifiant les propriétés suivantes :

t
(P1)yr=> ret
i=1
(P2") Pourtout 2 < j < k<t

J
X € Z(M|g..uE;) avec [X| < Y n,
i—1

1

k
Y € I(M|g.,u-uE,) avec [Y[ < 37 n,
i=j+1

t
Z € (Mg, u-uk) avec |Z| < 3
i—k+1
ona XUYUZeI(M).
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t
Lemme Soit |J E; une bonne partition. Soit

i=1
B(Ml) = {B € B(M) : \Bﬂ El‘ < r1}
et pour chaque j =2,...,t

B(MJ) = {B S B(M) : ‘Bﬂ E1’ >n
Jj—1 Jj—1
BOUE|= > r
i=1 i=1
J J
‘Bﬂ U E,|§ Zr,-}
i=1 i=1

ouri=r(M|g), i=1,...,tet a; vérifiant les propriétés (P1') et
(P2"). Alors, B(M;) est une collections des bases d'un matroide
pour chaque i.
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t
Lemme Soit |J E; une bonne partition. Soit

i=1
B(Ml) = {B € B(M) : \Bﬂ El‘ < r1}
et pour chaque j =2,...,t

B(MJ) = {B S B(M) : ‘Bﬂ E1’ >n
Jj—1 Jj—1
BOUE|= > r
i=1 i=1
J J
‘Bﬂ U E,| < Z r
i=1 i=1

ouri=r(M|g), i=1,...,tet a; vérifiant les propriétés (P1') et
(P2"). Alors, B(M;) est une collections des bases d'un matroide
pour chaque i.

Démonstration Par induction sur j.
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t
Théoreme (Chatelain et R.A. 2012) Soit E = |J E; une bonne
i=1

partition. Alors, P(M) = U P(M;) est une t-décomposition

ol M; est le matroide du Iemme precédent.
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t
Théoreme (Chatelain et R.A. 2012) Soit E = |J E; une bonne
i=1

partition. Alors, P(M) = U P(M;) est une t-décomposition
ol M; est le matroide du Iemme precédent.

Démonstration (idée)
B(M;) N B(M;) est bien la collection de bases d'un matroide
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B(Mj) ﬂB(MJ') = {B € B(M) : |B N E1| >n

-j—l j—1
|Bﬁ U E,'| > Z r
i=1 i=1
J J
BN U El=>ri

i=1 =
Jjt+1 Jj+1

’Bﬂ U E,‘ > Z r
i=1 i=1

|BﬂUE]>Zr,

k
|BﬂUE;\§§ }

i=1
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B(M) N B(M;) = {B € B(M):

Jj+1 Jj+1
‘B N U E,| > Z r
i=1 i=1

k "
’Bﬂ UE,|§ r,-}
=1 1

.k—l k—1
‘B N U E,‘ > Z I
i=1 i=1

i=

1=
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Théoreme (Chatelain et R.A. 2012) Soit My = (E1, B) et
M, = (Ep, B) deux matroides ou E; N Ep = ().

Si P(M4) (ou bien P(M,)) est t-décomposable alors P(M; & M,)
est t-décomposable.
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