Bareme : 242 , 1,54+1,541,54+1,5+1,542 , 1,5+1,5+15 , 2.

Exercice 1. (a) Donner exemples de deux polynomes P, Q € Q[X] irréductibles, de degré > 2,
tels que pour P un corps de décomposition est aussi corps de rupture, et pour ) un corps de
décomposition n’est pas corps de rupture. (Justifier.)

(b) Soit P € Q[X] défini par P(X) = X* + 2. Décider si un corps de décomposition pour P
est aussi corps de rupture. (Justifier.)

Exercice 2. Soit F, un corps a ¢ éléments, extension finie de F,. Posons [F, : F,] = n (donc
q =p"). Soit Aut(FF,) le groupe des automorphismes de corps de F,. Soit F': F, — F, I'endomor-
phisme de Frobenius de F,, défini par F(z) = 2P.

(a) Montrer que tous les éléments = de I, vérifient 29 = z.

(b) Montrer que F' est bijectif.

(c) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < n — 1 on ne peut pas avoir F* = Id. (Ici,
F* veut dire F' composé avec lui-méme k fois.)

(d) Montrer que Aut(F,) = {Id, F,F? .., F"'}.

(e) Si K est un sous-corps de F,, montrer que K a p™ éléments ot m divise n.

(f) Si m est un diviseur de n, montrer que I, a un et un seul sous-corps a p™ éléments.

Exercice 3. Soit K un corps de caractéristique p non nulle. Si n € N*, on note U, le groupe
des éléments x de K qui vérifient 2" = 1.

(a) Montrer que pour tout a € N* on a Uype = U,,.

(b) Montrer que pour tout & € N*, on a |U| (le cardinal de Uy) divise k.

(c¢) Montrer que tout sous-groupe fini de K* est égal a un groupe Uy,.

Exercice 4. Soient K un corps et m,n € N* premiers entre eux. Si pour un certain a € K
on a que X™ —a et X" — a sont irréductibles sur K, montrer que X™" — a est irréductible sur K.



