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Exercices de théorie de Galois :

Corrigé d’une question de 1’exercice 9

Exercice 9. Soit A =7 et K = Q son corps de fractions.
1. (c¢) Démontrez que tout élément x € K* posséde une écriture z = upy* - - - pi» avec u € A, n > 0,
pi € P et a; € Z\{0}, unique a l'ordre prés des facteurs.

FExistence. Soit © € K*. Choisissons une écriture sous forme de fraction x = ua/b avec u € {£1}
et a,b entiers naturels non nuls et premiers entre eux. Notons P, ’ensemble des nombres premiers
qui divisent a et P_ l’ensemble des nombres premiers qui divisent b. Posons P(x) = Py U P_.
Ces ensembles sont finis (peut-étre vides) et disjoints puisque @ et b sont premiers entre eux. Les
décompositions en facteurs premiers de a et b ont la forme a = Hpe p, P et b = Hpe p P°P avec
Tp, Sp > 0. On a obtenu une écriture :
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Si 'on énumeére P(x) = {p1,...,pn}, ceci est bien une écriture de la forme x = up{* ---pi» ou les
entiers 7, sont les exposants a; > 0 et les entiers —s, sont les exposants a; < 0.

Unicité. Considérons deux écritures x = up{* ---pi» = Uqll’1 -+~ g’ dans lesquelles les p; sont tous
distincts, et les g; sont tous distincts. Alors u = v = sgn(z). Notons :

I, ={ie{l,....,n}|a; >0} I ={ief{l,...,n}|a; <0}
Jy={je{l,...,m}|b; >0} J={je{l,...,m}|b; <O}

De 'égalité pi* - - - pin = qll71 .-+ gPm on tire une égalité ol tous les exposants sont > 0 :
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Comme les p; sont tous distincts, le lemme d’Euclide montre que chaque p; avec @« € I, apparaissant
dans le membre de gauche est égal a un ¢; avec j € J. du membre de droite, et que les exposants
(multiplicités) de p; et g; sont égales. La méme chose vaut avec les p; avec ¢ € I_, qui sont associés
a un unique g; avec j € J_. On construit ainsi deux bijections oy : I, — Jy et o_ : I_ — J_ d’on
une bijection unique

o: I, ={1,....,n} > J, 1IJ_ ={1,...,m},

telle que p; = g,(j) et a; = by(;) pour tout 7. Ceci est exactement dire que I’écriture est « unique a
I'ordre pres des facteurs ».



