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Corrigé du TD 1

Théoréme 1 Soit A un anneau neethérien, alors Uanneau de polynomes A[X| est nethérien.

Preuve : Soit I C A[X], nous allons montrer qu’il est de type fini. Soit fi un polynéme de plus petit
degré dans I. Par récurrence, tant que (fi,...,fr) # I, on choisit un fi11 de degré minimal dans
I\ (fi,...,fr). Ce procédé s’arréte, ou non. Soit ax X% le terme dominant de f, alors comme A est
neethérien, I'idéal engendré par tous les a peut étre engendré par un nombre fini d’entre eux, disons
ai,...,am. Montrons que I = (f1,..., fm). Si ce n’est pas le cas, notre procédé fournit un f,,41. Or
ON & G4 = U1G] + -+ * + Uy, pour certains uy € A. Considérons le polynome

g = (Ulledm+1_dl R Ummedm+1_dm) - fm+1
On voit que deg(g) < deg(fm+1), et que g € I'\ (f1,..., fm)- Ceci contredit le choix de fi,41. O

Corollaire 2 Soit A neethérien, alors toute A-algébre de type fini est nethérienne.

On fait une récurrence sur le nombre d’indéterminées et on utilise le fait (évident) qu’un quotient
d’un anneau noethérien est noethérien.

Remarque : Dans un anneau A, le radical d’un idéal I est l'idéal noté /T constitué des éléments de
A qui ont une puissance dans I. Le radical de I est aussi égal & I'intersection des idéaux premiers (1)
qui contiennent I. Ainsi, V(I) = V(v/T). On en déduit aussi que V(I) C V(J) équivaut a v D V/J,
en effet seul le sens direct n’est pas facile, or si V() C V(J), alors tout premier qui contient I contient
I, donc Ny~ p C Npo1p car Uintersection de droite porte que un ensemble de premiers plus grand.

Exercice 3 Supposons X irréductible. Alors si 2y € v/0, pour tout p C A premier, on a = € p ou
y € p. Ainsi X = V(z) UV(y). Comme X est irréductible, V(z) = X ou V(y) = X. Si V(z) = X
par exemple, alors tout premier contient x, donc x € Np = V0. Ceci montre que V0 est premier, donc
Arsq est intégre.

Réciproquement, si X = V(1) U V(.J), alors tout premier p contient I.J, donc I.J C /0. Comme
v/0 est premier par hypothése, on en déduit que I C v/0 ou J C v/0, donc V(I) = X ou V(J) = X,
donc X est irréductible.

Exercice 4 (1) Soit V(1) D V(I2) D V(I3) D ... une suite décroissante de fermés. Comme
V(I) = V(\/I), on peut supposer que les Ij, sont des idéaux radicaus (c’est-a-dire égaux & leur propre
radical). Alors la chaine décroissante ci-dessus est équivalente & I1 C Io C I3 C .... Comme A est
neethérien, cette chaine est stationnaire, donc la chaine de fermés de départ aussi.

(2) Soit E l'ensemble des Y qui n’ont pas de décomposition en réunion d’un nombre fini de fermés
irréductibles. Si E # (), on choisit J; € E. Si )i n’est pas minimal pour I'inclusion, on choisit Yo C ),
etc. Comme X est ncethérien, la suite ainsi construite est stationnaire en ), = )Y € E. Comme )
n’est pas irréductible (é¢tant dans E) ona Y = ZU Z avec Z,Z' # Y, donc Z,Z' ¢ E, donc Z et Z'
sont réunion d’un nombre fini de fermés irréductibles, donc ) aussi, contradiction.

Exercice 5 (1) On va montrer que les idéaux premiers minimaux de A = k[z,y,2]/(y? — 2z, 22 — 3°)
sont 1 = (y,2) et Iy = (y — 22,2z — 2%). En effet, si (z,y,2) est un k-point de Spec(A), alors les
équations impliquent que 22 = yxz. Si z = 0, alors y = 0 et x est arbitraire, donc, ’ensemble
Y] = {(2,0,0) | z € k} est inclus dans Spm(A). Si z # 0, alors z = zy et zz = y>. Dot y = z/x et

1On dit parfois simplement premier au lieu d’idéal premier.



2?/2? = xz, donc z = 23 et y = 22. Cela montre que 'ensemble algébrique Ys = {(x, 2%, 23) | x € k}
est inclus dans Spm(A). Les quotients A/I; sont isomorphes & k[t], donc I; est premier. On a verifié
que Y7 UY, = Spm(A) comme ensembles. Comme Y; est irréductible de dimension 1 et Y3 NY2 = {0},
cela implique que Y7, Y, sont les composantes irréductibles de Spec(A).

(2) On a f(z,y,2) =z pour (z,y,z) € Ya et f(z,y,2z) =0 pour (z,y,z) € Y1. Donc, f est bien défini
au niveau ensembliste : en 'unique point d’intersection, les deux valeurs de f coincident. Supposons
que g € A et si (z,y,2) € Spm(A) avec x # 0, alors g(z,y, 2z) = y/x comme fonctions. Alors, il existe
b > 0 tel que z°(zg — y) appartient a I'idéeal (y? — 2,22 — ¢?), soit

(g —y) = (y* —22)p+ (2> — ¥¥)q

En posant z = 0 on obtient 1’égalité de polynomes dans k[z, y]

2t (zg(z,y,0) —y) = y?p(x,y,0) — y3q(z,y,0)

Donc, il existe h € k[z, ] tel que zg(x,y,0) —y = y?h. Posant z = 0, on obtient —y = y2h(0,y) dans
kly], contradiction.

Exercice 6 Soit X espace topologique séparé et irréductible. Si z,y € X et x # y alors il y a deux
ouvert t e U C X et y € V C X tel que UNV =), contradiction. Donc, X est un point (8'il est non
vide).

Soit X un espace topologique irréductible, U C X un ouvert non vide. Soit U C X I’adhérence de
U,alors Y = X — U est fermé et Y UU = X, donc U = X. En particulier, si U,V C X sont deux
ouverts non vides, U NV # 0.

Soit X un espace irréductible, U C X un ouvert non vide. Supposons que U n’est pas irréductible,
alors il y a deux ouverts non vides Uy, Uy C U tel que Uy NUs = (). Mais les U; sont aussi ouverts dans
X, contradiction. Donc, U est irréductible.

Si X est un espace topologique et Y C X est une partie irréductible, alors Y est aussi irréductible.
En effet, si Y1 C Y = Y est une décomposition de Y en une réunion de deux fermés, alors les Y; NY
sont fermés dans Y et leur réunion contient Y, donc pour i = 1 ou 2 on a Y C Y;, mais alors Y C ;.

Exercice 7 Pour (i) = (ii) : si A~ A x Ag, alors I = A; x {0} et J = {0} x Ay sont des idéaux et
X ~V(I)UV(J) (vérifiez-le) n’est pas connexe.

Pour (ii) = (iii) : si e € A est un idempotent distinct de 0 et 1, alors f =1 — e l’est aussi, et ef = 0.
Considérons le morphisme i: A — A/(e) x A/(f). On vérifie que le morphisme j: A/(e) x A/(f) — A,
qui envoie (@, az) sur ay f + age, est bien défini et est un isomorphisme inverse pour f.

Pour (iii) = (i) : supposons que X est non connexe, donc réunion disjointe de deux fermés stricts
VI)uV(J)youl,J # A. Onal+J = A, car sinon I + J serait inclus dans un idéal maximal p
qui appartiendrait donc & V(1) et & V(J). On voit aussi que I N J est nilpotent, car pour tout idéal
premier p,onap D [ oup D J,doncp D INJ dans tous les cas ; ainsi I N J est dans l'intersection de
tous les idéaux premiers, i.e. le nilradical. De I+ J = A on tire une écriture i + j = 1, et il existe n tel
que (i7)" = 0. En prenant les puissances n-iémes on obtient i" + j” + x = 1 ot z est nilpotent. Donc
u =1 — x est inversible, et il est alors facile de vérifier que e := u~ %" est idempotent. Par ailleurs e
est distinct de 0 et 1 car I,J # A.

Exercice 8 Les idéaux premiers miniaux de k[z,y, 2]/(2% — yz, 72 — x) sont (z,y) et (z,2) et (2 —
1,22 — y). Les composantes irréductibles de Y s’intersectent, donc Y est connexe.

Théoréme 9  Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative, c¢’est-a-dire telle que 1 € S
et z,y € S = zy € S. Alors il eriste un anneau noté S~'A (ou parfois Ag) et un morphisme
f: A— S7YA, vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout morphisme d’anneaus g: A — B
tel que g(s) est inversible pour tout s € S, il existe un unique morphisme g: S™'A — B tel que g = §f.

L’anneau S™'A est appelé localisé de A par rapport ¢ S, ou U'anneau de fractions & dénominateurs
dans S.



Exercice 10 (1) Soit S~!'A le quotient de I’ensemble des couples (a,s) € A x S pour la relation
d’équivalence
(a,s) ~ (d',s") < TFtesS, t(sa—sa')=0.

(si on écrit simplement (s'a — sa’) = 0, la relation obtenue n’est pas transitive). La classe de (a, s) est
notée a/s, et on munit S~'A d’'une structure d’anneau en posant

a d sa+sd ad aa
i
s s ss’ s s ss
Le morphisme canonique f: A — S~'A envoie a sur a/1. Le reste est laissé en exercice.
Le noyau de f: A — S™'A est 'ensemble des éléments de A qui sont annulés par un élément de S.
(2) Tout idéal J C S~'A est de la forme S~'I, si on pose I = f~1(J). 1l est alors clair que si A est
neethérien, alors S™!'A est noethérien.
(3) Dans le cas des idéaux premiers, il est facile de voir que les deux applications suivantes sont inverses
I'une de 'autre :
{p € Spec(A), pNS =0} — Spec(S~1A)
p — S'p:=f(p).S'A
¢ — [
Attention : en général, la partie {p € Spec(A4), pN S = 0} n’est ni ouverte, ni fermée dans X =
Spec(A).

Remarque : Etant donné un A-module M et S C A une partie multiplicative, il y a un localisé S~ M
qui vérifie la propriété que vous imaginez. La preuve ci-dessus marche quasiment mot pour mot.

Exercice 11 Premier exemple, le corps des fractions K d’un anneau intégre A est le localisé par
rapport a la partie S = A\ {0}. En général, si A n’est pas intégre, on peut définir ’anneau total
des fractions qui est le localisé S™'A ott S est I'ensemble des éléments non diviseurs de 0 de A.
En géomeétrie, cela correspond aux fonctions rationnelles (fonctions définies au point générique d’une
composante irréductible).

Deuxiéme exemple, le cas ot S est « de type fini » i.e. engendré par un nombre fini d’éléments
fi,- -, fn- En géométrie, cela correspond & I'immersion ouverte du lieu ou les fonctions f; ne s’annulent
pas dans X.

Enfin, si S = A\ p, oil p est premier, on note A, := S~! et on appelle le localisé de A en p. En
géomeétrie, il correspond a ’anneau des germes de fonctions sur X = Spec(A) au point p.

Théoréme 12 Soit A un anneau et I C A un idéal. Soit M un A-module fini. Si M = IM, alors il
existe a € A avec a =1 mod I, tel que aM = 0.

Preuve : Soient mq, ..., m, des générateurs de M, et soit le vecteur colonne
mi
m = : eM"
my

Par hypothése, pour tout k il existe une écriture my = iy 1mq + -+ - + ig,m,. Ceci peut se réécrire
P-m =0, ou P = 1Id—(iy;) est une matrice (r,r) : ceci a bien un sens si on voit GL,(A) comme
agissant sur M". En multipliant P & gauche par la transposée de sa comatrice, on en déduit que
det(P)-m = 0. Donc a = det(P) annule chaque my, donc il annule M. Comme de plus P = Id modulo
I,on abiena=1 mod I. U

Corollaire 13 Soit A local d’idéal mazimal m. Soit M un A-module fini. Si M = mM , alors M = 0.

Immeédiat en prenant I = m.



Exercice 14 Les morphismes canoniques «,y proviennent du fait que f ¢ p, et les morphismes (3,9
sont les morphismes de réduction modulo I'idéal maximal pA,. (Notez que de maniére générale, pour
M un A-module et I C A un idéal, on a M ®4 A/I ~ M/IM.) Fixons une fois pour toutes une base
€1,...,6en du A[%]—module libre A[%]" Les images des e; dans (Ap)" et k(p)™ donnent des bases dans
ces modules libres ; on les notera encore e; quand il n’y aura pas de confusion possible.

(1) le morphisme M, — M ® k(p) ~ M,/pM, est surjectif. On peut donc choisir un relevé z; € M,
de chaque ¢(e;) (il faudrait écrire (pfa)(e;)...). Ceci définit un morphisme v¢: (A4,)" — M, par
Y(e;) = x;. Soit K = coker(y). Comme le produit tensoriel est exact & droite (i.e. il préserve les
coker), on a K ® k(p) ~ coker(y) ® k(p)) = coker(yp) = 0. Par Nakayama, K = 0 donc v est surjectif.
(2) Onax; = % avec m; € M et s; € A, s; € p. Posons f = s1...5s,, il est clair que x; provient d’un
élément y; € M [%] (qui s’écrit encore y; = Z‘—:, avec les abus de notations évidents). Donc on peut
définir x: A[%]” — M[%} par x(e;) = y;.

(3) Soient p1, ..., u, des générateurs de M, alors leurs images dans M[%] engendrent ce dernier. On

note encore py, (au lieu de ug /1) les images dans M[%] (et dans My). Il suffira que p; soit dans I'image
de x pour que x soit surjectif. Or, comme ) est surjectif, on peut écrire dans M,

e = (Z ZJ]” €i>

im1 ki

pour des éléments ay; € A et ¢y, ; & p. 1l est clair que si on multiplie f par le produit des t;; (1 <k <,
1 < < n) alors toutes les égalités écrites ont un sens dans les localisés par rapport a f, a la place des

localisés par rapport & A\ p. En d’autres termes, ux = x (Z?zl ‘Z:l ei> dans M[%]
Concluons : pour tout ¢ dans 'ouvert U = D(f), en tensorisant par le corps résiduel k(g) on voit que
X ® k(q) est surjectif, donc d(q) = dimy) (M @4 k(g)) < n. Par conséquent {p € Spec(A); d(p) < n}

est ouvert, donc {p € Spec(4); d(p) > n + 1} est fermé, ce qu’on voulait.

Exercice 15 Le fait que les trois anneaux soient nceethériens et intégres est connu. De plus A; et A3
sont locaux car ce sont des localisés en un idéal premier, et As est local d’idéal maximal (z), comme
il est bien connu. Enfin les idéaux maximaux sont clairement principaux.

Montrons que les idéaux d’un anneau de valuation discréte général A, d’idéal maximal m = (x),
sont les idéaux (2*), k > 0. Soit I C A un idéal. Soit i € I, comme I C m et que A est ncethérien, il
est facile de voir qu’il existe un entier n maximal tel que ¢ = x™u. Alors u € m donc il est inversible.
On montre ensuite facilement que I = (z*) ot k est 1’entier minimal intervenant dans une telle écriture
pour les i € 1.

Exercice 16 On peut prendre par exemple M = K, on a alors M @ k = M/mM = 0, mais M # 0.
On peut méme avoir M ®4 K = 0, en prenant par exemple M = K/R ou l'inclusion de modules
R C K est simplement 'inclusion comme sous-anneau. Vérifiez qu’alors M ® 4 K =0et M ® k = 0.

En termes géométriques, ceci vous dit qu’il existe des faisceaux quasi-cohérents non nuls sur des
schémas, dont toutes les fibres sont nulles. Attention : ici, fibre s’entend au sens ®k(x) et non ®Ox 4 ;
il y a parfois cette ambigiiité de langage. Par ailleurs, on peut montrer que si les fibres au sens ®Ox
sont toutes nulles, alors le faisceau est nul.



