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4.3. Image réciproque, image directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .138
4.4. Produit tensoriel et faisceaux d’homomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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Variétés algébriques

Chapitre 1

Variétés algébriques

Un corps algébriquement clos k étant donné, les variétés algébriques (réduites) sur k
sont des espaces topologiques, munis d’un faisceau de fonctions dites régulières, localement
isomorphes à des espaces annelés particuliers qu’on appelle les variétés algébriques affines :
l’espace topologique sous-jacent est donné par le lieu des zéros communs à une famille
de polynômes sur k en n variables, muni de la topologie de Zariski, et les fonctions
régulières considérées sont les fonctions à valeurs dans k qui sont localement la restriction
de fonctions rationnelles. On demande en outre aux variétés algébriques de satisfaire à
certaines conditions de finitude et de séparation.

1. Faisceaux de groupes abéliens

On rencontre fréquemment des propriétés qui sont vraies localement, et non globale-
ment. Par exemple, sur une variété différentielle M, une fonction différentiable f à valeurs
complexes partout non nulle est localement l’exponentielle d’une fonction g ; globalement,
il n’y a aucune raison. La notion de faisceau a été inventée pour rendre compte de ces
propriétés locales, et retrouver à partir de ces propriétés locales des énoncés globaux.

1.1. Préfaisceaux abéliens

Soit X un espace topologique.

Définition 1.1. — Un préfaisceau F de groupes abéliens, ou préfaisceau abélien sur
l’espace topologique X est la donnée

— pour tout ouvert U ⊂ X d’un groupe abélien F(U) appelé groupe des sections du
préfaisceau F sur l’ouvert U;
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— pour tout couple (U,V) d’ouverts de X tels que V ⊂ U d’un homomorphisme dit
homomorphisme de restriction

ρV,U : F(U) → F(V).

Ces données sont astreintes aux conditions suivantes

(i) F(∅) = {O} ;

(ii) pour tout triplet d’ouverts W ⊂ V ⊂ U de X, on a ρW,U = ρW,VρV,U;

(iii) pour tout ouvert U de X, ρU,U = idF(U).

Si on considère la catégorie U des ouverts de X , dont les objets sont les ouverts et les
flèches les morphismes d’inclusion, un préfaisceau abélien est un foncteur contravariant
de U à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. Le morphisme de restriction
ρV,U : F(U) → F(V) sera souvent noté s 7→ s|V. Si C est une sous-catégorie de la catégorie
des ensembles, on définit plus généralement la notion de préfaisceau à valeurs dans C ; il
s’agit d’un foncteur contravariant à valeurs dans C. Dans ce cadre, la condition (i) impose
à F(∅) d’être l’ensemble réduit à un point.

Exemples

(1) Soit G un groupe abélien ; le foncteur qui associe à tout ouvert non vide U le
groupe abélien G et au vide le groupe abélien réduit à {0} est un préfaisceau abélien, noté
encore G, appelé préfaisceau constant.

(2) Soit G un groupe abélien. Le foncteur qui associe à tout ouvert U le groupe abélien
C(U,G) des fonctions localement constantes est un préfaisceau abélien, noté G.

(3) Si M est une variété différentiable, le foncteur U 7→ E(U) qui associe à tout
ouvert U de M l’algèbre fonctions différentiables à valeurs complexes est un préfaisceau
en C−algèbres E.

(4) Si F → M est un fibré vectoriel différentiable de rang r sur une variété
différentiable M, le foncteur U 7→ Γ(U,F) qui associe à tout ouvert U de M l’espace
vectoriel des sections différentiables de F sur l’ouvert U de M est un préfaisceau de modules
sur le préfaisceau EM des fonctions différentiables.

(5) Soit M une variété différentiable. Le foncteur qui associe à l’ouvert U l’espace
vectoriel Hq(U,R) est un préfaisceau en espaces vectoriels réels.

Définition 1.2. — Soient F et G deux préfaisceaux à valeurs dans une catégorie C.

Un morphisme de préfaisceaux est la donnée pour tout ouvert U d’une flèche

fU : F(U) → G(U)

Joseph Le Potier
10 octobre 2002
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telle que tout couple d’ouverts (U,V) tels que V ⊂ U le diagramme

F(U)
fU- G(U)

F(V)
? fV- G(V)

?

dans lequel les flèches verticales sont les morphismes de restriction soit commutatif.

Dans le langage des catégories, un morphisme de préfaisceaux est simplement une
transformation naturelle. Par exemple, si G est un groupe abélien, on a un morphisme
canonique de préfaisceaux G 7→ G. Ce morphisme n’est pas en général un isomorphisme ;
il l’est toutefois si tout ouvert non vide est connexe : on verra que c’est vrai par exemple
sur une variété algébrique irréductible, pour la topologie de Zariski. Les préfaisceaux de
groupes abéliens constituent une catégorie additive : ceci signifie que si F et G sont deux
préfaisceaux abéliens, sur l’ensemble Mor(F,G) des morphismes de préfaisceaux on a une
structure de groupe abélien et que les propriétés suivantes sont satisfaites
(i) Si F,G et H sont trois préfaisceaux, la composition des morphismes

Mor(F,G)×Mor(G,H) → Mor(F,H)

est bilinéaire ;
(ii) Notons 0 le préfaisceau qui associe à tout ouvert le groupe abélien réduit à {0}; alors

pour tout préfaisceau F, on a Mor(F, 0) = Mor(0,F) = 0.
(iii) Il existe des produits finis, ou ce qui revient au même, des sommes directes finies.

Etant donné un préfaisceau abélien F, un sous-préfaisceau abélien F′ ⊂ F est la
donnée pour tout ouvert U d’un sous-groupe abélien F′(U) ⊂ F(U) tel que ρV,U(F′(U)) ⊂
F′(V). Etant donné un sous-préfaisceau F′ ⊂ F on définit le préfaisceau quotient F′′ par

F′′(U) = F(U)/F′(U).

Ce préfaisceau satisfait à la propriété de quotient au sens des catégories. Etant donné un

morphisme f : F - G de préfaisceaux, on définit de manière évidente les préfaisceaux

ker f, coker f : le noyau ker f est un sous-préfaisceau de F, le conoyau est un quotient de
G; ils sont caractérisés par les suite exactes, pour tout faisceau H de groupes abéliens

0 - Mor(H, ker f) - Mor(H,F) - Mor(H,G)

0 - Mor(coker f,H) - Mor(G,H) - Mor(F,H)

9
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L’image Im f du morphisme f est le préfaisceau noyau du morphisme canonique

F - coker f . Le morphisme f induit un isomorphisme

F/ker f ' Im f.

On dit que la catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens est une catégorie abélienne.
La notion de suite exacte a un sens dans une telle catégorie.

1.2. Faisceaux de groupes abéliens

Les faisceaux sont des préfaisceaux particuliers : on exige que des sections locales
si sur des ouverts Ui d’un recouvrement ouvert d’un ouvert U qui cöıncident sur les
intersections Ui,j se recollent de manière unique pour donner une section s sur l’ouvert
U. En d’autres termes :

Définition 1.3. — Un préfaisceau de groupes abéliens F est appelé un faisceau si
pour tout recouvrement ouvert U = (Ui)i∈I d’un ouvert U la 0-suite de groupes abéliens

0 - F(U)
α-

∏
i∈I

F(Ui)
β-

∏
(i,j)∈I2

F(Ui,j)

où les flèches sont définies par α(s) = s|Ui et β((si)i∈I) = si|Ui,j − sj |Ui,j est exacte.

Souvent, l’espace des sections d’un faisceau F sur l’espace topologique X est noté
Γ(X,F). Etant donnés deux faisceaux F et G de groupes abéliens, un morphisme de

faisceaux F - G est par définition un morphisme des préfaisceaux sous-jacents.

Exemples

Parmi les exemples de préfaisceaux donnés ci-dessus, (2),(3), (4) sont des faisceaux ;

(1) et (5) ne le sont pas en général. Si f : F - G est un morphisme de faisceaux

abéliens, le préfaisceau ker f est un faisceau, mais le conoyau et l’image ne le sont pas
en général. Considérons par exemple sur une variété topologique X le faisceau C des
fonctions continues U 7→ C(U) à valeurs complexes et le faisceau C∗ des fonctions continues
U 7→ C(U)∗ des fonctions continues inversibles. Considérons le morphisme de faisceaux

de groupes abéliens donné par l’application exponentielle exp : C - C∗. Le préfaisceau

conoyau Q = coker exp est nul pour les ouverts simplement connexes ; par contre, en

général, l’application C(X) - C∗(X) n’est surjective. Par suite, Q n’est pas un faisceau.
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Faisceau associé à un préfaisceau.

Soit F un préfaisceau de groupes abéliens. On va construire un faisceau F+ et un

morphisme de préfaisceaux abéliens j : F - F+ satisfaisant à la propriété suivante :

pour faisceau G, tout morphisme de préfaisceaux abéliens F
f- G se factorise de manière

unique suivant le diagramme
F

@
@

@
@

@

f

R
F+

?
f+

- G

Pour construire F+, on considère pour tout point x ∈ X le groupe abélien Fx des
germes de sections de F au point x : il est défini par la limite inductive

Fx = lim−→
U,x∈U

F(U)

Ce groupe est le quotient de
∐

U,x∈U F(U) par la relation d’équivalence qui identifie
a ∈ F(U) et b ∈ F(V) s’il existe un voisinage ouvert W ⊂ U ∩ V de x tel que a|W = b|W.
Si U est un voisinage ouvert du point x, et s ∈ F(U), on désigne par sx sa classe dans
Fx : c’est le germe de s au point x.

On considère pour tout ouvert U de X le groupe F+(U) des familles de germes (sx)x∈U

satisfaisant à la condition suivante : pour tout x ∈ U, il existe un voisinage ouvert V ⊂ U
de x et une section t ∈ F(V) tels que ty = sy pour tout point y ∈ V.

Lemme 1.4. — Le préfaisceau U 7→ F+(U) est un faisceau abélien.

Démonstration. Considérons la projection naturelle

p : Et(F) =
∐
x∈U

Fx
- X

Une section s ∈ F(U) définit une section s de Et(F) au-dessus de l’ouvert U. Les ensembles
s(U) constituent une base d’ouverts d’une topologie sur Et(F); pour cette topologie, les
sections s deviennent des homéomorphismes. On dit que Et(F) est l’espace étalé associé à
F. L’ensemble F+(U) est exactement l’ensemble des sections continues sur l’ouvert U de

p : Et(F) - X. Par suite, c’est un faisceau de groupes abéliens.

On dispose maintenant d’un morphisme j : F - F+ qui associe à la section s au-

dessus de l’ouvert U la section s. La construction est fonctorielle : un morphisme F - G

11
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de préfaisceaux de groupes abéliens fournit une morphisme de faisceaux f+ : F+ - G+

rendant commutatif le diagramme

F
f - G

F+
?

f+
- G+

?

Pour obtenir la propriété universelle, il suffit de constater que si G est déjà un faisceau, alors

G - G+ est un isomorphisme. Montrons d’abord que G(U) - G+(U) est injective.

Si s ∈ G(U) s’annule dans G+(U), il existe un recouvrement de U par des ouverts Ui tels
que s|Ui

= 0. Alors d’après la définition des faisceaux s = 0. Montrons maintenant la
surjectivité : si s ∈ G+(U), il existe un recouvrement ouvert de U par des ouverts Ui est
des sections si ∈ G(Ui) telles que s|Ui

= si. Alors sur Ui,j on a si|Ui,j
= sj |Ui,j

. D’après
l’unicité, si|Ui,j

= sj |Ui,j
. Donc les sections si se recollent en section t ∈ G(U) et on a

évidemment t = s puisque c’est vrai sur les ouverts Ui. Reste à vérifier l’unicité de f+.

Si s est une section de F+(U), et Ui un recouvrement ouvert sur lequel on dispose de
sections locales si ∈ F(Ui) telles que s|Ui

= si la commutativité du diagramme implique
f+(s)|Ui

= f(si) ce qui détermine f+(s).

Exercice 1.1

Vérifier que pour tout x ∈ X, F+
x = Fx.

Exemples

1. Soit G un groupe abélien. Le faisceau associé au préfaisceau constant G est le
faisceau G qui sera appelé faisceau constant.

2. Sur une variété différentiable M, pour q > 0 le faisceau associé au préfaisceau
U 7→ Hq

DR(U) est le faisceau nul.

3. Un sous-faisceau F′ d’un faisceau abélien F est un sous-préfaisceau abélien qui est
un faisceau. Le faisceau quotient F/F′ est défini par le faisceau associé au préfaisceau
U 7→ F(U)/F′(U).

3. Plus généralement, si f : F - G est un morphisme de faisceaux abéliens, le

faisceau Q = (coker f)+ est appelé conoyau dans la catégorie des faisceaux abéliens. Pour
tout faisceau de groupes abéliens H on a une suite exacte de groupes abéliens

0 - Mor(Q,H) - Mor(G,H) - Mor(F,H)

Joseph Le Potier
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Le faisceau image de f , noté Im f , est le noyau du morphisme canonique G - Q et on

a encore un isomorphisme de faisceaux

F/ker f ' Im f ;

ceci résulte du lemme suivant :

Lemme 1.5. — Soit f : F - G un morphisme de faisceaux abéliens. On suppose

que pour tout x ∈ X le morphisme induit

fx : Fx
- Gx

est un isomorphisme. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout ouvert U de X, l’homomorphisme

de groupes abéliens F(U) - G(U) est un isomorphisme.

1. Injectivité : soit s ∈ F(U) une section sur U dont l’image dans G(U) est nulle.
Alors pour tout x ∈ X le germe fx(sx) est nul et donc sx = 0. Ceci entrâıne qu’il existe un
recouvrement ouvert Ui de X tel que s|Ui

; d’après la définition des faisceaux ceci implique
s = 0.

2. Surjectivité : considérons une section t ∈ G(U). Il existe un recouvrement ouvert
U = (Ui) de l’ouvert U et des sections locales si ∈ Γ(Ui,F) telles que f(si) = t|Ui

. Sur
l’intersection Ui,j on a d’après l’injectivité, on a si|Ui,j

= sj |Ui,j
. D’après la définition des

faisceaux, on peut alors trouver une section s ∈ Γ(X,F telle que s|Ui
= si. On a alors

f(s)|Ui
= t|Ui

sur chaque ouvert Ui ce qui entrâıne f(s) = t.

Ainsi, les faisceaux de groupes abéliens constituent encore une catégorie abélienne. Il
en de même de la catégorie des faisceaux de modules sur un faisceau d’algèbres donné.

Définition 1.6. — Soit F′
f- F

g- F′′ deux morphismes de faisceaux de

groupes abéliens. On dit que cette suite est exacte si les faisceaux Im f et ker f cöıncident.

Il revient au même de demander que pour tout x ∈ X la suite de groupes abéliens

F′x
fx- Fx

gx- F′′x

est exacte.
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Exemple

Soit X une variété analytique complexe, Ωp
X le faisceau (d’espaces vectoriels) des

p−formes différentielles holomorphes sur X : il s’agit du faisceau des sections holomorphes
du fibré ∧pT∗(X) des p−covecteurs. La différentielle extérieure

d : Ωp
X

- Ωp+1
X

est un morphisme C−linéaire caractérisé par les propriétés suivantes :

(1) d2 = 0

(2) Pour α ∈ Ωp
U et β ∈ Ωq(U) on a d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ

(3) Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U, la forme différentielle df est la
différentielle au sens habituel.

Soit OX le faisceau des fonctions holomorphes sur X.

Lemme 1.7. — (Poincaré) On a une suite exacte de faisceaux d’espaces vectoriels
sur X

0 - C - OX
d- Ω1

X

d- . . . - Ωn
X

- 0

En fait, le lemme de Poincaré est un peu plus fort : il affirme que si U est un ouvert
isomorphe à une boule de Cn, le complexe Γ(U,Ω.

X) des sections sur l’ouvert U est exact
en degré > 0. Le noyau de la première différentielle est évidemment l’espace vectoriel des
fonctions constantes sur U, isomorphe à C.

Remarque 1.8. — Il arrive souvent qu’on dispose d’une base B d’ouverts de X. La
donnée d’un foncteur contravariant de B à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens
satisfaisant, pour les ouverts de la base, aux conditions de recollement demandées aux
faisceaux dans la définition 1.3 suffit pour reconstruire, de manière unique un faisceau
abélien.

Définition 1.9. — Si F est un faisceau abélien, l’ensemble des points x ∈ X tels
que Fx 6= 0 s’appelle le support de F.

Images directes, image réciproques

Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X - Y une application continue.

Etant donné un faisceau abélien F sur X, le préfaisceau qui associe à un ouvert V de
Y le groupe abélien F(f−1(V)) est un faisceau abélien. Ce faisceau est appelé l’image

Joseph Le Potier
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directe de F par l’application continue f. Si x est un point de X, et y = f(x), on a un
homomorphisme des groupes de germes de sections

f∗(F)y
- Fx

Ce morphisme n’a aucune raison d’être un isomorphisme.
Considérons maintenant un faisceau abélien G sur Y; on considère le préfaisceau

abélien sur X défini de la manière suivante : à l’ouvert U de X on associe le groupe abélien

lim−→
V,f(U)⊂V

G(V)

Avec les morphismes de restriction évidents, on obtient ainsi un préfaisceau abélien sur X
n’est pas en général un faisceau abélien. Le faisceau abélien associé s’appelle le faisceau
abélien image réciproque de G. Il est noté f−1(G). L’homomorphisme canonique de groupes
abéliens

(f−1(G))x
- Gf(x)

est un isomorphisme.
Dans le cas particulier d’une inclusion d’un sous-espace toplogique X ⊂ Y, le faisceau

abélien image réciproque i−1(G) par l’inclusion canonique i : X ↪→ Y est appelé la
restriction de G à X, et noté G|X. Dans le cas où X est un ouvert de Y, c’est le préfaisceau
abélien qui associe à tout ouvert U ⊂ X le groupe abélien G(U).

Exercice 1.2
Trouver un exemple montrant que le préfaisceau qu’on vient de définir n’est pas

toujours un faisceau (prendre pour Y un point !).

Exercice 1.3
Soit f : X - Y une application continue, F et G des faisceaux abéliens sur Y et X

respectivement.
(1) Montrer que l’on a un isomorphisme canonique de groupes abéliens

Hom(f−1(F),G) ' Hom(F, f∗(G).

(2) En déduire des morphismes canoniques G - f∗(f−1(G)) et f−1(f∗(F)) - F.

Exemple : On peut faire la même chose pour des faisceaux en algèbres. Considérons
par exemples deux espaces topologiques X et Y et désignons par CX (resp. CY) le faisceau
sur X (resp. Y) des fonctions continues à valeurs complexes. Ces faisceaux sont des

faisceaux en C−algèbres. A toute application continue f : X - Y est associé un

morphisme de faisceaux en algèbres f∗ : CY
- f∗(CX) qui associe à la fonction continue

u sur l’ouvert V de Y la fonction continue f∗(u) = u ◦ f. Ce morphisme peut se voir aussi

comme un morphisme de faisceaux en C−algèbres f−1(CY) - CX.
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Exercice 1.4
Soient X - Y un sous-espace topologique fermé d’un espace topologique Y et

i : X ↪→ Y l’inclusion canonique. Soient F et G des faisceaux abéliens sur X et Y

respectivement. Montrer que le morphisme f−1f∗F - F est un isomorphisme. Montrer

que le morphisme G - f∗(f−1(G)) n’est pas en général un isomorphisme.

2. Variétés algébriques

Sur une variété différentiable, on définit l’algèbre des fonctions différentiables à
valeurs réelles. Cette algèbre détermine en fait la variété différentiable. En géométrie
algébrique, ce qui joue le rôle de fonctions différentiables, au moins pour les variétés
algébriques réduites, ce sont les fonctions régulières. On obtient ainsi une algèbre. Cette
algèbre ne permet pas de caractériser une variété algébrique en général car il n’y en
a pas assez ; par exemple, sur l’espace projectif, les seules fonctions régulières sont les
constantes. On se doit d’introduire le faisceau des fonctions régulières. Pourtant dans le
cas des variétés algébriques affines l’algèbre des fonctions régulières globales suffit pour
les caractériser. Dans tout le cours, k désigne un corps algébriquement clos.

2.1. Espaces annelés

Définition 2.1. — Un espace annelé en k−algèbres est un couple (X,OX) formé
d’un espace topologique X et d’un faisceau en k−algèbres (commutatives et unitaires) sur
X, appelé faisceau structural.

Un morphisme d’espaces annelés en k−algèbres (X,OX) - (Y,OY) est un cou-

ple (f, φ) formé d’une application continue f et d’un homomorphisme de faisceaux de
k−algèbres

φ : OY
- f∗(OX)

On peut composer les morphismes d’espaces annelés ; on obtient ainsi une catégorie ;
la notion d’isomorphisme d’espaces annelés en k−algèbres a donc un sens. Si U est un
ouvert de X, il sera muni obligatoirement du faisceau en algèbres OU = OX|U, ce qui
permet de le considérer comme un espace annelé. Etant donné un espace annelé (X,OX)
un OX−module F est la donnée d’un faisceau de k−espaces vectoriels F et pour chaque
ouvert U de X d’une structure de OX(U)−module sur F(U) tel que pour V ⊂ U les
homomorphismes de restriction

F(U) - F(V)

soient compatibles avec ces structures de modules.

Joseph Le Potier
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Un homomorphisme de OX−modules F - G est un morphisme de faisceaux

de k−espaces vectoriels tel que pour tout ouvert U l’application F(U) - G(U) soit

OX(U)−linéaire. Les morphismes de OX−modules se composent : on obtient ainsi une
catégorie abélienne. Le groupe abélien des homomorphismes de OX−modules, souvent
noté HomOX(F,G) ou HomX(F,G) s’il n’y a pas risque de confusion, est alors muni d’une
structure de O(X)−module.

Les sous-modules de OX s’appellent des idéaux.

Images directes et images réciproques

Soit (f, φ) : (X,OX) - (Y,OY) un morphisme d’espaces annelés. Si F est un

OX−module, l’image directe est muni d’une structure de OY−module. Si G est un
OY−modules, le faisceau f∗(G) = f−1(G) ⊗f−1(OY) OX est un OX−module appelé image
réciproque de G . On a encore un isomorphisme

HomY(G, f∗(F) = HomX(f∗(G),F)

fonctoriel en F et G, ce qu’on énonce en disant que le foncteur f∗ est l’adjoint à droite

du foncteur f∗. Il en résulte en particulier des morphismes naturels G - f∗f
∗(G) et

f∗f∗(F) - F qui en général ne sont pas des isomorphismes.

2.2. L’espace affine An

On va munir kn d’une topologie, appelée topologie de Zariski, et d’un faisceau
en k−algèbres, appelé l’algèbre des fonctions régulières. L’espace annelé ainsi obtenu
s’appellera l’espace affine ; il est noté habituellement An. On note O(An) l’algèbre des
polynômes sur kn.

Définition 2.2. — On appelle fermé algébrique de An une partie de l’espace affine
An définie par l’annulation d’une famille de polynômes.

Si S ⊂ O(An) est une telle famille l’ensemble des zéros communs à ces polynômes
est aussi l’ensemble des zéros de l’idéal engendré par S : l’anneau des polynômes étant
noethérien, un tel fermé est toujours défini par un nombre fini de telles équations. Etant
donné un idéal I ⊂ O(An) on note V(I) le lieu des zéros communs aux éléments de I.
L’application I 7→ V(I) de l’ensemble des idéaux de O(An) dans l’ensemble des fermés
algébriques est décroissante.

Les fermés algébriques définissent sur An une topologie qu’on appelle la topologie de
Zariski ; ceci résulte des remarques suivantes :
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— si Iα est une famille d’idéaux, V(
∑

α Iα) = ∩αV(Iα);
— Si I et J sont deux idéaux, V(I) ∪V(J) = V(IJ)
— V(1) = ∅; V(0) = kn

La topologie de Zariski sur An est une topologie non séparée.

Définition 2.3. — Un espace topologique est noethérien si toute suite décroissante
de fermés est stationnaire.

Proposition 2.4. — L’espace topologique An muni de la topologie de Zariski, est
noethérien.

Démonstration. Ceci résulte de la remarque suivante : si Y est un fermé de An et
I(Y) l’idéal des polynômes qui s’annulent sur Y, on a V(I(Y)) = Y.

Soit Ym une suite décroissante de fermés. Alors la suite d’idéaux de O(An) est
croissante, et comme l’anneau O(An) est noethérien, cette suite est stationnaire. Il en
résulte que la suite Ym est elle-même stationnaire.

Proposition 2.5. — Toute partie de An est quasi-compacte pour la topologie de
Zariski.

Ceci signifie que de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement fini.
Cet énoncé résulte en fait d’un énoncé plus général :

Proposition 2.6. — Soit X un espace topologique noethérien. Alors
(i) Toute partie Y ⊂ X est un espace topologique noethérien.
(ii) Tout espace topologique noethérien est quasi-compact.

Démonstration. Commençons par un lemme souvent utile dont nous laissons la
démonstration au lecteur.

Lemme 2.7. — Soit X un ensemble ordonné. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) Toute partie non vide de E a un élément maximal ;
(ii) Toute suite croissante d’éléments de E est stationnaire.

Démonstration de la proposition 2.6 : l’assertion (i) est évidente. Montrons (ii).
Il s’agit de montrer qu’étant donnée une famille (Fi)i∈I de fermés de X non vides
l’intersection F = ∩iFi est non vide. On peut évidemment supposer que cette famille
est stable par intersection finie. Puisque X est noethérien, dans cette famille il existe un
élément minimal Fm, et on a alors pour tout i ∈ I

Fi ∩ Fm = Fm

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

18



Variétés algébriques

par suite Fm ⊂ Fi. Mais alors F = Fm et cette intersection est non vide par hypothèse.

2.3. Fonctions régulières

Une partie X ⊂ An est dite localement fermée si elle est l’intersection d’un ouvert et
d’un fermé. Une telle partie sera munie de la topologie induite.

Définition 2.8. — Soient X ⊂ An une partie localement fermée. Une fonction

f : X - k est dite régulière si pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert V ⊂ X et

une fonction rationnelle P
Q partout définie sur V telle que

f |V =
P
Q
|V

Les fonctions régulières sur X constituent une sous-algèbre, notée O(X), de l’algèbre
des fonctions continues sur X. En particulier, en associant à chaque ouvert U de X l’algèbre
O(U) des fonctions régulières sur U, on obtient un faisceau en k−algèbres commutatives
et unitaires sur X, noté OX, qu’on appelle le faisceau des fonctions régulières sur X; c’est
un sous-faisceau du faisceau (en algèbres) des fonctions continues à valeurs dans k. Dans
le cas des fermés algébriques de An, les fonctions régulières sont particulièrement simples :

Proposition 2.9. — Soit X un fermé algébrique de An. Toute fonction régulière

f : X - k est la restriction à X d’un polynôme. En particulier, l’algèbre des fonctions

régulières sur X est isomorphe à l’algèbre quotient O(An)/I de l’algèbre des polynômes par
l’idéal I des polynômes qui s’annulent sur X.

Démonstration. Soit f ∈ O(X). Pour tout point x ∈ X, on peut trouver un voisinage
ouvert Vx de x dans X et des polynômes Px et Qx tels que Qx soit non nul en x et tels
que sur Vx on ait

fQx|Vx
= Px|Vx

. (1)

D’autre part, on peut trouver un polynôme non nul en x et qui s’annule sur le fermé
X \ Vx, de sorte qu’en multipliant (1) par cette fonction, on peut toujours supposer que
l’égalité

fQx|X = Px|X (2)

est vraie sur X. Soit I l’idéal de O(An) des polynômes qui s’annulent sur X. Considérons
l’idéal J engendré par les polynômes Qx. Ces polynômes n’ont pas de zéros en communs
sur X. Par suite, l’idéal I + J n’a pas de zéro sur An. Or, on dispose du “petit” théorème
des zéros de Hilbert :
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Théorème 2.10. — Soit m un idéal maximal de O(An). Alors m est l’idéal des
polynômes qui s’annulent en un point x ∈ An.

Il en résulte que I + J = (1). Ceci signifie qu’il existe des points x1, . . . , x` ∈ X et des
polynômes R1, . . . ,R` tels que

∑̀
i=1

RiQxi ≡ 1 mod I.

Il en résulte que dans O(X)

f =
∑̀
i=1

RiPxi
|X

ce qui prouve que f est la restriction à X d’un polynôme.

2.4. Variétés algébriques réduites

Dans cette section et la suivante, les variétés considérées seront supposées réduites.
Les variétés algébriques non obligatoirement réduites seront introduites dans la section
2.6.

Définition 2.11. — Une variété algébrique affine réduite sur k est un espace annelé
en k−algèbres (X,OX) isomorphe à l’espace annelé défini par un fermé algébrique d’un
espace affine, muni du faisceau des fonctions régulières.

On oubliera souvent dans les notations le faisceau structural. Comme dans le cas
des fermés algébriques de l’espace affine An, ce faisceau structural peut être vu comme
sous-faisceau du faisceau sur X des fonctions continues à valeurs dans k. Une telle fonction
U - k sera encore dite régulière. L’algèbre OX,x des germes au point x ∈ X de fonctions

régulières est un anneau local, dont l’idéal maximal en x est l’idéal des germes de fonctions
régulières qui s’annulent en x. En effet, le complémentaire de cet idéal est formé de germes
de fonctions régulières non nulles en x, et ces fonctions régulières sont inversibles au
voisinage de x; donc leur germe est inversible en x. Cette propriété n’est pas en général
satisfaite pour les espaces annelés en k−algèbres quelconques.

Définition 2.12. — Une variété algébrique réduite sur k est un espace annelé
(X,OX) satisfaisant aux conditions suivantes

— tout point x ∈ X a un voisinage ouvert affine ;

— l’espace topologique sous-jacent X est noethérien.
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Dans la pratique on ajoutera une condition dite de séparation qui sera décrite plus
tard. L’espace topologique X est noethérien si et seulement si on peut recouvrir X par un
nombre fini d’ouverts affines. On dit aussi que X est de type fini. Ici encore, le faisceau
OX se plonge dans le faisceau des fonctions continues à valeurs dans k. Les fonctions ainsi
obtenues s’appellent des fonctions régulières.

Définition 2.13. — Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme des
espaces annelés sous-jacents.

Soient X et Y deux variétés algébriques. Une application continue f : X - Y est

appelée régulière si pour toute fonction régulière u : V - k sur un ouvert V de Y

l’application f∗(u) = u ◦ f définie sur f−1(V) est régulière. Si Y est un fermé algébrique
d’un espace affine Ap, cela signifie simplement que les composantes fi (i = 1, . . . , p) de f
sont des fonctions régulières sur X.

Une telle application régulière définit un morphisme de faisceaux en k−algèbres

f∗ : OY
- f∗(OX) et par suite un morphisme d’espaces annelés

(f, f∗) : (X,OX) - (Y,OY).

On verra dans la section 2.5 qu’en fait, dans les cas de variétés algébriques réduites,

tout morphisme d’espaces annelés (f, φ) : (X,OX) - (Y,OY) est de cette forme. Une

application régulière f : X - Y est un isomorphisme si f est inversible et si f et f−1

sont des applications régulières. Il revient au même de dire que le morphisme d’espaces
annelés associés est un isomorphisme. On dit aussi que f est birégulière.

Proposition 2.14. — Les ouverts et les fermés d’une variété algébrique héritent
d’une structure de variété algébrique.

Démonstration. Commençons par les ouverts. Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 2.15. — Toute variété algébrique X a une base d’ouverts affines.

Démonstration. Il suffit de le démontrer pour un fermé algébrique de An. On doit se
convaincre que tout ouvert U d’un fermé algébrique Y de An peut être recouvert par des
ouverts affines. Or, le complémentaire de U est défini dans le fermé Y par l’annulation d’un
nombre fini de polynômes (P1, . . . ,Pk). Considérons l’ouvert Ui de Y défini par Pi 6= 0.
On a

U = ∪k
i=1Ui.
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Il suffit donc de vérifier que si f est une fonction régulière sur Y, l’ouvert Yf des points
de Y où f ne s’annule pas est isomorphe à un fermé algébrique affine. Mais l’application

Yf
- Y × A1 définie par

x 7→ (x,
1

f(x)
)

est un isomorphisme de Yf sur le fermé algébrique de An×A1 défini par les couples (x, y)
tels que f(x)y = 1. Ainsi, Yf est isomorphe à un fermé algébrique de An+1.

D’après la proposition 2.6 tout sous-espace de X est noethérien, ce qui démontre que
l’espace annelé (U,OU) est une variété algébrique.

Venons-en aux fermés. Si Y est un fermé de la variété algébrique X, on le munit
du faisceau structural OY obtenu comme image de OX|Y dans le faisceau des fonctions

continues CY sur Y par le morphisme de restriction OX|Y - CY. On peut aussi le

décrire en introduisant le faisceaux d’idéaux IY ⊂ OX des fonctions régulières s’annulant
sur Y : ce faisceau est canoniquement isomorphe au faisceau quotient OX/IY|Y. Si U un
voisinage ouvert affine de x ∈ Y dans X, l’intersection Y ∩ U est un fermé d’une variété
algébrique affine, sur lequel le faisceau des fonctions régulières a déjà un sens. De plus, il
résulte de la proposition 2.21 que si le morphisme de restriction

OX(U′) - OY∩U(Y ∩U′)

est surjectif pour tout ouvert affine U′ ⊂ U. Il en résulte le faisceau OY|U cöıncide avec
le faisceau des fonctions régulières sur Y ∩ U, vu comme fermé algébrique de la variété
affine U. Ainsi, tout fermé Y d’une variété algébrique X hérite d’une structure de variété
algébrique.

Un ouvert d’une variété algébrique affine n’est pas en général affine. Nous allons par
exemple montrer que l’ouvert U = A2 − {0} n’est pas affine.

Proposition 2.16. — Soient X une variété algébrique affine réduite, et A = O(X)
l’algèbre des fonctions régulières sur X. Soit Spec(A) l’ensemble des idéaux maximaux

de A. L’application X - Spec A qui associe au point x ∈ X l’idéal mx des fonctions

régulières s’annulant en x est bijective.

Cet énoncé est évident pour un fermé algébrique de An : la seule difficulté est la
surjectivité ; on a déjà vu que c’est une conséquence du théorème des zéros de Hilbert (cf.
proposition 2.10).
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Considérons l’ouvert U = A2 − {0} et l’algèbre O(U) des fonctions régulières sur U.
Considérons le diagramme commutatif

U - Spec(O(U))

A2
?

- Spec(O(A2))
?

dans lequel les flèches horizontales associent à un point l’idéal maximal des fonctions
régulières s’annulant en ce point. La première flèche horizontale est bien injective. Mais
elle n’est pas surjective : en effet, il est facile de constater que le morphisme de restriction

O(A2) - O(U) est un isomorphisme. Puisque U - A2 n’est pas surjective, il en est

de même de la flèche U - Spec(O(U)). Donc U n’est pas une variété algébrique affine.

L’espace projectif Pn

Considérons le quotient Pn = An+1 − {0}/k∗. Ce quotient, appelé espace projectif
de dimension n, s’identifie à l’ensemble des droites vectorielles de kn+1; on le munit de la
topologie quotient de la topologie de Zariski par la projection canonique

π : An+1 − {0} - Pn.

Traditionnellement, on note [x] la classe d’un point x ∈ kn+1 \{0}. On équipe Pn du sous-
faisceau en k−algèbres OPn = π∗(OAn+1−{0})k∗ des fonctions régulières k∗−invariantes.

Lemme 2.17. — L’espace annelé (Pn,OPn) est une variété algébrique.

Démonstration. Montrons qu’on peut recouvrir Pn par des ouverts affines. Désignons
par Ai le sous-espace affine de An+1 des points x = (x0, . . . , xn) tels que xi = 1, et
considérons l’ouvert Ui de Pn défini par les points [x] tels que xi 6= 0. On considère les
homéomorphismes αi : Ui −→ Ai définis par ϕi([x]) = x

xi
. Si f est une fonction régulière

sur un ouvert V de Ai, la fonction α∗i (f) est une fonction régulière sur l’ouvert α−1
i (V) ;

on obtient ainsi un morphisme de faisceaux en k−algèbres OAi
- αi∗(OPn |Ui) qui est

un isomorphisme. On obtient ainsi un isomorphisme d’espaces annelés

(αi, α
∗
i ) : (Ui,OPn

|Ui
)

∼- (Ai,OAi
)

Ainsi, l’espace annelé (Pn,OPn
est recouvert par les ouverts affines Ui. Ces ouverts étant

en nombre fini, l’espace projectif Pn est trivialement noethérien.

Exercice 2.1 Montrer que cette variété algébrique réduite n’est pas affine.
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2.5. Morphismes et applications régulières

On a vu que les faisceaux structuraux des variétés réduites étaient des faisceaux de
fonctions continues. On se propose de montrer que tout morphisme de variétés algébriques

réduites (X,OX) - (Y,OY) est de la forme (f, f∗), où f∗ désigne le morphisme qui

associe à la fonction régulière u sur l’ouvert V de Y la fonction régulière f∗(u) = u◦f sur
l’ouvert f−1(V). En particulier, un tel morphisme est déterminé par l’application continue

f : X - Y sous-jacente à un tel morphisme.

Théorème 2.18. — Soient X et Y deux variétés algébriques réduites et

(f, φ) : (X,OX) - (Y,OY)

un morphisme de variétés algébriques. Alors f est régulière et φ = f∗.

Lemme 2.19. — Soit φ : B - A un morphisme d’algèbres de type fini sur k.

L’image réciproque d’un idéal maximal m de A est un idéal maximal de B.

Démonstration. D’après le théorème des zéros de Hilbert, l’homomorphisme de

corps k - A/m est un isomorphisme. Considérons le morphisme de k−algèbres

φ : B - A/m. Alors l’image réciproque φ−1(m) est un idéal premier et le plongement

induit par φ
B/φ−1(m) ↪→ A/m = k

montre que l’algèbre quotient de gauche est un k−espace vectoriel de dimension 1. Donc
φ−1(m) = n est un idéal maximal de B.

Démonstration du théorème 2.18
La question est locale sur Y. On peut donc supposer que Y est une variété affine. De

plus si on recouvre X par un nombre fini d’ouverts affines Xi, on obtient un plongement

f∗(OX) - ⊕i fi∗(OXi
)

où fi est la restriction de f à Xi qui associe à la fonction régulière u ∈ O(V) la famille
(u|f−1

i
(V)). Ceci nous ramène au cas où X et Y sont des variétés affines.

On suppose désormais que X et Y sont affines, et on désigne par A = O(X) et
B = O(Y) les algèbres de fonctions régulières sur X et Y respectivement. Considérons un
point x ∈ X ; désignons par m l’idéal maximal de A associé à x ; d’après le lemme ci-dessus,
φ−1(m) = n est un idéal maximal de B. Montrons que cet idéal maximal est l’idéal des
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fonctions régulières qui s’annulent en y = f(x). Considérons le morphisme induit par φ
sur les algèbres locales ; on a un diagramme commutatif

B
φ - A

OY,y

? φx- OX,x

?

Il en résulte que l’image réciproque par φx de l’idéal maximal mx de OX,x est un idéal
premier contenant nOY,y. L’idéal nOY,y est donc propre, et par suite n est contenu dans
l’idéal maximal my de B des fonctions régulières sur Y qui s’annulent en y. Il est donc
égal à cet idéal maximal. Il y a alors factorisation

B - A

k

evy

?
- k

evx

?

où les morphismes evx et evy sont les morphismes d’évaluation en x et y respectivement.

Le morphisme d’algèbres unitaires k - k obtenu par passage au quotient est obliga-

toirement l’identité. On a donc pour u ∈ B = O(Y) et tout point x ∈ X

φ(u)(x) = u(f(x)).

Autrement dit, φ = f∗. Si V est un ouvert affine de Y, on en déduit que cette égalité reste

vraie pour le morphisme O(V) - O(f−1(V)) induit par φ (en recouvrant f−1(V) par

un nombre fini d’ouverts affines). Il en résulte qu’en tant que morphismes de faisceaux

OY
- f∗(OX) on a φ = f∗. Que f soit régulière résulte de la définition d’une application

régulière.

Proposition 2.20. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines et réduites.
(i) L’application f 7→ f∗

Mor(X,Y) - Homalg(O(Y),O(X))

est bijective.

(ii) Un morphisme f : X - Y est un isomorphisme si et seulement si f∗ est un

isomorphisme.
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L’assertion (ii) est une conséquence de (i). Si f : X - Y est un isomorphisme, les

égalités f∗ ◦(f−1)∗ = idO(Y) et (f−1)∗ ◦f∗ = idO(X) montrent que f∗ est un isomorphisme
d’algèbre. Réciproquement, si f∗ est un isomorphisme, l’inverse (f∗)−1 provient d’un

morphisme g : Y - X. Il est immédiat de vérifier que ce morphisme est alors l’inverse

de f.

Nous démontrerons l’assertion (i) en même temps que la proposition ci-dessous. Le
foncteur X 7→ O(X) associe à une variété affine X une k−algèbre O(X). Cette algèbre
n’est pas quelconque : elle est de type fini et réduite, c’est-à-dire qu’elle n’a pas d’élément
nilpotent non nul. La proposition suivante dit toutes les algèbres de type fini réduites sont
de cette forme :

Proposition 2.21. — Une k−algèbre de type fini réduite A est isomorphe à l’algèbre
des fonctions régulières sur une variété algébrique affine.

On rassemble les deux propositions ci-dessus dans l’énoncé suivant :

Théorème 2.22. — Soit Affk,red la catégorie des variétés algébriques sur k, affines
et réduites, et Algk,red celle des k−algèbres de type fini réduites. Le foncteur

Affk,red
- Algk,red

qui associe à une variété algébrique affine réduite X l’algèbre O(X) des fonctions régulières
sur X et à tout morphisme f de telles variétés algébriques l’homomorphisme f∗ est une
équivalence de catégories.

On va en fait associer canoniquement à toute k−algèbre de type fini A un espace
annelé (X,OX), et ceci de manière fonctorielle. Pour vérifier que cet espace annelé est
une variété algébrique affine et réduite si A est réduite, le théorème des zéros de Hilbert
intervient de manière essentielle. Nous en donnons deux versions. La première version est
vraie sur un corps quelconque. Rappelons d’abord que si I un idéal d’un anneau A, le
radical de I est l’idéal de A des éléments x ∈ A dont une puissance appartient à I.

Théorème 2.23. — Soit k un corps et A une k−algèbre de type fini. Soit I un idéal
de A. Le radical de I est l’intersection des idéaux maximaux 1 contenant I.

1 Sur un anneau commutatif et unitaire quelconque, le radical d’un idéal est l’inter-
section de tous les idéaux premiers qui le contiennent. C’est une des raisons pour lesquelles
la théorie des schémas fait intervenir tous les idéaux premiers, et non seulement les idéaux
maximaux.
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Cet énoncé est vrai même si k n’est pas algébriquement clos, et c’est ce qui permet de
remplacer dans ce cadre le théorème des zéros classique, valable si k est algébriquement
clos et que nous énonçons maintenant :

Théorème 2.24. — (Théorème des zéros de Hilbert) On suppose que k est un corps
algébriquement clos. Soit I un idéal de O(An) et Z = V(I) le fermé des zéros de I dans
An. L’idéal des polynômes qui s’annulent sur Z est le radical de I.

Le deuxième énoncé résulte du premier : en effet, si mx est l’idéal maximal de l’algèbre

A = O(kn) des polynômes s’annulant en x ∈ V(I) l’application Z - Spec(A) définie par

x 7→ mx est injective et a pour image l’ensemble des idéaux maximaux contenant I d’après
le théorème 2.10. L’intersection de ces idéaux maximaux est exactement l’ensemble des
polynômes s’annulant sur V(I) qui est donc le radical de I d’après l’énoncé 2.24.

Construction de l’espace annelé associé à A.
Soit A une algèbre de type fini. On considère l’ensemble2 X = Spec(A) des idéaux

maximaux de A, équipé de la topologie suivante : les fermés sont les ensembles de la forme
V(J) ⊂ Spec(A) des idéaux maximaux de A contenant un idéal J donné. Si f ∈ A, les
ouverts Xf des idéaux maximaux m qui ne contiennent pas f constituent encore une base
d’ouverts de X = Spec(A).

Exercice 2.2
Vérifier que les parties V(J) sont bien les fermés d’une topologie sur Spec(A).

On pose
O(Xf ) = Af

où Af désigne l’algèbre des fractions
u

fn
où u ∈ A relative à la partie multiplicative

{fn, n ≥ 0} de A. On se propose de montrer que ceci définit un faisceau en k−algèbres
sur Spec(A). Pour ceci, nous devons définir les morphisme de restriction.

Lemme 2.25. — Soient f et f ′ deux éléments de A. Alors Xf ′ ⊂ Xf si et seulement
si l’élément f ′ appartient au radical de l’idéal (f), c’est-à-dire qu’il existe un entier n ≥ 0
tel que f divise f ′n.

Démonstration. La version 2.23 du théorème des zéros de Hilbert dit que l’application
qui associe à un idéal I de A égal à son radical le fermé V(I) est inversible : elle a
pour inverse l’application qui associe à un fermé F de Spec(A) l’idéal I = ∩m∈Fm ; cette

2 La tradition désigne par Spec(A) le schéma des idéaux premiers d’un anneau A. Dans
le cadre des algèbres de type fini, on peut se limiter au spectre maximal.
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application renverse les inclusions. L’inclusion Xf ′ ⊂ Xf est équivalente à l’inclusion des
fermés V(f) ⊂ V(f ′) de Spec(A) ce qui est équivalent au fait que f ′ appartient au radical
de (f).

On en déduit que si Xf ′ ⊂ Xf , f devient inversible dans l’algèbre des fractions Af ′ .

La propriété de l’anneau des fractions fournit alors un homomorphisme d’algèbres

Af
- Af ′

qui sera dit homomorphisme de restriction satisfaisant, sur les ouverts de la base considérée
aux conditions demandée dans la définition 1.1. Montrons que ceci définit un faisceau
d’algèbres sur X = Spec(A). Considérons un recouvrement Xf = ∪i∈IXfi par des ouverts
distingués. Alors V(f) est l’intersection des fermés V(fi). Il s’agit de montrer

1) l’application Af
- ∏

i Afi est injective.

L’espace topologique Spec(A) est évidemment noethérien ; il en résulte que l’on peut

supposer que le recouvrement est fini. Si
u

fn
s’annule dans Afi

, il existe un entier m ≥ 0

tel que fm
i u = 0. Or dans l’algèbre de type fini Af , il n’y a pas d’idéal maximal contenant

(fm
i ). Donc l’idéal engendré par les fm

i est l’anneau tout entier ; par suite, il existe vi ∈ Af

tel que dans Af ∑
i

vif
m
i = 1.

Il en résulte évidement que u = 0.
2) L’intersection Xfi ∩ Xfj cöıncide avec l’ouvert Xfifj ; on doit montrer qu’étant

donnée une famille si d’éléments de Afi tels que si = sj dans Afifj provient d’une section
s ∈ Af . Commençons par extraire un recouvrement fini (Xfi)i∈F de Xf . On écrit dans
Afi

si =
ui

fni
i

Il existe alors un entier m tel que pour tout i et j ∈ F on ait

(fifj)m(uif
nj

j − ujf
ni
i ) = 0

Comme ci-dessus, on peut trouver des éléments αj ∈ Af tels que∑
j∈F

αjf
nj+m
j = 1

dans Af . L’égalité ci-dessus entrâıne alors si =
∑

j∈F αjujf
m
j dans Afi

pour i ∈ F ce
qui prouve que la fraction s =

∑
j αjujf

m
j de Af a pour image si dans Afi

. Maintenant,
pour les autres i, on considère le recouvrement Xfifj

de Ui = Xfi
. Les sections s|Ui

et si

doivent coincider parce qu’elles cöıncident sur chacun de ces ouverts.
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Proposition 2.26. — Si A est une algèbre de type fini réduite, l’espace annelé
X = Spec(A) ci-dessus est une variété algébrique affine réduite.

Démonstration. Considérons une présentation

α : O(An)/I
∼- A

de A comme quotient d’une algèbre de polynômes par un idéal I. Soit Y = V(I) le fermé
algébrique de An défini par les zéros communs aux éléments de I. Puisque A est réduite,
d’après le théorème des zéros l’idéal I est égal à son radical ; l’algèbre quotient est l’algèbre
des fonctions régulières sur Y. L’isomorphisme α ci-dessus peut donc être vu comme un
isomorphisme de l’algèbre des fonctions régulières sur Y sur l’algèbre A. On a alors une
bijection

φ : Y - X = Spec(A)

qui associe à un point x ∈ X l’idéal maximal de A correspondant aux fonctions régulières
qui s’annulent en x. Considérons un ouvert principal Xf défini par un élément f ∈ A,
auquel correspond une fonction régulière g ∈ O(Y) et un ouvert principal Yg de Y. Alors
φ(Yg) = Xf ce qui prouve que φ est un homéomorphisme. Il reste à identifier les faisceaux
structuraux des deux espaces annelés. Il suffit de construire un isomorphisme d’algèbre
O(Yg) ' Af compatible avec la restriction à des ouverts principaux plus petit.

Lemme 2.27. — Soit Y une variété algébrique affine réduite, et g ∈ O(Y) une
fonction régulière. On a un isomorphisme canonique

O(Y)g ' O(Yg)

Démonstration. Sur l’ouvert Yg la fonction régulière g est inversible. Il résulte
de la propriété universelle de l’anneau des fractions relatif à la partie multiplicative

S = {gn, n ∈ N} que le morphisme de restriction O(Y) - O(Yg) se factorise suivant un

morphisme O(Y)g
- O(Yg) qui associe à la fraction

u

gn
la fonction régulière y 7→ u(y)

g(y)n
.

Montrons l’injectivité : si la fonction régulière de droite s’annule, alors u s’annule sur

l’ouvert g 6= 0. Donc ug = 0 et la fraction
u

gn
=

ug

gn+1
est nulle. Montrons la surjectivité :

pour ceci on identifie Yg avec le fermé algébrique de Y × A1 défini par les couples (y, t)
tels que g(y)t = 1, par le morphisme y 7→ (y, 1

g(y) ). Une fonction régulière sur Y × A1 est

induite par un polynôme (cf. proposition 2.9) s’écrit
∑

i≤m uit
i, où ui ∈ O(Y). Par suite,

une fonction régulière sur Yg s’écrit

y 7→
∑
i≤m

ui(y)
g(y)i
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et donc provient d’une fraction de O(Y)g.

Ceci achève la démonstration de la proposition 2.26 et démontre en particulier
la proposition 2.21, puisque A est isomorphe à l’algèbre des fonctions régulières sur
Spec(A).

Démonstration du théorème 2.22
On va définir un foncteur contravariant Algk,red

- Affk,red. On sait déjà associer

à une algèbre de type fini réduite A une variété algébrique affine réduite Spec(A).

Considérons maintenant un morphisme d’algèbres de type fini réduites φ : A - B ;

on lui associe une application

f : Y = Spec(B) - X = Spec(A)

en posant f−1(m) = φ−1(m) : cet idéal premier est bien un idéal maximal d’après le
lemme 2.19. Si α ∈ A, l’image réciproque de l’ouvert Xα est formé des idéaux maximaux
m de B tels que α /∈ φ−1(m) c’est-à-dire tels que φ(α) /∈ m. Ainsi f−1(Xα) = Yφ(α). Ceci
prouve que f est une application continue. De plus, d’après la propriété universelle de

l’algèbre des fractions, l’homomorphisme d’algèbres A - Bφ(α) se factorise suivant le

diagramme

Aα
- Bφ(α)

ce qui fournit un morphisme de faisceaux en k−algèbres noté encore φ : OX
- f∗(OY).

On a donc associé à un morphisme d’algèbres de type fini réduites φ : A - B un

morphisme de variétés algébriques réduites

(f, φ) : Spec(B) - Spec(A)

souvent noté Specφ. Bien sûr, sur les sections globales on retrouve le morphisme d’algèbres
φ initial. On a donc obtenu un foncteur Ψ : A 7→ Spec A et un isomorphisme A '
O(Spec(A)) clairement fonctoriel en A.

Il reste à construire pour toute variété algébrique affine réduite X un isomorphisme

X - Spec(O(X))

fonctoriel en X. Il suffit de vérifier que l’isomorphisme déjà décrit qui associe à x ∈ X
l’idéal maximal mx de O(X) des fonctions régulières s’annulant en x est fonctoriel en X.
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Il s’agit donc de vérifier que f : X - Y est un morphisme, le diagramme

X - Spec O(X)

Y

f

?
- Spec O(Y)

?

est commutatif. Puisque les variétés sont réduites, d’après le théorème 2.18 il suffit de
vérifier que ce diagramme est commutatif au niveau des application continues sous-
jacentes. Mais si x ∈ X, on a f∗(mf(x)) ⊂ mx et donc l’idéal maximal mf(x) est l’image
réciproque de mx par f∗, ce qui fournit la commutativité du diagramme.

Remarquons que le morphisme d’algèbres O(X) - O(X) induit par l’isomorphisme

X
∼- Spec(O(X)) est l’identité de O(X). Ceci entrâıne la proposition 2.20. En

effet si ϕ : O(Y) - O(X) est un morphisme d’algèbres, le morphisme associé

Spec(O(X)) - Spec(O(Y)) fournit un morphisme de variétés algébriques f : X - Y.

Il n’ y a aucune difficulté pour vérifier que l’application ϕ 7→ f ainsi obtenue est l’inverse
de l’application f 7→ f∗.

Exercice 2.3

On considère le morphisme A - A2 défini par t - (t2, t3). Montrer que ce

morphisme est une application bijective sur la sous-variété algébrique fermée réduite
définie par les couples (x, y) tels que x3 = y2, mais que ce n’est pas un isomorphisme.

2.6. Variétés algébriques

La construction de l’espace annelé Spec(A) donnée ci-dessus n’utilise pas le fait que
l’algèbre de type fini A est réduite. Elle s’étend donc en fait à toute algèbre de type fini,
même non réduite. Si A = O(An)/I, cet espace annelé est isomorphe à l’espace annelé
d’espace topologique sous-jacent Y = V(I), et qui associe à l’ouvert principal Yf de Y
l’algèbre des fractions Af . Par définition, l’algèbre des sections globales est A.

Définition 2.28. — On appelle variété algébrique affine sur k un espace annelé
(X,OX) en k−algèbres isomorphe au spectre (maximal) d’une k−algèbre de type fini.
L’algèbre des sections globales est notée O(X).
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Définition 2.29. — On appelle variété algébrique3 sur k est un espace annelé en
k−algèbres dont tout point possède un voisinage ouvert affine, et dont l’espace topologique
sous-jacent est noethérien. Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme des
espaces annelés sous-jacents.

En général, le faisceau structural n’est plus un faisceau de fonctions. Toutefois
l’algèbre des germes OX,x en un point x ∈ X est une algèbre locale (cf. lemme ci-dessous)
dont le corps résiduel est canoniquement isomorphe à k. On pourra donc parler de la
valeur en x d’une section définie au voisinage de x.

L’algèbre locale d’une variété algébrique

Proposition 2.30. — Soit A une algèbre de type fini, et X = Spec A. Soit m un
point de Spec A, correspondant à un idéal maximal m de A. L’algèbre OX,x des germes de
sections du faisceau structural est isomorphe à la localisée Am de A en l’idéal maximal
m.

Démonstration. On considère les ouverts principaux Xf contenant x, définis par des
éléments f ∈ A. On a donc f /∈ m. Donc l’élément f est inversible dans Am. On a donc

un homomorphisme d’algèbres O(Xf ) = Af
- Am compatible avec la restriction à des

ouverts principaux plus petits ; par conséquent, ce morphisme passe à la limite inductive :
on obtient un homomorphisme d’algèbres

OX,x
- Am

Montrons que cet homomorphisme est bijectif.
Injectivité : si u ∈ O(Xf ) s’annule dans Am, il existe un élément s /∈ m tel que su = 0.

Alors dans Afs on a u = 0. Donc la restriction de u à l’ouvert principal Xfs est nulle.

Surjectivité : Soit v =
u

s
un élément de l’algèbre locale Am , où u ∈ A et s /∈ m. On

a donc par définition m ∈ Xs et la fraction
u

s
a un sens dans O(Xs). Son germe a pour

image v dans Am. D’où la surjectivité.

On peut donc associer à une section f de OX sur un ouvert U une fonction U - k.

3 La terminologie varie suivant les auteurs. Beaucoup d’auteurs réservent le nom de
variété algébrique au cas des variétés intègres, c’est-à-dire irréductibles et réduites. La
notion introduite ici est équivalente à celle de schéma affine de type fini sur k ; pourtant,
les espaces topologiques sous-jacents ne sont pas exactement les mêmes : si A est une
algèbre de type fini sur k, le schéma affine qu’on note aussi traditionnellement Spec(A)
a pour espace topologique sous-jacent l’ensemble de tous les idéaux premiers de A muni
d’une topologie analogue à celle qu’on a définie.
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Lemme 2.31. — Soit X une variété algébrique de faisceau structural OX . Soit CX

le faisceau des fonctions continues sur X.
(i) Les fonctions associées aux sections locales de OX sont continues.
(ii) Le noyau de l’homomorphisme de faisceaux en k−algèbres ainsi obtenu

OX
- CX

est l’idéal des éléments nilpotents.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X = Spec A, et
considérer les fonctions définies sur Spec A. Soit Ared l’algèbre quotient de A par l’idéal

des éléments nilpotents. On a un homéomorphisme Spec Ared
- Spec A et par cet

homéomorphisme, les fonctions associées aux éléments de A deviennent les fonctions
régulières sur la variété algébrique affine réduite Spec Ared. Ce sont donc des fonctions
continues (cf. proposition 2.26). L’algèbre des fonctions obtenues s’identifie à Ared et le

noyau de A - Ared est par définition l’idéal des éléments nilpotents de A.

Si (X,OX) est une variété algébrique, on dispose d’un faisceau en algèbres quotient de
OX par l’idéal N des éléments nilpotents. On obtient ainsi un espace annelé (Xred,OXred

) ;
les espaces topologiques sous-jacents à X et Xred sont les mêmes ; on a un morphisme

canonique (Xred,OXred
) - (X,OX) qui n’est pas un isomorphisme en général. Si

X = Spec(A) l’espace annelé associé n’est autre que Spec(Ared), où Ared est le quotient de
A par l’idéal de ses éléments nilpotents ; ceci prouve que Xred est une variété algébrique
réduite. L’énoncé 2.22 s’étend tel quel aux variétés algébriques :

Théorème 2.32. — Soit Affk la catégorie des variétés algébriques affines, et Algk

celle des algèbres de type fini sur k. Le foncteur contravariant

Φ : Affk
- Algk

qui associe à la variété affine (X,OX) l’algèbre O(X) et à tout morphisme (f, φ) :

(X,OX) - (Y,OY) le morphisme d’algèbres φ : O(Y) - O(X) est une équivalence

de catégories.

Démonstration. On a un foncteur Ψ : A 7→ Spec A et un isomorphisme A '
O(Spec(A)) clairement fonctoriel en A : la construction donnée dans le cas réduit s’étend
sans changement aux cas des algèbres de type fini sur k quelconques. Il reste à construire
pour toute variété affine X un isomorphisme

X - Spec(O(X))

fonctoriel en X. Ici nous ne pouvons plus invoquer le théorème 2.18 qui est spécifique au
cas des variétés réduites.
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Lemme 2.33. — Soit Vark la catégorie des variétés algébriques sur k. Considérons

une k−algèbre A de type fini et le foncteur contravariant Vark
- Ens qui associe à la

variété algébrique X l’ensemble des homomorphismes de k−algèbres Homalg(A,O(X)), et à

un morphisme g : X - Y de Vark l’application Homalg(A,O(Y)) - Homk(A,O(X))

définie par v 7→ g∗v. Ce foncteur est représentable par la variété affine Spec A, munie du

morphisme canonique φ : A - O(Spec A).

Dans cet énoncé, g∗ est l’homomorphisme d’algèbres O(Y) - O(X) associé au

morphisme de variétés algébriques g. Dans le cas où les variétés seraient réduites, les
algèbres sont des algèbres de fonctions continues, et g∗ est la composition par g. L’énoncé

signifie que pour tout homomorphisme d’algèbres ϕ : A - O(X) il existe un morphisme

de variétés algébriques g : X - Spec A unique tel que g∗φ = ϕ.

Démonstration. Considérons un homomorphisme de k−algèbres ϕ : A - O(X).

Montrons d’abord l’existence d’un morphisme g : X - Spec A tel que g∗φ = ϕ.

Un point x ∈ X définit un idéal maximal mx de O(X) et par suite une application

g : X - Spec A définie par x 7→ ϕ−1(mx). Cette application est continue : en effet,

considérons l’ouvert Yf de Y = Spec A défini par un élément f ∈ A. L’image réciproque
de Yf est exactement l’ensemble Xϕ(f) des points où la section ϕ(f) de O(X) ne s’annule
pas. D’après le lemme 2.31 cette section est continue : Xϕ(f) est donc un ouvert de X. La
section ϕ(f) est inversible sur l’ouvert Xϕ(f) et la propriété universelle de l’algèbre des

fractions Af fournit un homomorphisme d’algèbres Af
- O(Xϕ(f)) compatible avec la

restriction à des ouverts principaux plus petits. On obtient donc un homomorphisme de
faisceaux en k−algèbres

ψ : OSpecA
- g∗(OX)

Ainsi, on a obtenu un morphisme de variétés algébrique g : X - Spec A. Sur les sections

globales le morphisme g∗φ est par construction ϕ.

Montrons l’unicité du morphisme g. Soit g : X - Spec A un morphisme de variétés

algébriques. Il s’agit de montrer que g est déterminé par l’homomorphisme d’algèbres

ϕ = g∗φ : A - O(X). Considérons un point x ∈ X, et l’idéal maximal m de A

défini par le point g(x). La même démonstration que pour le théorème 2.18 montre
que l’image réciproque de l’idéal maximal mx des sections de O(X) s’annulant en x par
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l’homomorphisme ϕ est l’idéal maximal m, ce qui montre que l’application continue sous-
jacente à g est déterminée par ϕ. De plus, le diagramme commutatif en tout point x ∈ X

A
ϕ- O(X)

Am

?
- OX,x

?

montre que le morphisme de faisceaux OSpecA
- g∗(OX) est déterminé par ϕ. Ceci

prouve le lemme.

Corollaire 2.34. — Soient A une algèbre de type fini sur k, et X une variété
algébrique. L’application

Mor(X,Spec A) - Homalg(A,O(X))

définie par g 7→ g∗φ est bijective.

Cette application est fonctorielle en A et X. En particulier, si X est une variété
algébrique affine, O(X) est une algèbre de type fini ; on obtient un morphisme de variétés

algébriques f : X - Spec(O(X)) associé à l’identité de O(X). Ce morphisme est

fonctoriel en X.

Corollaire 2.35. — Sur la catégorie des variétés algébriques affines sur k, le
morphisme fonctoriel

f : X - Spec O(X)

est un isomorphisme.

Démonstration. Par construction, le morphisme f ci-dessus est le seul morphisme

X - Spec O(X) rendant commutatif le diagramme

O(X)

@
@

@
@

@

idO(X)

R
O(Spec(O(X)))

φ

? f∗- O(X)
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Il suffit par fonctorialité de démontrer que le morphisme f est un isomorphisme quand
X = Spec A, où A est une algèbre de type fini. On a alors un isomorphisme φ :

A
∼- O(X). Dans l’isomorphisme du corollaire 2.34, le morphisme composé f :

X
f- Spec(O(X))

Spec φ- Spec A correspond à φ, comme on le voit par fonctorialité

sur la catégorie Affk. Il en résulte que ce morphisme composé n’est autre que l’identité de
Spec A. Puisque φ est un isomorphisme, il en est de même du morphisme Specφ et donc
de f.

Corollaire 2.36. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines. L’application

naturelle Mor(X,Y) - Homalg(O(Y),O(X)) définie par f 7→ f∗ est bijective.

Démonstration. Il est clair que le corollaire ci-dessus montre l’injectivité de

cette application. Montrons la surjectivité. Soit v : O(Y) - O(X) un morphisme

de k−algèbres. Le corollaire ci-dessus montre que le morphisme associé Spec v :

Spec(O(X)) - Spec(O(Y)) provient d’un morphisme de variétés algébriques u :

X - Y. Dans le diagramme commutatif

O(Y)
φ- O(Spec(O(Y)))

f∗- O(Y)

O(X)

v

? φ- O(Spec(O(X)))
? f∗- O(X)

u∗

?

les composées des flèches horizontales cöıncident avec l’identité. Ceci montre que u∗ = v.

D’où la surjectivité.

Le corollaire 2.36 achève la démonstration du théorème 2.32

Exemple.
Considérons les algèbres A = O(A1)/(z) et

B = O(A1)/(z2).

Les variétés algébriques sous-jacentes à Spec A et Spec B ont un espace topologique sous-
jacent réduit à un point. Pourtant, ces variétés ne sont pas isomorphes : en effet, les
algèbres A et B ne sont pas isomorphes. L’algèbre A est isomorphe à k, tandis que B a
des éléments nilpotents non nuls. En fait, Spec A est la variété algébrique réduite associée
à Spec B.
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Exercice 2.4
Soit X une variété algébrique. Montrer que l’application canonique

Mor(X,A1) - O(X)

est un isomorphisme, fonctoriel en X.

2.7. Recollement de variétés algébriques

Soit X un espace topologique. Etant donné un recouvrement ouvert (Ui) de X, on
désigne par Uij l’intersection Ui ∩Uj , par Uijk l’intersection Ui ∩Uj ∩Uk.

Théorème 2.37. — Soit X un espace topologique. On se donne
1) un recouvrement ouvert Ui de X;
2) pour chaque i un faisceau en k−algèbres Ai ;
3) Pour chaque (i, j) un isomorphisme de faisceaux en algèbres

φji : Ai|Uij
- Aj |Uji

satisfaisant aux conditions suivantes :
— pour tout (i, j, k) on a φki = φkjφji sur Uijk

— pour tout i, φii = id.
Il existe un faisceau en k−algèbres A sur X et des isomorphismes de faisceaux en

k−algèbres

φi : A|Ui

∼- Ai

tels que sur Uij on ait φjφ
−1
i = φji Le couple formé du faisceau A et des isomorphismes

φi est déterminé de manière unique par ces conditions.

Démonstration. Les ouverts U de X contenus dans un des ouverts Ui constituent une
base d’ouverts. Pour un tel ouvert, on considère l’algèbre A(U) quotient de

∐
i,U⊂Ui

Ai(U)
par la relation d’équivalence définie par (i, s) ∼ (j, t) (où s ∈ Ai(U) et t ∈ Aj(U)
si t = φjis. Les relations imposées dans l’énoncé disent qu’il s’agit d’une relation
d’quivalence ; sur le quotient on définit canoniquement une structure d’algèbre de sorte

que le morphisme Ai(U) - A(U) qui associe à s sa classe d’équivalence soit un

isomorphisme d’algèbres. Il est clair que le préfaisceau A ainsi défini est un faisceau
puisqu’il suffit de vérifier la propriété de recollement imposée aux faisceaux sur les ouverts
de la base. Le fait que Ai soit un faisceau entrâıne que A est un faisceau. L’unicité est
évidente.
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Supposons que l’espace topologique X soit noethérien. Si on applique cet énoncé au
cas où les espaces annelés (Ui,Ai) sont des variétés algébriques, l’espace annelé (X,A)
ainsi construit est une variété algébrique. Souvent, la structure de variété algébrique
sur les ouverts Ui est obtenue par image réciproque du faisceau structural par un

homéomorphisme αi : Ui
- U′

i. Par cet homéomorphisme, l’intersection Uij correspond

à un ouvert U′
ij de Ui et la donnée des isomorphismes φij revient à se donner un

isomorphisme de variétés algébriques φ′ji : U′
ij

- U′
ji dont l’application continue sous-

jacente est αjα
−1
i , satisfaisant aux conditions de cocycle :

— pour tout (i, j, k) on a φ′ki = φ′kjφ
′
ji sur U′

ijk = U′
ij ∩U′

ik

— pour tout i, φ′ii = id.

Lorsque ces variétés algébriques sont réduites, les faisceaux Ai sont des sous-faisceaux
du faisceau des fonctions continues à valeurs scalaires ; d’après le théorème 2.18, l’existence
des morphismes φij signifie que la restriction des faisceaux Ai et Aj à l’ouvert Uij

cöıncident, et les morphismes φij se réduisent à l’identité. Par conséquent les conditions de
cocycle imposées sur les ouverts Uijk ou U′

ijk sont automatiquement satisfaites. L’existence

des morphismes φji équivalent aux fait que les applications φ′ji = αjα
−1
i : U′

ij
- U′

ji

sont régulières pour tout (i, j). On dit alors que les homéomorphismes αi constituent un
atlas algébrique sur X. Les homéomorphismes αi sont appelés des cartes locales. Pour

vérifier qu’une application f : X - Y est régulière, il suffit de vérifier que sa restriction

aux ouverts Ui est régulière, c’est-à-dire, si l’on préfère, que l’application fα−1
i est régulière

sur la variété U′
i.

Exemple 1
Considérons le quotient P1 = (A2 − {0})/k∗, muni de la topologie quotient de la

topologie de Zariski par la projection canonique

π : A2 − {0} - P1.

La classe de (x, y) est notée [x, y]. Les ouverts U0 = {[x, y], y 6= 0} et U∞ = {[x, y], x 6= 0}

recouvrent P1. Les cartes locales α0 : U0
- A1 et α∞ : U∞ - A1 définies

respectivement par α0([x, y]) =
x

y
et α∞([x, y]) =

y

x
sont compatibles : le changement

de cartes φ0,∞ est défini sur A1 − {0} par φ∞,0(z) =
1
z

: c’est donc un isomorphisme de

A1 \ {0} sur lui-même. Ainsi, les cartes locales α0 et α∞ définissent un atlas (algébrique)
sur P1. Puisque P1 est évidemment noethérien, cet atlas fournit sur P1 une structure de
variété algébrique : en fait cette variété algébrique est la même que la droite projective
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définie en équipant P1 du faisceau π∗(OA2−{0})k∗ . Ceci résulte du fait que les faisceaux de
fonctions régulières cöıncident sur les ouverts Ui.

Exemple 2
Considérons plus généralement le quotient Pn = An+1−{0}/k∗, muni de la topologie

quotient de la topologie de Zariski. On a vu dans la section 2.4 que cet espace topologique
est noethérien. On note [x] la classe d’un point x ∈ kn+1 \ {0}. Désignons par Ai le
sous-espace affine de kn+1 des points x = (x0, . . . , xn) tels que xi = 1, et considérons
l’ouvert Ui de Pn défini par les points [x] tels que xi 6= 0. On prend pour cartes locales
les homéomorphismes αi : Ui −→ Ai définis par ϕi([x]) = x

xi
; ces cartes locales sont bien

compatibles : le changement de cartes φ′ji est défini sur l’ouvert U′
i,j des points x ∈ Ai

tels que xj 6= 0, par la formule

ϕ′ji(x) =
x

xj

Ainsi, φ′ji est une application birégulière de U′
i,j sur U′

j,i. On obtient ainsi un atlas sur
l’espace projectif Pn. Ici encore, la structure de variété algébrique associée sur Pn est la
même que celle qui est définie dans la section 2.4.

2.8. Produits

La construction du produit de deux variétés algébriques nécessite l’usage de la
propriété de recollement qu’on vient de décrire.

Dans une catégorie le produit de deux objets X et Y est un objet Z muni de

morphismes Z
p- X et Z

q- Y de sorte que la propriété universelle suivante soit

satisfaite : l’application

Mor(S,Z) - Mor(S,X)×Mor(S,Y)

définie par f 7→ (pf, qf) est bijective. Le triplet (Z, (p, q)) est alors déterminé à isomor-
phisme près par cette condition. On le note Z = X×Y.

Par exemple, dans la catégorie des variétés algébriques, l’espace affine An+m, muni

des projections canoniques pr1 : An+m - An et pr2 : An+m - Am est le produit de

An et Am.

Proposition 2.38. — Dans la catégorie des variétés algébriques affines réduites, il
existe des produits finis.

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration pour deux fermés algébriques
X ⊂ An et Y ⊂ Am. Alors le produit ordinaire X × Y est un fermé algébrique de
An × Am = An+m. Si f1, . . . , f` ∈ O(An) et g1, . . . , gs sont des générateurs pour les
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idéaux de X et Y respectivement, le fermé X × Y de An+m est défini par l’annulation
simultanée des polynômes pr∗1(fi) et pr∗2(gj) de O(An+m). On le munit des projections

pr1 : X × Y - X et pr2 : X × Y - Y. Ces projections sont évidemment des

applications régulières. La vérification de la propriété universelle ne pose aucune difficulté.

Remarque 2.39. — Il est important de remarquer que la topologie sous-jacente
au produit n’est pas la topologie produit. Sauf dans des cas très particulier, elle est
strictement plus fine que la topologie produit.

Lemme 2.40. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines réduites. Le

morphisme canonique O(X)⊗k O(Y) - O(X×Y) est un isomorphisme.

Démonstration. Cet énoncé est évident pour X = An et Y = Am. Considérons des
bases fi et gj pour O(X) et O(Y). Alors les tenseurs fi ⊗ gj forment une base de X× Y.
L’application

O(X)⊗k O(Y) - O(X×Y)

ci-dessus associe à l’élément
∑

i,j ai,jfi ⊗ gj (où ai,j ∈ k ) la fonction régulière sur X×Y
définie par (x, y) 7→

∑
i,j ai,jfi(x)gj(y). Montrons l’injectivité : si cette fonction régulière

est identiquement nulle, alors pour tout j,
∑

j ai,jfi(x) = 0 et par suite ai,j = 0. Elle est
clairement surjective : si h(x, y) est une fonction régulière sur X×Y, elle est induite par un
polynôme H sur An+m; ce polynôme provient d’un tenseur

∑
i,j Pi ⊗Qj , où Pi ∈ O(An)

et Qj ∈ O(Am). Par suite, si on pose ui = Pi|X et vj = Qj |Y , la fonction h provient de∑
i,j ui ⊗ vj .

Remarque 2.41. — Le lemme 2.40 prouve que le produit tensoriel de deux algèbres
de type fini réduites est une algèbre réduite.

Proposition 2.42. — Dans la catégorie des variétés algèbriques affines, il existe
des produits finis.

Démonstration. On considère X = Spec A et Y = Spec B, où A et B sont des algèbres
de type fini. Motivé par le cas des variétés algèbriques affines réduites, nous considérons
l’algèbre A ⊗k B. Cette algèbre est encore de type fini. On peut considérer la variété

algébrique Z = Spec(A⊗ B), munie des morphismes Z
p- X et Z

q- Y associés aux

morphismes d’algèbres A - A⊗B et B - A⊗B définis par a 7→ a⊗1 et b - 1⊗b.

Vérifions la propriété universelle ; soit S = Spec C une variété algébrique affine : d’après
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le théorème 2.32 et la propriété universelle du produit tensoriel des algèbres A et B on a

Mor(S,Z) ' Homalg(A⊗ B,C)

' Homalg(A,C)× Homalg(B,C)

' Mor(S,X)×Mor(S,Y)

Il est clair que cette bijection est donnée par f 7→ (pf, qf). Ceci démontre la proposition.

Remarque 2.43. — Si X est une variété algébrique, le préfaisceau sur S défini par
U 7→ Mor(U,X) est un faisceau. Il en résulte que la variété Spec(A ⊗ B), munie des
projections p et q est aussi le produit dans la catégorie de toutes les variétés algébriques.
Remarquons par ailleurs que l’ensemble sous-jacent à X × Y est bien le produit au sens
ordinaire. (Dans le cadre des schémas il y a bien des produits finis, mais cette propriété
ne subsiste pas).

Théorème 2.44. — Il existe, dans la catégorie des variétés algébriques sur k, des
produits finis.

Démonstration. Il suffit de montrer que le produit de deux variétés algébriques existe.
Soient X et Y deux variétés algébriques. On considère des recouvrement ouverts affines
Ui et Vj de X et Y respectivement. Alors l’ensemble produit Z = X×Y est recouvert par
les variétés algébriques affines Zij = Ui × Vj qu’on vient de définir. On munit le produit
Z de la topologie finale pour les inclusions Zij ↪→ Z : autrement dit une partie V ⊂ Z
est ouverte si V ∩ Zij est ouvert dans Zij . Pour cette topologie, les Zij sont des ouverts ;
l’intersection Zij∩Zk` s’identifie à l’ouvert produit Uik×Vj`. C’est un ouvert sur lequel les
structures de variétés de Zij et Zk` cöıncident : on peut en effet recouvrir les ouverts Uik

et Vj` par des ouverts affines Wp et Tq respectivement, et les deux structures précédentes
cöıncident avec celle de la variété algébrique produit Wp×Tq. Il résulte du théorème 2.37
qu’il existe un faisceau d’anneau OZ et des isomorphismes

OZ|Zij
= OZij

.

Les morphismes Zij
- Ui et Zij

- Vj se recollent également pour donner des

morphismes Z - X et Z - Y (dont les applications sous-jacentes sont les projections

canoniques). Vérifions la propriété universelle de produit. Soient f : S - X et

g : S - Y un couple de morphismes ; on peut recouvrir S par des ouverts Sij tels

que f(Sij) ⊂ Ui et g(Sij) ⊂ Vj . Les restrictions de f et g à Sij fournissent un morphisme

Sij
- Zij ⊂ Z ; ces morphismes cöıncident sur les intersection Sij ∩ Sk`. Ceci définit
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un morphisme S - Z qui se projette sur (f, g). Montrons maintenant l’unicité. Si

h : S - Z est un morphisme qui se projette sur (f, g) ∈ Mor(S,X) × Mor(S,Y), on

recouvre S ouvert Sij tels que h(Sij) ⊂ Ui ×Vj . Alors la projection de h|Sij sur Ui (resp.
Vj) est f |Sij (resp g|Sij ). Ceci détermine h|Sij et par suite h est déterminé de manière
unique.

Exercice 2.5

Soient X et Y deux variétés algébriques, et (x, y) ∈ X × Y. On a un morphisme
d’algèbres

OX,x ⊗ OY,y
- OX×Y,(x,y)

Montrer que ce n’est pas en général un isomorphisme.

2.9. Séparation

Sous-variétés fermées d’une variété algébrique

Lemme 2.45. — Soit X une variété algébrique, et I ⊂ OX un idéal de OX. Le support
Y de OX/I est un fermé.

Démonstration. Le support du faisceau OX/I est l’ensemble des points x ∈ X où le
germe 1x n’est pas nul. Le complémentaire est trivialement un ouvert.

Définition 2.46. — Soient X une variété algébrique, et I ⊂ OX un idéal de OX et
Y le support de OX/I. Si l’espace annelé (Y,OX/I|Y) est une variété algébrique, on dit
que c’est une sous-variété fermée 4.

Exemple.

Soit X une variété algébrique et x un point de X. L’idéal de OX des sections locales qui
s’annulent en x définit une sous-variété fermée, dont le faisceau structural est le faisceau
constant k.

Si (Y,OY) est une sous-variété fermée de (X,OX), on dispose d’un morphisme

i : (Y,OY) - (X,OX). Le morphisme de faisceaux en algèbres OX
- i∗(OY) est

surjectif. Il en résulte qu’une sous-variété fermée est un sous-objet au sens des catégories :

pour toute variété S, l’application Mor(S,Y) - Mor(S,X) définie par f 7→ if est

injective.

4 Souvent on dit que c’est un sous-schéma fermé.
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Définition 2.47. — Soit f : Z - X un morphisme de variétés algébriques. On

dit que f est un plongement fermé 5 si f se factorise à travers une sous-variété fermée

Y ⊂ X par un isomorphisme g : Z - Y.

Exemple

Soit A une algèbre de type fini, et X = Spec(A) la variété affine associée. Pour

tout idéal I ⊂ A le morphisme canonique Spec(A/I) - Spec(A) est un plongement

fermé sur une sous-variété fermée de X. On verra plus tard que toute sous-variété fermée
de X est de cette forme. Cette propriété qui fait appel au théorème de structure des
faisceaux algébriques cohérents sur les variétés affines sera utilisée sans démonstration
pour l’instant. On obtient ainsi une correspondance bijective entre l’ensemble des idéaux
de A et l’ensemble des sous-variétés fermées de X. Dans cette correspondance, aux idéaux
égaux à leur radical correspondent les sous-variétés fermées réduites de X.

Exercice 2.6

Soit P ∈ O(An) un polynôme irréductible. Démontrer que l’idéal I engendré par P
est premier. En déduire que l’anneau des fonctions régulières sur le fermé X = V(P) est
isomorphe au quotient O(An)/I.

Exemple

Soit I ⊂ O(An+1) un idéal homogène (c’est-à-dire engendré par des polynômes
homogènes) de O(An+1). On considère la sous-variété fermée Y = Spec(O(An+1)/I) de
An+1 définie par I. Cette variété est invariante par l’action du groupe multiplicatif k∗.

On considère le quotient X = Y − {0}/k∗, muni de la projection π : Y − {0} - X

équipé de la topologie quotient et du faisceau en algèbres OX = π∗(OY−{0})k∗ des sections
invariantes par l’action de k∗.

Exercice 2.7

1) L’espace annelé X = W(I) ainsi construit est une sous-variété algébrique fermée
de l’espace projectif Pn.

2) Toute sous-variété de Pn est de cette forme.

2) L’application de l’ensemble des idéaux homogènes I de O(An+1) dans l’ensemble
des sous-variété fermées qui associe à I associe la sous-variété fermés W(I) est surjective,
mais n’est pas injective.

5 On dit aussi immersion fermée. Le mot immersion ayant un sens plus faible en
géométrie différentielle, nous éviterons cette terminologie.
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Séparation

Cette propriété n’a rien à voir avec la séparation de l’espace topologique sous-jacent,
qui n’arrive presque jamais.

Soit X une variété algébrique. D’après la propriété universelle du produit X × X, il

existe un morphisme X - X×X qui se projette sur (idX, idX). Ce morphisme est appelé

le morphisme diagonal ; l’image de l’application continue sous-jacente au morphisme
diagonal est la diagonale ∆ de X×X .

Définition 2.48. — On dit que X est une variété séparée si la diagonale ∆ est un
fermé de X×X.

Exemple

Les variétés algébriques affines sont de variétés séparées ; en effet, soit X est une telle
variété, et ∆ la diagonale de X×X. Si (x, y) /∈ ∆ il existe f ∈ O(X) telle que f(x) 6= f(y).
Alors pr∗1(f) − pr∗2(f) ∈ O(X × X) s’annule sur la diagonale et ne s’annule pas en (x, y).
Donc le complémentaire de la diagonale est un ouvert. Bien entendu, l’espace topologique
sous-jacent à X×X n’est pas en général séparé.

Exemple

Soit X la variété algébrique (réduite) obtenue en quotientant A1×{0, 1} par la relation
d’équivalence qui identifie (x, 0) avec (x, 1) quand x 6= 0. Désignons par 0 la classe de (0, 0)
et 0′ celle de (0, 1). Cette variété algébrique n’est pas séparée. Dans la fermeture de la
diagonale, on trouve les points (0′, 0) et (0, 0′) qui ne font pas partie de la diagonale.

Proposition 2.49. — Si X est une variété algébrique séparée, le morphisme diagonal

δ : X - X×X est un plongement fermé.

Démonstration. Considérons la projection pr1 : X × X - X. On a pr1δ = idX

ce qui prouve que δ est un homéomorphisme sur son image. Considérons le morphisme

canonique6 δ∗ : OX×X
- δ∗OX dont on désigne par I le noyau. Ce morphisme est

surjectif : en effet, si f ∈ OX(U), considérons la section f1 = pr1∗(f) de OX×X(U×X) image
réciproque par la projection pr1. On a alors δ∗(f1) = f. Il en résulte que le morphisme δ
est un isomorphisme de X sur la sous-variété définie par l’idéal I.

6 Même si les variétés ne sont pas réduites, on utilisera désormais la notation f∗ pour
désigner le morphisme induit sur les faisceaux structuraux par le morphisme f . Bien sûr,
f∗ n’est pas dans le cas des variétés algébriques non réduites déterminée par l’application
continue sous-jacente
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Voyons comment se traduisent les conditions de séparation sur les variétés définies
par recollement de variétés algébriques réduites et séparées. On reprend les notations de
la section 2.7.

Lemme 2.50. — Soit (X,A) une variété algébrique munie d’un atlas algébrique

A = {αi : Ui
- U′

i} de source des ouverts Ui de X et de but des variétés algébriques

séparées U′
i . Alors la variété algébrique X est séparée si et seulement si pour tout couple

de cartes locales distinctes αi et αj, le graphe du changement de cartes φi,j : U′
i,j

- U′
j,i

est fermé dans le produit U′
i ×U′

j (muni de la topologie de Zariski).

Démonstration. Considérons les cartes locales αi : Ui
- U′

i. Les ouverts Ui ×Uj

recouvrent X × X. La diagonale ∆ de X × X est fermée dans X × X si et seulement si
∆ ∩ (Ui × Uj) est fermé dans le produit Ui × Uj . Or par l’homéomorphisme αi × αj ,

l’image de ∆∩ (Ui ×Uj) est le graphe du changement de cartes. Il revient donc au même
de demander que pour tout couple de cartes locales αi et αj le graphe du changement
de cartes soit fermé dans U′

i × U′
j . Comme c’est bien sûr le cas si i = j à cause de la

séparation de Ui. D’où l’énoncé.

Exemple

Reprenons l’exemple 1 de la section 2.7 ; le graphe du changement de cartes est
l’ensemble des couples (x, y) ∈ A1 × A1 tels que xy = 1. C’est donc bien un fermé de
Zariski. Donc la droite projective P1 est une variété algébrique séparée.

Exercice 2.8

Démontrer que l’espace projectif Pn est une variété algébrique séparée.

Exercice 2.9

Un ouvert d’une variété algébrique séparée est séparé. Une sous-variété fermée d’une
variété algébrique séparée est séparée.

Exercice 2.10

Dans une variété algébrique séparée, l’intersection de deux ouverts affines est un
ouvert affine.
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Désormais toutes les variétés algébriques considérées seront supposées séparées.

Image réciproque d’une sous-variété

Proposition 2.51. — Soient f : X - Y un morphisme de variété algébriques,

et Z ⊂ Y une sous-variété fermée. Il existe une unique sous-variété fermée de X, notée

f−1(Z), caractérisée par la propriété suivante : le morphisme induit f−1(Z) - Y se

factorise par Z, et le diagramme commutatif

f−1(Z) ↪→ X

Z
?

↪→ Y

f

?

est cartésien.

La dernière propriété signifie que pour toute variété algébrique S et tout morphisme

u : S - X tel que le morphisme fu se factorise à travers Z le morphisme u se factorise

(obligatoirement de manière unique) à travers f−1(Z).

Démonstration. Etant donné un morphisme de variétés algébriques X - Y, et

une sous-variété fermée Z de Y définie par un idéal I de OY on considère l’espace annelé
f−1(Z) définie par l’idéal f−1(I)OX. Son support est l’ensemble des points x de X tels que
OX,x 6= If(x)OX,x, c’est-à-dire tels que If(x)OX,x soit contenu dans l’idéal maximal mx de
OX,x. Cette propriété signifie que l’idéal If(x) est contenu dans l’idéal image réciproque
de mx par l’homomorphisme local

f∗ : OY,f(x)
- OX,x

c’est-à-dire l’idéal maximal de OY,f(x). Cela équivaut à If(x) 6= OY,f(x). Ainsi, le support
de f−1(Z) est, au moins ensemblistement, l’image réciproque de Z. Montrons que f−1(Z),
muni du faisceau en algèbres OX/f

−1(I)OX, restreint à f−1(Z), est une variété algébrique.
La question est locale. On peut supposer que X = Spec A, Y = Spec B, où A et B sont
des algèbres de type fini, et que la sous-variété fermés Z est définie par un idéal I ⊂ B, de

sorte que Z = Spec(B/I) ⊂ Spec(B). Le morphisme f est donné par φ : B - A. Alors

f−1(Z) = Spec(A/IA)

En effet, il est clair que les espaces topologiques sous-jacents sont les mêmes :
en effet, l’algèbre locale du faisceau (OX/f

−1(I)OX|f−1(Z)) est (A/IA)m au point de
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Spec A défini par l’idéal maximal m. Le support de ce faisceau est constitué des points
correspondant aux idéaux maximaux m de A qui contiennent IA : c’est exactement le
fermé V(IA) = Spec(A/IA) ⊂ Spec(A). Il reste à prouver que les faisceaux en algèbres
sont les mêmes : le faisceau OX/f

−1(I)OX est associé au préfaisceau qui associe à l’ouvert
principal Xα (pour α ∈ A) l’algèbre quotient Aα/(IA)α; cette algèbre s’identifie à l’algèbre
des fractions (A/IA)α où IAα est l’idéal de Aα engendré par l’image de I par le morphisme

d’algèbres f∗ : B - Aα. La restriction de ce faisceau au fermé V(IA) n’est autre

que le faisceau associé à l’algèbre de type fini A/IA. Ceci prouve que f−1(Z) est une
variété algébrique. Il reste à prouver la propriété universelle. C’est une vérification sans
difficultés.

Exemple.

Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques. L’image réciproque d’un

point y ∈ Y est une sous-variété fermée de X, qu’on appelle la fibre de f en x. Même si
X et Y sont réduites, il n’y aucune raison pour que cette fibre soit réduite. Par exemple,
si on prend X = Y = A1 et pour f l’application régulière x 7→ x2, la sous-variété de Y
réduite au point η ∈ Y est définie par l’idéal maximal n = (y − η) de k[y], et la fibre
Xη = f−1(η) au dessus de η est Spec(k[x]/(x2− η)). L’algèbre k[x]/(x2− η) est réduite si
η 6= 0. Mais si η = 0, cette algèbre n’est pas réduite : c’est ce qu’on appelle le point double
de support 0. La variété réduite associée est bien sûr Spec(k[x]/(x)) : c’est la sous-variété
algébrique de A1 réduite au point 0.

Noyau des doubles flèches

Proposition 2.52. — Soient f : X - Y et g : X - Y deux morphismes de

variétés algébriques. Il existe une sous-variété algébrique fermée N ⊂ X caractérisée par
la propriété universelle suivante : pour toute variété algébrique S on a une suite exacte
ensembliste

Mor(S,N) - Mor(S,X)
f-

g
- Mor(S,Y)

Ceci signifie que tout morphisme u : S - X tel que fu = gu se factorise (de

manière unique) à travers Z.

Démonstration. Puisque Y est une variété séparée, le noyau N en question est l’image

réciproque de la diagonale de Y×Y par le morphisme (f, g) : X - Y×Y. La propriété

universelle résulte de celle de l’image réciproque.
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Exercice 2.11
Soient X une variété algébrique, et U et V deux ouverts affines de X. Démontrer que

l’intersection U ∩V est un ouvert affine.

Exercice 2.12
Soient X

f- S et Y
g- S deux morphismes de variétés algébriques. Montrer qu’il

existe une variété algébrique notée X×S Y munie de morphismes pr1 : X×S Y - Y et

pr2 : X×S Y - Y caractérisée par le fait que le diagramme

X×S Y
pr2 - Y

X

pr1

? f - S

g

?

est cartésien. Cette variété algébrique s’appelle le produit fibré de X et Y au-dessus de S.

2.10. Variétés projectives

Définition 2.53. — On dit qu’une variété algébrique est projective si elle est
isomorphe à une sous-variété fermée de l’espace projectif.

Proposition 2.54. — Sur une variété projective et réduite, une fonction régulière
ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Il en résulte en particulier que dimk O(X) < ∞. On verra plus tard que ce dernier
résultat reste vrai même sur une variété projective non réduite. L’énoncé ci-dessus résulte
du théorème de propreté.

Théorème 2.55. — (Théorème de propreté) Soit X une variété projective. Pour

toute variété Y, la projection canonique pr2 : X×Y - Y est fermée.

Démonstration de la proposition 2.54

Soit f : X - k une fonction régulière. Considérons l’application composée

f : X - k ↪→ P1

Joseph Le Potier
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L’image est d’après le théorème de propreté un fermé de P1. Puisque ce n’est pas P1, c’est
un nombre fini de points.

Remarque préliminaire

La projection π : An+1 − {0} - Pn identifie les fermés de Pn aux fermés de

An+1 − {0} invariants par homothétie ; ils sont induits par les fermés de An+1 invariants
par homothétie. Un tel fermé est défini par des équations homogènes

H1 = . . . = H` = 0

Il est réduit à {0} si et seulement si la racine de l’idéal (H1, . . . ,H`) est égale à l’idéal
maximal m0 de O(An+1) des fonctions qui s’annulent en 0. Ceci résulte du théorème des
zéros de Hilbert.

Démonstration du théorème 2.55
On se ramène de manière évidente au cas où X = Pn et Y = Ap. Désignons

par π : An+1 − {0} - Pn la projection canonique. Soit F ⊂ Pn × Ap un fermé,

G = (π × idAp)−1(F) le fermé image réciproque de F dans (An+1 − {0}) × Ap, et G son
adhérence. Ce fermé est défini par F les points (x, y) ∈ (An+1−{0})×Ap satisfaisant aux
équations polynômiales

H1(x, y) = 0, . . . ,H`(x, y) = 0

et on peut supposer que Hi est un polynôme homogène de degré di ≥ 0 par rapport à x.
On désigne par Hi,y le polynôme homogène x 7→ Hi(x, y). On dispose ainsi d’une famille
finie de polynômes homogènes qui dépendent du paramètre y.

Soit y0 /∈ pr2(F). Les polynômes homogènes Hi,y0(i = 1, . . . , `) ont au plus l’origine
comme zéro commun. Il résulte du théorème des zéros de Hilbert qu’il existe un entier r
tel que

mr
0 ⊂ (H1,y0 , . . . ,H`,y0)

Désignons par Sm l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré m sur An+1.

L’inclusion ci-dessus signifie que l’application linéaire canonique

⊕`
i=1Sr−di

−→ Sr

(Q1, . . . ,Q`)7−→
∑̀
i=1

QiHi,y0

est surjective. Elle reste évidemment surjective quand on remplace y0 par y, pourvu que
y soit suffisamment voisin de y0. Ceci signifie que le fermé de Pn défini par les polynômes
homogènes H1,y, . . . ,H`,y est encore vide. Ainsi, le complémentaire de pr2(F) est un ouvert.
Autrement dit, pr2(F) est un fermé.
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2.11. Le plongement de Segre

Un produit de variétés projectives est une variété projective. Cela résulte de l’énoncé
suivant :

Proposition 2.56. — La variété produit Pn × Pm est isomorphe à un fermé de
l’espace projectif Pnm+n+m.

Démonstration. Si E est un espace vectoriel de dimension n, on obtient sur P(E) =
(E − {0})/k∗ une structure de variété isomorphe à Pn en choisissant une base. Cette
structure est indépendante du choix de la base.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension n + 1 et m + 1 respectivement.
Considérons l’application

E− {0} × F− {0}−→E⊗ F− {0}

(x, y) 7→ x⊗ y

Cette application est compatible avec l’action du groupe multiplicatif k∗ et définit par
passage au quotient une application

φ : P(E)× P(F) −→ P(E⊗ F)

Montrons qu’elle est régulière ; considérons des bases (ei)i=0,...,n et (fj)j=0,...,m de E et
F respectivement. On désigne par xi (resp. yj) les coordonnées d’un point x ∈ E (resp.
y ∈ F) dans ces bases. L’application φ est donnée par

([(xi)i], [(yj)j ]) 7→ [(xiyj)i,j ].

Considérons l’ouvert W0,0 ⊂ P(E⊗F)) des points [u =
∑

i,j ui,jei ⊗ fj ] tels que u0,0 6= 0.

L’image réciproque φ−1(W0,0) de cet ouvert est l’ouvert des couples ([x], [y]) tels que
x0 6= 0 et y0 6= 0. Soit An,m le sous-espace affine de kn+1 ⊗ km+1 des tenseurs donnés par
les matrices (ui,j)i,j telles que u0,0 = 1. Dans les cartes usuelles associées aux structures
de variétés algébriques sur les trois espaces projectifs ci-dessus, l’expression de φ est
l’application An × Am −→ An,m ⊂ kn+1 ⊗ km+1 définie par

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym)) 7→


1 x1 . . . xn

y1 x1y1 . . . xny1
...

...
. . .

...
ym x1ym . . . xnym


Cette application est évidemment régulière. De plus, il est clair que c’est un isomorphisme
sur le fermé algébrique de An,m défini par les matrices de rang ≤ 1. On peut évidemment
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permuter les coordonnées ; on obtient ainsi que φ est un isomorphisme de P(E) × P(F)
sur le sous-espace fermé de P(E ⊗ F)) des classes [u] de tenseurs u ∈ E ⊗ F de rang 1,

c’est-à-dire définissant une application linéaire E∗ - F de rang un.

Le morphisme φ : Pn × Pm −→ Pnm+n+m ainsi obtenu est appelé plongement de
Segre.

Exemple
Par le plongement de Segré, P1 × P1 s’identifie à la sous-variété algébrique fermée

de P3 des classes de matrices
(
a b
c d

)
non nulles et telles que ad − bc = 0. On obtient

ainsi une quadrique de P3, définie par une forme quadratique non dégénérée sur l’espace
vectoriel k4.

Exemple
Par le plongement de Segré, P2 × P2 s’identifie à la sous-variété algébrique fermée de

P(k3⊗ k3)) ' P9 des classes d’équivalence d’applications linéaires de rang 1. Ce fermé est
l’intersection de 9 quadriques.

Corollaire 2.57. — Un produit de variétés projectives est une variété projective.

2.12. La grassmannienne

Soit E un espace vectoriel de dimension n+m. La grassmanienne Grass(n,E) désigne
l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de E. On va munir cet ensemble
d’une structure de variété algébrique réduite.

Soit K un sous-espace vectoriel de dimension m de E. Considérons l’ensemble
UK ⊂ Grass(n,E) des points H tels que H ∩K = {0}.

K

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

H

On peut identifier UK à un fermé algébrique de l’espace vectoriel L(E,K) des applications

linéaires de E dans K en associant à H la projection pH : E - K de noyau H. Les
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projections E - K constituent un sous-espace affine AK de L(E,K) : c’est l’ensemble

des applications linéaires f : E - K telles que f |K = idK, c’est-à-dire l’image réciproque

de idK par l’application linéaire f 7→ f |K. On munit l’ensemble Grass(n,E) de la topologie
la topologie finale relative aux inclusions AK ↪→ Grass(n,E).

Changement de cartes

Considérons maintenant deux sous-espaces vectoriels K et K1 de dimension m.

K

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

H

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@@

K1

Soit H ∈ UK, et p = pH. Le point H appartient à UK1 si et seulement si ker p∩K1 = {0},

c’est-à-dire si p|K1 : K1
- K est inversible. Cette condition détermine dans l’espace

affine AK un ouvert de Zariski U′
K,K1

. Il en résulte que UK est un ouvert de Grass(n,E).

Si p appartient à cet ouvert, le sous-espace H est aussi le noyau de la projection

p1 : E - K1 définie par

p1 = (p|K1)
−1 ◦ p

L’application AK
- AK1 définie par p 7→ (p|K1)

−1 ◦ p est induite par une application

régulière, ce qui prouve qu’elle est régulière. Son image est l’ouvert U′
K1,K et le changement

de cartes est évidemment un isomorphisme de variétés algébriques réduites. On obtient
ainsi un atlas algébrique sur Grass(m,E). Il reste à vérifier que Grass(n,E) est noethérien
et que la variété algébrique ainsi obtenue est séparée.

Condition de finitude

On montre que l’on peut recouvrir l’espace topologique Grass(n,E) par un nombre
fini d’ouverts UK. Soit une base (e1, . . . , en+m) de E. Tout sous-espace vectoriel H ∈

Grass(n,E) est le noyau d’une application linéaire surjective f : E - km, dont on écrit

la matrice (f j
i ). Cette matrice a un mineur d’ordre m non nul, ce qui détermine une partie

S ⊂ {1, . . . , n+m} à m éléments. Soit K le sous-espace engendré par les vecteurs (ej)j∈S.
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Le point H appartient à UK, et comme il n’y a qu’un nombre fini de tels ouverts, ceci
montre que l’espace topologique Grass(n,E) est satisfaite.

Séparation
Il s’agit de vérifier que le graphe du changement de cartes est fermé dans AK ×AK1 .

Il suffit de montrer que ce graphe cöıncide dans AK×AK1 avec le fermé des couples (p, p1)
tels que

p|K1 ◦ p1 = p.

Cette égalité est évidemment satisfaite pour les points du graphe. Dans l’autre sens,
si (p, p1) est un couple satisfaisant à cette relation, par restriction à K on obtient
p|K1 ◦ p1|K = idK ; il en résulte que p appartient à l’ouvert U′

K,K1
, et par suite (p, p1)

appartient au graphe du changement de cartes. Ceci prouve la séparation.

Proposition 2.58. — La grassmannienne Grass(n,E) est une variété algébrique
projective.

Démonstration. Il s’agit de trouver un isomorphisme de Grass(n,E) sur un sous-
variété fermée d’un espace projectif. On utilise pour ceci l’algèbre extérieure. Considérons
l’application

φ : Grass(n,E) - P(∧nE)

qui associe au sous-espace vectoriel H la droite vectorielle ∧nH ⊂ ∧nE.
Montrons que cette application est régulière. Il suffit de le vérifier dans l’ouvert UK.

On peut choisir une base (ei)i=1,...,n+m de E de sorte que K soit le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs (ej)n<j≤n+m. Soit H0 le sous-espace engendré par les n premiers
vecteurs de base. Si H ∈ UK, le sous-espace H est le graphe d’une application linéaire

u : H0
- K et la projection p : E - K de noyau H est donnée par (−u idK )

dans la somme directe E = H0 ⊕ K. La bijection L(H0,K) - UK qui envoie u sur H

est un isomorphisme de variétés algébriques affines réduites. Les composantes de ∧nv où

v =
(

1
u

)
sont les mineurs maximaux de cette application linéaire dans les bases ci-dessus,

donc des polynômes en les coefficients de la matrice de u. Il en résulte que l’application φ
est régulière.

Pour tout suite croissante i1 < . . . < in, on pose ei1,...,in
= ei1 ∧ . . .∧ ein

. On obtient
ainsi une base de ∧nE. Pour w ∈ ∧nE on écrit

w =
∑

i1,...,in

wi1,...,in
ei1,...,in

L’ouvert UK est exactement l’image réciproque par φ de l’ouvert W1,...,n de P(∧mE) des
points [w] tels que w1,...,n soit non nul. D’autre part, si H ∈ UK est le graphe de u, si on
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écrit
u(ei) =

∑
j=1,...,m

uj
ien+j

la formule
(∧nv)1,...,̂i,...,n,n+j = (−1)n−iuj

i

(où le chapeau indique qu’on a enlevé l’élément correspondant) permet de calculer u à
partir de son image [w] ∈ W1,...,n, et plus précisément des mineurs w1,...,̂i,...,n,n+j . Les

autres mineurs sont alors des polynômes en les uj
i . Ces polynômes déterminent un fermé

dans l’ouvert affine W1,...,n; ce fermé est exactement l’image de UK. On a donc vérifié que
φ est un isomorphisme sur une sous-variété fermée de P(∧nE)). Ce plongement s’appelle
le plongement de Plücker.

Exercice 2.13
Soit E un espace vectoriel de dimension 4. Démontrer que la grassmannienne

Grass(2,E) est isomorphe à la quadrique de P(∧2E) définie par la forme quadratique

∧2E - ∧4E ' k

w 7→ w ∧ w

Exercice 2.14
Soient E un espace vectoriel de dimension n, et Sr(E) l’espace vectoriel des polynômes

homogènes de degré r sur E.

a) Démontrer l’application E∗ - Sr(E) définie par u 7→ ur induit un isomorphisme

(dit de Veronese)
P(E∗) ↪→ P(SrE)

sur une sous-variété fermée de P(SrE).
b) Montrer que l’image réciproque d’un hyperplan de P(SrE) est une hypersurface

de degré n de P(E∗).
c) En déduire que le complémentaire d’une hypersurface dans un espace projectif est

un ouvert affine.

Exercice 2.15
a) Soit GL(n, k) le groupe des matrices inversibles à coefficients dans k. Montrer que

c’est une variété algébrique affine.
b) Soit PGL(n, k) = GL(n, k)/k∗. Montrer que ce groupe peut être muni d’une

structure de variété affine, compatible avec la structure de groupe.
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3. Composantes irréductibles

Définition 3.1. — Un espace topologique X non vide est dit réductible s’il peut
s’écrire comme réunion de deux fermés distincts de X. Dans le cas contraire, on dit que
X est irréductible.

Proposition 3.2. — Soit X un espace topologique. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) l’espace X est irréductible ;

(ii) tout ouvert non vide de X est partout dense ;

(iii) deux ouverts non vides de X se rencontrent.

Proposition 3.3. — Soit X une variété algébrique affine réduite, non vide, et O(X)
l’algèbre des fonctions régulières sur X. Alors X est irréductible si et seulement si l’algèbre
O(X) est intègre.

Démonstration. Supposons que X ⊂ An soit réductible : il s’écrit X = X1 ∪ X2, où
X1 et X2 sont deux fermés distincts de X. Il existe alors pour i = 1 et 2 des fonctions
régulières fi ∈ O(X) s’annulant sur Xi et non identiquement nulles sur X. Alors f1f2
est identiquement nulle. Ainsi, O(X) n’est pas intègre. Réciproquement si l’algèbre O(X)
n’est pas intègre, elle contient deux éléments non nuls f, g non nuls et dont le produit est
nul. Alors X = V(f) ∪ V(g) et les fermés V(f) et V(g) sont distincts de X; donc X est
réductible.

Exemple : L’espace topologique An, muni de la topologie de Zariski, est irréductible.

Propriétés

1. L’adhérence d’une partie irréductible d’un espace topologique X est irréductible.

2. La réunion de deux ouverts irréductibles qui se rencontrent est irréductible.

3. L’image d’un espace topologique irréductible par une application continue est
irréductible.

4. Le produit de deux variétés algébriques irréductibles est irréductible.

Démonstration. Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles, il s’agit de
montrer que X × Y est irréductible. Soit X × Y = Z1 ∪ Z2 un recouvrement par deux
fermés. Alors l’ensemble Yi des points y ∈ Y tels que X × {y} ⊂ Zi est un fermé de Y,
et ces deux fermés recouvrent Y. Donc l’un des deux, par exemple Y1 est Y. Mais on a
alors Z1 = X×Y.
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5. Soit p un idéal premier de O(An). Alors V(p) est un fermé irréductible, puisque
d’après le théorème des zéros de Hilbert l’algèbre des fonctions régulières sur V(p) est
O(An)/p et est intègre par définition. Alors l’application

p 7−→ V(p)

est une bijection décroissante de l’ensemble des idéaux premiers de O(An) sur l’ensemble
des fermés irréductibles de An. En particulier, si P est un polynôme irréductible, le fermé
V(P) est irréductible.

Définition 3.4. — Soit X un espace topologique noethérien. Une composante
irréductible de X est un fermé irréductible Y ⊂ X maximal.

Théorème 3.5. — Soit X une espace topologique noethérien.

(i) L’ensemble des composantes irréductibles de X est fini.

(ii) Soient X1, . . . ,Xm ces composantes irréductibles. Alors

X = X1 ∪ . . . ∪Xm

et tout fermé irréductible de X est contenu dans une des composantes irréductibles.

Démonstration. On va montrer d’abord que tout fermé Y ⊂ X non vide s’écrit comme
réunion finie de fermés irréductibles. Sinon, l’espace topologique X étant noethérien,
l’ensemble F des fermés non vides qui ne satisfont pas à cette condition aurait un élément
minimal Y ; alors Y ne serait pas irréductible : il pourrait donc s’écrire Y = Y1 ∪ Y2,
où Y1 et Y2 sont deux fermés irréductibles distincts de Y. Mais alors soit Y1 ∈ F, soit
Y2 ∈ F, ce qui contredit la minimalité de F.

En particulier, X = X1 ∪ . . . ∪Xm, avec Xi irréductible, et on peut supposer de plus
que Xi n’est pas contenu dans Xj pour i 6= j. Si Y est un fermé irréductible, on a alors

Y = ∪m
i=1(Y ∩Xi)

et il résulte de la définition de l’irréductibilité qu’il existe un indice i tel que Y ⊂ Xi. Ceci
entrâıne que les Xi sont exactement les composantes irréductibles de X.

Exercice 3.1

1. L’espace projectif Pn est irréductible.

2. La grassmannienne Grass(n, kn+m) est irréductible.

3. La courbe de A2 des points (x, y) satisfaisant à l’équation y2 = x3 est irréductible.

4. Le fermé de L(kn, km) des matrices f de rang ≤ p est irréductible.
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4. Fonctions rationnelles

Soit X une variété algébrique réduite. Considérons, sur l’ensemble des couples (U, f),
où U est un ouvert partout dense de X et f : U −→ k une application régulière, la relation
d’équivalence définie par

(U, f) ∼ (U′, f ′) si f |U∩U′ = f ′|U∩U′ .

On désigne par Rat(X) l’ensemble des classes d’équivalence : on le munit de manière
évidente d’une structure d’algèbre. Quand X est irréductible et réduite, si f est une
fonction régulière définie sur un ouvert non vide U, l’ensemble des points x ∈ X tels que
f(x) 6= 0 est partout dense, et sur cet ouvert la fonction 1

f définit un inverse pour f. Donc

Rat(X) est un corps.

Dans le cas général, remarquons que si U est un ouvert partout dense, on a
Rat(X) = Rat(U). Il en résulte que si (Xi)i=1,...,k sont les composantes irréductibles
de X, on a un isomorphisme d’anneaux

Rat(X) '
k∏

i=1

Rat(Xi).

Définition 4.1. — Une variété algébrique est dite intègre si elle est irréductible et
réduite.

Exercice 4.1

Soit X une variété algébrique. Montrer l’équivalence des assertions suivantes

(1) la variété X est irréductible et réduite ;

(2) pour tout ouvert non vide U ⊂ X, l’algèbre O(U) des sections du faisceau structural
est intègre ;

(3) l’espace topologique sous-jacent à X est connexe, et pour tout x ∈ X, l’algèbre locale
OX,x est intègre.

Proposition 4.2. — Soit X une variété algébrique affine intègre, et O(X) l’algèbre
des fonctions régulières sur X. Le corps des fractions K(O(X)) de l’algèbre intègre O(X)
est isomorphe à Rat(X).

Démonstration. A toute fraction
P
Q

on associe la fonction régulière x 7→ P(x)
Q(x)

définie

sur l’ouvert des points x ∈ X tels que Q(x) 6= 0. On obtient ainsi un homomorphisme de
corps

K(O(X)) −→ Rat(X).
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Il reste à montrer que cet homomorphisme est surjectif. Soit (U, f) une fonction régulière
définie sur un ouvert non vide U; quitte à diminuer U, on peut supposer que U est défini
par Q 6= 0, où Q est une fonction régulière non nulle sur X.Mais les fonctions régulières sur

U sont les fonctions de la forme x 7→ P(x)
Q(x)k

. En effet, on a déjà vu que U est isomorphe au

fermé Y de X×k définie par les couples (x, y) tels que Q(x)y = 1. Les fonctions régulières

sur X× k sont de la forme (x, y) 7→
∑k

i=1 ai(x)yi, où ai est une fonction régulière sur U.
Par l’isomorphisme U ' Y défini par

x 7→ (Q(x),
1

Q(x)
)

ces fonctions régulières deviennent les applications

x 7→
k∑

i=1

ai(x)

Q(x)i
.

Une telle fonction rationnelle provient donc de la fraction
∑k

i=1

ai

Qi
. D’où l’énoncé.

Exemple : Rat(Pn) = Rat(An) = k(X1, . . . ,Xn).

Soient X et Y deux variétés algébriques intègres. Sur l’ensemble des couples (U, f),

où f : U - Y est une application régulière f : U - Y sur un ouvert U partout dense

de X, la relation
(U, f) ∼ (U′, f ′) si f |U∩U′ = f ′|U∩U′ .

est une relation d’équivalence ; les classes d’équivalence s’appellent applications ra-
tionnelles.

Soit f : X  Y une telle application rationnelle, d’image dense. Elle induit un

homomorphisme de corps f∗ : Rat(Y) - Rat(X).

Proposition 4.3. — Soient X et Y deux variétés intègres. Tout homomorphisme
d’extensions de k

ϕ : Rat(Y) - Rat(X)

est induit par une et une seule application rationnelle f : X Y d’image dense.

Démonstration. On peut supposer que Y = Spec B, où B est une algèbre de type

fini intègre. Soit ϕ : Rat(Y) - Rat(X) un homomorphisme de corps, k−linéaire. Soient

y1, . . . , yp des générateurs de B. Les fonctions rationnelles fi = ϕ(yi) sur X sont régulières
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sur un ouvert partout dense U de X et le morphisme d’algèbres induit B - Rat(X)

se factorise par O(U). D’après l’exercice 2.2, conséquence facile du théorème 2.32, le

morphisme d’algèbres B - O(U) obtenu définit une application régulière f : U −→ Y.

Considérons le diagramme commutatif

B
f∗- O(U)

K(B)
? ϕ- Rat(X)

?

L’homomorphisme f∗ : B = O(Y) - O(U) est alors injectif : ceci signifie exactement

que f est d’image dense. L’homomorphisme induit sur le corps des fractions rationnelles

f∗ : Rat(Y) - Rat(X) cöıncide alors avec ϕ. Reste à voir l’unicité : si f ′ : X  Y est

une autre application rationnelle d’image dense telle que f ′∗ = ϕ, on a f∗(yi) = f ′∗(yi)
dans Rat(X) ce qui signifie que f et f ′ cöıncident sur un ouvert dense.

Corollaire 4.4. — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles telles que
les extensions Rat(X) et Rat(Y) soient k−isomorphes. Alors il existe des ouverts denses
U ⊂ X et V ⊂ Y tels que U soit isomorphe à V.

Démonstration. Soit ϕ : Rat(Y) - Rat(X) un k−isomorphisme. Alors il existe

une fonction rationnelle d’image dense f : X  Y, telle que f∗ = ϕ, et une fonction
rationnelle d’image dense g : Y  X telle que g∗ = ϕ−1. On peut supposer que f est

donnée par une fonction régulière f : U - Y sur un ouvert dense U, et g par une

fonction régulière g : V - Y sur un ouvert dense V. Quitte à diminuer U, on peut

supposer que f(U) ⊂ V. Alors pour tout x ∈ U, on a g(f(x)) = x. Soit W l’image

réciproque de U par g : V - X. Cet ouvert est non vide, et on a encore f ◦ g(y) = y

pour tout y ∈ W. En plus, f(U) ⊂ W. Alors f : U - W et g : W - U sont inverses

l’une de l’autre. D’où l’énoncé.

Définition 4.5. — Soient X et Y deux variétés algébriques intègres. On dit que X
et Y sont birationnellement équivalentes si les corps de fonctions rationnelles Rat(X) et
Rat(Y) sont k−isomorphes.
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Exercice 4.2
Démontrer que le fermé de A2 des couples (x, y) tels que x3 = y2 est birationnellement

équivalent à A1.

Exercice 4.3
Démontrer que la quadrique de P3 définie par les points [x, y, z, t] satisfaisant à

l’équation xt− yz = 0 est birationnellement équivalente au plan projectif P2.

5. Dimension

Il y a trois façons de définir la notion de dimension d’une variété algébrique : la
première fait intervenir l’espace tangent de Zariski en un point ; la dimension de cet
espace vectoriel varie quand on fait varier le point. La seconde se définit d’abord pour
les variétés algébriques intègres en termes de degré de transcendance sur k du corps
des fonctions rationnelles, et on l’étend à toute variété en introduisant les composantes
irréductibles. La dernière fait intervenir la longueur maximale des suites croissantes de
fermés irréductibles. Il n’est pas clair sur la troisième définition qu’elle fournit un entier.
L’objet de cette section et de la suivante est de montrer que ces deux dernières définitions
cöıncident, et de décrire les relations entre dimension tangentielle et dimension en un
point ; la dimension tangentielle est en général plus grande, et ce n’est qu’aux points lisses
qu’elles cöıncident.

5.1. Espace tangent de Zariski

Soit X une variété algébrique, et a un point de X. Soit OX,a l’algèbre locale de X
en a. Rappelons que l’on désigne par OX,a l’algèbre des germes de sections du faisceau
structural au point a; on a vu que c’est une algèbre locale : si X = Spec(A), où A est une
algèbre de type fini, et m l’idéal maximal de A correpondant au point a, l’algèbre OX,a

est isomorphe à la localisée Am (cf. section 2.6).

Définition 5.1. — On appelle vecteur tangent à X au point a une application

k−linéaire D : OX,a
- k satisfaisant à la condition de Leibniz

D(fg) = g(a)Df + f(a)Dg

Autrement dit, quand on munit k de la structure de OX,a−module définie par le

morphisme d’évaluation OX,a
- k qui associe à f sa valeur f(a), c’est une dérivation

de OX,a à valeurs dans k. Si X = Spec A, une telle dérivation définit une dérivation

A - k à valeurs dans k et réciproquement, une dérivation A - k se factorise de

manière unique en une dérivation Am - k. L’ensemble des vecteurs tangents en a est

un k−espace vectoriel noté TaX et appelé espace tangent de Zariski.
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Proposition 5.2. — Soit ma l’idéal maximal de OX,a. On a un isomorphisme
d’espaces vectoriels

TaX ' (ma/m
2
a)∗

En particulier TaX est un k−espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Soit D ∈ TaX. Alors D(1) = 0. D’autre part si f et g ∈ ma, on a
D(fg) = 0 d’après la formule de dérivation. Ainsi, D|ma induit par passage au quotient
une application linéaire

D : ma/m
2
a −→ k

qui détermine D|ma
. On a ainsi obtenu une application linéaire D 7→ D

TaX −→ (ma/m
2
a)∗

qui est injective car tout élément de OX,a s’écrit f = f(a) + g avec g ∈ ma. Montrons
maintenant la surjectivité ; soit ∇ : ma/m

2
a −→ k une forme linéaire. On pose D(f) =

∇([f − f(a)]) où [f − f(a)] désigne la classe dans ma/m
2
a de l’élément f − f(a) de ma.

On vérifie sans difficulté que la condition de dérivation est satisfaite : ainsi D définit un
vecteur tangent à X en a. La finitude résulte du fait que ma est un idéal de type fini
puisque OX,a est un anneau noethérien, comme localisé d’un anneau noethérien. Alors
ma/m

2
a est un OX,a/ma−espace vectoriel de dimension finie.

Fonctorialité

Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques, et b = f(a). Alors f

induit un morphisme d’algèbres locales f∗ : OY,b
- OX,a. Si D : OX,a

- k est un

vecteur tangent à X en a, l’application Df∗ est aussi une dérivation. On obtient ainsi une

application k−linéaire TaX - TbY appelée l’application linéaire tangente en a à f, ou

la différentielle de f en a. On la note daf, ou parfois Taf.

Si U est un ouvert de An, rapporté aux coordonnées x1, . . . , xn et a un point de U ;

l’application linéaire TaAn - kn définie par D 7→ (Dxi)i=1,...,n est un isomorphisme.

Par cet isomorphisme, on obtient une base de TaU notée

(∂xi,a)i=1,...,n.

Si f = (f1, . . . , fm) : U - V ⊂ Am est une application régulière à valeurs dans un

ouvert V de Am la différentielle daf au point a est alors donnée dans les bases canoniques

de TaU et TbV par la matrice jacobienne (
∂fi

∂xj
(a)).
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Exercice 5.1
Soit X et Y deux variétés algébriques et (a, b) ∈ X× Y. Montrer que les projections

sur X et Y induisent un isomorphisme

T(a,b)(X×Y)
∼- TaX× TbY

Lemme 5.3. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine, définie par une algèbre
de type fini A, et Y ⊂ X une sous-variété fermée, définie par un idéal I ⊂ A de générateurs
(g1, . . . , gm). L’espace tangent de Zariski TaY en un point a ∈ Y est le noyau de la

différentielle dag : TaX - km du morphisme g : X - Am défini par g = (g1, . . . , gm).

Démonstration. Soit m l’idéal maximal de A correspondant au point a. On a

OY,a = Am/(g1, . . . , gm)

Il en résulte que l’application linéaire TaY - TaX est injective. De plus, pour

qu’un vecteur tangent D ∈ TaX appartienne à l’image il faut et il suffit que cette
dérivation s’annule sur l’idéal (g1, . . . , gk), autrement dit que Dgi = 0 pour i = 1, . . . ,m.

L’identification T0A1 ∼- k est donnée par D 7→ Dz, où z est une coordonnée sur

A1. Par définition, l’application linéaire TaX - T0A1 = k définie par D 7→ Dgi est

la différentielle dagi. Il en résulte que l’image de TaY est l’intersection ∩iker dagi. En
d’autres termes l’image de TaY est le noyau de l’application linéaire tangente dag.

Corollaire 5.4. — Soit X une variété algébrique. La fonction x 7→ dim TxX est
semi-continue supérieurement.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X est une sous-
variété fermée de An, définie par un idéal (f1, . . . , fm). Le résultat est une conséquence

du fait que le rang de la matrice jacobienne a 7→ (
∂fi

∂xj
(a)) est une fonction semi-continue

inférieurement.

Corollaire 5.5. — Soit d = infx∈X dim TxX. L’ensemble des points x ∈ X où
dim TxX = d est un ouvert de Zariski de X.

Exemple.
On considère la sous-variété X de A1 = Spec(k[x]) définie par l’idéal (x2). L’espace

topologique sous-jacent est réduit à un point. L’espace tangent de Zariski en ce point est
de dimension 1.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

62



Variétés algébriques

5.2. Dimension et degré de transcendance

Bases de transcendance

Définition 5.6. — Soit L un corps, et K ⊂ L un sous-corps de L. On dit qu’une
partie B ⊂ L est une base de transcendance de L sur K si
(i) les éléments de B sont algébriquement indépendants sur K ;
(ii) le corps L est une extension algébrique du sous-corps engendré par K et B.

Lemme 5.7. — Soit L = K(x1, . . . , xr) une extension de K engendrée par un nombre
fini d’éléments.
(i) Le corps L a une base de transcendance finie.
(ii) Deux bases de transcendance ont le même nombre d’éléments. Ce nombre d’éléments

s’appelle le degré de transcendance de L sur K.

Démonstration. (i) Un système maximal B ⊂ {x1, . . . , xr} d’éléments algébriquement
indépendants sur K est une base de transcendance de L sur K.

(ii) Soient B et B′ deux bases de transcendance de L sur K, dont l’une au moins est
supposée finie. Montrons par récurrence descendante sur le nombre d’éléments k = #B∩B′

que B et B′ ont le même nombre d’éléments. Supposons par exemple B′ finie. Si
#B ∩ B′ = #B′, on a B′ ⊂ B et par définition des bases de transcendance B = B′.
Supposons B 6= B′. Alors B n’est pas contenu dans B′ ; soit b ∈ B − B′. Alors B′ ∪ {b}
n’est plus une base de transcendance. Donc il existe un système maximal B′′ d’éléments
algébriquement indépendants tel que

(B ∩ B′) ∪ {b} ⊂ B′′ $ {b} ∪ B′.

Par définition B′′ est une base de transcendance. On a #B ∩ B′′ > k et donc d’après
l’hypothèse de récurrence, B est finie et a même nombre d’éléments que B′′; ainsi
#B ≤ #B′. Si on échange les rôles de B et B′, on obtient que ces bases ont le même
nombre d’éléments.

Définition 5.8. — Soit K ⊂ L une extension algébrique de K. Un élément de L est
dit séparable sur K si son polynôme minimal P n’a pas de racine multiple dans le corps
de décomposition de P. Une telle extension est dite séparable si tout élément de L est
séparable sur K.

Evidemment, en caractéristique 0, toute extension est séparable.

Proposition 5.9. — Soit k un corps algébriquement clos, et k ⊂ K une extension
engendrée par un nombre fini d’éléments. Le corps K a une base de transcendance B tel
que l’extension finie k(B) ⊂ K soit séparable.
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Démonstration. On suppose que k est de caractéristique p > 0, sinon il n’y a rien
a démontrer. On va montrer qu’on peut extraire d’un système de générateurs une base
de transcendance satisfaisant à la condition de l’énoncé. On fait une récurrence sur le
nombre de générateurs de K sur k. Considérons des générateurs x1, . . . , xn de K sur k.
Si n est le degré de transcendance de l’extension k ↪→ K, {x1, . . . , xn} est une base de
transcendance qui convient. Sinon, il existerait un polynôme f en n variables, tel que
f(x1, . . . , xn) = 0. On choisit f de degré minimum parmi ces polynômes. Ce polynôme f
est alors irréductible sur k. Puisque k est de caractéristique p, l’une des dérivées partielles,

par exemple
∂f

∂X1
n’est pas identiquement nulle : sinon f serait la puissance p−ième d’un

autre polynôme, ce qui contredit l’irréductibilité. Alors le polynôme f(X1, x2, . . . , xn) n’est
pas nul, ce qui prouve que x1 est algébrique et séparable sur k(x2, . . . , xn). Par hypothèse
de récurrence, il existe une base de transcendance B ⊂ {x2, . . . , xn} de k(x2, . . . , xn) telle
que tout élément de ce corps soit algébrique et séparable sur k(B). Alors x1 est encore
algébrique et séparable (cf. Lang, page 285) sur k(B). Par suite l’extension finie k(B) ⊂ K
est séparable.

Dimension d’une variété algébrique

Soit X une variété algébrique intègre sur k. Le corps Rat(X) des fonctions rationnelles
est engendré sur k par un nombre fini d’éléments : en effet, on peut supposer que X est
une variété algébrique affine X = Spec(A), où A est une k−algèbre de type fini, et on sait
alors que Rat(X) est le corps des fractions de A. Il est donc engendré par les générateurs
de A. En particulier, il a une base de transcendance finie, B ; on peut exiger de plus (dans
le cas où k serait de caractéristique p) que l’extension finie k(B) ⊂ Rat(X) soit séparable.

Définition 5.10. —

(i) Soit X une variété algébrique intègre. La dimension de X est le degré de transcendance
sur k du corps Rat(X) des fonctions rationnelles sur X. On note dim X cette
dimension.

(ii) Soit X une variété algébrique quelconque de composantes irréductibles X1, . . . ,X`. On
appelle dimension de X le nombre

dim X = max
i=1,...,`

dim Xi

On appelle dimension de X au point x le nombre

dimx X = max
x∈Xi

dim Xi

Si toutes les composantes irréductibles de X sont de même dimension, on dit que X est
équidimensionnelle.
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Exemple.

L’espace affine An est de dimension n.

Théorème 5.11. — Soit X une variété algébrique. Pour tout point x ∈ X, on a

dimx X ≤ dim TxX

Si X est réduite, l’égalité est satisfaite sur un ouvert partout dense de X.

Démonstration du théorème 5.11

Supposons d’abord X intègre. Par semi-continuité, on est ramené à prouver qu’il
existe un ouvert non vide pour lequel le théorème est vrai. Si m = dim X, l’énoncé suivant
nous ramène à prouver l’énoncé dans le cas d’une hypersurface intègre de Am+1.

Lemme 5.12. — Une variété algébrique intègre X de dimension m est birationnelle-
ment équivalente à une hypersurface de Am+1 définie par un polynôme irréductible.

Démonstration. On peut évidemment supposer que X est une variété algébrique
affine intègre. Soit A une algèbre de type fini, intègre et X = Spec A; soit K le corps des
fractions de A. Considérons une base de transcendance de K sur laquelle tout élément de
K est séparable. Une telle base définit un homomorphisme de corps

Rat(Am) ↪→ K

et cette extension est une extension algébrique finie et séparable. Le théorème de l’élément
primitif montre qu’il existe b ∈ Rat(X) tel que

Rat(Am)[b] = K

Considérons le polynôme minimal P(T) = Tr + a1Tr−1 + . . .+ ar de b; on l’écrit sous la

forme P =
P1

Q
, avec P1 ∈ O(Am)[T], et Q élément non nul de O(Am). On peut supposer P1

primitif ; le polynôme P1 ∈ O(Am × A1) est alors irréductible et définit une hypersurface
intègre Z ⊂ Am × A1. Le morphisme défini par pr1 : Z −→ Am est d’image dense : cette
image contient en effet l’ouvert défini par Q 6= 0. Par suite, cette projection fournit un
homomorphisme

Rat(Am) ↪→ Rat(Z)

La dernière coordonnée t satisfait sur Z à l’équation P(t) = 0. Par suite, on obtient un
isomomorphisme

Rat(Am)[T]/(P) ' K ↪→ Rat(Z)
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Donc on obtient un isomorphisme d’extensions Rat(X) ' Rat(Z). Compte-tenu de la
proposition 4.3 ceci démontre le lemme.

Soit X ⊂ Am+1 la sous-variété algébrique intègre défini par un polynôme irréductible
F de degré > 0. Alors, en un point x ∈ X, on a dim TxX = m ou m+ 1 ce qui démontre
l’inégalité dim X ≤ dim TxX pour tout x ∈ X. Pour terminer la démonstration il faut voir
que la différentielle dxF n’est pas nulle sur un ouvert partout dense. Il s’agit de montrer
que cet ouvert n’est pas vide. Mais puisque F est irréductible, si x 7→ dxF s’annulait le

long de X, pour tout i, le polynôme F diviserait les dérivées partielles
∂F
∂xi

. Mais ceci

impliquerait que F est ou constant si k est de caractéristique nulle, ou, dans le cas où
le corps k est de caractéristique p une puissance p−ième d’un polynôme G ce qui est
contraire au fait que F est irréductible.

Supposons maintenant X quelconque. Soient X1, . . . ,Xk les composantes irréductibles
de X passant par x, munies de la structure de variété algébrique réduite. On a d’après
l’énoncé ci-dessus dans le cas intègre,

dim Xi ≤ dim TxXi ≤ dim TxX

et par suite dimx X ≤ dim TxX. Supposons X réduite. Alors Xi \ ∩j 6=iXj est un ouvert
intègre de X et d’après l’énoncé ci-dessus, on peut trouver ouvert non vide Ui ⊂ Xi sur
lequel la dimension tangentielle cöıncide avec la dimension de Xi. Sur l’ouvert partout
dense U = ∪iUi on a dimx X = dim TxX.

5.3. Dimension de Krull

Définition 5.13. — Un espace topologique noethérien X est dit de dimension de
Krull finie si la longueur des suites strictement croissante de fermés irréductibles

X0 $ X1 $ . . . $ X`

de X est bornée. Le plus grand de ces entiers ` est la dimension de Krull et notée
dimKrull (X).

Théorème 5.14. — Soit X une variété algébrique. La dimension de Krull de X est
finie et cöıncide avec dim X.

Soient X1, . . . ,X` les composantes irréductibles de X. On a évidemment pour toute
variété algébrique X

dimKrull (X) = max
i

dimKrull (Xi)
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de sorte qu’on est ramené à prouver l’énoncé dans le cas des variétés intègres. Si X est une
telle variété intègre, et U un ouvert non vide de X, la dimension de Krull de X cöıncide
avec celle de U. On est donc ramené à prouver le résultat pour les variétés algébriques
affines intègres.

La démonstration sera donnée dans ce cas dans la prochaine section. Elle repose sur
la notion de morphisme fini.

Exercice 5.2
Soient X et Y deux variétés algébriques. Prouver que dim X×Y = dim X + dim Y.

6. Morphismes finis

Soit ϕ : A - B un homomorphisme d’anneaux (commutatifs et unitaires). Alors B

peut être considéré comme un module sur A, en posant ab = ϕ(a)b pour a ∈ A et b ∈ B.

Définition 6.1. — On dit que ϕ est entier si tout élément x ∈ B est entier sur A :
autrement dit, pour tout x ∈ B, il existe un polynôme unitaire à coefficients dans A

P = Xn + a1Xn−1 + . . .+ an

tel que P(x) = 0.

La proposition suivante souvent utile pour vérifier qu’un élément est entier. Elle
permet par exemple de vérifier que les éléments de B qui sont entiers sur A constituent
un sous-anneau de B, qu’on appelle fermeture intégrale de A dans B.

Proposition 6.2. — Soit ϕ : A - B un homomorphisme d’anneaux et x un

élément de B. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) L’élément x est entier sur A;
(ii) Le sous-anneau A[x] engendré par ϕ(A) et x est de type fini sur A;
(iii) Il existe un sous-anneau de B contenant ϕ(A) et x qui soit un A−module de type fini.

Démonstration. Seule l’implication (iii) ⇒ (i) n’est pas évidente. Soit C un sous-
anneau de B contenant x et ϕ(A) qui soit un A−module de type fini. Soit (ei)i=1,...,m un
système de générateurs de C. L’inclusion xC ⊂ C permet d’écrire

xei =
∑

j

ai,jej

avec ai,j ∈ A ce qui s’écrit aussi, en introduisant le symbole de Kronecker∑
j

(xδi,j − ai,j)ej = 0
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Considérons la matrice a = (ai,j). Si on multiplie à gauche par la matrice des cofacteurs,
on obtient det(xid − a)ej = 0 pour tout j. Puisque l’unité appartient à C, on obtient
det(xid− a) = 0 ce qui donne en développant un polynôme unitaire à coefficients dans A
annulant x.

Définition 6.3. — Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques affines.

On dit que f est fini si le morphisme d’algèbres f∗ : O(Y) - O(X) fait de O(X) un

O(Y)−module de type fini.

En vertu de la proposition ci-dessus, et du fait que O(X) est une k−algèbre de type
fini, il revient au même de demander que tout élément de O(X) soit entier sur O(Y).

Exemples

1) Soit X le fermé algébrique de k2 défini par l’équation x2 + y2 = 1. La projection

X - A1 définie par (x, y) 7→ x est un morphisme fini.

2) Le morphisme A2 - A3 défini par (x, y) 7→ (x2, xy, y2) est un morphisme fini.

3) Soit X le fermé de A2 défini par l’équation xy = 1. La projection X - k définie

par (x, y) 7→ x n’est pas un morphisme fini (cf. proposition 6.9).

Soient maintenant X et Y deux variétés algébriques quelconques.

Définition 6.4. — On dit qu’un morphisme f : X - Y est fini s’il existe un

recouvrement de Y par des ouverts affines Vi tels que Ui = f−1(Vi) soit affine et que le

morphisme induit f : Ui
- Vi soit fini.

Si Z ⊂ X est une sous-variété fermée d’une variété algébrique X, le morphisme

d’inclusion Z - X est évidemment un morphisme fini. Il n’est pas clair sur la définition

ci-dessus que le composé de deux morphismes finis est encore un morphisme fini. Pour le

démontrer, nous allons vérfier que si f : X - Y est un morphisme fini, la propriété

ci-dessus est vrai en fait pour tout recouvrement par des ouverts affines ; ceci résulte de
l’énoncé suivant :

Proposition 6.5. — Soit f : X - Y un morphisme fini de variétés algébriques.

Pour tout ouvert affine V ⊂ Y, l’image réciproque f−1(V) est un ouvert affine et le

morphisme induit f−1(V) - V est un morphisme fini.
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On va en fait se ramener au cas de recouvrement par des ouverts principaux. Le point
clé est la suivant :

Proposition 6.6. — Soit Y une variété affine, et Y = ∪iYi un recouvrement de

Y par des ouverts principaux Ygi
définis par des éléments gi ∈ O(Y). Soit f : X - Y

un morphisme de variétés algébriques, Xi l’image réciproque de Yi, et fi : Xi
- Yi le

morphisme induit par f. Alors si Xi est affine et fi est fini, la variété algébrique X est
affine et f est fini.

Démonstration. Soit A = O(X) et B = O(Y). Considérons le morphisme f∗ :

B - A qui permet de voir A comme un B−module. Les algèbres de sections du faisceau

structural correspondant aux ouverts Xi et Yi sont les algèbres de fractions Af∗(gi) (notée
aussi Agi) et Bgi . C’est la définition pour Yi ; pour Xi il suffit de recouvrir X pour un
nombre fini d’ouverts affines pour obtenir cette formule. Supposons que Xi soit affine, et

que f∗i : Bgi
- Agi

soit un morphisme fini. On peut alors trouver un système fini de

générateurs de Agi
de la forme

ei,α

1
, avec ei,α ∈ A. Soit v ∈ A. Alors il existe des entiers

ni et des éléments vi,α ∈ B tels que dans A

gni
i v =

∑
α

vi,αei,α

Les ouverts Yi recouvrant Y l’idéal de B engendré par les éléments gni
i est d’après le

théorème des zéros de Hilbert est (1). Donc il existe ui ∈ B tels que
∑

i uig
ni
i = 1. Il en

résulte que dans B

v =
∑
α,i

uivi,αei,α

Ainsi, les éléments ei,α engendrent le B−module A. Il en résulte que A est une algèbre
de type fini : il existe une variété algébrique affine X′ telle que O(X) = O(X′). Cette

identification fournit d’après l’exercice 2.2 un morphisme φ : X - X′ et un morphisme

fini f ′ : X′ - Y tel que f ′ ◦ φ = f ; le morphisme φ est un isomorphisme au-dessus de

l’ouvert Yi. On en déduit que X est isomorphe à X′ ; c’est donc une variété affine et le

morphisme f : X - Y est fini. Ceci achève la démonstration.
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Démonstration de la proposition 6.5

Commençons par le cas affine :

Lemme 6.7. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines, et f : X - Y un

morphisme fini.

(i) Pour tout g ∈ O(Y) soit Yg l’ouvert principal défini par g, et par Xg son image

réciproque par f . Le morphisme induit f : Xg
- Yg est fini.

(ii) Pour tout ouvert affine V ⊂ Y, l’image réciproque f−1(V) est affine, et le morphisme

induit f : f−1(V) - V est fini.

Démonstration. On pose X = Spec A, Y = Spec B où A et B sont des algèbres de type

fini. Le morphisme induit B - A est fini. Montrons (i) : on a pour g ∈ B, Yg = Spec Bg,

Xg = Spec Ag et le morphisme f : Xg
- Yg est le morphisme naturel Bg

- Ag. Ce

morphisme est évidemment fini.

Montrons (ii) : il suffit de recouvrir V par des ouverts principaux Vi dans Y ;

l’assertion (i) montre que f−1(Vi) est affine et que le morphisme f−1(Vi) - Vi induit

par f est fini ; la proposition 6.6 montre que f−1(V) est affine et que le morphisme

f−1(V) - V induit par f est fini.

Cas général :

Supposons f : X - Y fini, et considérons un recouvrement ouvert affine Yi tel que

Xi = f−1(Yi) soit affine et tel que le morphisme induit f : Xi
- Yi soit fini. Soit V un

ouvert affine de Y. Recouvrons V par des ouverts Vj principaux dans V contenus dans

l’un des Yi. Alors f−1(Vj) est un ouvert affine et le morphisme f−1(Vj) - Vj est un

morphisme fini d’après le lemme ci-dessus appliqué au morphisme Xi
- Yi induit par

f . Alors, d’après la proposition 6.6 le morphisme f : f−1(V) - V est un morphisme

fini.

Corollaire 6.8. — Le composé de deux morphismes finis est un morphisme fini.

Exercice 6.1

Montrer qu’une variété algébrique X est affine si et seulement si il existe des éléments
fi ∈ O(X) tel que les ouverts Xfi

= {fi 6= 0} soient affines et tels que l’idéal de O(X)
engendré par les fi soit A.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

70



Variétés algébriques

Exercice 6.2
Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques. On suppose qu’il existe un

recouvrement ouvert de Y par des ouverts affines Yi de Y tels que Xi = f−1(Yi) soit
affine. Montrer que pour tout ouvert affine V de Y l’ouvert f−1(V) est affine.

Proposition 6.9. — Soit f : X - Y un morphisme fini.

(i) Les fibres de f sont finies.
(ii) L’image de f est fermée.

Commençons par un lemme.

Lemme 6.10. — Soit A une algèbre de type fini, et X = Spec A la variété affine
associée. Les conditions suivantes
(i) L’algèbre A est artinienne.
(ii) L’espace topologique X est fini.
(iii) dimk A <∞
sont équivalentes.

Démonstration. (i)⇒(ii) : On sait qu’un anneau artinien a une filtration décroissante
(dite de Jordan-Hölder) finie par des idéaux ai

0 ⊂ a` ⊂ . . . ⊂ a1 ⊂ a0 = A

telle que ai/ai+1 soit un module simple, c’est-à-dire isomorphe à A/mi où mi est un
idéal maximal. On voit par localisation que le support de OX est exactement l’ensemble
X = {m0, . . . ,m`}.

(ii)⇒(i) Tout anneau noethérien a une filtration décroissante finie par des idéaux

0 ⊂ a` ⊂ . . . ⊂ a1 ⊂ a0 = A

telle que ai/ai+1 soit isomorphe à A/pi où pi est un idéal premier. Alors X est la réunion
des fermés V(pi). Ces fermés sont irréductibles et finis : donc ils sont réduits à un point.
En raison de la correspondance bijective p 7→ V(p) entre l’ensmeble des idéaux premiers
de A et l’ensemble des fermés irréductibles de X, ceci entrâıne que pi est un idéal maximal.

(i)⇒(iii) : Si m est un idéal maximal de A, puisque k est algébriquement clos on
sait que A/m ' k. On voit en considérant une filtration de Jordan-Hölder que si A est
artinienne, la dimension dimk A est la longueur de A.

(iii)⇒(i) . Considérons comme ci-dessus une filtration décroissante ai de A, telle que
ai/ai+1 soit isomorphe à A/pi où pi est un idéal premier. D’après l’hypothèse, A/pi est de
dimension finie sur k, et intègre. Il résulte du lemme suivant que pi est un idéal maximal,
et par conséquent A a une filtration de Jordan-Hölder. Donc l’algèbre A est artinienne.
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Lemme 6.11. — Soit A ↪→ B un homomorphisme injectif d’anneaux, tel que B soit
entier sur A, et que B soit intègre. Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.

La démonstration de ce lemme est un exercice facile.

Démonstration de la proposition 6.9

(i) On peut supposer que X et Y sont affines : X = Spec A, Y = Spec B et f : X - Y

correspondant à un morphisme fini de k−algèbres de type fini f∗ : B - A. On a vu

dans la démonstration de la proposition 2.51 que la fibre de f au-dessus de m est la

variété affine Spec(A/mA). Le morphisme induit k = B/m - A/mA est encore fini.

Donc dimk A/mA <∞. Il en résulte du lemme 6.10 que cette fibre est finie.
(ii) Soit I = ker f∗. On va montrer que l’image de f est le fermé V(I). On sait que

le morphisme f associe à l’idéal maximal n de A l’idéal maximal m = (f∗)−1(n), donc
cet idéal maximal contient I ; donc Imf ⊂ V(I). Dans l’autre sens, soit m ∈ V(I) un
idéal maximal de B. La fibre de f∗ au dessus du point défini par m est la variété affine
Spec(A/mA). Pour voir que cette fibre n’est pas vide, il suffit de démontrer que cette
algèbre n’est pas réduite à {0}.

Soient ei des générateurs de A comme B−module. Supposons A = mA. On peut alors
trouver des éléments ai,j ∈ m tels que

ei =
∑

j

f∗(ai,j)ej ;

dans A on obtient det(1 − (f∗(ai,j)) = 0. En développant ce déterminant, on obtient
1 ∈ f∗(m). Ceci signifie que dans B on a (1) = I + m et puisque I ⊂ m on obtient m = (1)
ce qui est absurde.

Proposition 6.12. — Soit Z une sous-variété algébrique fermée de Pn ne contenant

pas le point [0, . . . , 0, 1]. Le morphisme f : Z - Pn−1 induit par l’application régulière

[x0, . . . , xn] 7−→ [x0, . . . , xn−1]

est un morphisme fini.

La projection considérée s’appelle la projection de centre [0, . . . , 0, 1].
Démonstration. On peut supposer que Z est une hypersurface de Pn définie par un

polynôme homogène P de degré r > 0. Du fait que le point [0, . . . , 0, 1] n’appartient pas
à Z, on peut développer P sous la forme

P = Xr
n +

∑
1≤i≤r

AiXr−i
n

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

72



Variétés algébriques

où Ai est un polynôme homogène de degré i en les variables (X0, . . . ,Xn−1). Plaçons

au-dessus de l’ouvert affine V0 de Pn défini par X0 6= 0, et posons xi =
Xi

X0
. Soit U0

l’ouvert affine de Pn défini par les points [X0, . . . ,Xn] tels que X0 6= 0; dans cet ouvert,

on prend encore comme coordonnées xi =
Xi

X0
. Alors f−1(V0) = Z ∩U0, et le morphisme

f : Z ∩U0 7→ V0 est donné par

(x1, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xn−1)

Or, on a la relation

xr
n +

∑
1≤i≤r

aix
r−i
n = 0

dans Z ∩ U0 où ai = Ai(1, x1, . . . , xn−1). Ceci prouve que la dernière coordonnée xn

est entière sur O(V0), et par suite O(Z ∩ U0) est fini sur O(V0). Par permutation des
coordonnées, on obtient ainsi que f est un morphisme fini.

Corollaire 6.13. — (Noether) Soit Z une variété algébrique affine. Il existe un

morphisme fini surjectif Z - Am.

Démonstration. On peut supposer que Z est une sous-variété fermée de An. Si Z = An

le résultat est évident ; si Z 6= An, il existe un polynôme non nul qui s’annule sur Z. Il
existe une sous-variété fermée Z de Pn dont l’image réciproque dans An par le plongement
ouvert (x1, . . . , xn) 7→ [1, x1, . . . , xn] est Z ; pour la construire on considère des générateurs
P1, . . . ,P` de l’idéal I qui définit Z. On considère l’unique polynôme homogène Pi de même

degré que Pi satisfaisant à la condition suivante : φ∗(Pi) = Pi , où φ : An - An+1−{0}

est le plongement (x1, . . . , xn) 7→ (1, x1, . . . , xn) autrement dit on homogénéise Pi. L’idéal
I engendré par les polynômes homogènes Pi définit une sous-variété fermés de Z de Pn

telle que φ−1(Z) = Z. Cette sous-variété rencontre l’hyperplan de Pn défini par les points
[X0, . . . ,Xn] tels que X0 = 0 suivant un fermé strict : on l’obtient comme lieu des zéros de
l’idéal homogène engendré par les parties homogènes de plus haut degré des Pi. On peut
supposer qu’elle évite [0, . . . , 0, 1]. On peut alors projeter à partir de ce point sur Pn−1 :

on obtient ainsi un morphisme fini Z - Pn−1. L’image réciproque de l’ouvert affine

U0 ' An−1 défini par X0 6= 0 est exactement Z. Ainsi le morphisme induit f : Z −→ An−1

est fini. S’il n’est pas surjectif, on peut recommencer la construction ci-dessus avec la

sous-variété de An−1 définie par l’idéal noyau de l’homomorphisme O(An−1) - O(Z),

dont l’espace topologique sous-jacent est l’image de f ; ainsi de suite jusqu’à obtenir un
morphisme fini surjectif.
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Comme conséquence, on obtient la version algébrique de l’énoncé ci-dessus :

Corollaire 6.14. — Soit A une k−algèbre de type fini. Il existe des éléments
z1, . . . , zn algébriquement indépendants sur k et tels que A soit fini sur la sous-algèbre
k[z1, . . . , zn].

Proposition 6.15. —Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques

intègres, fini et surjectif. Alors
(i) dimKrull X = dimKrull Y ;
(ii) dim X = dim Y.

Cet énoncé résulte de la comparaison des fermés irréductibles de X et de Y.

Lemme 6.16. — (Cohen-Seidenberg) Soit f : X - Y un morphisme de variétés

algébriques, fini et surjectif.
(i) Pour tout fermé irréductible Y′ ⊂ Y, il existe un fermé irréductible X′ ⊂ X tel que

f(X′) = Y′.

(ii) Deux tels fermés irréductibles X′ et X′′ ne sont pas comparables.

Démonstration. (i) On écrit f−1(Y′) = ∪m
i=1Xi, avec Xi irréductible. En prenant

l’image, on obtient Y′ = ∪m
i=1f(Xi). Puisque Y′ est irréductible, Y′ est l’un des fermés

f(Xi).
(ii) Soient X′ ⊂ X′′ deux fermés irréductibles tels que X′ ⊂ X′′ et de même image

Y par f. Il s’agit de montrer que X′ = X′′. On peut supposer que X et Y sont affines.
Supposons que X′ et X′′ soient distincts. Alors il existe une fonction régulière u s’annulant
sur X′ et non nulle sur X′′. Mais u est entier sur O(Y) : on a donc une relation du type

ur + f∗(a1)ur−1 + . . .+ f∗(ar) = 0

dans O(X′′), avec ai ∈ O(Y). Puisque u est non nul sur X′′, si r est minimal, on a
obligatoirement f∗(ar) 6= 0. Mais puisque u s’annule sur X′, ar s’annule sur Y. Ceci
conduit à une contradiction.

Démonstration de la proposition 6.15
D’après l’assertion (i) du lemme de Cohen-Seidenberg, si Y0 $ Y1 $ . . . $ Y` est

une suite strictement croissante de fermés irréductibles de Y, on peut trouver une suite
strictement croissante de fermés irréductibles

X0 $ X1 $ . . . $ X`
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de X et donc dimKrull (X) ≥ dimKrull (Y). Dans l’autre sens, étant donné une suite
strictement croissante de fermés irréductibles X0 $ X1 $ . . . $ X` de X, les images Yi =
f(Xi) constituent, d’après l’assertion (ii) dans le lemme de Cohen-Seidenberg, une suite
strictement croissante de fermés irréductibles de Y. Par suite dimKrull (X) = dimKrull (Y).

Vérifions maintenant que si X et Y sont deux variétés intègres les extensions Rat(X)
et Rat(Y) ont même degré de transcendance, ce qui démontrera l’assertion (ii). On peut
évidemment supposer que X et Y sont affines. Il résulte du fait que tout élément de

O(X) est entier sur O(Y) que l’homomorphisme Rat(Y) - Rat(X) est une extension

algébrique finie. Toute base de transcendance de Rat(Y) définit donc une base de
transcendance de Rat(X). Ceci achève la démonstration.

Fin de la démonstration du théorème 5.14

On peut clairement supposer que la variété X est intègre. Il s’agit de montrer que si
X est une variété algébrique affine et intègre on a dim(X) = dimKrull (X).

Soit X une sous-variété intègre de An. On démontre l’énoncé par récurrence sur n. Il
est évidemment vrai pour n = 0. Supposons d’abord X 6= An. On sait qu’il existe d’après

le corollaire ci-dessus qu’il existe un morphisme fini surjectif X - Am, avec m ≤ n− 1.

Alors dimKrull (X) = dimKrull (Am) et dim(X) = dim(Am) et d’après l’hypothèse de
récurrence dim(Am) = m. Par suite dimKrull (X) = dim(X).

Supposons maintenant X = An. Soit X0 $ X1 $ . . . $ X` = An une suite strictement
croissante de fermés irréductibles de An. On a évidemment ` − 1 ≤ dimKrull (X`−1) et

puisque qu’il existe un morphisme fini surjectif X`−1
- Am, avec m ≤ n − 1 on a

d’après la proposition 6.15

dimKrull (X`−1) = dimKrull (Am).

D’après l’hypothèse de récurrence, cette dimension de Krull est m. Par suite ` ≤ n. Ainsi,
dimKrull (An) ≤ n. Comme l’inégalité dans l’autre sens est évidente, ceci démontre que
dimKrull (An) = n.

Exercice 6.3
On considère la sous-variété fermée X de A2, rapporté aux coordonnées x et y, définie

par l’idéal engendré par x2 + y2 − 1.

1) Montrer que le morphisme π : X - A1 induit par la projection (x, y) 7→ x est

un morphisme fini.
2) Montrer que l’homomorphisme d’algèbres locales induit par π :

OA1,0
- OX,(0,1)

n’est pas entier.
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7. Le lemme de Krull

Etant donnée une variété algébrique intègre X, de dimension n et des fonctions
régulières f1, . . . , fk sur X, quelle est la dimension du fermé Z = V(f1, . . . , fk) quand
il est non vide ? En général, il n’est possible d’obtenir que la minoration dim Z ≥ n − k.

Par exemple, dans l’espace vectoriel des matrices 3 × 3, le fermé des matrices de rang
≤ 1 est défini par 9 équations, donc aucune n’est superflue et pourtant cette variété
algébrique est de dimension 5. La minoration ci-dessus est obtenue comme corollaire de
l’énoncé suivant, classiquement appelé lemme de Krull.

Théorème 7.1. — (Lemme de Krull) Soit X une variété algébrique intègre de
dimension n, et f une fonction régulière non nulle et non inversible sur X. Soit V(f)
le fermé algébrique des zéros de f. Toutes les composantes irréductibles de V(f) sont de
dimension n− 1.

Cet énoncé serait faux si le corps k n’était pas algébriquement clos : par exemple en
géométrie algébrique réelle, l’intersection d’une sphère avec son plan tangent en un point
est réduite à un point (toutefois, il devient vrai si on ne considère pas seulement les points
de R3, mais les spectres maximaux des algèbres de type fini concernées).

On se ramène immédiatement au cas d’une variété affine, ou, si l’on préfère, de sa
version projective.

Théorème 7.2. — Soit X ⊂ Pm une variété projective intègre de dimension n, et
H ⊂ Pm une hypersurface de degré d dans l’espace projectif ne contenant pas X. Toutes
les composantes irréductibles de X ∩H sont de dimension n− 1.

Démonstration. Soit d = dim H∩X. Il résulte de la définition de Krull de la dimension
que d ≤ n−1. On se ramène au cas où H est un hyperplan de Pm grâce au plongement de
Veronese. On peut trouver un sous-espace projectif V 6⊂ H de dimension m− d− 1 qui ne
rencontre pas X∩H ; alors la projection à partir de W = V∩H détermine un diagramme
commutatif

X ∩H ↪→ X

Pd

f

?
⊂ Pd+1

f

?

dans lequel les flèches verticales sont des morphismes finis. Il en résulte que n ≤ d+ 1, et
par suite d = n− 1.

On doit montrer plus : à savoir que toutes les composantes irréductibles de X ∩ H
sont de dimension n − 1. Soit Y une de ces composantes. Il s’agit de montrer que le
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morphisme induit f : Y - Pn−1 est surjectif. Plaçons-nous au-dessus d’un ouvert affine

V = An de Pn rencontrant l’image de Y et désignons par x1, . . . , xn les coordonnées dans
V, l’hyperplan V ∩ Pn−1 ayant pour équation xn = 0. Soit U l’ouvert image réciproque

de V par la projection f : X - Pn. Cet ouvert rencontre Y et Y ∩ U est une des

composantes irréductibles de U∩H ; montrons que la restriction f : Y∩U - V∩Pn−1

est encore surjective. Si cette restriction n’était pas surjective, il existerait un polynôme
P(x1, . . . , xn−1) non nul, qui serait diviseur de zéro dans O(U ∩ H) : ainsi, il existerait
Q ∈ O(U), non nul sur U∩H, tel que P(x1, . . . , xn−1)Q|U∩H = 0. D’après le théorème des
zéros, il existerait un entier ` tel que dans O(U)

xn divise (P(x1, . . . , xn−1)Q)`.

On va montrer qu’alors xn divise une puissance Qk convenable de Q, ce qui conduira à
une contradiction. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 7.3. — Soit A un anneau factoriel, et A ↪→ B un morphisme fini et injectif.
On suppose que B est intègre. Soient a et b ∈ A, non nuls, et premiers entre eux ; soit
c ∈ B tel que a divise bc. Alors a divise une puissance convenable de c.

Définition 7.4. — Un anneau intègre A est intégralement clos si la fermeture
intégrale de A dans son corps des fractions est A lui-même.

Par exemple, on sait Z est intégralement clos. La même démonstration prouve en fait
qu’un anneau factoriel est intégralement clos. C’est cette propriété que nous allons utiliser
pour vérifier le lemme.

Démonstration. Désignons par K et L les corps de fractions respectifs pour A et B.
Le polynôme minimal P de c, choisi unitaire, est à coefficients dans A ; en effet, dans une
extension de L qui contient toutes les racines de P, les autres racines sont encore entières ;
d’après les relations entre coefficients et racines, les coefficients de P sont entiers sur A.
Mais l’anneau A étant intégralement clos, ces coefficients sont alors dans l’anneau A. On
écrit donc

P = Xk + α1Xk−1 + . . .+ αn

avec αi ∈ A. L’élément
bc

a
a alors pour polynôme minimal

Q = Xk + α1
b

a
Xk−1 + . . .+ αn(

b

a
)k

et puisque cet élément est entier, on obtient que a divise α1b, . . . , αkb
k. Puisque A est

factoriel, ceci entrâıne que a divise αk. Mais la relation ck + α1c
k−1 + . . . + αn = 0

entrâıne que a divise ck.

Ceci achève la démonstration du lemme de Krull.
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Corollaire 7.5. — Soient X et Y deux fermés irréductibles de Pn. Si X rencontre
Y, toutes les composantes irréductibles de X∩Y sont de dimension ≥ dim X + dim Y−n.

Cet énoncé reste vrai si on remplace Pn par une variété lisse (cf. section suivante)
quelconque. Il s’obtient en remarquant que X ∩ Y est l’intersection de X × Y avec la
diagonale de Pn × Pn, compte-tenu du fait que dim X × Y = dim X + dim Y. Par contre
la conclusion serait fausse en général si l’espace ambiant était singulier. Ainsi, dans la
quadrique Q de l’espace projectif P4, d’équation x1x3 + x2x4 = 0, les plans projectifs
d’équations x1 = x2 = 0 et x3 = x4 = 0 se coupent suivant un point.

8. Points lisses

Soit X une variété algébrique. D’après le théorème 5.11 pour tout point x ∈ X, on a
dimx X ≤ dim TxX.

Définition 8.1. — Un point x ∈ X est dit lisse si dimx X = dim TxX. Dans le cas
contraire, on dit que x est un point singulier.

Exemple

Soit X ⊂ An la sous-variété algébrique définie l’idéal (f1, . . . , fm). Le fermé sous-
jacent est le lieu des zéros communs à f1, . . . , fm. On suppose que la matrice jacobienne

(
∂fj

∂xi
) est de rang m au point x ∈ X. Alors X est lisse au voisinage de x. En effet, d’après

le lemme de Krull

n−m ≤ dimx X.

D’autre part, d’après le lemme 5.3 dim TxX ≤ n−m. Par suite dimx X = dim TxX.

La réciproque est vraie : soit X une variété algébrique et x ∈ X un point lisse de X ;
on pose m = dimx X. Alors au voisinage de x, la variété X peut être définie dans An par
un idéal engendré par n − m éléments. Pour le voir, nous aurons besoin de vérifier au
préalable l’énoncé suivant

Théorème 8.2. — Soit X une variété algébrique lisse en x. Alors l’algèbre locale
OX,x est intègre. En particulier, X est réduit au voisinage de x et par x, il ne passe qu’une
composante irréductible.

Corollaire 8.3. — Les points lisses d’une variété algébrique X forment un ouvert.

On a déjà vu que si X est réduite, cet ouvert doit être partout dense.
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Démonstration. Soit X1, . . . ,Xk les composantes irréductibles de X. Considérons
l’ouvert Ui défini par

Ui = X \ ∪j,j 6=iXi,j

où Xi,j = Xi ∩ Xj . Dans Ui les points lisses constituent un ouvert Ui,lisse par semi-
continuité de la dimension tangentielle et l’ensemble des points lisses de X est, d’après le
théorème 8.2, la réunion Xlisse = ∪iUi,lisse. Par suite, c’est un ouvert de X.

Corollaire 8.4. — Soient X une variété algébrique lisse en un point x ∈ X, et

m = dimx X. Il existe un voisinage ouvert U de x, et un isomorphisme ϕ : U - V sur un

ouvert V d’une sous-variété algébrique fermée Y de An défini par un idéal (f1, . . . , fn−m)
engendré par n−m éléments tels que au point y = ϕ(x)

rg
∂fj

∂xi
(y) = n−m.

En particulier, une variété algébrique complexe lisse pourra être considérée comme
une variété analytique d’après le théorème de submersion.

Démonstration. On peut supposer que X est une sous-variété algébrique fermée de
An; soit (f1, . . . , fk) des générateurs de l’idéal I qui définit X. Au point x, par définition

de l’espace tangent de Zariski, la matrice jacobienne
∂fj

∂xi
(x) est de rang n − m. Donc,

on peut extraire de cette matrice un mineur d’ordre n − m. Supposons par exemple
que (f1, . . . , fn−m) soit déjà de rang n − m en x. Alors la variété définie par l’idéal
(f1, . . . , fn−m) est lisse au voisinage de x, contient X, et est de même dimension m en
x. Ceci entrâıne que ces deux variétés cöıncident au voisinage de x, ce qui démontre ce
corollaire.

Démonstration du théorème 8.2
Elle repose sur plusieurs lemmes.

Lemme 8.5. — (Nakayama). Soient A un anneau local, m son idéal maximal et M
un module de type fini sur A, et M′ ⊂ M un sous-module de M. Alors si M = M′ + mM,

on a M = M′.

Lemme 8.6. — Soit X une variété algébrique lisse en a, Ta l’espace vectoriel tangent
de Zariski de X au point a, et m l’idéal maximal de OX,a. Soit S`T∗a la puissance symétrique
de T∗a (c’est-à-dire l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré ` sur Ta). Alors
on a un isomorphisme canonique

S`T∗a ' m`/m`+1
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En fait, on va construire un isomorphisme de l’algèbre des polynômes sur Ta sur
l’algèbre ⊕`m

`/m`+1 qui conserve la graduation.
Démonstration. Soient u1, . . . , u` des éléments de l’idéal maximal m. Alors la classe

dans m`/m`+1 du produit u1. . . . .u` ne dépend que des formes linéaires dau1, . . . , dau` et
par suite, on obtient une application linéaire

S`T∗a - m`/m`+1

évidemment surjective. Pour montrer l’injectivité, on utilise la notion de système régulier
de paramètres de X en a : il s’agit de germes u1, . . . , um ∈ m tels que les différentielles
dau1, . . . , daum constituent une base de T∗a = m/m2. Dans ce cas :

1. le germe de sous-variété algébrique défini par l’idéal (ui+1, . . . , um) est, au voisinage
de a une sous-variété lisse de dimension i d’espace tangent ∩i<j≤iker daui.

2. les germes u1, . . . , um engendrent m d’après le lemme de Nakayama.
Soit

P =
∑

ν
ν1+...+νm=`

aν1,...,ν`
(dau1)ν1 . . . (daum)νm

un polynôme non nul dont l’image dans m`/m`+1 est nulle. Quitte à changer la base, on
peut supposer que a`,0,...,0 6= 0 : cela revient à chercher une direction dans Ta suivant

laquelle le polynôme homogène Ta
- k défini par P est non nul. On peut alors trouver

des éléments bν1,...,ν`
∈ m tels que∑

ν
ν1+...+νm=`

(aν − bν)uν1
1 . . . uνm

m .

Mais a`,0,...,0 − b`,0,...,0 est inversible dans OX,a ce qui entrâıne une relation

u`
1 =

∑
ν 6=(`,0,...,0)

cνu
ν1
1 . . . uνm

m .

Alors le fermé des zéros V(u2, . . . , un) serait contenu dans V(u1, . . . , u`) ce qui est
impossible puisque V(u2, . . . , un) est de dimension 1, et V(u1, . . . , u`) de dimension 0.

Lemme 8.7. — (Krull) Soit A un anneau local noethérien, et m l’idéal maximal de
l’anneau local A. Alors

∩im
i = 0

Démonstration. Soient u1, . . . , um des générateurs de m. Soit α ∈ ∩im
i. Il existe un

polynôme homogène P` de degré ` à coefficients dans A tel que

α = P`(u1, . . . , um).

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

80



Variétés algébriques

Considérons l’idéal de A[X1, . . . ,Xm] engendré par les polynômes (Pi). Puisque cet anneau
est noethérien cet idéal est engendré par un nombre fini de Pi. Ainsi, pour ` assez grand,
on peut écrire P` =

∑
i<` PiQi où Qi est un polynôme homogène de degré ` − i. Par

substitution de u1, . . . , u`, on voit qu’il existe un élément µ ∈ m tel que α = µα. Puisque
1− µ est inversible, ceci entrâıne α = 0. D’où le lemme.

Lemme 8.8. — En tout point lisse a d’une variété algébrique lisse, l’algèbre locale
OX,a est intègre.

Démonstration. Soient m l’idéal maximal de OX,a, et Ta l’espace vectoriel tangent
en a. Soient α et β deux éléments non nuls de OX,a. D’après le lemme ci-dessus, on peut
trouver des entiers ` et k tels que α ∈ m` − m`+1 et β ∈ mk − mk+1. La classe de α
provient de P ∈ S`T∗, la classe de β provient de Q ∈ SkT∗. Alors PQ 6= 0, et par suite
αβ /∈ mk+`+1.

Fin de la démonstration.

Il reste seulement à vérifier qu’il n’y a qu’une composante passant par a. La
question est locale. On peut donc supposer que X est affine ; l’algèbre OX,a est alors
la localisée de l’algèbre O(X) en l’idéal maximal ma. Par image réciproque, on obtient une
correspondance bijective entre l’ensemble des idéaux de premiers de OX,a et l’ensemble
des idéaux premiers de O(X) contenus dans ma. Puisque l’algèbre locale OX,a est intègre,
elle n’a qu’un idéal premier minimal, et par suite, il n’y a qu’un idéal premier minimal de
O(X) contenu dans ma. Ceci signifie exactement qu’il n’y a qu’une composante irréductible
de X passant par a.

Remarque 8.9. — Soit X est une variété algébrique, a un point de X et A = OX,a

l’algèbre locale de X en a. On peut mettre une structure d’algèbre sur la somme directe

gr(A) = ⊕im
i/mi+1

induite par la multiplication mi × mj - mi+j . Cette algèbre est de type fini, et la

construction donnée ci-dessus fournit homomorphisme surjectif d’algèbres

⊕iSiT∗a - gr(A).

L’algèbre de gauche est l’algèbre des polynômes sur l’espace vectoriel tangent Ta. La
variété algébrique affine associée à l’algèbre de type fini gr(A) s’appelle le cône de X
en a, et est notée CaX. La surjection ci-dessus fournit un plongement fermé de variétés
algébriques affines CaX ↪→ TaX et la sous-variété ainsi définie est invariante par l’action
de k∗.

81

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

L’énoncé ci-dessus dit que ce plongement est un isomorphisme si (X, a) est lisse en a.
Réciproquement, le théorème de la dimension (cf. Atiyah et Macdonald) dit que le cône a
même dimension que X en a. Donc si ce plongement est un isomorphisme, le point a est
un point lisse de X.

9. Le théorème de Bertini

Le théorème de Bertini est en géométrie algébrique l’analogue du théorème de Sard en
géométrie différentielle. Il est très utile pour l’étude des fibres des morphismes de variétés
lisses. On devra se limiter au cas où le corps de base k est de caractéristique 0 à la section
9.2.

9.1. Dimension des fibres d’un morphisme

Définition 9.1. — Un morphisme de variétés algébriques f : X - Y est dit

dominant si son image est dense.

Lemme 9.2. — Soient f : X - Y un morphisme de variétés algébriques . Si

dim X < dim Y, le morphisme f n’est pas dominant.

Démonstration. Si f était dominant, pour toute composante irréductible Yi de Y il

existerait un fermé irréductible Xi de X tel que f(Xi) ⊂ Yi et que f : Xi
- Yi soit

encore dominant. Ceci ramène l’étude au cas de variétés algébriques intègres. Si f était

dominant, on pourrait lui associer le morphisme de corps Rat(Y) - Rat(X). Mais alors

la définition de la dimension implique que dim Y ≤ dim X.

Théorème 9.3. — Soient f : X - Y un morphisme dominant de variétés

algébriques intègres. On a dim X ≥ dim Y et

(i) pour tout x ∈ X, on a dimx f
−1(f(x)) ≥ dim X− dim Y;

(ii) il existe des ouverts denses U de X et V de Y tels que f(U) = V et tels que pour
x ∈ U on ait

dimx f
−1(f(x)) = dim X− dim Y

Démonstration. Démontrons l’assertion (i) : on peut évidemment supposer que Y est
une variété algébrique affine de dimension m. On peut alors trouver un morphisme fini

g : Y - Am; soit z = g(y). On sait d’après le lemme de Krull que toutes les composantes

irréductibles de (gf)−1(z) sont de dimension ≥ dim X−m. Les composantes irréductibles
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de f−1(y) font évidemment partie des composantes irréductibles de (gf)−1)(z) : ceci
entrâıne l’assertion (i).

Démontrons l’assertion (ii) : On peut supposer que X et Y sont des variétés

algébriques affines. On considère l’extension Rat(Y) - Rat(X) induite par f, et on

choisit des éléments x1, . . . , xd ∈ Rat(X) algébriquement indépendants sur Rat(Y) tels
que l’extension

Rat(Y)(x1, . . . , xd) ↪→ Rat(X)

soit une extension algébrique. On a évidemment d = dim X− dim Y. Le premier membre
est le corps des fonctions rationnelles sur Y × Ad. Soit U un ouvert principal non vide
convenable de X sur lequel les fonctions rationnelles xi sont des fonctions régulières. Le

morphisme induit O(Y×Ad) - O(U) définit un morphisme dominant φ : U - Y×Ad

dont la première composante est la restriction de f à l’ouvert U. Soient uj des générateurs
de l’algèbre de type fini O(U). Ces éléments sont entiers sur l’algèbre d’un ouvert principal

non vide convenable V ⊂ Y×Ad, et donc le morphisme O(Y×Ad) - O(U∩φ−1(V)) est

fini et surjectif. Quitte à remplacer U par l’ouvert non vide U ∩ φ−1(V) on peut suppoer
que φ(U) ⊂ V. On obtient un diagramme commutatif

U
∼
φ

- V ⊂ Y × Ad

@
@

@
@

@

f |U

R
Y

g = pr1|V

?

où le morphisme φ est fini et dominant, donc surjectif. Soit y = f(x). Le morphisme induit

φ : f−1(y) - g−1(y) est encore fini et surjectif. Donc dimx f
−1(y) = dimφ(x) g

−1(y). Les

fibres de la projection V - Y sont évidemment des ouverts de Ad donc de dimension

d. Par suite dimx f
−1(y) = d .

Corollaire 9.4. — Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques. Sur

X, la fonction ϕ : x 7→ dimx f
−1(f(x)) est semi-continue supérieurement.

Démonstration. Remarquons d’abord que si X est réunion de fermés irréductibles
Xi, si fi désigne la restriction de f à Xi, on a

dimx f
−1(f(x)) = sup

i,x∈Xi

dimx f
−1
i (fi(x)).

Si ` est un entier, l’ensemble F = {x ∈ X, dimx f
−1(f(x)) ≥ `} est la réunion des parties

Fi = {x ∈ Xi, dimx f
−1
i (fi(x)) ≥ `}. Ceci nous ramène au cas où X et Y sont irréductibles.
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On raisonne par récurrence sur la dimension de X, et on suppose donc que X et Y
sont irréductibles. On peut de plus supposer f dominant. D’après le théorème ci-dessus,
il existe un ouvert dense U de X sur lequel x 7→ dimx f

−1(f(x)) est constante et égale à

d = dim X− dim Y. Soit Z le fermé complémentaire de U, et g : Z - Y la restriction de

f à Z. D’après le théorème ci-dessus si ` est un entier, l’ensemble des points x ∈ X tels
que dimx f

−1(f(x)) ≥ ` est X si ` ≤ d, et si ` > d, c’est l’ensemble des points x de Z tels
que dim g−1(g(x)) ≥ `. Par hypothèse de récurrence, c’est un fermé de Z et donc de X.

Corollaire 9.5. — Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques,

fermé surjectif . Alors la fonction à valeurs entières définie sur Y par y 7→ dim f−1(y) est
semi-continue supérieurement.

Démonstration. On a en effet

dim f−1(y) = sup
x∈f−1(y)

dimx f
−1(f(x)).

Ainsi, si ` est un entier, l’ensemble des y ∈ Y tels que dim f−1(y) ≥ ` est l’image par f
du fermé des points x ∈ X tels que dimx f

−1(f(x)) ≥ `. Compte-tenu du fait que f est
fermée, on obtient ainsi un fermé de Y.

Il n’est pas vrai que cette fonction est semi-continue si on oublie l’hypothèse que f
est fermée (cf. exercice 9.2 ci-dessous).

Exercice 9.1
Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques ; montrer que si X et Y

ne sont plus irréductibles, il n’est pas toujours possible de trouver un ouvert U de X sur
lequel on ait pour x ∈ U

dimx f
−1(f(x)) = dim X− dim Y.

Exercice 9.2 (Nicusor Dan)

On considère le morphisme f : A3 - A3 défini par

(x, y, z) 7→ (x, (xy − 1)y, (xy − 1)z).

Démontrer que f est surjective, et que l’ensemble des points a ∈ A3 tels que
dim f−1(f(a)) = 1 est une surface fermée de k3. Vérifier que la fonction b 7→ dim f−1(b)
n’est pas semi-continue supérieurement.
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Exercice 9.3

Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques, et

d = sup
x∈X

dim f−1(f(x)).

Montrer que dim X ≤ dim Y + d.

9.2. Valeurs critiques d’un morphisme

Dans ce paragraphe, le corps k est supposé algébriquement clos de caractéristique 0.
En géométrie différentielle, le théorème de Sard dit que l’ensemble des valeurs critiques
d’un morphisme de variétés différentielles de classe C∞ est de mesure nulle. En géométrie
algébrique, la formulation est plus précise :

Théorème 9.6. — (Bertini) Soient X et Y deux variétés algébriques, et f : X - Y

un morphisme de variétés algébriques. Pour tout entier r, on considère l’ensemble des
points de X défini par

Zr = {x ∈ X, rg dxf ≤ r}

Alors dim f(Zr) ≤ r.

Cet énoncé serait évidemment faux en caractéristique p : l’application f : A1 - A1

définie par x 7→ xp est régulière ; la différentielle est nulle en tout point, et l’image de f
est A1.

Corollaire 9.7. — Soit f : X - Y un morphisme dominant de variétés

algébriques lisses et irréductibles. Il existe un ouvert dense V de Y contenu dans l’image
de f, tel que pour y ∈ V la fibre f−1(y) soit une variété algébrique lisse de dimension
dim X− dim Y.

Démonstration. D’après le théorème 9.3 on peut supposer que f est surjective. Soit
Z l’ensemble des points de X où le rang de dxf est < dim Y. Alors l’adhérence de f(Z)
est de dimension < dim Y. Au-dessus de l’ouvert complémentaire, les fibres f−1(y) sont
des variétés algébriques dont l’espace tangent de Zariski est en tout point x de dimension
≤ dim X− dim Y, puisque cet espace tangent de Zariski en x est contenu dans le noyau de
dxf . D’après le théorème 9.3 la dimension de f−1(y) en x est ≥ dim X− dim Y. Par suite,
au-dessus de cet ouvert, la fibre f−1(y) est lisse de dimension dim X− dim Y.
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Exemple
Soit G = Grass(d + 1, kn+1) la grassmannienne des sous-espaces projectifs W de

dimension d de Pn. Désignons par D ⊂ G×Pn la variété d’incidence, c’est-à-dire l’ensemble
des couples (W, x) tels que x ∈ W. Alors

(1) La variété D est une variété lisse de dimension (d+1)(n− d)+ d, et la projection

pr2 : D - P2 est une submersion surjective (i.e. la différentielle est surjective ; en fait

elle a ici des sections locales).
(2) Si X est une sous-variété lisse de Pn, de codimension c l’image réciproque pr−1

2 (Y)
est une variété lisse de codimension c.

(3) Le théorème de Bertini dit que la fibre générale de pr1 : Y - G est une sous-

variété lisse de dimension dim X + d−n. Autrement dit, il existe un ouvert partout dense
U de G tel que pour W ∈ U, l’intersection X ∩W soit lisse de dimension dim X + d− n.

Le théorème 9.6 est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 9.8. — Si f : X - Y est un morphisme dominant de variétés algébriques

intègres, il existe un point x ∈ X lisse tel que f(x) soit lisse sur Y et que la différentielle

dxf : TxX - Tf(x)Y

soit surjective.

Démonstration. La restriction de f à l’ouvert des points lisses est encore dominant :
on peut donc évidemment supposer que X et Y sont lisses. On peut également supposer
que X et Y sont des variétés algébriques affines.

Cas particulier

Commençons par le cas où X est un ouvert non vide d’une hypersurface intègre H de
Y × A1 définie par l’idéal engendré par un polynôme P ∈ O(Y × A1) s’écrivant

P(y, t) = a0(y)tr + . . .+ ar(y)

avec ai ∈ O(Y) et a0 6= 0. L’application f : X - A1 considérée est induite par la

première projection. L’hypothèse H intègre assure que le polynôme P est irréductible
dans O(Y)[t] et le reste dans les algèbres O(Yc)[t], où c ∈ O(Y) est une fonctions régulière
non nulle sur Y. Par suite ce polynôme reste irréductible dans Rat(Y)[t]. Parce que le
corps k est de caractéristique 0, le discriminant ∆ de ce polynôme irréductible est non nul
dans Rat(Y) ; donc c’est une fonction régulière non identiquement nulle dans O(Y). Au-
dessus de l’ouvert de Y des points lisses de Y tels que ∆ 6= 0, l’espace tangent de Zariski
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à X ⊂ Y×A1 en x = (y, t) est le sous-espace vectoriel de la somme directe TyY⊕k donné
par le noyau de la forme linéaire de matrice

(∂YP(y, t)
∂P
∂t

(y, t))

où ∂YP est la différentielle partielle dans la direction Y. L’application linéaire dxf :

TxX - TyY est encore induite par la première projection. Par hypothèse, Y est lisse.

En un point (y, t) ∈ X tel que le discriminant ∆(y) soit non nul, on a
∂P
∂t

(y, t)) 6= 0 ce

qui entrâıne que d(y,t)f est surjective.

Cas général

Comme dans la démonstration du théorème 9.3, il existe un ouvert affine U non
vide de X et un ouvert affine non vide V de Y × Ad tels que le morphisme f |U = gφ

où φ : U - V est un morphisme fini et g : V - Y la restriction de la projection

canonique sur le premier facteur. Puisque la différentielle de g est partout surjective, ceci
nous ramène au cas d’un morphisme fini surjectif.

Considérons donc un morphisme fini de variétés algébriques affines lisses et irréduc-

tibles f : X - Y ; comme dans la démonstration du lemme 5.12 le théorème de l’élément

primitif, qui ne nécessite aucune précaution en caractéristique 0, permet de trouver un
ouvert non vide U de X, un ouvert V d’une hypersurface intègre de H ⊂ Y × A1 comme

ci-dessus et un isomorphisme φ : U - V tels que f |U = gφ, où g est la restriction de

la projection canonique sur Y à l’ouvert V. Ceci nous ramène au cas particulier étudié
ci-dessus.

Démonstration du théorème 9.6
Soit Y′ une composante irréductible de f(Zr), et X′ une composante irréductible de

Zr∩f−1(Y′) telle que g = f |X′ : X′ - Y′ soit dominant ; on les équipe de leur structure

de variété algébrique réduite. Il existe alors d’après le lemme 9.8 un point lisse x de X′ tel
que g(x) soit lisse et que la différentielle

dxg : TxX′ - Tf(x)Y′

soit surjective. Puisque cette propriété reste vraie au voisinage de x, on peut supposer
que x appartient à Zr. On a alors les majorations rg (dxg) ≤ rg (dxf) ≤ r. Par suite
dim Y′ ≤ dim Tf(x)Y′ ≤ r. Ceci achève la démonstration.

Le théorème de Bertini permet d’améliorer l’assertion (ii) dans le théorème 9.3.
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Théorème 9.9. — Soit f : X - Y un morphisme dominant de variétés

algébriques intègres. Il existe un ouvert non vide V ⊂ Y contenu dans l’image de f et
tel que pour y ∈ V on ait

dim f−1(y) = dim X− dim Y.

Démonstration. On peut évidemment supposer que Y est lisse, et que f est surjective
d’après le théorème 9.3. On peut d’autre part trouver des sous-variétés localement fermées,
lisses et irréductibles Xi, en nombre fini telles que X = ∪iXi. Soit fi la restriction de f à Xi.

Soit Zi le fermé de Xi des points x tels que rg dxfi < dim Y. Soit V le complémentaire du
fermé ∪if(Zi) dans Y; on sait que V n’est pas vide. Pour y ∈ U, on a f−1(y) = ∪if

−1
i (y),

et f−1
i (y) est lisse de dimension dim Xi − dim Y. Il en résulte que la fibre f−1(y) est elle-

même de dimension ≤ dim X − dim Y. Comme cette dimension est toujours minorée par
dim X− dim Y, ceci fournit le résultat attendu.

Exercice 9.4
Soit Sr l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré d sur A3.

1. On considère, dans l’espace projectif P(Sr), l’ensemble U des classes de polynômes
irréductibles qui définissent des courbes irréductibles. Montrer que U est un ouvert de
Zariski de P(Sr). Evaluer la codimension du complémentaire.

2. On considère, dans l’espace projectif P(Sr) l’ensemble C des classes de polynômes
homogènes qui définissent une courbe lisse. Montrer C est le complémentaire d’une
hypersurface de P(Sr).
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Chapitre 2

Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

1. Fibrés vectoriels

Il s’agit de définir la notion de famille algébrique d’espaces vectoriels, paramétrée par
une variété algébrique X ; sur une variété algébrique réduite, les définitions et les énoncés
sont tout-à-fait semblables à ceux qu’on donne en géométrie différentielle pour les fibrés
vectoriels différentiables. Il y a cependant une grande différence qui provient de l’étude
des sections de ces fibrés : ainsi sur une variété algébrique, il est courant de trouver des
fibrés vectoriels dont la seule section régulière est la section nulle.

Il est encore possible, mais plus délicat, d’introduire la notion de fibré vectoriel sur
une variété algébrique X non réduite. Dans le cas où X ne serait pas réduite, la définition
d’un fibré vectoriel donnée ci-dessous et la notion de morphisme de fibrés vectoriels ne
sont plus adaptées car elles ne permettent pas d’obtenir une équivalence de catégorie
entre fibrés vectoriels et faisceaux localement libres (cf. section 2) : elles ne permettent
même pas de munir l’ensemble des sections d’une structure de O(X)−module (voir aussi
l’exercice 1.1). Il est conseillé dans ce cas de manipuler plutôt les faisceaux localement
libres ; si l’on veut une interprétation géométrique de ces faisceaux localement libres on
pourra considérer les variétés algébriques introduites dans l’exercice 2.5. Pour simplifier,
nous nous limitons ici au cas où X est une variété réduite.

Soit k un corps algébriquement clos.
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1.1. Définitions.

Fibrations et fibrés vectoriels

Soit X une variété algébrique réduite sur k. On appelle fibration vectorielle au-dessus

de X la donnée d’une variété algébrique E, d’un morphisme surjectif p : E - X de

variétés algébriques, et, pour chaque point x ∈ X d’une structure de k−espace vectoriel
sur la fibre p−1(x). La variété algébrique E s’appelle l’espace total de la fibration ; la fibre

au-dessus de x sera notée Ex. Etant données deux fibrations vectorielles p : E - X et

p′ : E′ - X un morphisme de variétés algébriques f : E - E′ est appelé morphisme

de fibrations s’il est compatible avec les projections p et p′, c’est-à-dire que p′ ◦f = p, et si

pour tout x ∈ X l’application induite fx : Ex
- E′x est linéaire. Un tel morphisme f de

fibrations est un isomorphisme si f est un isomorphisme de variétés algébriques ; l’inverse

f−1 sera automatiquement un morphisme de fibrations. La fibration X×k r - X donnée

par la première projection s’appelle la fibration triviale de rang r. Pour tout ouvert U ⊂ X

on désigne par E|U la fibration p−1(U) - U : c’est la restriction de E à U.

Un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X est la donnée d’une fibration vectorielle

E - X localement triviale au sens suivant : pour tout point x ∈ X, il existe un voisinage

ouvert U de x et un isomorphisme de fibrations au-dessus de U

ϕ : E|U - U× kr.

Un tel isomorphisme sera appelé une trivialisation locale ou carte locale pour le fibré

vectoriel E - X. Souvent, quand il n’y a pas d’ambigüıté, un fibré vectoriel E - X

sur une variété algébrique X sera abusivement noté E. Le fibré trivial X× kr - X est

parfois noté kr
X.

Sections régulières d’un fibré vectoriel

Soit p : E - X un fibré vectoriel de rang r sur une variété algébrique X réduite. On

appelle section régulière de E sur X un morphisme de variétés algébriques s : X - E

tel que ps = idX.

L’ensemble Γ(X,E) des sections de E constituent un module sur l’algèbre O(X) des
fonctions régulières sur X. En effet, les opérations somme et produit par un scalaire sont

définies à partir des morphismes de variétés algébriques E×X E - E et A1×E - E

représentant la somme des vecteurs d’une même fibre et la multiplication par les scalaires,
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lesquelles sont clairement des applications régulières. Ces opérations sont définies pour s
et t ∈ Γ(X,E) et α ∈ O(X) par les formules

(s+ t)(x) = s(x) + t(x) ; (αs)(x) = α(x)s(x)

Quand il n’y a pas de risque de confusion, ce module sera souvent noté Γ(E). Le
préfaisceau U 7→ Γ(E|U) est un faisceau de modules sur le faisceau des fonctions régulières
OX, souvent noté OX(E).

Morphismes de fibrés vectoriels

Soit X une variété algébrique réduite. Etant donné deux fibrés vectoriels E et F de
rangs respectifs r et s au-dessus de X, on appelle morphisme de E dans F un morphisme
des fibrations vectorielles sous-jacentes.

Lemme 1.1. — Un morphisme de fibrés vectoriels triviaux

X× kr f - X× ks

@
@

@
@

@R 	�
�

�
�

�

X

est déterminé par une application régulière g : X - L(kr, ks) à valeurs dans l’espace

vectoriel L(kr, ks) des applications linéaires de kr dans ks et s’écrit pour (x, v) ∈ X× kr

(x, v) 7→ (x, g(x)v).

Démonstration. Evidemment, la première composante de f est la première projection.

Se donner un morphisme X × kr - ks revient à se donner un morphisme d’algèbres

φ : O(ks) - O(X × kr). Si on désigne par xi et yj les fonctions coordonnées sur kr et

ks respectivement, la linéarité le long des fibres impose que φ(yj) s’écrit dans l’algèbre
O(X× kr) = O(X)[x1, . . . , xr]

φ(yj) =
∑

i

gji ⊗ xi

où gji ∈ O(X). Ainsi, se donner f revient à se donner la matrice (gji). L’application f

s’écrit alors pour (x, v) ∈ X× kr

(x, v) 7→ (x,
∑
i,j

gji(x)viej)
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où ej est la base canonique de ks, et où les vi sont les coordonnées de v.

Considérons maintenant un morphisme de fibrés vectoriels f : E - F au-dessus de

X. Si ϕ : E|U - U× kr et ψ : F|U - U× ks sont des cartes locales pour les fibrés E

et F au-dessus du même ouvert U le morphisme f̃ = ψfϕ−1 : U×kr - U×ks s’appelle

l’expression de f dans les cartes ϕ et ψ ; d’après ce qu’on vient de voir, ce morphisme est

déterminé par un morphisme de variétés algébriques g : U - L(kr, ks) à valeurs dans

l’espace vectoriel L(kr, ks) des applications k−linéaires de kr dans ks. Il s’écrit

(x, v) 7→ (x, g(x)v)

Proposition 1.2. — Soit f : E - F un morphisme de fibrés vectoriels

algébriques, et x0 un point tel que fx0 soit inversible. Alors il existe un voisinage ouvert

U de x0 tel que f |U : E|U - F|U soit un isomorphisme.

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour l’expression locale de f. L’hypothèse
signifie que g(x0) est inversible. Puisque g est continue, g(x) est inversible sur un voisinage
ouvert U de x0, ce qui permet de construire l’inverse de f.

Les fibrés vectoriels de base X constituent évidemment une catégorie additive : si E et
F sont des fibrés vectoriels sur X, on définit une structure de groupe abélien (et meême de

O(X)−modules) sur l’ensemble des morphismes E - F : si f et g sont deux morphismes

de E dans F, on pose
(f + g)x = fx + gx

pour x ∈ X, et pour α ∈ O(X)
(αf)x = α(x)fx.

Exercice 1.1
Montrer que si X n’est plus réduite, un morphisme de variétés algébriques f :

X× kr - X× ks, rendant commutatif le diagramme

X× kr f - X× ks

@
@

@
@

@R 	�
�

�
�

�

X

et linéaire sur chaque fibre n’est plus obligatoirement déterminé par un morphisme de

variétés algébriques X - GL(r).
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1.2. Fonctions de transition

Soit E - X un fibré vectoriel sur la variété algébrique X. Si ϕi : E|Ui
- Ui×kr

et ϕj : E|Uj
- Uj × kr sont des cartes locales au-dessus des ouverts Ui et Uj

respectivement, le changement de cartes, défini au-dessus de Ui,j = Ui ∩Uj par

ϕj,i = ϕj ◦ ϕ−1
i : Ui,j × kr - Ui,j × kr

est déterminé par un morphisme gj,i : Ui,j
- GL(r) à valeurs dans le groupe

linéaire GL(r) des matrices inversibles à coefficients dans k. Le morphisme ϕj,i s’écrit

alors (x, v) 7→ (x, gj,i(x)v), où gi,j : Ui,j
- GL(r) est une application régulière. Les

morphismes gj,i s’appellent fonctions de transition associées aux trivialisations ϕi et ϕj .
Si U = (Ui)i∈I est un recouvrement ouvert de X sur lequel on dispose de trivialisations
ϕi, les morphismes de transition satisfont aux conditions suivantes :

(a) gi,i(x) = idkr pour x ∈ Ui

(b) sur l’intersection Ui,j,k = Ui ∩Uj ∩Uk on a gi,k = gi,jgj,k.

Fibré vectoriel associé à des fonctions de transition
Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X ; on se donne pour tout couple

(i, j) ∈ I2 un morphisme gi,j : Ui,j
- GL(r) satisfaisant aux conditions (a) et (b)

ci-dessus. On dit que (gi,j) est un cocycle de U à valeurs dans GL(r).
On considère le quotient

E =
( ∐

i∈I

Ui × kr
)
/R

par la plus fine des relations d’équivalence qui identifie les points (x, v) ∈ Ui × kr avec
(x′, v′) ∈ Uj × kr pourvu que x = x′ et v′ = gj,i(x)(v). Cet ensemble est muni de la

topologie quotient. On a alors une projection continue p : E - X et au-dessus de Ui

un homéomorphisme

E|Ui

∼- Ui × kr

Il résulte de la section 2.7 du chapitre 1 qu’on peut alors définir une structure de variété
algébrique (séparée et de type fini) sur l’espace topologique quotient E en transportant
la structure de variété algébrique de Ui × kr; au-dessus de Ui,j , les structures obtenues
à partir de Ui × kr et de Uj × kr cöıncident. On peut aussi transporter la structure
d’espace vectoriel des fibres : si x ∈ Ui, la structure d’espace vectoriel obtenue sur Ex ne

dépend pas de i. On obtient ainsi une fibration vectorielle sur E - X, et par définition,

l’isomorphisme ci-dessus devient une trivialisation : on a ainsi construit à partir du système
de fonctions de transition un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X.
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1.3. Fibrés associés à des fibrés vectoriels donnés.

On se donne deux fibrés vectoriels E et F sur une variété algébrique X. La somme
directe de E et F est définie ensemblistement par

E⊕ F =
∐
x∈X

(Ex ⊕ Fx)

Pour munir cet ensemble d’une structure de variété algébrique, on commence par choisir

des cartes locales ϕi : E|Ui
- Ui × kr et ψi : F|Ui

- Ui × ks au-dessus du même

ouvert Ui ; on considère les bijections associées à ϕi et ψi

E⊕ F|Ui
- Ui × (kr ⊕ ks)

et on transporte la structure de variété algébrique du membre de droite grâce à cette
bijection. Pour voir que cette structure est indépendante du choix des cartes il suffit de
calculer le changement de cartes pour E⊕F : sur l’ouvert Ui,j il est donné par les fonctions

de transitions Ui,j
- GL(kr ⊕ ks) définies par la matrice

(
gi,j 0
0 hi,j

)

où (gi,j) et (hi,j) sont les fonctions de transition pour E et F respectivement. Le fibré

vectoriel ainsi construit, muni des morphismes canoniques E - E⊕F et F - E⊕F

satisfait à la propriété universelle demandées aux sommes directes. Il est bien sûr
isomorphe au produit fibré E×X F.

On construit de la même façon les fibrés Hom(E,F),E⊗F, le fibré dual E∗, la puissance
extérieure ΛkE, les puissances symétriques SkE. Si E est de rang r, le fibré ∧rE est un
fibré vectoriel de rang 1, souvent noté det E.

Exercice 1.2

Soit E et F sont deux fibrés vectoriels sur une variété algébrique X. On a vu que

l’ensemble Hom(E,F) des morphismes de fibrés vectoriels E - F est naturellement

muni d’une structure de O(X)−module. Montrer que l’on a un isomorphisme canonique
de O(X)−modules

Γ(X,Hom(E,F)) ' Hom(E,F).
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1.4. Changement de base

Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques, et q : F - Y un fibré

vectoriel de rang r au-dessus de Y. On considère le produit fibré E = X×Y F : il s’agit de
de l’image réciproque de la diagonale de Y ×Y par le morphisme

X× F
(f,q)- Y ×Y

(cf. exercice 2.12, chapitre 1). On le munit de la projection p : E - X induite par la

première projection pr1. Au-dessus d’un point x ∈ X, la fibre Ex s’identifie à Ff(x) et on
obtient ainsi une fibration vectorielle de rang r au-dessus de X. De plus, si F|V ' V× kr

est une trivialisation locale de F au-dessus de l’ouvert V de Y, on obtient une trivialisation
locale de E au-dessus de l’ouvert f−1(V). On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel

de rang r sur p : E - X qui s’appelle l’image réciproque de q : F - Y par le

morphisme f. Ce fibré vectoriel sur X est noté f∗(F). La deuxième projection g = pr2
fournit un diagramme cartésien

E = f∗(F)
g - F

X
? f - Y

?

et ce morphisme g est linéaire sur chaque fibre. Si E′ - X est un autre fibré vectoriel

sur X, se donner un morphisme de fibrés vectoriels φ : E′ - f∗(F) sur X revient à

se donner un morphisme de variétés algébriques g′ : E′ - F rendant commutatif le

diagramme

E′
g′ - F

X
? f - Y

?

et tel que g′ soit linéaire sur chaque fibre. Si s est une section régulière de F, l’application

(f, fs) : X - E est une section régulière de E qu’on appelle l’image réciproque de E et

qui est notée f∗(s). En particulier, on obtient un morphisme canonique de OX−modules

OY(F) - f∗(OX(E))
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et par suite un morphisme de OX− modules

f∗(OY(F)) - OX(f∗(F))

Lemme 1.3. — Ce morphisme est un isomorphisme de OY−modules.

Démonstration. La question est locale sur X. On peut donc supposer que F est trivial.
Comme le morphisme ci-dessus est un morphisme de foncteurs additifs en F, ces foncteurs
commutent avec les sommes directes finies, et on se ramène ainsi au cas du fibré trivial

Y × k - Y. Mais alors le morphisme est le morphisme canonique f∗(OY) - OX

lequel est un isomorphisme par définition.

Quand f est le plongement d’une sous-variété fermée X dans Y, le fibré image
réciproque est plutôt noté E|X.

1.5. Sous-fibrés vectoriels et fibrés quotients

Soit p : E - X un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X. On appelle sous-

fibré vectoriel de rang m de E une sous-variété fermée F ⊂ E telle que pour tout x ∈ X
l’intersection F∩Ex soit un sous-espace vectoriel de dimension m de Ex et que la fibration
vectorielle induite

p|F : F - X

soit localement triviale de rang m.

Exemple 1
Soit Pn l’espace projectif de dimension n. On désigne par (x0, · · · , xn) les coordonnées

homogènes du point x ∈ Pn. Considérons l’ensemble des couples (x, v) ∈ X × kn+1 tels
que v ∈ x. C’est une sous-variété fermée H de Pn × kn+1 : au-dessus de l’ouvert Ui de Pn

défini par xi 6= 0, H est définie par les équations

vj =
xj

xi
vi ; j = 0, · · · , n.

La fibre Hx de H - X au-dessus du point x s’identifie à la droite x de kn+1. On a alors

un isomorphisme de fibrations

Ui × k - H|Ui

donné par (x, t) 7→ (x, v), où v est défini par vj =
xj

xi
t pour j = 0, · · · , n. Par suite, H est

un fibré vectoriel de rang 1 sur X. Ce fibré est appelé fibré de Hopf ; son dual est noté
O(1).

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

96



Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

Exemple 2
Plus généralement, soient V un espace vectoriel de dimension n et G = Grass(m,V)

la grassmannienne des sous-espaces de dimension m dans V. Soit S l’ensemble des couples
(h, x) de G×V tels que x ∈ h ; alors S est une sous-variété lisse de G×V et la projection

pr1 : S - G fait de S un fibré vectoriel de rang m au-dessus de G. Ce sous-fibré est

souvent appelé sous-fibré universel du fibré trivial VG.

Exercice 1.3
Soit V un k−espace vectoriel de dimension n. Soit X une variété algébrique, et

Hom(X,G) l’ensemble des morphismes de variétés algébriques de X dans la grassman-
nienne G = Grass(m,V) des sous-espaces vectoriels de V de dimension m. Soit S(X,V)
l’ensemble des sous-fibrés vectoriels de rang m du fibré trivial VX. Pour tout morphisme

f : X - G l’image réciproque f∗(S) du sous-fibré universel est un sous-fibré vectoriel

de VX. Montrer que l’application f 7→ f∗(S)

Mor(X,G) - S(X,V)

est bijective.
Autrement dit, le foncteur contravariant X 7→ S(X,V) est représentable par la

grassmannienne G, muni du sous-fibré universel S ⊂ VG.

Proposition 1.4. — Soit f : E - F un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus

d’une variété algébrique réduite X. On suppose que le rang de fx reste constant quand x
parcourt X. Alors ker f et Im f sont des sous-fibrés vectoriels de E et F respectivement.

Démonstration. La question est locale sur X. Soit x ∈ X. Choisissons, sur un
voisinage ouvert convenable V de x des sous-fibrés K et S de E|V, L et T de F|V tels
que Kx = ker fx; Lx = Im fx et tels que

K⊕ S = E|V ; L⊕ T = F|V

Dans ces sommes directes, le morphisme f s’écrit

f =
(
a b
c d

)
Au point x, les morphismes a, c, d s’annulent et b est inversible. D’après la proposition
1.2, b est un isomorphisme au-dessus d’un voisinage ouvert W ⊂ V de x. Le noyau de f
est alors donné par les couples (u, v) ∈ K⊕S tels que (c− db−1a)u = 0, v = −b−1au. Il en
résulte que le morphisme c− db−1a est de rang constant, et en fait nul puisque c’est déjà
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le cas au point x. Alors, au-dessus de W, ker f est une sous-variété fermée et le morphisme

(u 7→ (u, b−1au) est un isomorphisme de fibrations vectorielles K|W - ker f|W, donc

ker f est un sous-fibré de E|W. De même, au-dessus de W, l’image de f s’identifie aux
couples (ξ, η) ∈ L ⊕ T tels que η = db−1ξ et on a un isomorphisme de fibrations

I|W - Im f |W défini par ξ 7→ (ξ, db−1ξ). Par conséquent l’image de f est aussi un

sous-fibré vectoriel de F.

Corollaire 1.5. — Soit X une variété algébrique, et f : E - F un morphisme

de fibrés vectoriels sur X.

(i) Si f est surjectif, ker f est un sous-fibré de E.

(ii) Si f est injectif, l’image de f est un sous-fibré vectoriel de F.

Exemple.

Soit X une sous-variété algébrique lisse de dimension n de Am, définie par un idéal
(f1, . . . , fr) de O(Am). La différentielle (x, v) 7→ (x, dxf(v)) est de rang constant m − n

sur X. Son noyau est un sous-fibré de rang n du fibré trivial X×km appelé fibré tangent à

X et noté T(X). Si Y est une autre sous-variété lisse de Ap tout morphisme ϕ : X - Y

induit un morphisme de variétés algébriques Tϕ : T(X) - T(Y) rendant commutatif

le diagramme

TX
Tϕ- TY

X
? ϕ - Y

?

et linéaire sur chaque fibre ; autrement dit, on obtient au-dessus de X un morphisme de
fibrés vectoriels, noté encore Tϕ,

TX
Tϕ- ϕ∗(TY).

Exemple.

Soit plus généralement une variété algébrique lisse X de dimension n. On peut alors
trouver un recouvrement de X par des ouverts affines Ui et pour chaque i un isomorphisme

ϕi : Ui
- Wi sur une sous-variété fermée Wi de Ani . L’espace vectoriel tangent en x
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à X est donné par TxX = (mx/m
2
x)∗, où mx est l’idéal maximal de l’anneau local de X au

point x. On considère la projection

T(X) =
∐
x∈X

TxX - X.

L’isomorphisme ϕi induit un isomorphisme dxϕi : TxX - Tϕi(x)(Wi). On a alors une

bijection

T(X)|Ui
- T(Wi)

définie par (x, v) 7→ (ϕi(x), dxϕi(v)), linéaire sur chaque fibre, ce qui permet de transporter
la structure de fibré vectoriel à T(X)|Ui

. Au-dessus de l’ouvert Ui,j = Ui∩Uj les structures
ainsi obtenues à partir de ϕi ou de ϕj cöıncident, ce qui définit une structure de fibré

vectoriel sur TX - X : c’est le fibré vectoriel tangent à X.

Si X est une variété algébrique lisse, les sections du fibré tangent sont appelées champs
de vecteurs. L’ensemble des champs de vecteurs sur X est donc muni d’une structure de
module sur O(X).

Suites exactes

Soit E′
f- E

g- E′′ deux morphismes de fibrés vectoriels sur la même base X.

On dit que cette suite est une suite exacte si pour tout x ∈ X, on a Im fx = ker gx. Si
c’est le cas, sur chaque composante connexe de X le rang de fx est constant. Alors, sur
chaque composante connexe de X, Im f = ker g est un sous-fibré vectoriel de E, le noyau
ker f est un sous-fibré vectoriel de E′, et l’image de g un sous-fibré vectoriel de E′′.

Exercice 1.4
Soit 0 - E′ - E - E′′ - 0 une suite exacte de fibrés vectoriels sur la

variété algébrique X. Démontrer que l’on a un isomorphisme canonique

det E ' det E′ ⊗ det E′′

Fibrés vectoriels quotients

Soit F ⊂ E un sous-fibré vectoriel d’un fibré vectoriel algébrique E. On considère la
famille d’espaces vectoriels au-dessus de X

E/F =
∐
x∈X

Ex/Fx

Tout morphisme de fibrés vectoriels f : E - G s’annulant sur F se factorise de manière

unique par une application f : E/F - G.
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Proposition 1.6. — Il existe une structure de fibré vectoriel et une seule sur

E/F - X et un morphisme de fibrés vectoriels π : E - E/F satisfaisant à la

propriété universelle suivante : pour tout morphisme f : E - G s’annulant sur F

l’application f : E/F - G est un morphisme de fibrés vectoriels algébriques.

Démonstration. Soit x ∈ X. Sur un voisinage ouvert U de x, on peut trouver un
sous-fibré vectoriel S de E|U tel que l’on ait Fx ⊕ Sx = Ex. Le morphisme canonique de
fibrés vectoriels

F|U ⊕ S - E|U

est alors un isomorphisme au-dessus du point x, donc sur un voisinage ouvert V de x

d’après la proposition 1.2. Il en résulte que l’on a une bijection k : S|V - (E/F)|V
compatible avec les structures d’espaces vectoriels sur les fibres. On transporte la structure
de fibré vectoriel de S|V à l’aide de cette identification. Il est clair que la structure ainsi
obtenue au-dessus de V est indépendante du choix de S, et quand on change V, les
structures obtenues se recollent. On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel sur E/F
qui satisfait à la propriété universelle énoncée car f ◦ k est la restriction de f à S|V : ces

restrictions se recollent pour donner le morphisme de fibrés vectoriels g : E/F - G

attendu.

Exemple

Sur l’espace projectif Pn le fibré de Hopf H est un sous-fibré du fibré trivial Pn×kn+1.

Ceci permet de définir un fibré quotient de rang n sur Pn, noté traditionnellement Q.

Exercice 1.5
1. Soit G = Grass(m,V) la grassmannienne des sous-espaces de dimension m d’un

espace vectoriel V de dimension m+n. On désigne par S le sous-fibré canonique de rang m
du fibré trivial VG et par Q le fibré quotient. Démontrer que la grassmannienne G est une
variété lisse de dimension mn dont le fibré vectoriel tangent est isomorphe à Hom(S,Q).

2. On prend m = 1. Construire une suite exacte de fibrés vectoriels sur l’espace
pojectif P(V)

0 - kP(V)
- V ⊗H∗ - TP(V) - 0

Exercice 1.6
On considère la sous-variété Zr de l’espace vectoriel L(kn, km) des applications

linéaires kn - km de rang r. Montrer que Zr est une variété lisse, et décrire son
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fibré vectoriel tangent. On pourra introduire le fibré noyau et conoyau du morphisme
canonique de fibrés vectoriels sur X

Zr × kn - Zr × km

défini par (f, v) 7→ (f, f(v)).

Exercice 1.7
On considère l’espace vectoriel des formes quadratiques Q = S2V∗ sur un espace

vectoriel V de dimension n.
1. Montrer que les formes quadratiques de rang r forment une sous-variété lisse Zr

de Q. Montrer que l’espace vectoriel tangent en un point q s’identifie à l’espace vectoriel
des formes quadratiques q̃ qui s’annulent sur ker q.

2. Décrire le fibré vectoriel tangent à Zr.

1.6. Fibré vectoriel associé à une représentation

Soit E → X un fibré vectoriel de rang r au-dessus de X. Considérons l’ensemble R des

couples (x, ϕ) formés d’un point de X et d’un isomorphisme linéaire ϕ : kr - Ex. Un tel

isomorphisme est appelé un repère de Ex. Cet ensemble est muni de la première projection

R - X; au-dessus d’un ouvert U où E est trivial, une trivialisation fournit une bijection

R|U ∼= U × GL(r). Par recollement, ceci permet de munir R d’une structure de variété
algébrique sur laquelle le groupe GL(r) opère (algébriquement) à droite ; l’action est libre
(c’est-à-dire que le stabilisateur de chaque point est trivial), et les orbites s’identifient

aux fibres de la projection R - X ; de plus la variété X est un quotient de R au sens

des catégories : ceci signifie que tout morphisme R - Z dans une variété algébrique

arbitraire Z, constant sur les orbites se factorise à travers X. La variété algébrique R,

munie de la projection R - X et de l’action de GL(r), s’appelle le fibré des repères de

E. Considérons le fibré vectoriel image réciproque F = R ×X E; ce fibré est muni d’une
trivialisation canonique

R× kr ∼- F.

Ceci permet de voir l’espace total du fibré vectoriel E comme quotient de R × kr par
l’action du groupe GL(r) définie pour g ∈ GL(r, k), ϕ ∈ R et v ∈ kr par

(g, (ϕ, v)) 7→ (ϕg−1, gv).
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Exemple.

Le fibré des repères du fibré de Hopf H sur l’espace projectif Pn s’identifie à la
projection canonique

An+1 − {0} - Pn,

l’action de k∗ sur An+1−{0} étant donnée par (λ, z) 7→ λz pour λ ∈ k∗ et z ∈ An+1−{0}.
Ainsi H peut être vu comme le quotient de An+1 − {0} × k par la relation d’équivalence
qui identifie (x, v) avec (λ−1x, λv) pour x ∈ An+1−{0}, v ∈ k, et λ scalaire non nul. Plus

généralement, si L - X est un fibré vectoriel de rang 1 sur une variété algébrique X, le

fibré des repères de L est isomorphe au complémentaire de la section nulle dans l’espace
total L.

Considérons maintenant une représentation ρ : GL(r) 7→ GL(m) : ceci signifie que ρ
est un morphisme de variétés algébriques et que ρ est compatible avec les structures de
groupes. On peut alors introduire le quotient Eρ = R ×ρ k

m de R × km par l’action à
gauche de GL(r) définie par (g, (ϕ, t)) 7→ (ϕg−1, ρ(g)(t)) pour ϕ ∈ R, t ∈ km et g ∈ GL(r).
On obtient ainsi un fibré vectoriel de rang m au-dessus de X qu’on appelle fibré associé à
la représentation ρ. En effet, si τi : E|Ui

' Ui×kr est une trivialisation de E au-dessus de
l’ouvert Ui, on en déduit un isomorphisme de variétés algébriques R|Ui

' Ui ×GL(r) et
une bijection, linéaire sur les fibres ϕi : Eρ|Ui

' Ui× km. Au-dessus de l’intersection Ui,j ,
si on introduit le morphisme de transition gi,j associé au morphisme τiτ−1

j , on en déduit
que

ϕiϕ
−1
j (x, v) = (x, ρ(gi,j(x))v)

L’appication x 7→ γ(gj,i(x)) est régulière. On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel

sur Eρ
- X définie par le cocycle ρ(gi,j). La projection R×km - Eρ est évidemment

régulière.

Exemples

Soit E un fibré vectoriel de rang r.

1. Le fibré associé à la représentation g 7→t g−1 n’est autre que le fibré dual E∗.

2. Le fibré puissance extérieure ∧iE est le fibré associé à la représentation g 7→ ∧ig ∈

GL(∧ikr). Si X est une variété algébrique lisse de dimension n, de fibré tangent T - X

les sections régulières du fibré ∧iT∗ - X s’appellent les formes différentielles de degré

i de la variété algébrique X. Il jouera un rôle important dans les questions de dualité.

3. Le fibré puissance symétrique SiE est le fibré associé à la représentation g 7→ Sig ∈
GL(Sikr).
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Proposition 1.7. — Soient E - X un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une

variété algébrique X, ρ : GL(r) - GL(m) une représentation, et Eρ le fibré vectoriel

associé. Soit R - X le fibré des repères de E. Le O(X)−module des sections de Eρ est

canoniquement isomorphe au module des morphismes f : R - km équivariants pour

l’action de GL(r), c’est-à-dire tels que

g∗(f) = ρ(g−1)(f)

pour tout g ∈ GL(r).

Démonstration. Le fibré image réciproque de Eρ par la projection R - X est le

fibré trivial de fibre km. Une section s de Eρ fournit alors une section de ce fibré trivial

ce qui permet d’obtenir un morphisme f : R - km équivariant pour l’action de G;

ensemblistement, cela signifie que l’on a f(ϕg−1) = ρ(g)f(ϕ) pour tout ϕ ∈ R, et tout
g ∈ GL(r).

Réciproquement, étant donné un tel morphisme f , on considère pour x ∈ X un
élément ϕ ∈ Rx ; la classe s(x) = [ϕ, f(ϕ)] de (ϕ, f(ϕ)) dans Eρ est alors indépendante de
ϕ. Ainsi x 7→ s(x) est, ensemblistement, une section de Eρ. Pour voir que cette section s est
régulière, il suffit de remarquer qu’une trivialisation E|U ' U×kr sur un ouvert U définit

une section τ : U - R du fibré des repères R sur l’ouvert U. Soit π : R× km - Eρ

le morphisme de projection. La formule

s|U = π(τ, f ◦ τ)

montre que s ne dépend pas de la trivialisation choisie.

Exemple

Soit ` un entier. Si ` ≥ 0, sur l’espace projectif Pn = P(V) de dimension n ≥ 1 la
puissance symétrique du dual du fibré de Hopf O(`) = S`(H∗) est le fibré vectoriel associée

à la représentation k∗ - k∗ définie λ 7→ λ−`. Si ` < 0 le fibré O(`) est défini par S−`H,

et donc cet énoncé est encore vrai.

Corollaire 1.8. — Soit V un k−espace vectoriel de dimension ≥ 2. L’espace
vectoriel des sections régulières du fibré O(`) sur l’espace projectif P(V) est nul si ` < 0, et
isomorphe à l’espace vectoriel S`V∗ des polynômes homogènes de degré ` sur V si ` ≥ 0.
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Démonstration. Il en résulte de la proposition que l’espace vectoriel des sections

de O(k) s’identifie à l’espace vectoriel des applications régulières f : V − {0} - k

telles que f(λx) = λ`f(x) pour x ∈ V − {0} et λ ∈ k∗. Une telle fonction régulière est
évidemment nulle si ` < 0, et un polynôme homogène de degré ` sur V si k ≥ 0. Si on
convient que S`V∗ est nul si ` < 0, on obtient donc un isomorphisme d’espaces vectoriels
Γ(P(V),O(`)) = S`V∗. Ceci achève la démonstration.

Exercice 1.8
Sur l’ouvert défini par les points [x0, . . . , xn] tels que xi 6= 0, le fibré de Hopf H a un

section ei définie par ei[x] = ([x],
x

xi
). Soit εi la section de O(`) associée.

a) Vérifier que les fonctions de transition de O(`) dans le recouvrement ouvert
U = (Ui)i=0,...,n les fonctions de transition associées du fibré O(`) sont données par

gj,i([x]) =
xi

`

xj
`

.
b) Soit P un polynôme homogène de degré `. Montrer que la section si de O(`) sur

l’ouvert Ui définie par

si =
P
xi

`
εi

est la restriction d’une section s de O(`). Retrouver l’énoncé ci-dessus.

Exercice 1.9
Soient E - X et F - Y deux fibrés vectoriels sur des variétés algébriques X et

Y respectivement. On désigne par E� F le fibré vectoriel sur X×Y défini par

E� F = pr∗1(E)⊗ pr∗2(F)

où pr1 : X × Y - X et pr2 : X × Y - Y sont les deux projections canoniques.

Démontrer que l’on a un isomorphisme canonique

Γ(X,E)⊗k Γ(Y,F) ' Γ(X×Y,E� F)

1.7. Sections transverses à la section nulle

Soit X une variété algébrique lisse, et E - X un fibré vectoriel de rang r sur X. On

considère une section régulière f : X - E. Alors l’ensemble des points où f s’annule

est un fermé de Zariski de X. Plus précisément, on va associer à f une sous-variété fermée
de X, dont le fermé sous-jacent est le fermé des zéros de f.
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Soit x ∈ X. On choisit une trivialisation de E sur un voisinage ouvert U de x : on
dispose alors de sections (ei)i=1...,r de E|U définissant dans chaque fibre une base, (ce
qu’on appelle un repère local sur l’ouvert U) et la section f s’écrit

f |U =
∑

i

fiei

où les fi sont des fonctions régulières sur l’ouvert U. L’idéal de O(U) engendré par
(f1, . . . , fr) ne dépend pas du choix du repère local, et cet idéal définit une sous-variété
fermée V(f) de X, appelée sous-variété des zéros de f. Cette sous-variété n’est pas
en général lisse, ni même réduite. On se propose de donner des conditions permettant
d’affirmer que ce fermé algébrique est encore une variété lisse.

Définition 1.9. — La différentielle de f en un point x ∈ V(f) est l’application

linéaire dxf : Tx
- Ex définie par

dxf =
∑

i

dxfi ei(x)

Pour voir que cette définition a un sens, il faut constater que le second membre ne
dépend pas du choix de la trivialisation. Si εj est un autre repère local sur U, on écrit

ei =
∑

j

gj
i εj

de sorte que f =
∑

j ϕjεj , avec ϕj =
∑

i g
j
i fi. Puisque f s’annule au point x, on a

dxϕj =
∑

i g
j
i (x)dxfi, d’où il résulte∑

i

(dxfi)ei(x) =
∑

j

(dxϕj)εj(x).

ce qui prouve que la formule ne dépend pas du repère choisi. A noter qu’en un point où
f ne s’annule pas, ce n’est plus vrai.

Définition 1.10. — On dit que la section f est transverse à la section nulle si en

tout point x de V(f) la différentielle dxf : Tx
- Ex est surjective.

Proposition 1.11. — Soit E - X un fibré vectoriel de rang r au-dessus d’une

variété lisse dont toutes les composantes connexes sont de dimension n. Soit f une section
de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la section f est transverse à la section nulle ;
(ii) la sous-variété algébrique Y = V(f) est lisse de dimension n− r.
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Démonstration. Au voisinage d’un point x ∈ V(f), un repère local étant choisi pour
E, le fermé V(f) est aussi V(f1, . . . , fr) où f1, . . . , fr sont les composantes de f dans ce
repère. Supposons que la section f soit transverse à la section nulle. Alors les différentielles
dxfi sont indépendantes. On sait bien alors que V(f) est lisse au point x, de dimension
n−r d’après la section 8 du chapitre 1. Réciproquement, si Y = V(f) est lisse de dimension
n− r, l’espace tangent de Zariski TxY est de dimension n− r. D’après la description de
l’espace tangent de Zariski, cela implique que le rang de dxf en un point x ∈ Y est r, ce
qui signifie que f est transverse à la section nulle.

On notera que le fermé des zéros de f (c’est-à-dire la sous-variété réduite sous-jacente
à V(f)) peut fort bien être lisse de dimension n− r sans que f soit transverse à la section
nulle. Si f est transverse à la section nulle, le fibré tangent TY est le noyau du morphisme
surjectif

df : TX|Y - E|Y.

Le quotient de TX|Y par le fibré tangent TY s’appelle le fibré normal de Y dans X, et est
noté NY/X. Ainsi, le fibré normal de Y dans X est isomorphe au fibré E|Y.

Définition 1.12. — Etant donnée une variété algébrique lisse X, le fibré canonique
de X est défini par

KX = det T∗X.

Ce fibré vectoriel de rang un sur X joue un grand rôle dans les questions de dualité
en cohomologie.

Corollaire 1.13. — (Formule d’adjonction) Soit E - X un fibré vectoriel de

rang r au-dessus d’une variété lisse (équidimensionnelle) de dimension n, et Y une sous-
variété obtenue comme sous-variété des zéros d’une section de E transverse à la section
nulle. Alors

KY = KX ⊗ det(E)|Y

Exercice 1.10
1. Soit P(V) l’espace projectif de dimension n associé à un espace vectoriel V.

Démontrer que
KP(V) = OP(V)(−(n+ 1))

2. Soit f un polynôme homogène de degré d sur l’espace vectoriel V, et s la section du
fibré O(d) sur l’espace projectif P(V) associée à f. Montrer que la section s est transverse
à la section nulle si et seulement si la différentielle dxf est non nulle en tout point x de
V − {0}.

3. Montrer que le fibré canonique KY d’une hypersurface lisse Y de degré d de P(V)
est isomorphe à OY(d− n− 1).
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Exercice 1.11

Soit V un espace vectoriel de dimension n+1, et Pn = P(V) l’espace projectif associé.

1. Montrer que l’espace vectoriel Γ(Pn ×Pn,O(1)�Q) est canoniquement isomorphe
à l’espace vectoriel des endomorphismes de V.

2. Montrer que la section de O(1)�Q associée à idV est transverse à la section nulle
et que son lieu des zéros est la diagonale ∆ de Pn × Pn.

Existence de sections transverses à la section nulle.

Définition 1.14. — Un fibré vectoriel algébrique E - X sur une variété

algébrique X est dit engendré par ses sections si pour tout x ∈ X et tout vecteur e ∈ Ex,
il existe une section f ∈ Γ(X,E) telle que f(x) = e.

Exemple.

Sur le plan projectif Pn le fibré O(i) est engendré par ses sections si et seulement si
i ≥ 0.

Proposition 1.15. — On suppose que le corps de base k est de caractéristique 0.

Soit E - X un fibré vectoriel algébrique de rang r au-dessus d’une variété algébrique

lisse X ; on suppose que E est engendré par ses sections. Alors E a une section transverse
f à la section nulle.

Démonstration. On suppose que toutes les composantes de X sont de dimension n.

Soit r le rang de E. Puisque X est quasi-compact, il est clair que l’on peut trouver un
espace vectoriel de dimension finie W ⊂ Γ(X,E) qui engendre E. Le morphisme canonique
(x, s) 7→ s(x)

X×W - E

est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels ; si w = dim W, l’image réciproque de la
section nulle est alors un sous-fibré vectoriel, dont l’espace total Z est une variété lisse de

dimension n + w − r. Considérons la projection p : Z - W induite par la projection

pr2. D’après le théorème de Bertini, il existe un ouvert non vide V ⊂ W tel que pour
tout s ∈ V, la différentielle dxp soit surjective en tout point x de la fibre au-dessus de s.
Donc la fibre est au-dessus d’un tel point est lisse de dimension n − r. Mais cette fibre
est exactement la variété des zéros de s ; d’après la proposition 1.11, la section s est donc
transverse à la section nulle.
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Exercice 1.12
On considère la variété Z introduite dans la démonstration ci-dessus.
1. Montrer que l’espace tangent T(x,s)Z au point (x, s) est le sous-espace vectoriel de

TxX⊕W des couples (t, u) satisfaisant à l’équation

dxs.t+ u(x) = 0

et la différentielle dxp est induite par la projection (t, u) 7→ u. (On pourra trivialiser E au
voisinage de x).

2. Retrouver à partir de là le fait que si s ∈ V la différentielle dxs est surjective en
un point x où s s’annule.

L’énoncé suivant est vrai même si le corps est de caractéristique > 0.

Proposition 1.16. — Soit E est un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une
variété algébrique X de dimension n. On suppose que E est engendré par ses sections.
Alors, si r > dim X, le fibré vectoriel E a une section partout non nulle.

Démonstration. Si X est lisse, et le corps de caractéristique 0, la proposition est
bien sûr un cas particulier de la précédente. La démontration qui suit est valable même si
X n’est pas lisse. Soit n = dim X. On introduit comme ci-dessus le fibré vectoriel Z dont

l’espace total est une variété de dimension n+w−r. Puisque n < r, le morphisme Z - W

ne peut pas être dominant : ainsi donc il existe une section s ∈ W qui n’appartient pas à
l’image de Z. Une telle section ne s’annule pas.

Exercice 1.13
Démontrer que l’intersection de deux surfaces générales de P3 est une courbe lisse.

Réciproquement, on peut se demander si étant donnée une variété algébrique lisse X
de dimension n et une sous-variété lisse Y ⊂ X de codimension r il existe un fibré vectoriel
algébrique E sur X et une section f de E transverse à la section nulle dont le lieu des
zéros soit Y. La réponse est négative pour r ≥ 2, car en général le fibré normal NY/X ne
peut pas se prolonger à X (cf. section 3.3). Par contre, on verra dans la section 3.1 que
c’est vrai pour r = 1.
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2. Faisceaux localement libres

2.1. Faisceaux algébriques

Soit X une variété algébrique, OX son faisceau des structural. Un faisceau algébrique
F sur X est un faisceau de OX−modules. Si F et G sont deux faisceaux algébriques sur

X, un morphisme de faisceaux algébriques f : F - G est un morphisme de faisceaux

abéliens qui soit OX−linéaire.

Les faisceaux algébriques sur X forment une catégorie abélienne. Si F est un faisceau
algébrique, l’ensemble Fx des germes de section de F au point x est muni d’une structure
de OX,x−module.

Exemples

1. Le faisceau Op = O⊕ . . .⊕O est le faisceau des faisceaux régulières sur X à valeurs
dans kp.

2. Plus généralement, si E est un fibré vectoriel de rang r sur X, le faisceau des
sections, noté O(F) est un faisceau algébrique.

3. Les sous-faisceaux algébriques de OX s’appellent des idéaux.

Opérations sur les faisceaux algébriques

Produit tensoriel

Soient F et G deux faisceaux algébriques sur une variété algébrique X. Le produit
tensoriel F ⊗O G est le faisceau associé au préfaisceau U 7→ F(U)⊗O(U) G(U).

Exercice 2.1

Montrer que le module des germes de sections de F ⊗O G au point x est donné par

Fx ⊗OX,x Gx

Faisceau des homomorphismes

Soient F et G deux faisceaux algébriques sur une variété algébrique X. Le préfaisceau
U 7→ HomO|U(F|U,G|U) est un faisceau algébrique, noté HomO(F,G) et qu’on appelle
faisceau des homomorphismes de F dans G.

Exercice 2.2

Soit Hom(F,G)x le module des germes de sections au point x.

1. Construire un homomorphisme canonique

Hom(F,G)x
- HomOX,x

(Fx,Gx).
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2. On se propose de démontrer qu’en général, cet homomorphisme n’est pas en général
un isomorphisme. On choisit pour F le faisceau algébrique somme directe O(N).

a) Vérifier que Hom(O(N),G) est isomorphe à GN.

b) Montrer qu’en général l’homomorphisme

(GN)x
- (Gx)N

n’est pas surjectif. (Prendre par exemple pour G le faisceau Ok des fonctions régulières
sur les ouverts de k. La suite de germes en 0 des fonctions rationnelles

z 7→ 1
z − 1

n

ne provient pas de (GN)0.)
c) Vérifier qu’en général, l’homomorphisme

(GN)x
- (Gx)N

n’est pas injectif. (On pourra prendre pour G la somme directe d’une suite de faisceaux
algébriques sur k dont le support est le point 1

n .)

2.2. Fibrés vectoriels et faisceaux localement libres

Définition 2.1. — Soit X une variété algébrique. Un faisceau algébrique F est dit
localement libre (de rang fini) si pour tout point x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de
X, un entier r et un isomorphisme tel que

F|U ' Or|U.

Le rang r reste constant sur chaque composante connexe. Le faisceau des sections d’un
fibré vectoriel de rang r sur une variété algébriques X réduite est évidemment localement

libre de rang r, et à tout morphisme F - F′ de fibrés vectoriels est associé un morphisme

de faisceaux algébriques O(F) - O(F′). On obtient ainsi un foncteur de la catégorie

des fibrés vectoriels dans celle des faisceaux localement libres ; ce foncteur est additif : ceci

signifie l’application Hom(F,F′) - HomO(O(F),O(F′)) est linéaire. Ceci implique que

ce foncteur est compatible aux sommes directes finies. Il est remarquable que les faisceaux
associés aux fibrés vectoriels sont les seuls faisceaux localement libres :

Théorème 2.2. — Soit X une variété algébrique réduite et connexe. Le foncteur
F 7→ O(F) qui associe à tout fibré vectoriel F le faisceau des sections O(F) est une
équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés vectoriels et celle des faisceaux
localement libres sur X.
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Cet énoncé signifie que les deux propriétés suivantes sont vraies :
(1) Ce foncteur est pleinement fidèle : étant donnés deux fibrés vectoriels F et F′,

l’application O(X)−linéaire

Hom(F,F′) - HomOX(O(F),O(F′)) (∗)

est un isomorphisme. Ceci entrâıne en particulier que F est isomorphe à F′ si et seulement
si les faisceaux algébriques associés sont isomorphes.

(2) le foncteur F 7→ O(F) est essentiellement surjectif. Autrement dit, pour tout
faisceau localement libre F, on peut construire un fibré vectoriel F et un isomorphisme
F ' O(F).

Démonstration de (1).

La question est locale. On peut donc supposer que F et F′ sont triviaux ; des
trivialisations F ' kp

X et F′ ' kq
X induisent des isomorphismes O(F) ' Op et F′ ' Oq. Un

morphisme de fibrés vectoriels F - F′ est alors déterminé par une matrice a = (ai,j) à

coefficients dans O(X), et le morphisme de faisceaux localement libres associés Op - Oq

est déterminé par la même matrice.

Démonstration de (2) :

Remarquons d’abord que si F est un fibré vectoriel, on a pour tout point x ∈ X un
isomorphisme canonique d’espaces vectoriels

Ox(F)⊗Ox
k ' Fx

induit par le morphisme d’évaluation evx : Ox(F) - Fx au point x. Ici, on considère k

comme un Ox−module via le morphisme d’évaluation s 7→ s(x). Cet énoncé est évident
par trivialisation de F au voisinage de x.

Soit F un faisceau localement libre de rang r. Soit mx l’idéal maximal de Ox.
Considérons pour tout point x l’espace vectoriel de dimension r

F(x) = Fx/mxFx = Fx ⊗Ox
k.

On va mettre une structure de fibré vectoriel sur E =
∐

x∈X F(x) - X. Considérons un

recouvrement ouvert U = (Ui) sur lequel on dispose de trivialisations ϕi : F|Ui
' Or|Ui

.

Une telle trivialisation induit une bijection linéaire sur chaque fibre

τi : E|Ui
' Ui × kr.
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Au-dessus de l’intersection Ui,j l’isomorphisme τjτ−1
i : Ui,j×kr - Ui,j×kr correspond

à l’isomorphisme de faisceaux algébriques sur Ui,j

ϕjϕ
−1
i : Or|Ui,j

- Or|Ui,j

et par conséquent au-dessus de Ui,j l’isomorphisme τjτ
−1
i un isomorphisme de fibrés

vectoriels. Par suite, on obtient par recollement une structure de fibré vectoriel sur E.

De plus, on dispose d’un morphisme de faisceaux algébriques F - O(E) qui associe

à une section s ∈ F(U) sur l’ouvert U associe la section définie sur l’ouvert Ui ∩ U par
τ−1
i si, où si est la section du fibré trivial Ui×kr correspondant à ϕi(s|Ui). Ce morphisme

est un isomorphisme, car c’est vrai localement.

Remarque 2.3. —

1. Une suite exacte de fibrés vectoriels F′ - F - F′′ induit une suite exacte de

faisceaux localement libres.
2. Dans l’autre sens, les choses marchent moins bien. Si F′ - F - F′′ est une

suite exacte de faisceaux localement libres, il n’est pas vrai en général que la 0−suite

d’espaces vectoriels F′(x) - F(x) - F′′(x) est exacte.

Par exemple, si Y est une hypersurface d’une variété lisse X, donnée par la sous-variété
des zéros d’une section s d’un fibré vectoriel L de rang 1. Le morphisme de faisceaux

localement libres OX(L∗) - OX est injectif. Pourtant le morphisme de fibrés vectoriels

de rang 1

L∗
s- O

(où O est le fibré trivial de rang 1) s’annule sur Y. Donc il n’est pas injectif .

Exercice 2.3
Démontrer que toute suite exacte de faisceaux localement libres

0 - F′ - F - F′′ - 0

induit une suite exacte sur les fibrés vectoriels associés.

Exercice 2.4
Soient E et F deux fibrés vectoriels sur une variété algébrique X réduite. Etablir un

isomorphisme canonique

O(E⊗ F) ' O(E)⊗O O(F).
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Exercice 2.5

Soit X une variété algébrique (non obligatoirement réduite). On considère la catégorie

VarX des variétés algébriques Y munies d’un morphisme f : Y - X. Soit F un faisceau

localement libre sur X.

1. Montrer que le foncteur

VarX - Ens

qui associe à Y - X l’ensemble des sections Γ(f∗(F)) est représentable par une variété

algébrique π : F - X, munie d’une section η ∈ Γ(π∗(F)). Autrement dit, si f : Y - X

est un morphisme de variétés algébriques, pour toute section s ∈ Γ(f∗(F)) il existe un

unique morphisme g : Y - F rendant commutatif le diagramme

Y
g - F

@
@

@
@

@

f

R
X

π

?

et tel que g∗(η) = s.

En particulier si on pose f∗(F) = Y ×X F le faisceau O(f∗(F)) des sections de f∗(F)
est canoniquement isomorphe à f∗(F).

2. Vérifier que pour tout x ∈ X, la fibre Fx = π−1(x) est canoniquement isomorphe
à F(x) = Fx/mxFx.

3. Construire en utilisant la propriété universelle des morphismes de variétés

algébriques F×X F - F et A1 × F - F induisant dans chaque fibre Fx la structure

d’espace vectoriel de Fx = F(x). Plus généralement, montrer que si f : Y - X est un

morphisme, ces opérations induisent une structure de O(Y)−module sur Γ(f∗(F)) et que

l’isomorphisme Γ(f∗(F))
∼- Γ(f∗(F)) est O(Y)−linéaire.

Quand X est une variété réduite, une solution (F, η) du problème universel ci-dessus

est obtenue en considérant le fibré vectoriel associé E - X, muni de la section canonique

de π∗(E) correspondant à l’identité de E.
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3. Diviseurs et fibrés inversibles

Pour la loi donnée par le produit tensoriel, l’ensemble des classes d’isomorphisme de
fibrés vectoriels algébriques de rang un sur une variété algébrique X réduite constitue un
groupe abélien : l’élément neutre est la classe du fibré trivial de rang un, et l’inverse de
la classe d’un fibré L est la classe du fibré dual. Pour cette raison, les fibrés vectoriels
algébriques de rang un sont dits aussi fibrés inversibles ; le fibré dual d’un fibré inversible
L est souvent noté L−1. Ce groupe abélien est appelé groupe de Picard et noté Pic(X).
On se propose de décrire les relations entre les hypersurfaces de X et les fibrés inversibles
sur X, quand X est une variété algébrique lisse.

3.1. Fibré inversible associé à un diviseur

Définition 3.1. — Soit A un anneau noethérien non nul, et p un idéal premier de
A. La hauteur de p est définie par ht p = dim Ap.

Si A est de dimension de Krull finie, on a évidemment

dim A/p + ht p ≤ dim A.

Quand A est l’algèbre des fonctions régulières d’une variété algébrique affine intègre X, on
peut démontrer qu’on a l’égalité. La hauteur est aussi appelée dans ce cas la codimension
de la sous-variété irréductible Y définie par l’idéal p, et notée codimXY ; on a donc dans
ce cas

dim Y + codimXY = dim X

Lemme 3.2. — Soit A un anneau factoriel, et p un idéal premier de A de hauteur
1. Alors p est engendré par un élément non nul.

Démonstration. Soit f ∈ A un élément irréductible appartenant à p. Puisque l’anneau
A est factoriel, l’idéal engendré par f est un idéal premier, et on a 0 6= (f) $ p. Alors
d’après l’hypothèse p = (f).

Considérons plus généralement une variété algébrique X quelconque. Un fermé
irréductible Y ⊂ X est de codimension r dans X si la longueur maximale des châınes
de fermés irréductibles

Y = Y0 $ Y1 $ . . . $ Y`

est r. Si Y est un fermé quelconque, la codimension est le minimum des codimensions des
composantes irréductibles. On la note codimXY. Si X est intègre, on a la relation

dim Y + codimXY = dim X.
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Une hypersurface est une sous-variété fermée intègre Y ⊂ X de codimension 1 : ceci signifie
donc que si Z est un fermé irréductible contenant strictement Y, Z est une composante
irréductible de X. Lorsque X est affine, ceci signifie que l’idéal de Y est de hauteur 1 dans
O(X). On désigne par H(X) l’ensemble des hypersurfaces intègres de X.

Définition 3.3. — Soit X une variété algébrique. Un diviseur de Weil de X est une
combinaison linéaire

D =
∑

Y∈H(X)

nYY

où les coefficients nY sont des entiers presque tous nuls. Si les entiers nY sont ≥ 0, on dit
que le diviseur est effectif. L’hypersurface réduite |D| = ∪Y,nY 6=0Y est appelée le support
du diviseur D.

Un diviseur est donc un élément du groupe libre engendré par H(X). On désigne par
Div(X) le groupe des diviseurs de Weil. On se propose de décrire les diviseurs en termes
de fibrés inversibles.

Théorème 3.4. — On suppose que X est lisse. Soit Y une hypersurface intègre
de X. Il existe un fibré vectoriel algébrique L de rang 1, et une section s de L tels que
la sous-variété des zéros de s soit Y. Le couple (L, s) est déterminé de manière unique à
isomorphisme près par cette condition.

Dire que la sous-variété des zéros de s est Y signifie que l’idéal IY de Y est l’image
du morphisme de faisceaux de OX−modules

OX(L∗) - OX

défini par la multiplication par la section s. Ceci implique en particulier que le fermé des
zéros de la section s est Y, mais c’est une propriété plus forte, qu’il est obligatoire d’écrire
si on veut avoir l’unicité. La démonstration de ce théorème repose sur le fait qu’un faisceau
localement libre de rang un est le faisceau des sections d’un fibré inversible, comme on l’a
vu dans la section précédente. On aura besoin du résultat suivant, que nous utiliserons
sans démonstration (cf. Shafarevich, chapitre 2, §3) : si x est un point lisse de X l’algèbre
locale OX,x est un anneau factoriel.

Lemme 3.5. — Soit X une variété lisse, et Y ⊂ X une hypersurface intègre. Il
existe un recouvrement ouvert affine U = (Uα) par des ouverts affines Uα tels que l’idéal
I(Y ∩Uα) de O(Uα) soit engendré par un élément fα.
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Démonstration. La question est locale ; on peut donc supposer que X est affine, et
que l’hypersurface Y est définie par un idéal premier p de O(X). L’énoncé est évident au
voisinage d’un point x /∈ Y. Soit x ∈ Y. L’idéal premier de OX,x engendré par p est de
hauteur 1. Puisque l’anneau local OX,x est factoriel, cet idéal est engendré par une fonction

rationnelle
f

g
, où f et g ∈ O(X) et g(x) 6= 0. On a évidemment f ∈ p. Réciproquement,

soit g1, . . . , gm des générateurs de p. Alors le germe gi,x est multiple de fx. Alors il existe
Q ∈ O(X), non nul en x et hi ∈ O(X) tels que Qgi = fhi. Dans l’ouvert affine U des
points de X tels que Q 6= 0 on a (g1, . . . , gm) = (f) dans O(U). Ceci implique l’énoncé.

Démonstration du théorème 3.4

L’énoncé implique que le faisceau d’idéaux IY est localement libre de rang un. C’est
donc le faisceau des sections d’un fibré vectoriel inversible ; on désigne par L∗ le dual
de ce fibré inversible. L’inclusion OX(L∗) ↪→ OX définit d’après la section précédente un

morphisme de fibrés vectoriels L∗ - kX ou, ce qui revient au même une section s de

L. Evidemment, la sous-variété des zéros de s est l’hypersurface Y.

Unicité.

Si (L′, s′) est un autre tel couple, la section précédente fournit un isomorphisme de

fibrés vectoriels g : L∗ - L′∗ tel que le diagramme

O(L∗)

@
@

@
@

@R
IY

�
�

�
�

��

O(L′∗)
?

soit commutatif. Le morphisme h =t g−1 : L - L′ un isomorphisme de fibrés inversibles

tel que h(s) = s′. D’où l’unicité, à isomorphisme près.

Remarque 3.6. — L’énoncé 3.4 est vrai plus généralement si pour tout x ∈
X l’algèbre locale OX,x est un anneau factoriel. Une telle variété algébrique est dite
localement factorielle.
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Exercice 3.1
Soient Y une hypersurface d’une variété lisse X et U = (Uα) un recouvrement ouvert

affine de X tel que dans O(Uα) on ait I(Y ∩Uα) = fαO(Uα).

1) Montrer que gα,β =
fα

fβ
est un cocycle du recouvrement ouvert U à valeurs dans

k∗.

2) Montrer que le fibré associé à ce cocycle possède une section canonique dont la
variété des zéros cöıncide avec Y.

3) On considère un hyperplan Y ⊂ Pn. Montrer Y est la sous-variété des zéros d’une
section non nulle du fibré inversible O(1).

Exercice 3.2
Soient X une variété algébrique lisse, et Y ⊂ X une hypersurface lisse. Démontrer

que la section sY du fibré inversible associé LY est transverse à la section nulle.

3.2. Le groupe de Picard

Soit X une variété algébrique intègre. Considérons l’ensemble Ca(X) des classes
d’isomorphisme [L, s] des couples (L, s) formés d’un fibré inversible et d’une section
rationnelle non nulle de L. Une telle classe d’isomorphisme est appelé un diviseur de
Cartier de X. On munit l’ensemble des diviseurs de Cartier d’une multiplication en posant
[L, s].[L′, s′] = [L⊗L′, s⊗s′]. La classe d’isomorphisme du fibré trivial L = kX, muni de la
section x 7→ (x, 1) est élément neutre de cette multiplication. Tout élément est inversible :
l’inverse de [L, s] est [L−1, s−1] où s−1 est l’unique section rationnelle du dual de L telle
que s−1 ⊗ s = 1. On obtient ainsi un groupe abélien noté Ca(X) et appelé groupe des
diviseurs de Cartier de X.

Théorème 3.7. — Soit X une variété intègre dont le lieu singulier est de codimen-
sion ≥ 2. On a un homomorphisme injectif de groupes abéliens

Ca(X) - Div(X)

Si X est une variété lisse, cet homomorphisme est un isomorphisme.

Valuations discrètes
Soit A un anneau local noethérien, régulier de dimension 1. Ceci signifie que l’idéal

maximal m de A est engendré par un élément. Un tel anneau est intègre. D’après le lemme
8.7 du chapitre 1, on a

∩i≥0m
i = {0}.
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A chaque élément f ∈ A, non nul, on peut associer l’entier ν(f) = i défini par f ∈ mi,
f /∈ mi+1. Cet entier est appelé la multiplicité de f. On obtient ainsi une application

A− {0} - N qui satisfait aux propriétés suivantes

(1) ν(fg) = ν(f)ν(g)
(2) ν(f) = 0 si et seulement si f est inversible.
(3) si f , g sont des éléments non nuls de A tels que f + g 6= 0, on a

ν(f + g) ≥ min(ν(f), ν(g)).

Soit K le corps des fractions de A. L’application ν se prolonge au groupe multiplicatif
K∗ en posant

ν(
f

g
) = ν(f)− ν(g)

et le prolongement satisfait encore aux conditions (1), (2),(3) sur K−{0}. Cette application
est appelée une valuation discrète sur le corps K. Les éléments non nuls de A se retrouvent
à partir de cette valuation comme ensemble des éléments f de K∗ tels que ν(f) ≥ 0.

L’algèbre locale OX,Y.

Soit X une variété algébrique et Y ⊂ X une sous-variété intègre. On pose

OX,Y = lim−→
U∩Y 6=∅

O(U)

On obtient ainsi une algèbre locale dont l’idéal maximal est l’idéal des classes de sections
f ∈ O(U) qui s’annulent sur Y ∩U.

Exemples
1. Si Y = {x}, l’algèbre locale obtenue est l’algèbre locale OX,x.
2. Si X est intègre, l’algèbre OX,X est le corps des fonctions rationnelles sur X.
3. Si V est un ouvert de X qui rencontre Y, le morphisme de restriction

OX,Y
- OV,V∩Y

est un isomorphisme.

Proposition 3.8. — Soit X = Spec A est une variété algébrique affine, et Y la
sous-variété intègre définie par un idéal premier p de A. Le morphisme canonique

Ap - OX,Y

est un isomorphisme.
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Démonstration. Considérons le morphisme canonique A - OX,Y. L’image du

complémentaire de p est contenu dans le complémentaire de l’idéal maximal de OX,Y.

D’après la propriété universelle de l’algèbre localisée Ap on obtient un homomorphisme

Ap - OX,Y

Montrons l’injectivité. Soit α ∈ A dont l’image dans OX,Y est nulle. Alors il existe un
ouvert principal Xf rencontrant Y tel que α|Xf

= 0. Donc il existe n tel que fnα = 0.
Puisque Xf rencontre Y, on a f /∈ p et par conséquent α = 0 dans Ap. Il en découle
l’injectivité.

Surjectivité : on peut représenter une classe de OX,Y par un élément de O(Xf ), où
Xf est un ouvert principal qui rencontre Y, ce qui est équivalent à f /∈ p. Un tel élément

est une fraction
u

fr
, où u ∈ A et donc provient de l’algèbre Ap.

Lemme 3.9. — Soit X une variété algébrique dont l’ensemble singulier est de
codimension ≥ 2, et Y ⊂ X une hypersurface intègre. Alors l’algèbre locale OX,Y est
un anneau local noethérien régulier de dimension 1.

Démonstration. L’hypothèse implique que Y rencontre l’ouvert des points lisses de X.
On peut donc supposer que X est une variété algébrique lisse, affine, d’algèbre de sections
A et que l’idéal premier p de A qui définit Y est engendré par un élément non nul. Alors
l’idéal maximal pAp est engendré par un élément non nul. Cette algèbre est un anneau
local noethérien de dimension 1 ; elle est régulière par définition.

Considérons une variété algébrique X intègre et une sous-variété Y intègre de X. Soit

K(OX,Y) le corps des fractions de OX,Y. On a un morphisme injectif OX,Y
- Rat(X)

qui envoie le complémentaire de 0 dans le groupe multiplicatif, et par conséquent induit
un homomorphisme de corps

K(OX,Y) - Rat(X)

Lemme 3.10. — Cet homomorphisme est un isomorphisme.

Démonstration. Soit U un ouvert rencontrant Y. Alors Rat(X) ' Rat(U). Une
fonction rationnelle de Rat(U) provient évidemment de K(OX,Y).

Démonstration du théorème 3.7
Il résulte des deux lemmes précédents qu’une hypersurface intègre Y ⊂ X définit une

valuation
νY : Rat(X)− {0} - Z.
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Si s est une section rationnelle non nulle d’un fibré inversible L sur X, et si U est un ouvert
de X rencontrant Y sur lequel L est trivial, on peut écrire

s|U = fe

où f ∈ Rat(U) et e une section de L|U ne s’annulant pas sur U. On pose nY = νY(f). Il
est clair que l’entier ainsi défini ne dépend pas de U ni du choix de la section e. Ce nombre
mesure la multiplicité selon laquelle la fonction f s’annule le long de Y si ce nombre est
positif ; si ce nombre est négatif, l’opposé de ce nombre est la multiplicité avec laquelle
l’inverse de f s’annule le long de Y, c’est-à-dire l’ordre du pôle le long de Y.

Lemme 3.11. — L’ensemble des hypersurfaces intègres Y ⊂ X telles que nY 6= 0 est
fini.

Démonstration. Soit U = Spec A un ouvert affine de X, sur lequel le fibré E est trivial.
Les hyperfaces intègres contenues dans le complémentaire de U sont les composantes
irréductibles, donc en nombre fini. Sur U, la section s s’écrit s = fe, où f ∈ O(U) et
où e est une section de L partout non nulle sur U. Si Y est une hypersurface intègre qui
rencontre U, on a νY(f) ≥ 0, et la condition νY(f) > 0 signifie que f définit un élément
de l’idéal maximal de OX,Y c’est-à-dire que s’annule sur Y ∩ U. L’hypersurface Y ∩ U de
U est donc une composante irréductible de la sous-variété définie par l’idéal (f). De telles
hypersurfaces Y sont en nombre fini.

On associe alors à la classe dans Ca(X) du couple (L, s) le diviseur de Weil

D =
∑
Y

nYY

Il résulte de la propriété de la valuation νY que cette application est un homomorphisme
de groupes

φ : Ca(X) - Div(X).

Montrons qu’il est injectif. Considérons un diviseur de Cartier [L, s] dont le diviseur
de Weil associé est nul. Si U un ouvert sur lequel L est trivial, on écrit s = fe, avec
f ∈ Rat(U). Alors l’hypothèse implique que f est une fonction régulière inversible sur U.
Mais alors la section s de L est régulière sur X et partout non nulle. Donc le diviseur de
Cartier défini par (L, s) est l’élément neutre.

Supposons maintenant X lisse. D’après le théorème 3.4 on sait alors associer à une
hypersurface intègre Y de X un diviseur de Cartier [LY, sY]. Cette application se prolonge
par linéarité en un homomorphisme de groupes abéliens

ψ : Div(X) - Ca(X)

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

120



Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

Montrons que φψ est l’identité de Div(X). Soit Y une hypersurface intègre, [LY, sY] le
diviseur de Cartier associé. Soit U un ouvert affine de X qui rencontre Y et sur lequel l’idéal
de Y∩U est engendré par (f). Alors LY|U est trivial et sY est donné sur U par la fonction
régulière f . Pour toute hypersurface intègre Z rencontrant U, on a νZ(f) = 0 si Z 6= Y,
parce que f est inversible sur l’ouvert U \ Y qui rencontre aussi Z, et νY(f) = 1 puisque
dans OX,Y l’idéal (f) est l’idéal maximal. Donc le diviseur de Weil associé à [LY, sY] est
Y. Par suite φψ = idDiv(X). Ceci entrâıne que l’homomorphisme φ est surjectif ; comme

on avait déjà vérifié qu’il était injectif, c’est un isomorphisme.
Soit s une section rationnelle non nulle d’un fibré inversible L, et D =

∑
Y∈O(X) nYY

le diviseur de Weil associé. On pose

D+ =
∑

Y,nY>0

nYY ; D− = −
∑

Y,nY<0

nYY

de sorte que D = D+ −D−.

Définition 3.12. — Le diviseur D+ est appelé le diviseur des zéros de s, le diviseur
D− le diviseur des pôles de s.

Proposition 3.13. — Soit X une variété algébrique intègre dont l’ensemble singulier
est de codimension ≥ 2. Soit O(X) le groupe des fonctions régulières inversibles sur X.
On a une suite exacte

0 - O(X)∗ - Rat(X)∗ - Ca(X) - Pic(X) - 0

Démonstration. Soit f ∈ Rat(X)∗ une fonction rationnelle non nulle. Une telle
fonction peut être considérée comme section rationnelle du fibré trivial de rang un O,

et l’homomorphisme Rat(X)∗ - Ca(X) associe à f le diviseur de Cartier [O, f ]. Du fait

que l’homomorphisme Ca(X) - Div(X) est injectif, on déduit que l’homomorphisme

Rat(X)∗ - Ca(X)

ainsi défini a pour noyau le groupe O(X)∗ des fonctions régulières inversibles. Le mor-

phisme Ca(X) - Pic(X) associe au diviseur de cartier [L, s] la classe d’isomorphisme

du fibré inversible L. Le noyau de cet homomorphisme est constitué des diviseurs de
Cartier des fonctions rationnelles. Il reste à montrer que cet homomorphisme est surjectif.
Si L est un fibré inversible sur X, par définition, il est localement trivial, donc il a des
sections rationnelles. Il provient donc d’un diviseur de Cartier.

Définition 3.14. — Soit X une variété algébrique intègre dont l’ensemble singulier
est de codimension ≥ 2. Un diviseur D ∈ Div(X) est appelé principal si c’est le diviseur
d’une fonction rationnelle non nulle. Deux diviseurs sont dits linéairement équivalents si
leur différence est un diviseur principal.
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Soit Princ(X) le groupe des diviseurs principaux de X.

Corollaire 3.15. — Soit X une variété algébrique lisse. L’isomorphisme

Ca(X)
∼- Div(X)

induit un isomorphisme de groupes abéliens

Div(X)/Princ(X)
∼- Pic(X)

Cet isomorphisme permet de comparer le groupe de Picard d’une variété algébrique
lisse X et celle d’un ouvert U.

Proposition 3.16. — Soit U un ouvert non vide d’une variété algébrique X lisse
et irréductible. Soient Y1, . . . ,Yr les composantes irréductibles de codimension 1 du
complémentaire de U, et LY1 , . . . ,LYr

les fibrés inversibles associés. L’homomorphisme
de restriction

Pic(X) - Pic(U)

est surjectif, et son noyau est le sous-groupe engendré par les LYi
.

Démonstration. On considère le diagramme commmutatif induit par la restriction à
l’ouvert U

0 - Zr - Div(X) - Div(U) - 0

Zr
?

- Pic(X)
?

- Pic(U)
?

- 0

dans lequel la première ligne est exacte : la flèche Zr - Div(X) est définie par

Y1, . . . ,Yr. La première flèche verticale est l’identité. Les autres flèches verticales
sont les homomorphismes surjectifs canoniques ; le noyau de ces flèches est le sous-
groupe des diviseurs principaux de X et U respectivement. La flèche de restriction

Princ(X) - Princ(U) est évidemment un isomorphisme. Il résulte de ce diagramme

que l’homomorphisme Pic(X) - Pic(U) est surjectif. De plus, un élément de son noyau

provient provient d’un diviseur
∑r

i=1 niYi et par suite la seconde ligne est aussi exacte.

Corollaire 3.17. — On a Pic(An) = 0.
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Démonstration. Il suffit de prouver que tout diviseur de X = An est un diviseur
principal. Soit Y ⊂ An est une hypersurface intègre ; le lemme 3.2 appliqué à l’algèbre des
polynômes, laquelle est factorielle, assure que l’idéal premier associé à Y est engendré par
un élément f ; alors le diviseur de f est exactement Y. Ainsi, Y est un diviseur principal.

Corollaire 3.18. — Le groupe Pic(Pn) est isomorphe à Z, avec pour générateur la
classe de OPn

(1).

Démonstration. Considérons un hyperplan Y de Pn. Cet hyperplan est associé à une
section non nulle de O(1). L’ouvert complémentaire de Y est isomorphe au plan affine
An. Il résulte de la suite exacte ci-dessus que le groupe de Picard est engendré par O(1).
Il reste à voir que cet élément n’est pas de torsion, autrement dit que OPn

(k) n’est pas
trivial si k 6= 0. On peut supposer, quitte à passer au besoin au dual, que k < 0. Mais alors
OPn

(k) n’a pas de section globale non nulle. Donc ce fibré inversible n’est pas trivial.

Exercice 3.3

On considère sur Pn × Pm le fibré O(p, q) = O(p) � O(q). Montrer que l’application

Z2 - Pic(Pn × Pm) définie par (p, q) 7→ O(p, q) est un isomorphisme de groupes.

Exercice 3.4

1. Démontrer que tout fibré inversible sur un ouvert de An est trivial.

2. On suppose que k est de caractéristique 6= 2. Démontrer que le groupe de Picard
de la sphère S2 = Spec(O(A2)/(x2 + y2 + z2 − 1)) est isomorphe à Z.

3.3. Sous-variétés de codimension ≥ 2.

On se propose de montrer qu’en général, une sous-variété lisse de codimension r ≥ 2
ne peut s’obtenir comme sous-variété des zéros d’une section d’un fibré vectoriel de rang
r. Considérons le plongement de Veronese

ϕ : P2 ↪→ P5

Il peut être défini de la manière suivante : sur le plan projectif P2 = P(V) on a une inclusion

H⊗2 ↪→ S2VP2 et par suite un morphisme ϕ : P2
- P(S2V) tel que ϕ∗(H) = H⊗2.

Exercice 3.5

Soit (ei)i=0,1,2 une base de V, et (eiej)i≤j la base associée dans S2V. Montrer que
dans ces bases le morphisme ϕ est donné par

[x0, x1, x2] 7→ [x2
0, x

2
1, x

2
2, 2x0x1, 2x1x2, 2x0x2]
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Ainsi, l’image de P2 est une sous-variété isomorphe à P2, c’est donc une surface lisse
Y de P5 qu’on appelle la surface de Veronese. S’il existait un fibré vectoriel de rang 3
sur P5 et une section dont la sous-variété des zéros est la surface Y le fibré normal NY/P5

devrait s’étendre à P5. Or, KP5 = O(−6) et donc d’après la formule d’adjonction

det NY/P5 = KP2 ⊗ ϕ∗(OP5(6)))

= OP2(3)

et donc ce fibré inversible ne provient pas de P5.

Exercice 3.6
Le but de l’exercice est de montrer qu’une projection générale dans P4 de la surface

de Veronese est une surface lisse de P4 dont le fibré normal ne s’étend pas à P4.

1. Montrer que la variété des coniques du plan projectif P2 = P(W) est isomorphe à
l’espace projectif P5 = P(S2W∗). Montrer que la surface de Veronese est isomorphe à la
sous-variété des coniques dégénérées en droites doubles, c’est-à-dire la variété des coniques
définies par une forme quadratique de rang 1 sur W.

2. Montrer qu’une droite D de P5 n’est pas contenue dans Y et rencontre Y en au
plus deux points.

3. Une droite D ⊂ P5 est tangente à Y en un point x ∈ D∩Y si TxD ⊂ TxY. Montrer
que se donner une droite tangente à Y au point défini par la droite double `2 équivaut
à se donner une conique dégénérée en deux droites dont l’une est `. On pourra utiliser
l’exercice 1.5 et montrer que si q est la forme quadratique de rang 1 qui définit x = `2

l’espace vectoriel tangent TxY est isomorphe à l’espace vectoriel quotient

{q̃ ∈ S2W∗, q̃|ker q
= 0}/kq .

4. Une droite D ⊂ P5 est dite sécante à Y si elle est tangente à Y ou si elle rencontre
Y en 2 points.

On désigne par Tan(Y) la réunion des droites tangentes à Y, et par Sec(Y) la réunion
des sécantes à Y. Montrer que Tan(Y) est un fermé algébrique de P5 de dimension 4.
Montrer que Tan(Y) = Sec(X). En déduire que Sec(Y) 6= P5.

5. Soit a ∈ P5 un point n’appartenant pas à Sec(Y) et P4 ⊂ P5 un hyperplan ne

passant pas par a. On considère la projection π : Y - P4 de centre a. On sait que

c’est un morphisme fini. Montrer que π est un morphisme injectif, et que son application
linéaire tangente est injective en tout point. En déduire que l’image Z est une sous-variété

lisse de dimension 2 de P4, et que π : Y - Z est un isomorphisme.

6. Déterminer le fibré inversible det NZ/P4 et montrer qu’il ne provient pas de P4.
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La situation rencontrée dans la question 5 est fréquente. Voici quelques indications :

Lemme 3.19. — Soit f : X - Y un morphisme fini et injectif de variétés

algébriques ; soit x un point de X et y = f(x) son image. Le morphisme d’algèbre locales
associées

f∗ : OY,y
- OX,x

est un morphisme fini.

Démonstration. En effet, f : X - Y est un homéomorphisme sur un sous-espace

fermé de Y ; un élément u ∈ OY,y est le germe d’une fonction régulière sur un voisinage
ouvert affine U de x dans Y, qu’on peut supposer de la forme f−1(V), avec V voisinage

ouvert affine de y. Le morphisme O(V) - O(U) étant fini, on en déduit que u est entier.

Il reste avoir que l’algèbre OX,x est engendrée sur OY,y par un nombre fini d’éléments.
Fixons V et U comme ci-dessus. Si v1, . . . , vn sont des générateurs de l’algèbre de type fini
O(U), les germes vi,x de vi engendrent OX,x : en effet, si vx est le germe d’une section du
faisceau structural sur un ouvert π−1(W) avec W ⊂ V voisinage ouvert affine de y défini
dans V par Q 6= 0, avec Q ∈ O(V), on aura Qkv ∈ O(U) pour k entier > 0 convenable.
Mais alors la formule dans O(U)

v =
P(v1, . . . , vn)

Qk

où est P un polynôme à coefficient dans k montre que le germe vx est un polynôme en
v1,x, . . . , vn,x à coefficients dans OY,y.

Lemme 3.20. — Soit f : X - Y un morphisme fini et injectif de variétés

algébriques ; soit x un point de X et y = f(x) son image. On suppose que la

différentielle dxf : TxX - TyY est injective. Alors le morphisme d’algèbre locales

f∗ : OY,y
- OX,x est surjectif.

Démonstration. On pose A = OY,y et B = OX,x et on désigne par mA et mB les idéaux

maximaux de A et B respectivement. Le morphisme d’anneaux locaux f∗ : A - B est

fini d’après le lemme ci-dessus. Le morphisme mA/m
2
A

- mB/m
2
B induit par f∗ n’est

autre que l’application linéaire cotangente est donc surjectif. Ceci s’écrit

mB = m2
B + mAB
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et mB est un B−module de type fini. D’après le lemme de Nakayama appliqué à l’anneau
local B, ceci entrâıne mB = mAB. Considérons d’autre part l’isomorphisme de A−modules

induit par f∗ : A/mA
- B/mB. Alors B = f∗(A) + mAB. Puisque B est un A−module

de type fini, on obtient encore d’après le lemme de Nakayama B = f∗(A), ce qui démontre
le lemme.

Théorème 3.21. — Soit f : X - Y un morphisme fini injectif de variétés

algébriques dont la différentielle est en tout point injective. Alors f est un plongement.

Démonstration. L’hypothèse implique que f est un homéomorphisme sur son image.
Il s’agit de voir que le morphisme de faisceaux sur Y

OY
- f∗(OX)

est surjectif. Mais il suffit pour cela de vérifier que si x ∈ X et y = f(x),le morphisme

d’algèbres locales OY,y
- OX,x est surjectif. Ceci résulte du lemme précédent.

Ceci résoud la question 5 de l’exercice ci-dessus. Un célèbre théorème de Severi affirme
que la surface de Veronese est essentiellement la seule surface Y de P5, non contenue dans
un hyperplan, qu’on puisse projeter dans P4 comme ci-dessus :

Théorème 3.22. — (Severi) A automorphisme de P5 près, la surface de Veronese
est la seule surface de P5 non contenue dans un hyperplan telle que Sec(Y) 6= P5.

Il en résulte que c’est la seule surface de P5, non contenue dans un hyperplan qu’il
est possible de plonger dans P4 par une projection de centre un point.

Exercice 3.7

L’image du plongement de Segré P1 × P2 ↪→ P5 est une sous-variété lisse de
codimension 2 ; montrer que son fibré normal ne s’étend pas à P5.

Exercice 3.8

Montrer que le morphisme A1 − {1} - A2 défini par

t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1))

est un morphisme injectif dont la différentielle est en tout point injective. Montrer que ce
n’est pas un isomorphisme sur son image.
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3.4. Systèmes linéaires

Soit X une variété algébrique lisse et connexe.

Définition 3.23. — Un système linéaire sur X est la donnée d’un sous-espace
vectoriel W de dimension finie de l’espace vectoriel des sections Γ(X,L) d’un fibré
inversible L sur X. Quand l’espace vectoriel Γ(X,L) est de dimension finie, le système
linéaire défini par W = Γ(X,L) est appelé système linéaire complet.

Etant donné un tel système linéaire, une section s ∈ W non nulle définit une
hypersurface V(s). Se donner un tel système linéaire revient à se donner un sous-espace
projectif P(W) de l’espace projectif |L| = P(Γ(X,L)) des diviseurs dont le fibré associé est
isomorphe à L. Si dim P(W) = 1 on dit que c’est un pinceau de diviseurs ; si dim P(W) = 2
on dit que c’est un réseau. Si les hypersurfaces V(s) n’ont pas de point d’intersection en
commun, on dit que le système linéaire W est sans point de base. En d’autres termes :

Définition 3.24. — Un système linéaire (W,L) est dit sans point de base si le
morphisme d’évaluation ev : (x, s) 7→ s(x)

ev : X×W - L

est surjectif.

Exemple
Un pinceau de courbes algébriques de degré n dans le plan projectif a toujours des

points de base ; en général, il a n2 points de base. En général, un réseau de courbes de
degré n du plan projectif n’a pas de points de base.

Désignons par m + 1 la dimension de W. Quand W ⊂ Γ(X,L) est sans point de
base, pour tout x ∈ X, Zx = ker evx est un hyperplan de W. Le sous-fibré Z ⊂ WX

défini par le noyau du morphisme d’évaluation fournit alors un morphisme à valeurs dans
Grass(m,W) = P(W∗)

ϕ : X - P(W∗)

qui associe au point x l’hyperplan Zx ; une équation de cet hyperplan peut s’obtenir en
choisissant un point dans la droite vectorielle L∗x ⊂ W∗. Ce morphisme est caractérisé
par l’égalité ϕ∗(S) = Z, où S est le sous-fibré universel de rang m du fibré trivial de fibre
W sur la grassmannienne. Dans l’identification Grass(m,W) ' P(W∗), le fibré quotient
universel devient le fibré O(1). Ainsi ϕ∗(O(1)) ' L. Par le morphisme ϕ, l’image réciproque
de l’hyperplan de P(W∗) défini par s ∈ W − {0} est l’hypersurface V(s). On se propose
de donner des conditions qui permettent d’assurer que ϕ est un plongement.
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Définition 3.25. — On dit qu’un système linéaire W ⊂ Γ(X,L) sépare les points
si pour tous points a et b ∈ X distincts il existe une section s ∈ W telle que s(a) = 0 et
s(b) 6= 0.

Si le système linéaire W sépare les points, il est sans point de base. Nous aurons
besoin d’une condition plus forte, et nous introduisons pour ceci le Ox-module Ox(L) des
germes de sections régulières de L au voisinage du point x, et l’espace vectoriel

Jx(L) = Ox(L)/m2
xOx(L)

appelé espace vectoriel des jets d’ordre un au point x de sections de L. On dispose d’une

application k−linéaire canonique jx : Ox(L) - Jx(L) qui associe à un germe de section

régulière s son jet d’ordre un jx(s) en x. De plus on a une suite exacte

0 - T∗x ⊗ Lx
- Jx

- Lx
- 0

Le jet jx(s) d’une section s qui s’annule en x est exactement la différentielle dxs ∈
T∗x ⊗ Lx = L(Tx,Lx).

Définition 3.26. — On dit qu’un système linéaire W ⊂ Γ(X,L) sans point de base

sépare les vecteurs tangents, si pour tout x ∈ X l’application linéaire W - Jx(L) qui

associe à une section s ∈ W son jet jx(s) est surjective.

Il revient au même de demander que pour tout x ∈ X, l’application linéaire

Zx
- L(Tx,Lx) définie par s 7→ dxs est surjective, ou encore que l’application linéaire

transposée Tx
- L(Zx,Lx) qui associe au vecteur tangent t l’application linéaire

s 7→ dxs.t est injective : autrement dit, la définition signifie que pour tout vecteur tangent
non nul t, il existe une section s ∈ W s’annulant en x et telle que dxs.t 6= 0.

Théorème 3.27. — Soit X une variété projective et W ⊂ Γ(X,L) un système
linéaire qui sépare les points et les vecteurs tangents. Alors le morphisme canonique

ϕ : X - P(W∗) est un plongement.

Démonstration. Il est clair que le morphisme ϕ est injectif : car si a et b sont deux
points de x, la condition de séparation des points implique que Za 6= Zb. En vertu du
corollaire 3.21, il suffit de montrer que f est fini et que l’application linéaire tangente
dxϕ est injective en tout point x ∈ X ; nous admettrons ici la finitude de ϕ qui sera
démontrée plus tard comme conséquence de la théorie des faisceaux algébriques cohérents
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(voir section 5.4, chapitre 3). Il reste seulement à se persuader que l’application linéaire
tangente

dxϕ : TxX - TxP(W∗)

n’est autre que l’application linéaire TxX - L(Zx,Lx) introduite ci-dessus. Pour ceci,

choisissons une base e0, . . . , em de W, avec e1, . . . , em base de Zx. Désignons par e∗i la base
duale. L’identification

TxP(W∗) ' L(Zx,Lx)

s’obtient en prenant la différentielle au point défini par l’hyperplan Zx de la carte locale

U0
- L(Zx,Lx) définie sur l’ouvert U0 ' An des points [e∗0 +

∑
1≤i≤m wie

∗
i ] ∈ P(W∗)

par

[e0 +
∑

1≤i≤m

wie
∗
i ] 7→

∑
1≤i≤m

wie0(x)e∗i .

La section e0 de L étant non nulle en x, on peut écrire sur un voisinage ouvert V de x

ei = fie0

où fi ∈ O(V). L’image de V par ϕ est contenue dans l’ouvert U0 de P(W∗) et ϕ est donné
sur cet ouvert par ϕ|V = [e∗0 +

∑
1≤i≤m fie

∗
i ] de sorte que pour t ∈ TxX

dxϕ(t) =
∑

1≤i≤m

dxfi(t)e0(x)e∗i

=
∑

1≤i≤m

dxei(t)e∗i

Ceci signifie que dxϕ(t) est l’application linéaire Zx
- Lx définie par s 7→ dxs(t). Ceci

achève la démonstration.

Définition 3.28. — Un fibré vectoriel inversible L sur une variété algébrique X est
dit très ample si les sections de L séparent les points et les vecteurs tangents.

Exercice 3.9

1. Vérifier que sur l’espace projectif P(V), le fibré O(k) est très ample dès que k ≥ 1.

2. L’espace vectoriel des sections de O(k) est le dual de SkV. Montrer que le
plongement

P(V) ↪→ P(SkV)

associé au système linéaire complet s’identifie au plongement de Veronese.
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Exercice 3.10
Soient A et B deux fibrés inversibles sur une variété algébrique X. Montrer que si A

est très ample et B engendré par ses sections, le fibré inversible A⊗ B est très ample.

4. Faisceaux algébriques cohérents

Soit X une variété algébrique. La catégorie L des faisceaux algébriques localement
libres est une catégorie additive, mais ce n’est pas une catégorie abélienne.

Considérons par exemple l’idéal I d’une hypersurface Y sur une variété algébrique

lisse X ; dans L, le morphisme d’inclusion I - O pour noyau et pour conoyau le

faisceau nul. Pourtant, le morphisme I - O n’est pas un isomorphisme. Bien entendu,

dans la catégorie abélienne des faisceaux algébriques, le conoyau est le faisceau j∗(OY), où
j : Y ↪→ X est l’inclusion canonique, et l’image est le faisceau I lui-même. Pour remédier
à cet inconvénient, et pour se limiter aux faisceaux algébriques satisfaisant à certaines
conditions de finitude, on introduit la catégorie des faisceaux algébriques cohérents.

4.1. Faisceau associé à un A−module

Soit A une k−algèbre de type fini. Considérons la variété algébrique affine X = Spec A,
et un A−module M. Si f ∈ A, le module Mf sur l’anneau des fractions Af est le module
des fractions dont le numérateur est dans M et dont le dénominateur est une puissance
de f. Considérons le préfaisceau M̃ sur X défini sur la base d’ouverts principaux Xf par

M̃(Xf ) = Mf

Si Xf ′ ⊂ Xf on sait que f divise une puissance convenable de f ′ ce qui définit des

morphismes de restrictions Mf
- Mf ′ .

Exercice 4.1
Vérifier que le préfaisceau M̃ est un faisceau algébrique. (On pourra calquer la

démonstration de la section 2.5 du chapitre 1).

Exercice 4.2
Soit x ∈ X un point de X, correspondant à un idéal maximal m de A. Montrer que le

morphisme canonique

M̃x
- Mm

est un isomorphisme. (Calquer la démonstration de la section 2.5 du chapitre 1 qui permet
de décrire OX,x comme algèbre localisée Am).
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Le faisceau M̃ est aussi le faisceau image réciproque du module constant M sur l’espace
annelé (∗,A) réduit à un point ∗ défini par le faisceau constant A. Autrement dit, c’est le
faisceau associé au préfaisceau U 7→ M ⊗A OX(U), qu’on note habituellement M ⊗A OX.
En effet, on a bien un homomorphisme canonique de faisceaux algébriques

M⊗A OX
- M̃

et en un point x ∈ X correspondant à un idéal maximal m, le morphisme induit est

l’homomorphisme canonique M⊗A Am - Mm. Par conséquent c’est un isomorphisme.

Si M et N sont des A−modules à toute application A−linéaire f : M - N on

associe un morphisme de faisceaux algébriques M̃ - Ñ. On désigne par ModA la

catégorie des A−modules, et AlgX la catégorie des faisceaux algébriques sur X = Spec A.
Ces catégories sont des catégories abéliennes, et on a ainsi obtenu un foncteur additif
de la catégorie ModA dans la catégorie AlgX. Remarquons que par définition on a un
isomorphisme canonique

M
∼- Γ(M̃).

Proposition 4.1. — Considérons le foncteur covariant AlgX
- Ens de la

catégorie des faisceaux algébriques sur la variété algébrique affine X = Spec A, à valeurs
dans la catégorie Ens des ensembles qui associe au faisceau algébrique F l’ensemble
HomA(M,Γ(F)). Ce foncteur est représentable par M̃ muni de l’application linéaire

i : M - Γ(M̃).

Ceci signifie que le couple (M̃, i) est solution du problème universel suivant : pour

tout faisceau algébrique cohérent F sur X et toute application A−linéaire u : M - Γ(F)

il existe un unique morphisme de faisceaux algébriques v : M̃ - F tel que le diagramme

M

@
@

@
@

@R
Γ(M̃)

i

?
v - F

soit commutatif. Autrement dit, l’application

HomOX(M̃,F) - HomA(M,Γ(F))
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définie par v 7→ Γ(v)i est un isomorphisme.

Démonstration. Le foncteur AlgX
- ModA défini par F 7→ Γ(F) est l’image directe

par le morphisme d’espaces annelés (X,OX) - (∗,A). La formule précédente est un

cas particulier de l’énoncé qui dit que le foncteur image directe est l’adjoint à droite du
foncteur image réciproque.

Théorème 4.2. — Le foncteur ModA
- AlgX défini ci-dessus est un foncteur

exact. Il est pleinement fidèle.

Démonstration. Ce foncteur est exact parce que si f ∈ A, le foncteur M 7→ Mf est
exact. Il reste à vérifier qu’il est pleinement fidèle, c’est-à-dire que si M et N sont des

A−modules, l’application linéaire HomA(M,N) - HomOX(M̃, Ñ) est un isomorphisme.

C’est évident si M = A car alors M̃ = OX et l’application linéaire s’identifie l’application

linéaire canonique N - Γ(Ñ) dont on sait que c’est un isomorphisme. Supposons

d’abord M de type fini. Les deux membres sont des foncteurs contravariants, additifs
en M, exacts à gauche. Ces foncteurs commutent aux sommes directes finies, et donc
l’énoncé est vrai pour M = Ap. Comme A est noethérien et M de type fini, il existe une
suite exacte de A−modules

Aq - Ap - M - 0

ce qui fournit une suite exacte de faisceaux algébriques O
q
X

- O
p
X

- M̃ - 0 et

un diagramme commutatif de suites exactes

0 - Hom(M,N) - Hom(Aq,N) - Hom(Ap,N)

0 - Hom(M̃, Ñ)
?

- Hom(Op
X, Ñ)

?
- Hom(Oq

X, Ñ)
?

Puisque les deux dernières flèches verticales sont des isomorphismes, il en résulte que la
première flèche verticale est un isomorphisme. Si M n’est plus de type fini, le raisonnement
est le même, mais il faut travailler avec des modules libres qui ne sont plus forcément de
type fini.

Exercice 4.3
1. Démontrer que si M = ⊕i∈IMi, pour tout f ∈ A le morphisme canonique

⊕i∈I(Mi)f
- Mf est un isomorphisme.
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2. En déduire que sur la catégorie des A−modules le foncteur M 7→ M̃ commute aux
sommes directes.

3. En déduire que ce foncteur est encore pleinement fidèle sur la catégorie de tous les
A−modules.

4.2. Faisceaux algébriques cohérents

Soit X = Spec A une variété algébrique affine, et F un faisceau algébrique sur X. La
propriété universelle ci-dessus fournit un morphisme de faisceaux algébriques

Γ̃(F) - F

En général, ce morphisme n’a aucune raison d’être un isomorphisme. On verra que ceci
est vrai si et seulement si F est un faisceau quasi-cohérent.

Définition 4.3. — Soit X une variété algébrique. Un faisceau algébrique F sur X
est dit quasi-cohérent (resp. cohérent) si pour tout point x ∈ X, il existe un voisinage
ouvert affine U = Spec A et un A−module M (resp. A−module de type fini M) tel que F|U
soit isomorphe à M̃.

Exemples

1. Le faisceau structural de X est un faisceau algébrique cohérent. Plus généralement,
un faisceau localement libre de rang r est un faisceau algébrique cohérent.

2. L’exemple suivant n’est pas en général un faisceau algébrique localement libre. Soit
Y ⊂ X une sous-variété d’une variété algébrique affine X = Spec A, définie par un idéal
I ⊂ A. Alors l’idéal de Y est l’idéal Ĩ de OX. On verra au paragraphe suivant qu’en fait
l’idéal de toute sous-variété algébrique affine est un faisceau algébrique cohérent.

3. Soit X une variété algébrique irréductible et Y ⊂ X un fermé strict. Considérons
l’idéal de OX défini par I(U) = OX(U) si U ne rencontre pas Y et I(U) = 0 si U rencontre
Y. Alors I n’est pas un faisceau algébrique cohérent. En effet, on a Ix = 0 pour tout
x ∈ Y. Si ce faisceau était cohérent, il existerait un voisinage ouvert affine U= Spec A de
x, et un A−module de type fini M tel que I|U soit isomorphe à M̃. Si m est l’idéal maximal
de A correspondant au point x, on aurait Fx = Mm = 0. Mais alors I serait nul sur un
voisinage de x. Or, la restriction de I au complémentaire de Y cöıncide avec OX donc est
non nul.

Exercice 4.4

Démontrer que ce faisceau algébrique n’est même pas quasi-cohérent.
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Théorème 4.4. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine.
(i) Si F est un faisceau algébrique quasi-cohérent sur X, le morphisme canonique

Γ̃(F) - F est un isomorphisme.

(ii) Si F est un faisceau algébrique cohérent sur X, le A−module des sections Γ(F) est
un A−module de type fini.

Cet énoncé implique que le foncteur section induit sur une variété algébrique affine une
équivalence de catégorie entre la catégorie des faisceaux algébriques quasi-cohérents sur
X et celle de A−modules, et une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux
algébriques cohérents sur X et celle de A−modules de type fini. Plus précisément :

Corollaire 4.5. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine, ModTF
A la

catégorie des A−modules de type fini et CohX la catégorie des faisceaux algébriques
cohérents sur X. Le foncteur

ModTF
A

- CohX

défini par M 7→ M̃ et le foncteur adjoint

Γ : CohX
- ModTF

A

sont quasi-inverses l’un de l’autre.

Ceci signifie que les morphismes fonctoriels canoniques i : M - Γ(M̃) et j :

Γ̃(F) - F sont des isomorphismes, et que le morphisme composé

Γ(F)
i- Γ(Γ̃(F))

Γ(j)- Γ(F)

est l’identité. Cette dernière assertion résulte de la propriété universelle satisfaite par
(M̃, i).

La démonstration du théorème 4.4 nécessite la description du module des sections
des faisceaux cohérents ou quasi-cohérents.

Lemme 4.6. — Soit X une variété algébrique, et F un faisceau algébrique quasi-
cohérent sur X. Considérons une section f ∈ O(X) et l’ouvert Xf défini par les points
x ∈ X tels que f(x) 6= 0. L’application Af−linéaire canonique

Γ(F)f
- Γ(Xf ,F)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Si X est affine, et associée à l’algèbre de type fini A et si F est le
faisceau algébrique M̃ associé à un A−module M, l’énoncé est vrai par définition de M̃.

Dans le cas quelconque, on considère un recouvrement fini de X par des ouverts affines
Ui = Spec Ai tels que F|Ui soit isomorphe à M̃i où Mi est un module de type fini sur
Ai = O(Ui). Les ouverts Uij = Ui ∩ Uj sont encore affines. Par abus, on désigne encore
par f les sections de O(Ui) ou de O(Uij) obtenues par restriction. On a le diagramme
commutatif

0 - Γ(X,F)f
- ⊕iΓ(Ui,F)f

- ⊕i,jΓ(Uij ,F)f

0 - Γ(Xf ,F)
?

- ⊕iΓ((Ui)f ,F)
?

- ⊕i,jΓ((Uij)f ,F))
?

Il résulte de la définition d’un faisceau et de l’exactitude du foncteur associant à un module
le module des fractions dont le dénominateur est une puissance de f que les lignes sont
exactes. Les deux dernières flèches verticales sont des isomorphismes. Donc la première
l’est aussi.

Fin de la démonstration du théorème 4.4
Soit X = Spec A une variété algébrique affine ; les ouverts Xf forment une base

d’ouverts. Donc le lemme ci-dessus entrâıne que si F est un faisceau quasi-cohérent sur X
le morphisme canonique

Γ̃(F) - F

est un isomorphisme. Ceci démontre l’assertion (i). Il reste à voir que si F est un faisceau
algébrique cohérent, Γ(F) est un A−module de type fini. La démonstration est semblable
à celle qui a été donnée pour la proposition 6.6 du chapitre 1. Considérons des ouverts
principaux en nombre fini Ui = Xfi

de X recouvrant X tels que F|Ui
soit le faisceau

associé à un Afi
−module de type fini. Le Afi

-module Γ(F)fi
est donc de type fini sur

Afi . On peut donc trouver des générateurs en nombre fini de la forme
ei,j

fni
i

, et on peut

supposer quitte à changer éventuellement ei,j que l’entier naturel ni ne dépend pas de i.
Considérons le sous-module N de M engendré par les éléments ei,j . Si v ∈ M, il existe un
entier naturel m tel que pour tout i, on ait fm

i v ∈ N. D’autre part, puisque les ouverts
Ui recouvrent X, l’idéal de A engendré par les fm

i est (1). Donc il existe αi ∈ A tels que∑
i

αif
m
i = 1.

Alors v ∈ N. Donc M = N et M est un A−module de type fini. Ceci achève la
démonstration.
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Proposition 4.7. — Les faisceaux algébriques cohérents (resp. quasi-cohérents) sur
X forment une sous-catégorie abélienne de la catégorie des faisceaux algébriques.

Démonstration.
Il s’agit de montrer que

(1) Si f : F - G est un homomorphisme de faisceaux algébriques cohérents le

noyau et le conoyau de f sont des faisceaux algébriques cohérents. La question est locale .
On peut supposer X = Spec A et que F = M̃ et G = Ñ, où M et N sont des A−modules de

type fini. Alors d’après le théorème 4.2 le morphisme F - G provient d’une application

linéaire bien déterminée ϕ : M - N, et , on a alors puisque le foncteur M 7→ M̃ est exact

ker f = k̃erϕ et coker f = ˜coker ϕ. Donc le noyau et le conoyau de f sont des faisceaux
algébriques cohérents.

(2) La somme directe de deux faisceaux algébriques cohérents est un faisceau

algébrique cohérent. Ici encore on peut supposer X = Spec A et que F = M̃ et G = Ñ,
où M et N sont deux A−modules de type fini. Mais alors F⊕ G est le faisceau algébrique
associé au A−module M⊕N.

La démonstration est identique pour les faisceaux quasi-cohérents. Il suffit d’oublier
les conditons de finitude.

Exactitude du foncteur Γ, sur une variété algébrique affine.
Sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace topologique X (ou

des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X) le foncteur section est exact à
gauche, mais non à droite :

Lemme 4.8. — Soit 0 → F′
f- F

g- F′′ → 0 une suite exacte de faisceaux de

groupes abéliens sur un espace topologique X. Alors la 0-suite

0 - Γ(X,F′) - Γ(X,F) - Γ(X,F′′)

est exacte.

Démonstration. Rappelons que l’exactitude de la suite de faisceaux de groupes

abéliens 0 → F′
f- F

g- F′′ → 0 est équivalente à l’exactitude, pour tout point

x ∈ X, de la suite de groupes abéliens

0 → F′x
f- Fx

g- F′′x → 0

1. Soit s′ une section de F′ telle que f(s′) = 0. Alors pour tout x ∈ X, le germe fx(sx)
est nul, et par suite sx = 0. Ceci entrâıne qu’il existe un recouvrement ouvert Ui de X tel
que s|Ui

= 0 ; ceci entrâıne, d’après la définition des faisceaux s = 0.
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2. Soit s une section de F dont l’image par g est nulle. Il existe alors un recouvrement
ouvert U = (Ui) et des sections locales ti ∈ Γ(Ui,F

′) telles que f(ti) = s|Ui . Sur
l’intersection Uij = Ui ∩Uj on a alors ti|Uij = tj |Uij . D’après la définition des faisceaux,
on peut alors trouver une section t ∈ Γ(X,F′) telle que t|Ui = ti. On a alors pour tout i
f(t)|Ui = s|Ui ce qui entrâıne f(t) = s.

On a déjà vu que ce foncteur n’est pas en général exact à droite : ainsi, on a la suite
exacte de faisceaux de groupes abéliens sur un espace topologique localement simplement
connexe

0 - Z - C
exp- C∗ - (1)

où C est le faisceau des fonctions continues à valeurs dans C, et C∗ est le faisceau des
fonctions continues inversibles. Pourtant, au niveau des sections globales, le morphisme
exp : Γ(X,C) → Γ(X,C∗) n’est pas en général surjectif. On verra aussi qu’en général,
sur une variété algébrique quelconque, le foncteur Γ n’est pas exact sur la catégorie
des faisceaux algébrique cohérents (cf. exercice 4.8). Pourtant, dans le cas des faisceaux
algébriques cohérents sur une variété algébrique affine X, ce foncteur est en fait exact.

Corollaire 4.9. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine. Etant donnée

une suite exacte F′
f- F

g- F′′ de faisceaux algébriques quasi-cohérents sur X la

0−suite de A−modules

Γ(F′) - Γ(F) - Γ(F′′)

est exacte.

Démonstration. Considérons la 0−suite Γ(F′)
f- Γ(F)

g- Γ(F) et le A−module

défini par M = ker g/Im f . Par application du foncteur N 7→ Ñ on retrouve la suite exacte

de départ. Ce foncteur étant exact, le faisceau algébrique associé M̃ est évidemment nul
(cf. lemme 1.1 chapitre 3). Il suffit donc de savoir que si M est un A−module tel que

M̃ = 0 on a M = 0. Mais ceci résulte trivialement de la définition de M̃.

Corollaire 4.10. — Soit X une variété algébrique. Considérons une suite exacte

de faisceaux algébriques 0 - F′ - F - F′′ - 0. On suppose que F′ et F′′ sont

des faisceaux algébriques cohérents. Alors F est un faisceau algébrique cohérent.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X est affine
X = Spec A, où A est une k−algèbre de type fini. Alors Γ(F′) et Γ(F′′) sont des A−modules
de type fini et la suite exacte 4.8 et le fait que A est noethérien montrent que Γ(F) est un
A−module de type fini. Puisque Γ(F′′) est de type fini, on peut supposer de plus, qui au
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besoin à diminuer X que l’application linéaire Γ(F) - Γ(F′′) est surjective. Considérons

alors le diagramme commutatif de faisceaux algébriques

0 - Γ̃(F′) - Γ̃(F) - Γ̃(F′′) - 0

0 - F′

(1)

?
- F

(2)

?
- F′′

(3)

?
- 0

dans lequel les lignes sont exactes. On sait que les flèches (1) et (3) sont des isomorphismes.
Il en résulte que la flèche (2) est un isomorphisme. Donc le faisceau algébrique F est
cohérent.

Exercice 4.5
Soit X une variété algébrique.

1. Soit f : F - G un morphisme de faisceaux algébriques cohérents et x ∈ X un

point tel que fx : Fx
- Gx soit un isomorphisme. Montrer qu’il existe un voisinage

ouvert U de x tel que f |U soit un isomorphisme.
2. Montrer qu’un faisceau algébrique cohérent F sur X est localement libre de rang r

si et seulement si pour tout x, le OX,x−module Fx est libre de rang r.

Exercice 4.6
Soit X une courbe algébrique lisse.
1. Démontrer que tout faisceau algébrique cohérent sur X est somme directe d’un

faisceau localement libre et d’un faisceau algébrique de support fini (Utiliser le théorème
de structure des modules de type fini sur un anneau principal).

2. Montrer que la catégorie des faisceaux localement libres sur X a des noyaux et
des conoyaux, mais que ce n’est pas une catégorie abélienne.

4.3. Image réciproque, image directe

Proposition 4.11. — Considérons un morphisme f : X - Y de variétés

algébriques.
(i) Pour tout faisceau algébrique cohérent G sur Y, l’image réciproque f∗(G) est un

faisceau algébrique cohérent sur X.
(ii) Soit F un faisceau quasi-cohérent sur X, alors l’image directe f∗(F) est quasi-cohérent.

(iii) Si f : X - Y est un morphisme fini, l’image directe f∗(F) d’un faisceau algébrique

cohérent F sur X est un faisceau algébrique cohérent sur Y.
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Démonstration. (i) La question est locale sur X. On peut donc supposer que X =

Spec A et Y = Spec B ; alors G = Ñ, où N est un module de type fini sur B. Le morphisme

f : X - Y provient d’un homomorphisme d’algèbres φ : B - A. L’application

B−linéaire N - Γ(f∗(G)) fournit une application A−linéaire N⊗B A - Γ(f∗(G)) et

par conséquent un homomorphisme de faisceaux algébriques sur X

Ñ⊗AB - f∗(G)

Cet homomorphisme est fonctoriel en N et c’est un isomorphisme quand N = B, et donc
quand N = Bp puisqu’il s’agit de foncteurs additifs. Ces deux foncteurs sont exact à droite.
Pour tout B−module N de type fini il existe une suite exacte

Bq - Bp - N

on voit que ce morphisme fonctoriel est un isomorphisme. Par suite, f∗(G) est un faisceau
algébrique cohérent.

(ii) La question est locale sur Y, et on peut encore supposer que X est affine. En effet,
soit (Ui) un recouvrement fini de X par des ouverts affines Ui ; considérons les restrictions
fi = f |Ui

, fij = f |Uij
, et les faisceaux quasi-cohérents Fi = FUi

et Fij = F|Uij
. On a une

suite exacte de faisceaux sur Y

0 - f∗(F) - ⊕i fi∗(Fi) - ⊕i,j fij∗(Fij)

On est donc ramené à prouver l’énoncé dans la cas où X et Y sont affines.
Supposons donc X = Spec A,Y = Spec B; alors F = M̃ où M est un A−module.

Considérons l’homomorphisme d’algèbres φ : B - A induit par f. L’isomorphisme de

A−modules M
∼- Γ(f∗(F)) peut être vu comme un homomorphisme de B−modules ;

il définit un morphisme de faisceaux algébriques M̃ - f∗(F) sur Y. Par passage aux

ouverts principaux, on voit immédiatement que c’est un isomorphisme.
(iii) Supposons que f soit un morphisme fini et que F soit un faisceau algébrique

cohérent sur X. On veut montrer que f∗(F) est un faisceau algébrique cohérent sur Y. La

question étant locale sur Y on peut supposer que Y est affine. Alors X est affine, et F = M̃
où M est un A−module de type fini. On suppose X = Spec A et Y = Spec B. Puisque le

morphisme d’algèbres φ : B - A défini par f est fini, on voit que M est un B−module

de type fini. Par suite f∗(F) est un faisceau algébrique cohérent.

Exercice 4.7
Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques. Montrer que l’image directe

d’un faisceau algébrique cohérent F sur X par f est un faisceau algébrique sur Y n’est pas
en général cohérent (Prendre par exemple Y réduit à un point).
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Corollaire 4.12. — Sur une variété algébrique, le faisceau d’idéaux I d’une sous-
variété algébrique fermée Y ⊂ X est un faisceau algébrique cohérent.

Démonstration. Soit j : Y ↪→ X le morphisme d’inclusion. C’est un morphisme fini.
Alors j∗(OY) est un faisceau algébrique cohérent sur X. La suite exacte

0 - I - OX
- j∗(OY) - 0

montre que I est un faisceau algébrique cohérent.

Comme conséquence, on obtient l’énoncé suivant, promis à la section 2.9 du chapitre
1.

Corollaire 4.13. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine, et Y une sous-
variété algébrique fermée de X. Alors Y = Spec A/I, où I est un idéal de A.

Démonstration. Considérons l’idéal I = Γ(I) de A. Puisque I est un faisceau cohérent,

le morphisme canonique Ĩ - I est un isomorphisme d’après le théorème 4.4. Ceci montre

que la sous-variété algébrique Y de X cöıncide avec celle qui est définie par l’idéal I.

Corollaire 4.14. — Considérons l’idéal N des éléments nilpotents d’une variété
algébrique X. Alors N est un faisceau algébrique cohérent sur X

En effet c’est l’idéal de la sous-variété fermée Xred dans X.

Exercice 4.8
Soit X une variété algébrique, et Y une sous-variété algébrique fermée. Soit j : Y ↪→ X

l’inclusion canonique. Montrer que le morphisme de restriction

Γ(OX) - Γ(j∗(OY))

n’est pas en général surjectif.

Exercice 4.9
Soit N l’idéal des éléments nilpotents d’une variété algébrique X. Montrer qu’il existe

un nombre r tel que Nr = 0.

Exercice 4.10
Soit I un faisceau cohérent d’idéaux de X. Montrer que I définit une sous-variété

fermée de X.
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4.4. Produit tensoriel et faisceaux d’homomorphismes

Soit X une variété algébrique.

Proposition 4.15. — Soient F et G deux faisceaux algébriques cohérents sur une
variété algébrique X. Alors les faisceaux algébriques F⊗O G et Hom(F,G) sont cohérents.

Démonstration. La question est locale. On peut donc suppose que F a une

présentation Op - Oq - F - 0. Par exactitude à droite du foncteur covariant

−⊗O G on obtient les suites exactes

Gp - Gq - F ⊗O G - 0

ce qui montre que F ⊗O G est le conoyau d’un morphisme de faisceaux algébriques
cohérents. Donc il est cohérent. De même, le foncteur contravariant Hom(−,G) est exact
à gauche sur la catégorie des faisceaux algébriques, donc on a la suite exacte

0 - Hom(F,G) - Gq - Gp

et Hom(F,G)) est le noyau d’un morphisme de faisceaux algébriques cohérents, donc lui-
même cohérent.

Exercice 4.11
Soit X = Spec A une variété algébrique affine, M et N deux A−modules de type fini

sur A. On désigne par F et G respectivement les faisceaux algébriques cohérents associés
sur X. Montrer que les morphismes canoniques

M̃⊗A N
∼- F ⊗OX G

˜HomA(M,N)
∼- Hom(F,G)

sont des isomorphismes.

Exercice 4.12
Montrer que si F et G sont deux faisceaux algébriques cohérents sur X, pour tout

x ∈ X, l’homomorphisme canonique

Hom(F,G)x
- HomOX,x

(Fx,Gx)

est un isomorphisme.
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4.5. Faisceaux localement libres sur une variété affine

On considère une k−algèbre de type fini A et la variété algébrique affine X = Spec A.

Lemme 4.16. — Considérons une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents
sur la variété affine X

0 - F′
f- F

g- F′′ - 0

Si F′′ est un faisceau localement libre, cette suite exacte est scindable.

Démonstration. Considérons la suite exacte de faisceaux algébriques cohérents

Hom(F′′,F) - Hom(F′′,F′′) - 0

En prenant les sections globales, on obtient une surjection Hom(F′′,F) - Hom(F′′,F′′)

ce qui permet de construire un morphisme s : F′′ - F tel que g ◦ s = idG′′ c’est-à-dire

un scindage de la suite exacte ci-dessus.

Théorème 4.17. — Le foncteur M 7→ M̃ établit une équivalence de catégories entre
la catégorie des A−modules projectifs de type fini et celle des faisceaux localement libres.

Démonstration. Rappelons qu’un A−module M est projectif s’il est facteur direct
d’un module libre. Par suite, si m est un idéal maximal de A le module des germes Mm

est un module projectif sur l’anneau local Am. Il est libre d’après le lemme ci-dessous.
Ceci implique que le faisceau algébrique cohérent M̃ est localement libre (cf. exercice 4.5).

Lemme 4.18. — Soient A un anneau local noethérien d’idéal maximal m, de corps
résiduel K = A/m et M un A−module projectif de type fini sur A. Alors M est un module
libre.

Démonstration. Soient e1, . . . , ed des éléments de M dont les classes dans M/mM
forment une base de cet espace vectoriel sur K. D’après le lemme de Nakayama, ces

éléments engendrent M. Il définissent une application linéaire surjective f : Ad - M.

Considérons le noyau N = ker f. On a la suite exacte

0 - N - Ad - M - 0

Mais puisque M est projectif, le foncteur Hom(M,−) est exact. Donc cette suite exacte se
scinde. Alors on obtient que N⊗A K = N/mN est nul. D’après le lemme de Nakayama, N
est nul. Donc f est un isomorphisme et M est un module libre.
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Réciproquement, si F est un faisceau localement libre, c’est un faisceau cohérent, et
Γ(F) est un A−module de type fini ; c’est donc un quotient de A` avec ` convenable. Par
suite F est un quotient d’un faisceau O`

X pour ` convenable. D’après le lemme 4.16 c’est
un facteur direct de O`

X pour ` convenable d’après la proposition ci-dessus. Alors Γ(F) est
facteur direct de A` : c’est donc un A−module projectif de type fini.

Exercice 4.13
1. Trouver des variétés algébriques affines lisses dont le groupe de Picard n’est pas

réduit à l’élément neutre. (Voir l’exercice 3.4).
2. Donner des exemples explicites de modules projectifs de type fini qui ne sont pas

libres.

143

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

144



Cohomologie

Chapitre 3

Cohomologie

L’objet principal de ce chapitre est la démonstration du théorème de finitude : si F est
un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique projective X, l’espace vectoriel
des sections de F est de dimension finie. Auparavant, nous introduirons la cohomologie,
dont l’intérêt est de remédier au défaut d’exactitude du foncteur sections.

1. Foncteurs dérivés

1.1. Complexes de cochâınes

On considère deux catégories abéliennes A et B. On dit qu’un foncteur covariant

additif F : A - B est exact si toute suite exacte d’objets de A

A′ - A - A′′

est transformée par F en une suite exacte

F(A′) - F(A) - F(A′′)

Exemple
Soit X = Spec A une variété algébrique affine, A = O(X) l’algèbre des sections du

faisceau structural OX et CohX la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X. Le
foncteur F 7→ Γ(X,F) de la catégorie CohX dans la catégorie ModA est un foncteur exact.

On appelle complexe de cochâınes K• = (Kn, dn) de A les données suivantes
— une suite Kn d’objets de A ;
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— pour tout n ∈ Z une flèche dn : Kn → Kn+1, appelée différentielle. Ces données
doivent satisfaire à la condition suivante : dn+1dn = 0. L’objet

Hn(K•) = ker dn/Im dn−1

s’appelle n−ième objet de cohomologie du complexe K•. Etant donné un foncteur
covariant additif F : A → B de la catégorie A dans la catégorie B on désigne par F(K•)
le complexe défini par F(Kn), avec pour différentielles les morphismes F(dn). Souvent,
quand il n’y pas risque de confusion, la différentielle sera simplement notée d.

Lemme 1.1. — Soit F : A - B un foncteur additif exact. Pour tout complexe de

cochâınes K• de A on a un isomorphisme

Hn(F(K•))
∼- F(Hn(K•))

Démonstration. Soient Zn = ker dn, et Bn = Im dn−1. Alors F(Zn) s’identifie au
noyau de F(dn) et F(Bn) à l’image de F(dn−1). En appliquant le foncteur F à la suite

exacte 0 - Bn - Zn - Hn(K•) - 0 on obtient une suite exacte

0 - F(Bn) - F(Zn) - F(Hn(K•)) - 0

ce qui fournit un isomorphisme canonique Hn(F(K•)) ' F(Hn(K•)).

On considère désormais un foncteur additif covariant, exact à gauche F : A - B.

Ceci signifie que toute suite exacte courte 0 - A′ - A - A′′ - 0 est

transformée par F en une suite exacte

0 - F(A′) - F(A) - F(A′′).

Outre le foncteur section sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace
topologique X, ou la catégorie des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X, les
exemples suivants seront souvent utiles :

Exemples
1. Sur la catégorie ModA des A−modules, un A−module M étant fixé, le foncteur

ModA
- ModA

défini par
N 7→ HomA(M,N)
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est exact à gauche. Ce foncteur est exact si M est un A−module projectif.
2. Soit X une variété algébrique, et A = O(X). Sur la catégorie AlgX des faisceaux

algébriques sur X, un faisceau algébrique F sur X étant fixé, le foncteur à valeurs dans la
catégorie des A−modules

G 7→ HomO(F,G)

est exact à gauche.
3. Sur AlgX, un faisceau algébrique F étant fixé, le foncteur à valeurs dans AlgX défini

par
G 7→ HomO(F,G)

est exact à gauche. Quand F est un faisceau localement libre, ce foncteur est exact.

1.2. Résolutions injectives

Définition 1.2. — Un objet I de A est appelé injectif si pour toute suite exacte de
A

0 - A
φ- B

et tout morphisme f : A - I il existe un morphisme g : B - I tel que g ◦ φ = f.

Autrement dit, le foncteur contravariant (toujours exact à gauche) A 7→ Hom(A, I)
est exact.

Définition 1.3. — On dit que la catégorie abélienne A a assez d’objets injectifs si
tout objet A de A se plonge dans un objet injectif : autrement dit, il existe un objet injectif

I et un morphisme A - I dont le noyau est nul.

Nous allons donner des exemples de catégories qui ont assez d’objets injectifs.

Définition 1.4. — Un groupe abélien G est dit divisible si pour tout entier n 6= 0

l’homomorphisme G - G défini par x 7→ nx est surjectif.

Proposition 1.5. — Dans la catégorie des groupes abéliens, tout groupe divisible
est injectif.

Démonstration. Soit G un groupe abélien divisible. Soit A ⊂ B un sous-groupe

abélien d’un groupe abélien B, et f : A - G un homomorphisme. D’après le théorème

de Zorn, il existe un sous-groupe abélien B′ ⊂ B contenant A et un homomorphisme

f ′ : B′ - G prolongeant f , le sous-groupe B′ étant maximal parmi les sous-groupes
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satisfaisant à cette propriété. Montrons qu’en fait B′ = B. Si on avait B′ 6= B, on pourrait
trouver b /∈ B′. Considérons l’inclusion B′ ∩ Zb ↪→ Zb. Par divisibilité, l’homomorphisme

f ′ s’étend à Zb et on obtient un homomorphisme B′ + Zb - G qui prolonge f ′. Ceci

contredit la maximalité.

Proposition 1.6. — La catégorie des groupes abéliens a assez d’objets injectifs.

Démonstration. Il s’agit de montrer que tout groupe abélien se plonge dans un groupe
divisible. Considérons pour tout groupe abélien M le groupe M̌ défini par

M̌ = Hom(M,Q/Z)

appelé groupe dual de M. On a un accouplement naturel M̌ × M - Q/Z et par

suite un homomorphisme M - ˇ̌M. Montrons que cet homomorphisme est injectif :

si a ∈ M est non nul, il existe évidemment un homomorphisme f : Za - Q/Z tel que

f(a) 6= 0 ; du fait que Q/Z est un groupe divisible, on voit qu’il existe un homomorphisme

f : M - Q/Z tel que f(a) 6= 0.

Supposons que M soit un groupe libre. Alors M̌ est un produit de groupes isomorphes
à Q/Z et donc encore divisible. Dans le cas général, le groupe M̌ est quotient d’un groupe
libre L : il suffit de considérer le groupe abélien libre engendré par M̌. Alors on obtient la
suite exacte

0 - ˇ̌M - Ľ.

Ainsi, M se plonge dans Ľ qui est un groupe divisible.

Proposition 1.7. — Soit A un anneau commutatif et unitaire. La catégorie ModA

des A−modules a assez d’objets injectifs.

Démonstration. Pour tout A−module M on introduit encore le module

M̌ = Hom(M,Q/Z)

muni de la structure de A−modules définie par

(a.f)(x) = f(ax)

pour f ∈ M̌, x ∈ M et a ∈ A. On sait que M se plonge dans ˇ̌M. D’autre part, Ǎ est un
A−module injectif : il suffit de vérifier que l’on a un isomorphisme de A−modules

M̌ = Hom(M,Q/Z)
∼- HomA(M, Ǎ)
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Mais si f ∈ M̌, on peut lui associer l’application f̃ : M - Ǎ définie pour x ∈ M

par f̃(x)(a) = f(ax). Cette application f̃ est A−linéaire : car pour b ∈ A, on a

f̃(bx)(a) = f(abx) = f̃(x)(ab) = (b.f̃(x)(a). L’application f 7→ f̃ est A−linéaire, et
évidemment injective. Vérifions qu’elle est surjective : si g ∈ HomA(M, Ǎ), on lui associe

l’application f : M - Q/Z définie par f(x) = g(x)(1). On vérifie sans difficulté que

f̃ = g.

Il reste à vérifier que tout A−module se plonge dans un A−module injectif. La
démonstration est identique à celle qui à été donnée pour les groupes abéliens, après
avoir constaté qu’un produit de A−modules injectifs est encore un A−module injectif.

Exercice 1.1
Montrer qu’un A−module M est injectif si et seulement si pour tout idéal a ⊂ A, toute

application A−linéaire f : a - M s’étend à A. (On pourra calquer la démonstration

de la proposition 1.5).

Proposition 1.8. — (i) La catégorie AbX de faisceaux abéliens sur un espace
topologique X a assez d’objets injectifs.

(ii) La catégorie des faisceaux algébriques AlgX sur une variété algébrique X a assez
d’objets injectifs.

Démonstration. Considérons un faisceau F de groupes abéliens sur un espace
topologique X, et désignons par I(Fx) le groupe injectif canonique dans lequel on a plongé
le groupe abélien Fx. Considérons le faisceau

I(F)(U) =
∏
x∈U

I(Fx)

On a alors un morphisme injectif F - I(F). De plus, on a pour tout faisceau de groupes

abéliens G

Hom(G, I(F)) =
∏
x∈X

Hom(Gx, I(Fx)).

En effet, un morphisme f : G - I(F) détermine évidemment pour tout x ∈ X un

homomorphisme fx : Gx
- I(Fx), et l’application f 7→ (fx)x∈X est injective. Vérifions

la surjectivité : si (fx)x∈X est une famille d’homomorphismes Gx
- I(Fx) et U un

ouvert de X, on pose pour s ∈ G(U) ,

f(s) = (fx(sx))x∈U
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ce qui définit un morphisme G - I(F). Il en résulte que I(F) est un objet injectif de

AbX. Pour la catégorie AlgX des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X le
raisonnement est exactement le même.

Définition 1.9. — Soient K• et L• deux complexes de cochâınes. Un morphisme

de complexes est une famille f = (f i) de morphismes f i : Ki - Li telle que les

diagrammes

Ki d - Ki+1

Li

f i

?
d - Li+1

f i+1

?

soient commutatifs.

Un tel morphisme induit en cohomologie un morphisme

Hi(K•) - Hi(L•).

Une suite de complexes de A

0 - K• - L• - R• - 0

est une suite exacte courte si, en tout degré i, la suite induite

0 - Ki - Li - Ri - 0

est exacte. Si c’est le cas, on peut lui associer une suite exacte longue en cohomologie

. . . - Hi(L•) - Hi(L•) - Hi(R•) - Hi+1(K•) - . . .

Dans cette suite exacte, le morphisme δ : Hi(R•) - Hi+1(K•) est appelé morphisme

de liaison ou de connexion. On dit qu’un morphisme de complexes f : K• - L• est un

quasi-isomorphisme si le morphisme induit en cohomologie est un isomorphisme. On dit
aussi que (f,L•) est une résolution de K•.

Définition 1.10. — Soient f et g : K• - L• deux morphismes de complexes

de cochâınes. On dit que f et g sont homotopes s’il existe une famille de morphismes

hi : Ki - Li−1 tels que

f i − gi = dhi + hi+1d
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Les morphismes sont composés suivant le diagramme :

Ki d - Ki+1

	�
�

�
�

�
hi

	�
�

�
�

�

hi+1

Li−1

d
- Li

La famille h = (hi) est appelée une homotopie entre f et g. La terminologie provient
du concept d’homotopie introduit de manière usuelle en topologie algébrique. Si les
morphismes f et g sont homotopes, ils induisent le même morphisme en cohomologie.
En particulier, si f est homotope au morphisme nul, le morphisme induit en cohomologie
est nul. La réciproque n’est vraie qu’avec des hypothèses supplémentaires. On considère ici
des complexes K• nuls en degrés négatifs. On dira parfois qu’un tel complexe est positif.

Définition 1.11. — Un complexe K• d’objets de A est dit exact si Hi(K•) = 0 pour
tout i.

Lemme 1.12. — Soit f : K• - L• un morphisme de complexes nuls en degrés

négatifs. On suppose que

(i) tout objet Li est injectif ;

(ii) le complexe K• est exact.

Alors f est homotope à 0.

Démonstration. On construit l’homotopie hi par récurrence sur i. Supposons contruit
hi de sorte que la formule d’homotopie soit vraie en degré ≤ i − 1 et considérons le
morphisme gi = f i − dhi. Ce morphisme s’annule sur Im d = ker d et par conséquent,
compte-tenu de l’injectivité de Li se factorise suivant le diagramme

Ki d - Ki+1

	�
�

�
�

�
hi

	�
�

�
�

�

hi+1

Li−1

d
- Li

gi

?

en un morphisme hi+1 : Ki+1 - Li. Par définition, on a la formule d’homotopie

f i = dhi + hi+1d. Ceci achève la construction.
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Un objet A de A définit un complexe A dont tous les termes sont nuls, sauf en degré
0 où on pose A0 = A. Souvent ce complexe sera simplement noté A. Une résolution de A
est un morphisme de complexes positifs

ε : A - R•

induisant un isomorphisme en cohomologie. Ceci signifie donc que pour tout i > 0, on a

Hi(R•) = 0, et que le morphisme ε : A - R0, dit morphisme d’augmentation, identifie

A au noyau de la différentielle d : R0 - R1. Si les objets Ri sont des objets injectifs,

on dit que la résolution est injective.

Proposition 1.13. — On suppose que la catégorie abélienne A a assez d’objets
injectifs.

(i) Tout objet A de A a une résolution injective ε : A - R•.

(ii) Soit ε : A - R• un morphisme de A dans un complexe d’objets injectifs. Pour toute

résolution A - K• de A, il existe un morphisme de complexes f : K• - R•

rendant commutatif le diagramme

A - K•

@
@

@
@

@

ε

R
R•

f

?

Deux tels morphismes sont homotopes.

Démonstration. (i) Puisque A a assez d’objets injectifs, on peut plonger A dans un
objet injectif R0. On considère alors le quotient R0/A qu’on plonge à nouveau dans un

objet injectif R1, et ainsi de suite ; ceci définit une résolution injective ε : A - R•.

(ii) On construit fq par récurrence sur q. Le morphisme f0 se construit en utilisant
la propriété d’injectivité de R0. Supposons fq construit, et considérons le diagramme

Kq−1 d - Kq

Rq

fq

? d- Rq+1
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Le morphisme dfq : Kq - Rq+1 s’annule sur Im d = ker d, donc se factorise à travers

l’image de la différentielle d : Kq - Kq+1. L’injectivité de Rq+1 permet de factoriser dfq

sous la forme fq+1d, où fq+1 est un morphisme Kq+1 - Rq+1. Considérons maintenant

deux morphismes f et g : K• - R• comme ci-dessus. Considérons le complexe K•/A

défini par (K/A)n = Kn pour n > 0, et (K/A)0 = K0/A. Alors f − g se factorise en un
morphisme de complexes

K•/A - R•

et ce morphisme est homotope à 0 d’après le lemme 1.12. D’où l’énoncé.

1.3. Foncteurs dérivés droits

Soient A et B deux catégories abéliennes ; on suppose que A possède assez d’objets

injectifs. Soit F : A - B un foncteur covariant additif. On suppose choisie une fois

pour toutes pour tout objet A de A une résolution injective A - R•A. On pose

RqF(A) = Hq(F(R•A)).

Soit A - B un morphisme de A. D’après l’assertion (ii) de la proposition 1.13, on

peut relever le morphisme f en un morphisme de complexes g : R•A - R•B rendant

commutatif le diagramme

A - R•A

B

f

?
- R•B

g

?

De plus, le morphisme g est déterminé de manière unique à homotopie près. On obtient
alors un morphisme

RqF(A) - RqF(B)

indépendant du choix de g. Le foncteur A 7→ RqF(A) est appelé le q−ième foncteur dérivé
droit de F.

Lemme 1.14. — Soit ε : A - R• une résolution injective de A. Alors le

morphisme canonique

Hq(F(R•)) - RqF(A)

est un isomorphisme.
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Démonstration. D’après la proposition 1.13, il existe un morphisme f : R• - R•A
compatible avec les morphismes d’augmentation, et inversible à homotopie près. Alors le

morphisme de complexes F(f) : F(R•) - F(R•A) est lui aussi inversible à homotopie

près. Donc il induit un isomorphisme en cohomologie.

Pour q = 0, on dispose d’un morphisme fonctoriel F - R0F.

Théorème 1.15. — (i) Si le foncteur F est exact à gauche, le morphisme fonctoriel

F - R0F est un isomorphisme.

(ii) A toute suite exacte 0 - A′ - A - A′′ - 0 d’objets de A, est associée

une suite exacte longue

. . . - RqF(A′) - RqF(A) - RqF(A′′)
δ- Rq+1F(A′) - . . . .

Etant donné un morphisme de suites exactes d’objets de A

0 - A′ - A - A′′ - 0

0 - B′
?

- B
?

- B′′
?

- 0

le diagramme

RqF(A′′)
δ- Rq+1F(A′)

RqF(B′′)
? δ- Rq+1F(B′)

?

est commutatif.
(iii) Pour tout objet injectif I de A, on a RqF(I) = 0 pour tout q > 0.

La propriété (ii) signifie que la suite exacte longue associée à la suite exacte courte

0 - A′ f- A
g- A′′ - 0 dépend fonctoriellement de cette suite exacte.

Démonstration. (i) Soit ε : A - R• la résolution injective choisie. On a alors une

suite exacte 0 - A - R0 - R1. En appliquant le foncteur exact à gauche F
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on obtient une suite exacte 0 - F(A) - F(R0) - F(R1), d’où l’isomorphisme

F(A) ' R0F(A).

(ii) Soit 0 - A′ f- A
g- A′′ - 0 une suite exacte d’objets de A.

Considérons les deux résolutions injectives R′• et R′′• choisies pour A′ et A′′. On peut alors

construire une résolution injective A - R• en posant Rq = R′q ⊕ R′′q; la différentielle

est construite par récurrence sur q. Commençons par le morphisme d’augmentation. Le

morphisme ε : A′ - R′0 s’étend à A en un morphisme η : A - R′0 par la propriété

d’injectivité de R′0. On obtient alors un morphisme ε = (η, ε′′g) : A - R0 = R′0 ⊕R′′0

qui rend commutatif le diagramme

0 - R′0 - R0 - R′′0 - 0

0 - A′

ε′

6

f - A

ε

6

g - A′′

ε′′

6

- 0

On obtient alors une suite exacte des conoyaux des flèches verticales. On peut alors recom-
mencer la construction avec la suite exacte des conoyaux, ce qui définit la différentielle

d0 : R0 - R1. Ainsi de suite. Remarquons que le morphisme canonique R• - R•A

induit un isomorphisme Hq(F(R•)) - RqF(A) d’après le lemme 1.14. La suite exacte

de complexes

0 - F(R′•) - F(R•) - F(R′′•) - 0

fournit par passage à la cohomologie la suite exacte longue attendue ; le morphisme

δ : RqF(A′′) - Rq+1F(A′) est le morphisme de liaison associé. Pour vérifier

que cette suite exacte est fonctorielle, considérons une suite exacte comme ci-dessus

0 - S′• - S• - S′′• - 0 associée à des résolutions injectives B′ - S′•

et B′′ - S′′•. Il suffit de constater qu’on peut trouver un morphisme R′0 - S′0

rendant commutatif le diagramme

A
η - R′0

B
? η - S′0

?
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où les morphismes η sont construits comme ci-dessus . Mais ceci résulte de l’injectivité
de S′0. Dès lors, il est possible de construire un morphisme de suites exactes courtes de
complexes

0 - R′• - R• - R′′• - 0

0 - S′•
?

- S•
?

- S′′•
?

- 0

ce qui donne, en appliquant le foncteur F un diagramme commutatif de complexes

0 - F(R′•) - F(R•) - F(R′′•) - 0

0 - F(S′•)
?

- F(S•)
?

- F(S′′•)
?

- 0

ce qui conduit à la fonctorialité annoncée. La propriété (iii) est évidente d’après le lemme
1.14.

Exemples

1) Soit A un anneau commutatif et unitaire, et M un A−module fixé. Les foncteurs
dérivés droits du foncteur N 7→ HomA(M,N) s’appellent les foncteurs ExtqA(M,N). Ces
foncteurs peuvent aussi en fait se calculer en prenant une résolution projective de M,

quand il en existe (cf. exercice 2.1).

Définition 1.16. — Dans une catégorie abélienne A un objet P est dit projectif si
le foncteur M 7→ Hom(P,M) est exact.

Dans la catégorie ModA des modules sur un anneau A les modules projectifs sont
ceux qui sont facteurs directs des modules libres.

Proposition 1.17. —

(i) Si M est un module projectif, ou si N est un module injectif, on a Extq(M,N) = 0
pour q > 0.

(ii) Soit 0 - M′ - M - M′′ - 0 une suite exacte de A−modules. Alors

on a la suite exacte

. . . - Extq(M′′,N) - Extq(M,N) - Extq(M′,N) - Extq+1(M′′,N) - . . .
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Démonstration. (i) Si M est un module projectif, le foncteur N 7→ Hom(M,N) est

exact. Par conséquent, si N - R• est une résolution injective de N, on obtient que le

morphisme Hom(M,N) - Hom(M,R•) est une résolution. D’où l’assertion (i).

(ii) Etant donnée une résolution injective N - R• de N, on obtient la suite exacte

de complexes

0 - Hom(M′′,R•) - Hom(M,R•) - Hom(M′,R•) - 0

d’où découle la suite exacte longue de l’énoncé en prenant la cohomologie.

Exercice 1.2
Démontrer qu’un A−module N est injectif si et seulement si pour tout idéal de type

fini a de A on a Ext1A(A/a,N) = 0.

2) Soit X une variété algébrique, A = O(X) l’algèbre des fonctions régulières sur X et
AlgX la catégorie des faisceaux algébriques sur X. On sait que cette catégorie a assez de

faisceaux injectifs. Considérons le foncteur F : AlgX
- ModX qui associe au faisceau

algébrique F le A−module Γ(X,F) des sections globales de F. Les foncteurs dérivés droits
de F s’appellent les modules de cohomologie et sont notés Hq(X,F). Un faisceau algébrique
F étant fixé, les foncteurs dérivés droits du foncteur exact à gauche G 7→ HomO(F,G)
s’appellent les foncteurs ExtqO(F,G). On peut aussi définir les foncteurs ExtqO(F,G) : ce

sont les foncteurs dérivés droits AlgX
- AlgX du foncteur G 7→ HomO(F,G).

Exercice 1.3
1. Vérifier que si F et G sont des faisceaux algébriques cohérents on a pour tout point

x ∈ X
ExtqO(F,G)x = ExtqOX,x

(Fx,Gx).

2. Démontrer que si F et G sont des faisceaux algébriques cohérents, il en est de même
des faisceaux algébriques ExtqO(F,G).

3) Soit X un espace topologique, et AbX la catégorie des faisceaux de groupes abéliens

sur X. Les foncteurs dérivés du foncteur section F - Γ(X,F) s’appellent encore les

groupes de cohomologie de X à valeurs dans F et sont encore notés Hq(X,F). Lorsque X
est une variété algébrique et F un faisceau algébrique, ces groupes abéliens sont munis
d’une structure naturelle de O(X)−modules ; nous verrons en effet dans la section suivante
que ces groupes abéliens Hq(X,F) cöıncident avec les modules de cohomologie définis en
2).
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1.4. Foncteurs dérivés gauches

Un complexe de châınes K• est une suite Ki d’objets de A et de différentielles

di : Ki
- Ki−1 telles que didi+1 = 0. L’objet Hi(K•) = ker di/Im di+1 s’appelle

homologie de K• en degré i. Etant donné un objet M ∈ A une résolution projective de
M est la donnée d’un complexe d’objets projectifs P•, nul en degrés négatifs, et d’un

morphisme d’augmentation ε : P• - M qui est un quasi-isomorphisme, c’est-à-dire

qu’il induit un isomorphisme en homologie. On dit qu’une catégorie A a assez d’objets

projectifs si tout objet est quotient d’un objet projectif. Si F : A - B est un foncteur

additif covariant, et si A a assez d’objets projectifs, on définit la notion de foncteurs

dérivés à gauche en choisissant une résolution projective P• - M de M et en posant

LqF(M) = Hq(F(P•)).

Ces foncteurs sont surtout intéressants pour les foncteurs exacts à droite. Dans ce cas,

le morphisme d’augmentation naturel L0F - F est un isomorphisme. On peut écrire

pour les foncteurs dérivés gauche un énoncé analogue au théorème 1.15. En particulier,

à toute suite exacte 0 - M′ - M - M′′ - 0 d’objets de A est associée une

suite exacte longue

. . . - LqF(M′) - LqF(M) - LqF(M′′) - Lq−1F(M′) - . . .

qui dépend fonctoriellement de la suite exacte donnée 0 - M′ - M - M′′ - 0.

Exemple

Soit M un A−module. Sur la catégorie des A−modules, les foncteurs

ModA 7→ ModA

définis par N 7→ M ⊗A N sont exacts à droite. Les foncteurs dérivés gauche s’appellent
TorAi (M,N).

2. Le théorème de de Rham formel

2.1. Résolutions par des complexes d’objets acycliques

On considère un foncteur covariant additif exact à gauche F : A - B d’une

catégorie abélienne A possédant assez d’objets injectifs dans une catégorie abélienne B.

La notion de foncteurs dérivés droits a donc un sens pour le foncteur F.

Joseph Le Potier
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Définition 2.1. — Soit A un objet de A. On dit que A est F−acyclique si
RqF(A) = 0 pour q > 0.

Les objets injectifs sont des objets F−acycliques.

Théorème 2.2. — Soit A - K• une résolution de A par un complexe d’objets

acycliques. Alors le morphisme canonique

Hq(F(K•)) - RqF(A)

est un isomorphisme.

Ainsi, on peut choisir pour calculer les foncteurs dérivés droits de F une résolution
par des objets acycliques au lieu d’une résolution injective. Le morphisme de l’énoncé est

défini de la manière suivante : considérons la résolution injective A - R•A choisie une

fois pour toute pour définir les foncteurs dérivés ; on a alors un morphisme f : K• - R•A
bien défini à homotopie près rendant commutatif le diagramme

A - K•

@
@

@
@

@R
R•A

f

?

On en déduit un morphisme de complexes F(K•) - F(R•A) bien défini à homotopie

près. Le morphisme induit en cohomologie est le morphisme

Hq(F(K•)) - RqF(A)

de l’énoncé.

Lemme 2.3. — Soit K• un complexe positif d’objets acycliques. Si K• est exact, le
complexe F(K•) est exact.

Démonstration. Soit Zi = kerKi - Ki+1. Puisque Ki est acyclique, la suite exacte

longue des foncteurs dérivés appliquée aux suites exactes

0 - Zi−1 - Ki−1 - Zi -
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fournissent des isomorphismes RqF(Zi)
∼- Rq+1F(Zi−1) pour tout i et q > 0. Par suite

RqF(Zi)
∼- Rq+iF(Z0) = 0. Il en résulte les suites exactes pour tout i

0 - F(Zi) - F(Ki) - F(Zi+1) - 0

ce qui entrâıne que le complexe F(K•) est exact.

Lemme 2.4. — Soit f : K• - L• un quasi-isomorphisme de complexes positifs

d’objets acycliques. Alors le morphisme de complexes F(K•) - F(L•) est un quasi-

isomorphisme.

Démonstration. On introduit le complexe M• suivant, appelé mapping-cône de f ,
ou plus simplement le cône de f , défini par Mi = Li ⊕ Ki+1 avec pour différentielle

d : Mi - Mi+1 le morphisme donné par la matrice

d =
(
d f i+1

0 −d

)

Considérons le complexe K[1]• décalé de K• défini par K[1]i = Ki+1, de différentielle −d.
On a alors une suite exacte courte de complexes

0 - L• - M• - K[1]• - 0

et le morphisme de liaison associé Hq(K[1]•) - Hq+1(L•) est le morphisme induit

en cohomologie par f. L’hypothèse implique que le complexe M• est exact. Puisque les
objets de M sont acycliques, il résulte du lemme 2.3 que le complexe F(M•) est exact.
Mais ce complexe est évidemment le cône du morphisme F(f). La suite exacte longue de
cohomologie associée à la suite exacte

0 - F(L)• - F(M)• - F(K)[1]• - 0

montre que le morphisme de complexes F(f) : F(K)• - F(L)• est un quasi-

isomorphisme.

Démonstration du théorème 2.2

Il suffit d’appliquer le lemme 2.4 au morphisme K• - R•A.
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Exercice 2.1
Soit C une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets injectifs. Soit

P• - M une résolution de M. On considère le complexe de cochâınes Hom(P•,M).

On se propose de montrer que dans certaines conditions, on a un isomorphisme

Extq(M,N)
∼- Hq(Hom(P•,N)).

On considère la sous-catégorie pleine A de C des objets N tels que Extq(Pi,N) = 0
pour i ≥ 0 et q > 0. On pose pour tout objet N de A

Sq(N) = Hq(Hom(P•,N))

On obtient ainsi un foncteur covariant sur la catégorie A.

1. Vérifier que le morphisme canonique Hom(M,N) - S0(N) est un isomorphisme.

2. On considère une suite exacte 0 - N′ - N - N′′ - 0. Démontrer si

N′ et N sont des objets de A, il en est de même de N′′. Dans ces conditions, à cette suite
exacte courte on peut associer une suite exacte longue de groupes abéliens

. . . - Sq(N′) - Sq(N) - Sq(N′′) - Sq+1(N′′) - . . .

3. Montrer que si N est injectif, Sq(N) = 0 pour q > 0. Construire par récurrence sur
q un isomorphisme pour tout objet N de A canonique

Extq(M,N)
∼- Sq(N)

On pourra plonger N dans un objet injectif.

Si P• - M est une résolution projective, tout objet de C appartient à A. Ainsi, les

foncteurs Extq(M,N) peuvent se calculer indépendamment à partir soit d’une résolution
injective de N, soit d’une résolution projective de M.

2.2. Résolutions flasques

Considérons sur un espace topologique X, le foncteur AbX
- Ab de la catégorie

des faisceaux de groupes abéliens sur X dans celle des groupes abéliens, qui associe à un
faisceau F le groupe abélien Γ(X,F) des sections de F; les foncteurs dérivés sont notés
Hq(X,F).

Définition 2.5. — Un faisceau de groupes abéliens est appelé un faisceau flasque si

pour tout ouvert U ⊂ X le morphisme de restriction F(X) - F(U) est surjectif.
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Proposition 2.6. — Soit un faisceau flasque de groupes abéliens sur un espace
topologique X. Alors Hq(X,F) = 0 pour q > 0.

Démonstration. Il est clair que les faisceaux injectifs qui figurent dans la résolution
injective canonique sont flasques. On est ramené à prouver l’énoncé suivant :

Lemme 2.7. — Soit

0 - F′
f- F

g- F′′ - 0

une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur X. On suppose que F′ et F sont
flasques. Alors :

(1) le morphisme Γ(X,F) - Γ(X,F′′) associé à g est surjectif ;

(2) le faisceau F′′ est flasque.

Démonstration. Vérifions (1). Soit s′′ ∈ Γ(X,F′′). Considérons les couples (U, s)
formés d’un ouvert de X et d’une section s ∈ Γ(U,F) tels que g(s) = s′′|U. Ces couples
sont ordonnés de manière évidente ; par le théorème de Zorn, on peut trouver un tel
couple maximal. Montrons qu’alors U = X. Sinon, on pourrait trouver un point x ∈ X
n’appartenant pas à U, et une section locale t ∈ Γ(V,F) sur un voisinage ouvert V, de
x telle que g(t) = s′′|V. Sur l’ouvert W = U ∩ V la section s − t est l’image par f d’une
section s′ de F′ ; puisque F′ est flasque, cette section est la restriction d’une section notée
encore s′ définie sur X. Sur l’ouvert W, on a l’égalité s − f(s′) = t ce qui montre qu’il
existe une section s̃ de F sur U1 = U ∪ V qui cöıncide avec s − f(s′) sur U : on a alors
g(s̃) = s′′|U1 . Ceci contredit la maximalité de (U, s).

L’assertion (1) est aussi valable sur tout ouvert de X. L’assertion (2) résulte main-
tenant trivialement du diagramme commutatif pour tout ouvert U ⊂ X

Γ(X,F) - Γ(X,F′′)

Γ(U,F)
?

- Γ(U,F′′)
?

dans lequel les flèches horizontales sont surjectives, ainsi que la première flèche verticale
puisque F est flasque. Donc la deuxième flèche verticale est elle aussi surjective.

Il résulte du théorème de de Rham formel que pour calculer les groupes de cohomolo-
gie d’un faisceau de groupes abéliens, on peut utiliser une résolution flasque au lieu d’une
résolution injective.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

162



Cohomologie

Lemme 2.8. — Soit X une variété algébrique, et I un faisceau injectif dans la
catégorie AlgX des faisceaux algébriques. Alors le faisceau I est flasque.

Démonstration. Considérons pour tout ouvert U ⊂ X le faisceau j!(OU) défini par
le faisceau associé au préfaisceau qui associe à tout ouvert V ⊂ U le module O(V), et
0 à un ouvert non contenu dans U. Ce faisceau algébrique a pour support l’ouvert U,
et sa restriction à U est exactement OU. Pour tout faisceau algébrique F on a alors un
isomorphisme canonique :

Hom(j!(OU),F) ' Γ(U,F).

Puisque le faisceau j!(OU) est un sous-faisceau algébrique de OX on voit que si F est

injectif, le morphisme de restriction Γ(X,F) - Γ(U,F) est surjectif. Ainsi, le faisceau

F est flasque.

Corollaire 2.9. — Soit X une variété algébrique X, et F un faisceau algébrique.
Soit Fab le faisceau de groupes abéliens sous-jacent à F. Alors

Hq(X,F) ' Hq(X,Fab)

Démonstration. Une résolution injective F - R• dans la catégorie AlgX fournit

une résolution flasque

Fab
- R•ab

qui permet le calcul de Hq(X,Fab) d’après le théorème de de Rham formel. D’où
l’énoncé.

Exercice 2.2
Soit X un espace topologique, et I un faisceau injectif dans la catégorie AbX des

faisceaux de groupes abéliens sur X. Démontrer que I est flasque.

2.3. Résolutions fines

Cette section illustre le théorème de de Rham formel et justifie la terminologie
employée. Elle ne sera pas utilisée dans la suite sauf dans l’exercice 4.2.

Les faisceaux fins sont des faisceaux d’espaces vectoriels sur lesquels on peut faire
agir des partitions de l’unité afin de recoller des sections locales. Nous nous contentons
d’étudier un exemple qui justifie la terminologie utilisée. Pour plus de détails, on peut
consulter le livre de Godement, Théorie des faisceaux (Hermann, 1964).

Soit X une variété différentielle de classe C∞, dénombrable à l’infini, et C∞X le faisceau
en algèbres des fonctions différentiables sur X. Si F est un faisceau de modules sur C∞X -
modules, la cohomologie Hq(X,F) est un module sur l’algèbre des fonctions C∞ qu’on
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peut calculer à partir d’une résolution injective de F dans la catégorie des faisceaux de
modules sur C∞X : cette catégorie a en effet assez d’injectifs. Comme ci-dessus, on pourrait
aussi oublier la structure de C∞X −modules pour calculer ces modules de cohomologie. En
fait, sauf en degré 0, les modules Hq(X,F) sont tous triviaux :

Lemme 2.10. — Pour tout faisceau de modules sur F sur C∞X on a pour q > 0

Hq(X,F) = 0.

Démonstration. Il suffit de vérifier que le foncteur section F - Γ(X,F) est

exact sur la catégorie des faisceaux de C∞X −modules. Considérons un morphisme surjectif

p : F - F′′ et une section s′′ ∈ Γ(X,F′′). On peut trouver un recouvrement ouvert

U = (Uα) et des sections sα ∈ Γ(Uα,F) telles que p(sα) = s′′|Uα . Soit ϕα une partition
de l’unité subordonnée au recouvrement U : ceci signifie que les propriétés suivantes sont
satisfaites :

—la famille des supports Suppϕα = {x ∈ X, ϕα(x) 6= 0} est localement finie ;
— chacun de ces fermés est contenu dans Uα;
—

∑
α ϕα = 1.

Il existe alors une section σα de F telle que

σα|Uα
= ϕαsα ; σα|X−Supp ϕα

= 0.

Alors la section de F définie par σ =
∑

α σα a un sens sur tout ouvert relativement
compact, et par suite sur X. D’autre part, un point x étant donné, il n’existe qu’un nombre
fini d’indices α tels que le support de ϕα rencontre x ; soit A cet ensemble. Considérons le
complémentaire dans W = ∩α∈AUα de la réunion des supports des ϕβ qui ne contiennent
pas x ; c’est un voisinage ouvert V de x sur lequel on a

s|V =
∑
α∈A

σα|V =
∑
α∈A

ϕαsα|V.

Il en résulte p(s)|V = s′′|V, et par suite p(s) = s′′. Ceci démontre l’exactitude du foncteur
section sur la catégorie de faisceaux considérée.

Cohomologie de de Rham

Corollaire 2.11. — (De Rham) Soit Hq
DR(X) la cohomologie de de Rham de degré

q de X. On a un isomorphisme canonique

Hq
DR(X) ' Hq(X,R).
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Démonstration. Soit R - A• la résolution de de Rham par le complexe des

formes différentielles de classe C∞. Chacun des faisceau Ai est acyclique d’après l’énoncé
ci-dessus. L’énoncé résulte donc du théorème de de Rham formel.

Ce corollaire démontre en particulier que la cohomologie de de Rham est un invariant
topologique.

Suite exacte exponentielle

Corollaire 2.12. — Soit X une variété différentielle connexe, C∞X le faisceau des
fonctions différentiables sur X de classe C∞ à valeurs complexes, et C∞∗

X le faisceau des
fonctions différentiables à valeurs complexes inversibles. On a une suite exacte

0 - Z - C∞X
f 7→exp(2iπf)- C∞∗

X
- (1)

et des isomorphismes pour q > 0

Hq(X,C∞∗
X ) ' Hq+1(X,Z).

On verra que le groupe H1(X,C∞∗
X ) s’interprète comme le groupe des classes

d’isomorphisme de fibrés différentiables de rang un sur X (cf. exercice 4.2).

Cohomologie de Dolbeault

Soit X une variété anaytique complexe, T le fibré vectoriel tangent. On a un
isomorphisme de fibrés vectoriels complexes de classe C∞

HomR(T,C) = T∗ ⊕ T∗

de sorte que on a

∧i
C HomR(T,C) = ⊕p+q=i∧p,q

où ∧p,q = ∧pT∗⊗∧qT∗. Alors le module Ai(X) (sur l’algèbre des fonctions différentiables
de classe C∞) des formes différentielles à valeurs complexes se décompose suivant la somme
directe

Ai(X) = ⊕p+q=iAp,q(X)

et la différentielle d : Ai(X) - Ai+1(X) se décompose en une somme de deux opérateurs

d′ et d′′ de bidegré (1, 0) et (0, 1) respectivement. On s’intéresse ici à l’opérateur d′′ :

Ap,q(X) - Ap,q+1(X). On a évidemment d′′2 = 0. Si f est une fonction différentiable
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sur X, la forme différentielle de type (0,1) définie par d′′f est la partie anti-linéaire de df.
Si (z1, . . . , zn) sont des coordonnées sur un ouvert U, on a

d′′f |U =
n∑

i=1

∂f

∂zi
dzi.

Ainsi, toute fonction holomorphe appartient au noyau de d′′ : A0,0(X) - A0,1(X).

Désignons par Ap,q le faisceau U 7→ Ap,q(U) des formes différentielles de type (p, q). On
obtient pour p = 0 un complexe de faisceaux A0,•.

Lemme 2.13. — (Dolbeault-Grothendieck) Le morphisme naturel

Oan
- A0,•

est une résolution du faisceau Oan des fonctions analytiques sur X.

La démonstration de cet énoncé ne sera pas donnée ici : on peut consulter par exemple
le livre de Griffiths et Harris, ou le livre de Hörmander. Elle consiste à se ramener plus
ou moins au cas d’une variable. Dans ce cas, il suffit de vérifier que si g est une fonction
de classe C∞ sur C, il existe une fonction f de classe C∞ telle que

∂f

∂z
= g.

On peut en fait supposer que g est à support compact ; on montre que la fonction

f =
1

2iπ
g ∗ 1

z

satisfait à l’équation
∂f

∂z
= g.

Théorème 2.14. — (Dolbeault) On a isomorphisme canonique

Hq(X,Oan) ' Hq(A0,•(X)).

Cet énoncé s’obtient en appliquant le théorème de de Rham formel, compte-tenu
du fait que le faisceau A0,q est un faisceau de modules sur le faisceau des fonctions
différentiables ; c’est donc un faisceau acyclique.

Plus généralement, soit E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On désigne par Ap,q(E)
le faisceau qui associe à l’ouvert U l’espace des sections de classe C∞ du fibré vectoriel
∧p,q ⊗ E. L’opérateur d′′ se prolonge en un opérateur

d′′ : Ap,q(E) - Ap,q+1(E)
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défini en posant sur un ouvert U où E est muni d’un repère local holomorphe (ei)i=1,...,r

d′′(
∑

i

ωiei) =
r∑

i=1

(d′′ωi)ei

On vérifie que cette formule ne dépend pas du choix du repère local. On obtient encore de
cette manière une résolution du faisceau Ωp(E) = O(∧pT∗ ⊗ E) des formes différentielles
holomorphes de degré p à valeurs dans E

Ωp(E) - Ap,•(E)

et par suite un isomorphisme canonique, appelé isomorphisme de Dolbeault

Hq(X,Ωp(E)) ' Hq(Ap,•(E)).

3. Cohomologie des variétés affines

Soit X une variété algébrique affine, et A = O(X) l’algèbre des fonctions régulières
sur X.

Lemme 3.1. — Soit I un A−module injectif. Pour tout élément non nul q de A, le

morphisme canonique I - Iq est surjectif.

Démonstration. Considérons une fraction
m

q`
∈ Iq. Il s’agit de prouver qu’il existe un

élément m′ ∈ I tel que
m

q`
=
m′

1
,

c’est-à-dire qu’il existe un entier k convenable tel que qkm = qk+`m′. On considère pour
tout entier k l’idéal ak de A défini par l’annulateur de qk. Puisque A est un anneau
noethérien, cette suite croissante d’idéaux est stationnaire pour k ≥ k0. Pour un tel entier
k, considérons le diagramme

A/ak
qk+`

- A

@
@

@
@

@

qkm

R
I

La flèche horizontale est injective ; puisque I est un A−module injectif, on peut factoriser :
ceci détermine un élément m′ ∈ I tel que qk+`m′ = qkm.
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Corollaire 3.2. — Soit I un A−module injectif, et I = Ĩ le faisceau algébrique

associé. Alors le morphisme de restriction Γ(X, I) - Γ(U, I) est surjectif pour tout

ouvert U principal de X.
Plus précisément :

Proposition 3.3. — Soit I un A−module injectif. Alors le faisceau algébrique associé
I est flasque.

La démonstration repose sur le lemme précédent, et sur le lemme ci-dessous qui
permettra de faire une récurrence.

Lemme 3.4. — Soit I un A−module injectif, et q ∈ A. Alors le noyau K de

l’homomorphisme canonique I - Iq est encore un A−module injectif.

Démonstration. D’après l’exercice 1.2, il suffit de démontrer que pour tout A−module
de type fini M on a Ext1(M,K) = 0. En vertu de la suite exacte

0 - K - I - Iq - 0

il s’agit de vérifier que l’homomorphisme canonique Hom(M, I) - Hom(M, Iq) est

surjectif. La démonstration est analogue à celle du lemme 3.1. Puisque M est de type

fini, étant donné un homomorphisme f : M - Iq, il existe un entier ` tel que q`f se

factorise par I en un homomorphisme g : M - I. Considérons dans M la suite croissante

de sous-modules défini par le noyau Mk de l’homothétie M - M de rapport qk. Puisque

A est noethérien et que M est de type fini, cette suite croissante de sous-modules est
stationnaire pour k ≥ k0. Considérons alors le diagramme

M/Mk
qk+`

- M

@
@

@
@

@

x 7→ g(qkx)

R
I

L’entier k étant choisi tel que k ≥ k0, la flèche horizontale est injective ; puisque I est un

module injectif, il existe un homomorphisme f ′ : M - I tel que pour tout x ∈ M on

ait g(qkx) = f ′(qk+`x). Il en résulte que l’image de l’homomorphisme f ′ dans Hom(M, Iq)
est f. D’où le lemme.
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Démonstration de la proposition 3.3
Considérons le support du faisceau algébrique I = Ĩ. Ce support, noté Supp (I), n’a

aucune raison d’être fermé. On introduit sa fermeture Y = Supp (I) dans X et on raisonne
par récurrence noethérienne sur ce fermé. S’il est vide, l’énoncé est évidemment vrai. On
suppose que le support de I n’est pas vide.

Supposons l’énoncé démontré pour tout A−module injectif K tel que le fermé
Supp (K) soit strictement plus petit que Y. Soit s une section de I sur un ouvert U ⊂ X.
Il s’agit de montrer qu’on peut étendre cette section à X. Si U ne rencontre pas Y, la
section s est nulle, et le résultat est évident. Si U rencontre Y, on peut trouver un ouvert
principal V non vide défini par q 6= 0 contenu dans U et qui rencontre le support de I.

D’après le corollaire 3.1 ci-dessus, il existe une section s′ ∈ Γ(X, I) telle que s′|V = s|V.
Considérons la section s− s′|U. Cette section s’annule sur V donc elle est définie par une

section du faisceau algébrique K = K̃ associé au module

K = ker I - Iq.

La fermeture du support du faisceau K strictement plus petit que Y, et K est un module
injectif d’après le lemme 3.4 ci-dessus. D’après l’hypothèse de récurrence, cette section
s’étend à X en une section s′′ ∈ Γ(X,K). Alors (s′ + s′′)|U = s, ce qui achève la
démonstration.

Corollaire 3.5. — Soit I un A−module injectif, et I le faisceau associé. Alors
Hq(X, I) = 0.

Théorème 3.6. — (Théorèmes A et B de Serre)
Soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur une variété algébrique affine X. Alors
(A) le faisceau F est engendré par ses sections globales ;
(B) la cohomologie Hq(X,F) est nulle pour q > 0.

Démonstration. Le théorème A a déjà été démontré dans la section 4 du chapitre 2.
Considérons le module M = F(X) pour lequel on écrit une résolution injective

ε : M - I•

Soit Iq = Ĩq le faisceau algébrique associé à Iq. On sait que ce faisceau est flasque, donc

acyclique. De plus, par définition, le morphisme Iq - Γ(X, Iq) est un isomorphisme.

On obtient pour le faisceau F une résolution acyclique F - I•. D’après le théorème de

de Rham formel, on a un isomorphisme

Hq(X,F) = Hq(Γ(X, I•))

= Hq(I•)
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Il en résulte que Hq(X,F) = 0 pour tout q > 0.

4. Cohomologie de Čech

4.1. Le théorème de Leray

Soit X un espace topologique, U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X, et F un
faisceau de groupes abéliens sur X. Pour (i0, . . . , ip) ∈ Ip+1, l’intersection des ouverts Uij

pour j = 0, . . . , p est notée Ui0,...,ip
.

Définition 4.1. — On appelle p−cochâıne alternée (de Čech) de U à valeurs dans
F une famille f = (fi0,...,ip) ∈

∏
i0,...,ip

F(Ui0,...,ip) satisfaisant à la condition suivante :
pour toute permutation σ ∈ Sp+1 on a

fiσ(0),...,iσ(p) = εσfi0,...,ip

Dans cet énoncé, εσ désigne la signature de la permutation εσ. Les p−cochâınes
alternées de U à valeurs dans F constituent un groupe abélien noté Čp(U,F). On définit

une différentielle ∂ : Čp(U,F) - Čp+1(U,F) en posant

(∂f)i0,...,ip+1 =
p+1∑
α=0

(−1)αfi0,...,̂iα,...,ip+1
|Ui0,...,ip+1

Dans cette formule, le symbole îα signifie que l’on enlève iα.

Lemme 4.2. — On a ∂2 = 0.

Démonstration. On a en effet

(∂2f)i0,...,ip+2 =−
∑
α<β

(−1)α+βfi0,...,̂iα,...,̂iβ ,...,ip+2
|Ui0,...,ip+2

+
∑
α<β

(−1)α+βfi0,...,̂iα,...,̂iβ ,...,ip+2
|Ui0,...,ip+2

= 0.

On désigne par Č•(U,F) le complexe de groupes abéliens ainsi obtenu : c’est le
complexe de Čech du recouvrement U à valeurs dans le faisceau F.
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Définition 4.3. — On appelle q−ième groupe de cohomologie de Čech du recouvre-
ment U à valeurs dans F le groupe abélien

Ȟ(U,F) = Hq(Č•(U,F))

Proposition 4.4. —

(i) Le morphisme canonique Γ(X,F) - Ȟ0(U,F) est un isomorphisme.

(ii) Soit 0 - F′ - F - F′′ - 0 une suite exacte de faisceaux abéliens.

On suppose que H1(Ui0,...,ip ,F
′) = 0. Alors on a une suite exacte longue de groupes de

cohomologie

. . . - Ȟq(U,F′) - Ȟq(U,F) - Ȟq(U,F′′) - Ȟq+1(U,F′) - . . .

(iii) Si F est un faisceau flasque, on a pour q > 0

Ȟq(U,F) = 0.

Démonstration. L’assertion (i) résulte trivialement de la définition des faisceaux.
L’assertion (ii) résulte de la suite exacte des complexes de Čech

0 - Č•(U,F′) - Č•(U,F) - Č•(U,F′′) - 0.

Démontrons l’assertion (iii). Soit F un faisceau de groupes abéliens. Considérons pour
chaque ouvert V ⊂ X le recouvrement V ∩ U par les ouverts V ∩ Ui. Le préfaisceau
V 7→ Čp(V∩U,F) est un faisceau noté Č

p
(U,F). On obtient ainsi un complexe de faisceaux

Č
•
(U,F) et on a un morphisme d’augmentation

ε : F - Č
•
(U,F)

L’énoncé résulte du lemme suivant

Lemme 4.5. —

(i) Le morphisme ε : F - Č
•
(U,F) est une résolution de F.

(ii) Si F est flasque, chacun des faisceaux Č
p
(U,F) est flasque.

Dès lors, pour obtenir la proposition 4.4, il suffit d’appliquer le théorème de de Rham
formel : on obtient en effet si F est flasque en prenant la cohomologie du complexe des
sections globales

Ȟq(U,F) = Hq(X,F) = 0.
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Démonstration du lemme 4.5
L’assertion (ii) est évidente. Il y a seulement à vérifier (i). Il est clair d’après l’assertion

(i) de la proposition 4.4 que le faisceau de cohomologie de Č
•
(U,F) est F en degré 0.

Montrons que les faisceaux de cohomologie sont nuls en degré > 0. Considérons pour ceci
un point x ∈ X et le complexe des germes Č

•
(U,F)x pour lequel nous allons construire

un opérateur d’homotopie. Choisissons un ouvert Uj contenant le point x. On définit une

homotopie h : Č
p+1

(U,F)x
- Č

p
(U,F)x en posant pour f ∈ Č

p+1
(U,F)x

h(f)i0,...,ip
= fj,i0,...,ip

Ceci a un sens : en effet, f se représente par une cochâıne de Čech (fi0,...,ip+1) ∈
Čp+1(V ∩ U,F), où V est un voisinage ouvert convenable du point x. On peut supposer
que V ⊂ Uj . Alors V∩Uj,i0,...,ip = V∩Ui0,...,ip ce qui montre que (i0, . . . , ip) 7→ fj,i0,...,ip

définit une cochâıne de Čp(V∩U,F) et son germe au point x définit h(f). On vérifie sans

difficulté que ∂h(f) = f − h∂(f), ce qui montre que le complexe de faisceaux Č
•
(U,F)

n’a pas de cohomologie en degré > 0.

Définition 4.6. — Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique
X. Un recouvrement ouvert U = (Ui)i∈I est dit F−acylique si pour tout q > 0 et tout
(i0, . . . , ip) ∈ Ip+1 on a

Hq(Ui0,...,ip ,F) = 0

Théorème 4.7. — (Leray) Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes
abéliens sur X, et U un recouvrement ouvert de X.
(i) Il existe un morphisme canonique, fonctoriel en F

Ȟq(U,F) - Hq(X,F)

(ii) Si le recouvrement U est F−acyclique, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. Comme on l’a vu dans la démonstration de la proposition 4.5, on a

une résolution ε : F - Č
•
(U,F) par le complexe des cochâınes de Čech. Si F - R•

est la résolution injective canonique de F, cette résolution permet de définir la cohomologie
de F : on obtient un diagramme commutatif

F - Č
•
(U,F)

@
@

@
@

@R
R•

µ

?
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dans lequel le morphisme µ est bien défini à homotopie près. On obtient en prenant les

sections globales un morphisme de complexes µ : Č•(U,F) - R• d’où en prenant

la cohomologie un morphisme bien défini Ȟq(U,F) - Hq(X,F). Vérifions que ce

morphisme est bien fonctoriel en F. Soit f : F - G un morphisme de faisceaux de

groupes abéliens. Considérons des résolutions injectives F - R• et G - S•, par

exemple les résolutions canoniques. On peut alors construire des morphismes de complexes
µ et un morphisme de complexes g tel que dans le diagramme

F - Č
•
(U,F)

@
@

@
@

@R 	�
�

�
�

�
µ

R•

G

f

?
-

g

Č
•
(U,G))

?

@
@

@
@

@R 	�
�

�
�

�
µ

S•
?

chacune des flèches horizontales est un quasi-isomorphisme, les triangles horizontaux sont
commutatifs ; la face verticale gauche, et la face du fond sont des carrés commutatifs ; le
carré vertical de droite est commutatif à homotopie près d’après la proposition 1.13. Il en
résulte que le diagramme

Ȟq(U,F) - Ȟq(U,G)

Hq(X,F)
?

- Hq(X,G)
?

est commutatif, ce qui signifie que le morphisme est fonctoriel. En outre, il est compatible
avec les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites exactes courtes de

faisceaux de groupes abéliens : autrement dit, si 0 - F′ - F - F′′ - 0
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est une suite exacte de faisceaux, et si le recouvrement U est F′-acyclique, on a alors un
diagramme commutatif de suites exactes longues

. . . - Ȟq(U,F′) - Ȟq(U,F) - Ȟq(U,F′′) - Ȟq+1(U,F′) - . . .

. . . - Hq(X,F′)
?

- Hq(X,F)
?

- Hq(X,F′′)
?

- Hq+1(X,F′)
?

- . . .

En effet, en choisissant des résolutions injectives F′ - R′
• et F′′ - R′′• on construit

comme dans la proposition 1.13 une résolution injective F - R• s’insérant dans une

suite exacte 0 - R′• - R• - R′′• - 0 et l’argument ci-dessus fournit un

diagramme de complexes

0 - Č
•
(U,F′) - Č

•
(U,F) - Č

•
(U,F′′) - 0

0 - R′•
?

- R•
?

- R′′•
?

- 0

dans lequel les carrés sont commutatifs à homotopie près. Une chasse au diagramme faisant
intervenir les homotopies fournit un diagramme commutatif

Ȟq(U,F′′) - Ȟq+1(U,F′)

Hq(X,F′′)
?

- Hq+1(X,F′)
?

Démontrons (ii) par récurrence sur q. C’est évidemment trivial pour q = 0. On
plonge F dans un faisceau flasque I. Alors le recouvrement U est encore acyclique pour
le faisceau G = I/F. Du fait que I est flasque, en vertu de la proposition 4.5 dans le
diagramme commutatif

Ȟq(U,G) - Ȟq+1(U,F)

Hq(X,G)
?

- Hq+1(X,F)
?
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les flèches horizontales sont des isomorphismes si q ≥ 1. Par hypothèse de récurrence, la
première flèche verticale est un isomorphisme. Il en est de même de la seconde. Dans le
cas q = 0, dans le diagramme commutatif

Ȟ0(U, I) - Ȟ0(U,G) - Ȟ1(U,F) - 0

H0(X, I)
?

- H0(X,G)
?

- H1(X,F)
?

- 0

les lignes sont exactes, et les deux premières flèches verticales sont des isomorphismes,
donc aussi la troisième.

Corollaire 4.8. — Soient X une variété algébrique, U un recouvrement ouvert
de X par des ouverts affines, et F un faisceau algébrique cohérent. Alors le morphisme
canonique

Ȟq(U,F) - Hq(X,F)

est un isomorphisme pour tout entier q.

Démonstration. En effet, soit U = (Ui)i∈I un recouvrement de X par des ouverts
affines. Les intersections Ui0,...,ip

sont encore des ouverts affines. Donc si F est un faisceau
algébrique cohérent sur X, un tel recouvement est F−acyclique.

4.2. Cohomologie de An+1 − {0}

On se propose d’utiliser le théorème des recouvrements acycliques de Leray pour
calculer la cohomologie Hq(An − {0},O).

Formule de Künneth

Soient K• et L• deux complexes d’espaces vectoriels. On définit le complexe K•⊗L•

en posant
(K⊗ L)n = ⊕p+q=nKp ⊗ Lq

muni de la différentielle définie par

d(x⊗ y) = dx⊗ y + (−1)px⊗ dy

pour x ∈ Kp et y ∈ Lq. Le complexe ainsi obtenu s’appelle le produit tensoriel de K• et
L•. On a une application linéaire canonique

µ : ⊕p+q=nHp(K•)⊗Hq(L•) - Hn(K• ⊗ L•)

définie par µ([x] ⊗ [y]) = [x ⊗ y]. On voit en effet que le second membre ne dépend que
des classes de cohomologie [x] et [y], ce qui donne un sens à cette formule.
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Proposition 4.9. — L’application linéaire µ ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Soit Zi = ker d : Ki - Ki+1 l’espace vectoriel des cycles de degré

i, et Bi = dKi−1 l’espace vectoriel des bords de degré i de K•. On choisit un facteur direct
Hi de Bi dans Zi, et un supplémentaire Si de Zi dans Ki, de sorte que Ki = Bi⊕Hi⊕Si. La

différentielle d induit alors un isomorphisme αi : Si - Bi+1. Considérons le complexe

H• défini par

. . . - Hi 0- Hi+1 - . . .

C’est un sous-complexe de K• qui a un supplémentaire T• donné par

Ti = Bi ⊕ Si

Ce complexe est fait d’injectifs, et sa cohomologie est nulle : ainsi idT• est homotope à 0.
Il en résulte que l’identité du complexe T• ⊗ L• est elle aussi homotope à 0, et donc sa
cohomologie est nulle. On est donc ramené au cas où la différentielle de K• est nulle. On
se ramène de la même façon au cas où la différentielle de L• est nulle. Dans le cas où les
différentielles de K• et L• sont nulles, la proposition est triviale.

Calcul de Hq(A2 − {0},O)

Soit U = A2−{0}. Considérons le recouvrement ouvert U de U = A2−{0} défini par
les ouverts U0 = {z = (z0, z1), z0 6= 0} et U1 = {z = (z0, z1), z1 6= 0}. Ces ouverts sont
affines, et par conséquent la cohomologie Hq(U,O) est la cohomologie du complexe

0 - O(U0)⊕ O(U1) - O(U0,1) - 0

où la différentielle est définie par (f, g) 7→ f |U0,1 − g|U0,1 . Considérons le complexe K•

défini par

0 - O(A1) - O(A1 − {0}) - 0

‖ ‖

K0 K1

dont la cohomologie est nulle en degré 0; en degré 1, l’espace vectoriel de cohomologie

H1(K•) est isomorphe à l’espace vectoriel des fonctions rationnelles
∑

i≥1 ai
1
zi

, où ai ∈ k.

Le complexe K• ⊗K• est alors isomorphe au complexe

0 - O(U) - Č0(U,O) - Č1(U,O) - 0
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D’après la formule de Künneth, on a donc Ȟ1(U,O) = H1(K•) ⊗ H1(K•). On obtient
ainsi que le O(U)−module H1(U,O) est isomorphe au module des fractions rationnelles
engendré par les fonctions rationnelles

1

zα
0 z

β
1

avec α > 0 et β > 0.

Cas général

Soit U = An+1 − {0}. On considère le recouvrement ouvert U par les ouverts affines
Ui définis par les points z = (z0, . . . , zn) ∈ An+1 tels que zi 6= 0. On a encore comme
ci-dessus

Ȟq(U,O) = Hq+1(K• ⊗K• ⊗ . . .⊗K•︸ ︷︷ ︸
n+1 fois

)

Il en résulte que Hq(U,O) est nul si q 6= 0 et q 6= n. Pour q = 0, on obtient l’espace
vectoriel des polynômes sur An+1, et pour q = n la cohomologie Hn(U,O) est isomorphe
au O(U)−module engendré par les fractions rationnelles

1
zν0
0 . . . zνn

n

telles que νi > 0.

Exercice 4.1
Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique X.
1. Montrer que pour tout recouvrement ouvert U de X, le morphisme canonique

µU : Ȟ1(U,F) - H1(X,F)

est injectif.
2. Montrer que la réunion des images de µU quand U varie est H1(X,F).
3. En déduire que sur une variété algébrique intègre X le groupe de cohomologie

H1(X,O∗X) est isomorphe au groupe de Picard Pic(X) des classes d’isomorphisme de fibrés
inversibles.

4. On considère sur une variété algébrique lisse X le faisceau U - Rat(U)∗ des

fonctions rationnelles non nulles, noté Rat∗X et le faisceau U - Div(U) des diviseurs.

Etablir la suite exacte de faisceaux abéliens 0 - O∗X
- Rat∗X - DivX

- 0.

Retrouver à partir de là la suite exacte

(1) - O∗(X) - Rat(X)∗ - Div(X) - Pic(X) - 0
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5. Démontrer que les faisceaux Rat∗X et DivX sont flasques. En déduire que

Hq(X,O∗X) = 0

pour q ≥ 2.

Exercice 4.2
Soit X une variété différentielle de classe C∞.
1. Démontrer que le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels différen-

tiables de rang 1 est isomorphe à H1(X,C∞∗
X ).

2. En déduire que ce groupe est aussi isomorphe au groupe de cohomologie H2(X,Z).

5. Théorèmes fondamentaux

Ils concernent pour l’essentiel la cohomologie des variétés projectives. Nous com-
mençons d’abord par un théorème qui fournit l’annulation de la cohomologie en degré
assez grand.

5.1. Annulation

Théorème 5.1. — (Grothendieck) Soient X un espace topologique noethérien de
dimension n, et F un faisceau de groupes abéliens sur X. Alors

Hq(X,F) = 0

pour q > n.

Nous ne démontrons ce théorème que pour les faisceaux algébriques cohérents sur une
variété projective, seul cas qui nous sera utile dans la suite. Dans ce cas, la démonstration
est beaucoup plus facile. Pour le cas général, on poura consulter le livre de R. Hartshorne.

Démonstration. Soient X une variété projective de dimension n, et F un faisceau
algébrique cohérent sur X. Soit X ↪→ Pm un plongement de X dans un espace projectif
Pm. On peut trouver un sous-espace projectif Pm−n−1 qui évite X; ce sous-espace projectif
peut être défini par n + 1 équations linéaires f0 = . . . = fn = 0. Considérons l’ouvert
affine de X défini par Ui = {x ∈ X, fi(x) 6= 0}. Ces ouverts constituent un recouvrement
ouvert de X, et d’après le théorème des recouvrements acycliques de Leray, il existe un
isomorphisme canonique

Ȟq(U,F) ' Hq(X,F)

Or, les cochâınes de Čech étant alternées, on a Čq(U,F) = 0 si q > n. Ceci implique
immédiatement l’énoncé.

Exercice 5.1
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique projective X. Soit

m la dimension du support de F. Démontrer que pour q > m, on a Hq(X,F) = 0
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5.2. Finitude

Pour un faisceau algébrique cohérent F, sur une variété algébrique X on sait que
la cohomologie est un module sur l’algèbre O(X) des fonctions régulières. En particulier,
c’est un espace vectoriel sur k.

Théorème 5.2. — Soient X une variété algébrique projective, et F un faisceau
algébrique cohérent sur X. Alors, pour tout entier q, on a

dimk Hq(X,F) <∞.

Le théorème des images directes de Leray

Soit f : X - Y une application continue, et F un faisceau de groupes abéliens sur

X. Le foncteur image directe F 7→ f∗(F) est exact à gauche ; on considère les foncteurs
dérivés Rqf∗(F) qui sont appelés images directes supérieures de F. On peut donner une
autre définition, en termes de cohomologie :

Lemme 5.3. — Le faisceau Rqf∗(F) est le faisceau associé au préfaisceau V 7→
Hq(f−1(V),F).

Démonstration. Une telle image directe se calcule en prenant une résolution injective

F - R•. On a par définition

Rqf∗(F) = Hq(f∗(R•))

Le faisceau qui figure à droite est le faisceau associé au préfaisceau

V 7→ Hq(Γ(V, f∗(R•)) = Hq(Γ(f−1(V),R•)).

Par définition le membre de droite est le préfaisceau V 7→ Hq(f−1(V),F).

Théorème 5.4. — (Leray) Si les images directes supérieures Rqf∗(F) sont nulles
pour q > 0, on a un isomorphisme canonique

Hq(Y, f∗(F)) ' Hq(X,F)

Démonstration. Soit F - R• une résolution injective de F. Par image directe, on

obtient compte-tenu de l’hypothèse une résolution

f∗(F) - f∗(R•)
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et puisque Rq est flasque, chacun des faisceaux f∗(Rq) est flasque. D’après le théorème de
de Rham formel, cette résolution peut donc servir pour calculer la cohomologie de f∗(F).
On a donc

Hq(Y, f∗(F)) ' Hq(Γ(Y, f∗(R•))

' Hq(Γ(X,R•))

' Hq(X,F)

ce qui achève la démonstration.

Morphismes finis.

Proposition 5.5. — Soient f : X - Y un morphisme fini, et F un faisceau

algébrique cohérent sur X. Alors

(i) l’image directe f∗(F) est un faisceau algébrique cohérent ;

(ii) on a Rqf∗(F) = 0 pour q > 0;

(iii) On a Hq(Y, f∗(F)) = Hq(X,F)

Démonstration. L’assertion (i) a déjà été démontrée dans la proposition 4.11 du
chapitre 2. L’assertion (ii) résulte du fait que si V est un ouvert affine de Y, l’ouvert
f−1(V) est encore affine. Alors, d’après le théorème B de Serre pour les variétés affines
Hq(f−1(V),F) = 0 pour q > 0, et donc les images directes supérieures sont nulles.
L’assertion (iii) résulte de (ii) et du théorème des images directes de Leray.

Ceci s’applique en particulier au cas d’une inclusion X ↪→ Y d’une sous-variété
algébrique fermée X dans une variété algébrique Y. Ceci nous permet de ramener la
démonstration du théorème de finitude 5.2 au cas d’un faisceau algébrique cohérent sur
l’espace projectif.

Corollaire 5.6. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique
projective X ⊂ Pm. On désigne par j : X ↪→ Pm le plongement canonique.

(i) Les images directes Rqj∗(F) sont nulles pour q > 0, et le faisceau image directe j∗(F)
est un faisceau algébrique cohérent sur Pm.

(ii) On a un isomorphisme

Hq(Pm, j∗(F)) ' Hq(X,F)

Présentation d’un faisceau algébrique cohérent sur une variété projective.

Etant donné un faisceau algébrique cohérent F sur une variété projective X ⊂ Pm, on
désigne par OX(n) le faisceau des sections du fibré OPm

(n)|X, et par F(n) le produit
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tensoriel F(n) = F ⊗OX OX(n). Si j : X ↪→ Pm est l’inclusion canonique, on a un
isomorphisme canonique

j∗(F)(n)
∼- j∗(F(n)).

C’est un cas particulier de la formule de projection qui s’énonce :

Lemme 5.7. — Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques, F un

faisceau algébrique sur X, et G un faisceau localement libre de rang r sur Y. Alors le
morphisme canonique sur Y

G⊗OY f∗(F) - f∗(f∗(G)⊗OX F)

est un isomorphisme.

Démonstration. La construction de ce morphisme est évidente à partir des
préfaisceaux dont proviennent les deux membres. On obtient ainsi un morphisme de fonc-
teurs additifs en G. Pour montrer que c’est un isomorphisme, la question étant locale sur
Y, on peut supposer que G = Or

Y. Il s’agit de foncteurs additifs qui commutent avec les
sommes directes finies, et on est ramené au cas où G = OY. Dans ce cas le résultat est
trivial.

Théorème 5.8. — (Théorème A)
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété projective X. Il existe des

entiers n et N et un morphisme surjectif

f : OX(−n)N - F

Il s’agit de trouver un nombre fini de sections globales qui engendrent F(n) pour n
convenable. On va se ramener à un énoncé déjà démontré pour les variétés affines.

Lemme 5.9. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur la variété projective X.
Soit f une section non nulle de OX(1), et U l’ouvert affine de X défini par f 6= 0.
(i) Pour toute section u ∈ Γ(X,F) s’annulant sur U, il existe un entier n tel que la

section fnu ∈ Γ(X,F(n)) soit nulle.
(ii) Pour toute section v ∈ Γ(U,F), il existe un entier n tel que la section fnv soit la

restriction à U d’une section w ∈ Γ(X,F(n)).

Démonstration. On recouvre X par un nombre fini d’ouverts affines Ui sur lesquels
le faisceau OX(1) est trivial ; sur chacun de ces ouverts affines, on applique le lemme 4.6
du chapitre 2.
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Démonstration du théorème 5.8
On peut recouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines Ui définis par fi 6= 0, où fi

est une section convenable de OX(1). Sur chacun des ouverts affines Ui, le faisceau F|Ui

est engendré par un nombre fini de sections u1, . . . , uki . On peut alors trouver un entier n
et des sections w1, . . . , wki de F(n) qui étendent les sections fn

i uj . Ces sections définissent
un morphisme

OX(−n)N - F

surjectif sur tous les ouverts Ui, ce qui démontre le théorème.

Démonstration du théorème 5.2

Soit F un faisceau algébrique cohérent sur l’espace projectif X = Pm. D’après le
théorème 5.8 on peut trouver une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents

0 - G - OPm(−n)N - F - 0

Cette suite exacte fournit en cohomologie une suite exacte

. . . - Hq(X,OX(−n))N - Hq(X,F) - Hq+1(X,G) - . . .

On raisonne par récurrence descendante sur q. Le théorème est vrai pour q > m d’après le
théorème 5.1. Par hypothèse de récurrence, on a dim Hq+1(X,G) <∞. Ainsi, le théorème
est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 5.10. — Pour tout entier q et tout entier n, on a

dim Hq(Pm,O(n)) <∞

La démonstration consiste à se ramener au calcul de la cohomologie de Am+1 − {0}

via la projection π : Am+1 − {0} - Pm.

Démonstration du lemme 5.10
Considérons la projection canonique π : Am+1 − {0} - Pm. L’ouvert An+1 − {0}

s’identifie au complémentaire de la section nulle dans le fibré de Hopf H. Il en résulte que

π∗(O) = ⊕n∈ZOPm
(n)

Rqπ∗(O) = 0 si q > 0

La composante OPm
(n) s’obtient en considérant l’action naturelle du groupe multiplicatif

k∗ sur π∗(O) définie par (λ, f) 7→ λ∗f, où λ∗f est la fonction régulière z 7→ f(λz). On
peut maintenant appliquer le théorème des images directes de Leray :

Hq(Pm, π∗(O)) = Hq(Am+1 − {0},O)

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

182



Cohomologie

La cohomologie Hq(Pm,O(n)) se calcule en considérant l’action naturelle de k∗ sur l’espace
vecoriel Hq(Am+1 − {0},O) et en calculant la composante des éléments homogènes de
degré n. La description donnée dans la section 4 en utilisant la cohomologie de Čech
fait intervenir un recouvrement par des ouverts invariants par homothétie ; il en résulte
que l’isomorphisme de Leray donné par le théorème des recouvrements acycliques est
compatible avec l’action de k∗. On obtient alors

Hq(Pm,O(n)) = 0

pour tout n et q, sauf dans les deux cas suivants

— q = 0 et n ≥ 0 : on a alors H0(Pm,O(n)) = SnW∗ où W = km+1 (ce qu’on savait
déjà)

— q = m et n ≤ −m − 1 : l’espace vectoriel Hm(Pm,O(n)) est isomorphe à l’espace
vectoriel engendré par les fractions rationnelles

1
zν0
0 . . . zνm

m

où νi > 0, et
∑

i νi = −n.

Définition 5.11. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété projective
X. La caractéristique d’Euler-Poincaré de X à valeurs dans F est définie par

χ(X,F) =
∑

i

(−1)i dim Hi(X,F)

Proposition 5.12. — Soit 0 - F′ - F - F′′ - 0 une suite exacte de

faisceaux algébriques cohérents sur une variété projective X. Alors

χ(X,F) = χ(X,F′) + χ(X,F′′).

Démonstration. Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie associée à la

suite exacte 0 - F′ - F - F′′ - 0.

5.3. Théorèmes A et B

Il s’agit de montrer que si on considère un faisceau algébrique cohérent F sur une
variété algébrique projective X, la cohomologie de F(n) s’annule en degré > 0 pour n assez
grand. En même temps, nous formulons aussi le théorème A qui précise l’énoncé que nous
avons vu dans la section précédente.
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Théorème 5.13. — Soit X une variété algébrique projective, et F un faisceau
algébrique cohérent sur X. Il existe un entier N tel que pour n ≥ N

(A) le faisceau F(n) est engendré par ses sections globales
(B) la cohomologie Hq(X,F(n)) est nulle pour q > 0.

Démonstration. On a déjà trouvé dans la section ci-dessus un entier m tel que F(m)
soit engendré par ses sections globales. Ainsi le morphisme naturel

H0(X,F(m))⊗ O - F(m)

est surjectif. En tensorisant par O(`) on obtient un morphisme

H0(X,F(m))⊗ O(`) - F(m+ `)

qui est encore surjectif, et puisque O(`) est engendré par ses sections globales pour ` ≥ 0,
ceci implique l’assertion (A). Pour l’assertion (B) on peut supposer que X est l’espace
projectif, et on raisonne par récurrence descendante sur q, l’énoncé étant trivial pour
q > dim X. On écrit F comme quotient d’une somme directe de faisceaux O(−m), ce qui
fournit une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents

0 - G - O(−m)k - F - 0

L’énoncé est trivialement vrai pour le faisceau O(−m) d’après la description donnée ci-
dessus de la cohomologie : il suffit de choisir N ≥ m. On applique l’hypothèse de récurrence
au faisceau G; il existe donc un entier N1 ≥ m tel que pour n ≥ N on ait Hq+1(X,G)(n)) = 0
pour n ≥ N1. La suite exacte

Hq(X,O(−m+ n))k - Hq(X,F(n)) - Hq+1(X,G(n))

montre que Hq(X,F(n)) = 0 pour n ≥ N2 où N2 = Max(N,N1).

5.4. Cohérence des images directes

En général, l’image directe d’un faisceau algébrique cohérent par un morphisme n’est
pas un faisceau algébrique cohérent, mais seulement quasi-cohérent. Le même résultat
reste vrai pour les images directes supérieures.

Lemme 5.14. — Soit f : X - Y un morphisme de variétés algébriques, et F un

faisceau quasi-cohérent sur X. Alors
(i) les images directes Rqf∗(F) sont des faisceaux quasi-cohérents.
(ii) Si Y est affine et B = O(Y), l’image directe Rqf∗(F) est le faisceau quasi-cohérent

associé au B−module Hq(X,F).
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Démonstration. (i) Considérons un recouvrement fini U = (Ui)1≤i≤` de X par des
ouverts affines ; on désigne par Fi0,...,ip = la restriction de F à l’ouvert Ui0,...,ip et par
fi0,...,ip la restriction de f à cet ouvert. Il résulte de la description 5.3 des images directes
que Rqf∗(F) et du théorème des recouvrement acycliques de Leray que le morphisme
canonique

Hq(f∗(Č
•
(U,F))) - Rqf∗(F)

est un isomorphisme. Mais f∗(Č
p
(U,F)) ' ⊕i0<...<ip

fi0,...,ip∗(Fi0,...,ip
) . C’est donc un

faisceau quasi-cohérent, et par suite Rqf∗(F) est quasi-cohérent.
(ii) Supposons Y = Spec B. Le foncteur section est exact sur la catégorie des faisceaux

algébriques quasi-cohérents d’après le corollaire 4.3 du chapitre 2 ; on obtient d’après le
lemme 1.1 un isomorphisme de B−modules

Hq(Č•(U,F))
∼- Γ(Y,Rqf∗(F))

et par suite un isomorphisme Hq(X,F) ' Γ(Y,Rqf∗(F)). Le théorème 4.4 du chapitre 2
entrâıne le résultat.

Morphismes projectifs

Définition 5.15. — Un morphisme de variétés algébriques f : X - Y est appelé

projectif s’il se factorise suivant un diagramme

X
j- Y × Pm

@
@

@
@

@

f

R
Y

pr1

?

où j est un plongement sur un sous-espace fermé.

Un morphisme projectif est évidemment fermé. Si Y′ - Y est un morphisme

quelconque, et f : X - Y un morphisme projectif, le morphisme f ′ : X′ =

Y′ ×Y X - Y′ obtenu par changement de base est encore projectif.

Théorème 5.16. — Soient f : X - Y un morphisme projectif, et F un faisceau

algébrique cohérent sur Y. Les images directes sont des faisceaux algébriques cohérents.
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Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où F est un faisceau algébrique
cohérent sur un produit X = Y × Pm, le morphisme f étant la première projection. On
pose OX(1) = pr∗2(OPm(1)). La question étant locale, on peut supposer que Y est une
variété affine dont dont désigne par B l’agèbre des sections du faisceau structural. Il
s’agit de montrer d’après le lemme 5.14 que Hq(X,F) est une B−algèbre de type fini. La
même démonstration que dans la section 5.2 montre qu’il existe un morphisme surjectif

OX(−n)N - F, de sorte que si on désigne par G le noyau, on a la suite exacte de

faisceaux algébriques cohérents sur X

0 - G - OX(−n)N - F

On raisonne par récurrence descendante sur q, l’énoncé étant évident pour q suffisam-
ment grand.

Lemme 5.17. — Posons L = OX(i). Alors Rqf∗(L) est un faisceau algébrique
cohérent sur Y.

Posons H = Pm(−n)N. Alors l’énoncé ci-dessus entrâıne que Hq(Y,H) est un
B−module de type fini. Considérons alors la suite exacte de cohomologie

Hq(X,H) - Hq(X,F) - Hq+1(X,G)

D’après l’hypothèse de récurrence, Hq+1(X,G) est un B−module de type fini. Par suite
Hq(X,F) est un B−module de type fini.

Démonstration du lemme 5.17

On peut encore supposer que Y est affine, d’algèbre B = O(Y). On a alors

Hq(X,OX(i)) = B⊗k Hq(Pm,O(i))

En effet, considérons un recouvrement ouvert U de Pm par des ouverts affines Ui ; à
ce recouvrement est associé un recouvrement V de Y× Pm par les ouverts affines Y×Ui.

On a alors
Č•(V,O(i)) = B⊗k Č•(U,O(i))

et l’exactitude du foncteur B⊗k− montre que Ȟq(V,O(i)) = B⊗Ȟq(U,O(i)). Le théorème
des recouvrements acycliques fournit un diagramme commutatif de B−modules

Ȟq(V,O(i)) - Hq(Y × Pm,O(i))

B⊗ Ȟq(U,O(i))

o
6

- B⊗k Hq(Pm,O(i))

6
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dans lequel les flèches horizontales sont des isomorphismes. Il en résulte que la seconde
flèche verticale est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Application
L’application suivante a déjà été utilisée au chapitre 2, section 2.5 dans l’étude des

systèmes linéaires.

Théorème 5.18. — Soit f : X - Y un morphisme projectif. On suppose que f

est injectif. Alors f est un morphisme fini.

Démonstration. La question est locale sur Y; on peut donc supposer que Y est une
variété affine. La principale difficulté est qu’on ne sait pas à priori que X est une variété
affine. Ceci nous impose d’introduire une variété affine auxilliaire Z, dont on montrera en
fait qu’elle est isomorphe à X. Le faisceau algébrique f∗(OX) est cohérent sur Y. Par suite,
le module des sections O(X) est de type fini sur O(Y) ; ainsi l’algèbre A = O(X) est une
O(Y)−algèbre finie. Elle est donc isomorphe à l’algèbre d’une variété algébrique affine Z,

et le morphisme O(Y) - A = O(Z) fournit un morphisme fini π : Z - X de variétés

algébriques affines. Considérons maintenant l’isomorphisme O(Z) ' O(X); il fournit un

morphisme de variétés algébriques g : X - Z rendant commutatif le diagramme

X
g - Z

@
@

@
@

@

f

R

Y

π

?

Il est clair que le morphisme g est fermé, et puisque O(Z) - O(X) injectif, il est

dominant, donc surjectif. Par suite, il est bijectif. De plus :

Lemme 5.19. — Le morphisme g est projectif.

Démonstration. Si (f, h) : X - Y′ = Y × Pm est un plongement sur un sous-

espace fermé, le morphisme (g, h) : X - Z′ = Z× Pm est encore un plongement sur un

sous-espace fermé. En effet dans le diagramme cartésien

X×Y′ Z′
pr2 - Z′

X

pr1

? (f, h)- Y′

π′

?
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la première flèche horizontale pr2 est un isomorphisme sur un sous-espace fermé, et le
morphisme (g, h) est la composée d’une section du morphisme pr1 avec le morphisme
pr2.

Lemme 5.20. — Le morphisme de faisceaux OZ
- g∗(OX) induit par g est un

isomorphisme.

Démonstration. Puisque le morphisme g est projectif, on sait que ces deux faisceaux
algébriques sur Z sont cohérents. Pour vérifier que le morphisme ci-dessus est un isomor-
phisme il suffit de vérifier que c’est un isomorphisme sur les espaces de sections globales.

Mais c’est le morphisme O(Z) - O(X) donné au départ.

Fin de la démonstration

Rappelons que g est bijective et projective : c’est donc un homéomorphisme. L’énoncé

ci-dessus dit que le morphisme d’espaces annelés g : (X,OX) - (Z,OZ) est un

isomorphisme. Donc f = gπ est un morphisme fini.

On peut aussi démontrer qu’un morphisme projectif à fibres finies est un morphisme
fini ; la démonstration si elle est analogue dans ses grandes lignes à celle qui a été donnée
ci-dessus est plus difficile. Le point délicat est dans ce cas de montrer que le morphisme g
construit ci-dessus est injectif : voir par exemple Hartshorne, chapitre III, corollaire 11.3.

Corollaire 5.21. — Soit X une variété projective, et f : X - Y un morphisme

injectif. Alors f est un morphisme fini.

Un tel morphisme f est en effet projectif.

6. Dualité de Serre et Grothendieck

Soient X une variété algébrique projective lisse irréductible de dimension n, et T(X)
son fibré tangent. On appelle faisceau dualisant sur X le faisceau inversible

ωX = O(∧nT∗(X))

des formes différentielles régulières de degré n.
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Théorème 6.1. — (Dualité de Grothendieck)
(i) On a

dim Hn(X, ωX) = 1

(ii) Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X. A toute forme linéaire non nulle

I : Hn(X, ωX) - k est associé un morphisme de foncteurs contravariants en F

Hom(F, ωX) - Hn(X,F)∗

défini par f 7→ I ◦ f∗, où f∗ est le morphisme Hn(X,F) - Hn(X, ωX) induit en

cohomologie. Ce morphisme est un isomorphisme.
(iii) Ce morphisme fonctoriel s’étend en un isomorphisme fonctoriel en F

D : Extq(F, ωX)
∼- Hn−q(X,F)∗

La démonstration de cet énoncé se ramène au cas de l’espace projectif. On peut en
fait choisir canoniquement une forme linéaire sur Hn(X, ωX). L’assertion (ii) signifie que
le foncteur F 7→ Hn(X,F)∗ est représentable.

6.1. Le fibré canonique d’une sous-variété

Le calcul du fibré canonique d’une sous-variété Y lisse d’une variété X se fait d’abord
de manière locale en utilisant le complexe de Koszul. Il faut alors recoller pour obtenir
une formule intrinsèque.

Complexe de Koszul

Soit A un anneau local, noethérien, d’idéal maximal m, et de corps résiduel k, et F
un A−module libre de rang m, rapporté à une base e1, . . . , em. Un élément v ∈ F définit
un complexe de châınes K(v)• appelé complexe de Koszul

0 - ∧m F∗ - ∧m−1 F∗ - . . . - F∗ - A - 0

où la différentielle dp : ∧pF∗ - ∧p−1F∗ est la transposée de la multiplication extérieure

par v : elle est définie par la formule

dp(u1 ∧ . . . ∧ up) =
p∑

i=1

(−1)i−1〈ui, v〉u1 ∧ . . . ∧ ûi ∧ . . . ∧ up

où ûi signifie que l’on enlève ui. Le complexe K(v)• s’appelle le complexe de Koszul
associé à v. On désigne par v1, . . . , vm les composantes de v dans la base et on pose
Ai = A/(v1, . . . , vi). Plus généralement, si M est un A−module, on pose

Mi = M/(v1, . . . , vi)M
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Définition 6.2. — Soit M un A−module. On dit qu’une suite (v1, . . . , vm)
d’éléments de m est une suite régulière pour M si pour 0 ≤ i ≤ m− 1, si l’homothétie de
rapport vi+1 dans Mi est une application injective.

Exemple
Soit A un anneau local noethérien de dimension n. On suppose que A est régulier : ceci

signifie que l’espace cotangent de Zariski m/m
2 est un k−espace vectoriel de dimension n,

c’est-à-dire qu’il existe n éléments (v1, . . . , vn) ∈ m qui engendrent l’idéal maximal m (cf.
Atiyah et Macdonald [1]). Alors (v1, . . . , vn) est une suite régulière de A. Une telle suite
régulière s’appelle système de paramètres de A. Le comportement des anneaux locaux
réguliers est semblable à celui de l’anneau local OX,x d’une variété algébrique X lisse en
x. En particulier, un anneau local régulier est intègre (cf. Atiyah-Macdonald [1], lemme
11.23).

Proposition 6.3. — Soit v un élément de F dont les composantes appartiennent à
m et forment une suite régulière de A. Le morphisme d’augmentation

K(v)• - Am

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le résultat est évident pour
m = 1. On pose w =

∑m−1
i=1 viei, et E =

∑m−1
i=1 Aei. On considère le complexe de Koszul

K(w) associé. Le dual E∗ est identifié à l’orthogonal de em. Soit e∗i la base duale de la
base ei. On a alors K(u)i = K(w)i ⊕ K(w)i−1 ⊗ e∗m et la différentielle est donnée par la
matrice (

d (−1)ivm

0 d

)
et donc une suite exacte de complexes

0 - K(w)• - K(v)• - K(w)•[−1] - 0

où K(w)[−1]• est le complexe décalé K(w)•, définie par K(w)[−1]p = K(w)p−1. D’après
l’hypothèse de récurrence, on a Hp(K(v)•) = 0 pour p ≥ 2. La suite exacte d’homologie
associée se réduit à

0 - H1(K(v)•) - H0(K(w)•)
∂- H0(K(w)•) - H0(K(v)•) - 0.

où l’application ∂ se calcule au moyen du diagramme du serpent : c’est évidemment
l’application induite en homologie par la multiplication par (−1)ivm. Il résulte de
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l’hypothèse de récurrence que H0(K(v)•) = Am−1 et du fait que la suite u1, . . . , um est
régulière que ∂ est injective et a pour conoyau Am.

Corollaire 6.4. — Soit v ∈ F un élément donc les composantes v1, . . . , vm dans
une base forment une suite régulière d’éléments de m. Soit Am = A/(v1, . . . , vm). Alors

(i) pour q 6= m, Extq(Am,A) = 0 ;

(ii) on a un isomorphisme ΛmF ⊗A Am
∼- Extm(Am,A) et cet isomorphisme ne

dépend pas que de l’idéal engendré par les composantes de v.

Démonstration. Le complexe de Koszul est une résolution libre du A−module Am. Il
résulte de l’exercice 2.1 que Extq(Am,A) est le faisceau de cohomologie du complexe dual

. . . - ΛpF
v- Λp+1F - . . .

dont la différentielle est le produit extérieur par v. Mais ce complexe est isomorphe à
K(v)• ⊗A ΛmF∗[m], où K(v)• est défini par K(v)p = K(v)−p, est le complexe décalé
vers la droite. Par conséquent sa cohomologie est nulle en degré 6= m et isomorphe à
Am ⊗A ΛmF en degré m. Puisque le complexe K(v) ne dépend pas du choix de la base,
l’isomorphisme n’en dépend pas non plus.

Corollaire 6.5. — Soit X une variété algébrique lisse, et Y ⊂ X une sous-variété
fermée lisse de codimension r. Soit NY/X le fibré normal de Y dans X. Considérons
l’inclusion canonique j : Y ↪→ X.

(i) On a Extq(j∗(OY),OX) = 0 si q 6= r ;
(ii) On a un isomorphisme canonique de OY−modules

Extr(j∗(OY),OX)
∼- j∗(O(ΛrNY/X))

Compte-tenu de la formule d’adjonction, l’isomorphisme (ii) peut aussi se lire

j∗(ωY) = Extr(j∗(OY), ωX)

Démonstration. Localement, la sous-variété Y est définie sur un voisinage affine U
d’un point de Y par la sous-variété des zéros d’une section v transverse à la section nulle
d’un fibré vectoriel F. Au voisinage d’un point x ∈ U∩Y, les composantes de v dans une
trivialisation définissent une suite régulière de OX,x. Le fibré normal NY/X|U est isomorphe
à F|U∩Y. On obtient donc sur cet ouvert Extq(j∗(OY),OX)|U = 0 si q 6= r et par conséquent
(i) en recouvrant X par de tels ouverts U. De plus on obtient

ΛrF|U∩Y
∼- Extq(j∗(OY),OX)|U∩Y
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On va montrer que ces isomorphismes se recollent. Considérons un autre ouvert affine U′,
sur lequel on dispose d’une section v′ transverse à la section nulle d’un fibré F′ dont la
variété des zéros est Y∩U′. Le long de Y∩U la différentielle de v induit un isomorphisme

dv : NY/X|U
∼- F|Y∩U

et la même chose pour v′. Alors on peut trouver sur W = U ∩ U′ un morphisme

f : F|W - F′|W tel que le diagramme

F|Y∩W

�
�

�
�

�
dv

�

NY/X

@
@

@
@

@
dv′

R
F′|Y∩W

f |Y∩W

?

soit commutatif. Cet homomorphisme f est un isomorphisme le long de Y ∩ W donc
c’est un isomorphisme au voisinage de Y ∩ W. Il induit un isomorphisme de complexes

K(fv) - K(v) et par suite un diagramme commutatif

ΛrF|Y∩W

�
�

�
�

�� @
@

@
@

@

(1)

R
ΛrNY/X|Y∩W (Extr(j∗(OY),OX))|Y∩W

@
@

@
@

@R �
�

�
�

�

(2)

�

ΛrF′|Y∩W

Λrf

?

dans lequel toutes les flèches sont des isomorphismes. L’isomorphisme (2) est relatif à la
section fv, ou ce qui revient au même à v′ puisque l’idéal engendré par les composantes
de ces sections est l’idéal de Y dans X. Finalement, on voit que les isomorphismes obtenus
sur les ouverts U ∩Y se recollent pour donner un isomorphisme global

ΛrNY/X
∼- j∗(Extr(j∗(OY),OX).

Joseph Le Potier
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Il en découle l’énoncé

6.2. Foncteurs cohomologiques

On a besoin de quelques généralités sur les foncteurs cohomologiques. Soient A et B

deux catégories abéliennes.

Définition 6.6. — Un foncteur cohomologique (contravariant) de A dans B est la
donnée

— d’une suite de foncteurs contravariants Sq : A - B

— pour toute suite exacte 0 - A′ - A - A′′ - 0 de A d’un morphisme

dit de liaison
δi : Si(A′) - Si+1(A′′)

Ces données doivent satisfaire aux conditions suivantes :

1. Pour toute suite exacte courte 0 - A′ - A - A′′ - 0 la suite

. . . - Si(A) - Si(A′) - Si+1(A′′) - Si+1(A) - . . .

est exacte.
2. Pour tout morphisme de suites exactes de A

0 - B′ - B - B′′ - 0

0 - A′
?

- A
?

- A′′
?

- 0

le diagramme

Si(A)
δi
- Si+1(A′′)

Si(B′)
?

δi
- Si+1(B′′)

?

est commutatif.

Si X est une variété algébrique lisse de dimension n de fibré canonique ωX, sur la
catégorie des faisceaux algébriques, les foncteurs à valeurs dans la catégorie des k−espaces
vectoriels F 7→ Extq(F, ωX) et Hn−q(X,F)∗, munis des morphismes de liaison évidents sont
des foncteurs cohomologiques. Ce sont les seuls foncteurs cohomologiques que nous aurons
à considérer dans la suite.
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Définition 6.7. — Un foncteur contravariant F : A - B est dit effaçable si pour

tout objet A de A il existe un morphisme surjectif P - A tel que F(u) : F(A) - F(P)

soit nul.

On verra par exemple que sur l’espace projectif pour q > 0, les foncteurs Extq(F, ωX)
et Hn−q(X,F)∗ sont effaçables. Ceci reste vrai sur une variété projective lisse quelconque,
mais pour le voir, on a besoin du théorème de dualité de Serre, ce qui ne nous sera donc
d’aucune utilité.

Théorème 6.8. — Soient S et T deux foncteurs cohomologiques. On suppose
que pour tout i > 0, le foncteur Si est effaçable. Alors tout morphisme fonctoriel

f0 : S0 - T0 s’étend en un unique morphisme fonctoriel f i : Si - Ti compatible

avec les morphismes de liaison.

Démonstration. On définit f i par récurrence sur i. Soit A un objet de A, et

P
u- A un morphisme surjectif tel que Si+1(u) = 0. Soit B = keru. La suite exacte

0 - B - P - A - 0 fournit un diagramme commutatif

Si(P) - Si(B)
δi
- Si+1(A) - 0

Ti(P)

f i

?
- Ti(B)

f i

?
δi
- Ti+1(A)

dans lequel les lignes sont exactes. Le morphisme f i se factorise de manière unique par

un morphisme f i+1 : Si+1(A) - Ti+1(A). On laisse au lecteur le soin de vérifier que le

morphisme obtenu ne dépend pas du choix de P, et qu’il est bien fonctoriel en A.

Corollaire 6.9. — Soient S et T deux foncteurs cohomologiques tels que les

foncteurs Si et Ti soient effaçables pour i ≥ 1. Tout isomorphisme fonctoriel S0 - T0

s’étend en un isomorphisme fonctoriel

Si - Ti.

6.3. La dualité

Soit X une variété algébrique lisse de fibré canonique ωX. Commençons par un lemme
qui ramène dans le cas où F est localement libre le calcul de Extq(F, ωX) à un calcul de
cohomologie.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002

194



Cohomologie

Lemme 6.10. — Soit F un faisceau localement libre sur X. Alors

Extq(F, ωX) = Hq(X,F∗ ⊗ ωX).

Démonstration. Considérons une résolution injective ωX
- I• de ωX. Par

tensorisation par F∗ on obtient encore une résolution F∗ ⊗ ωX
- F∗ ⊗ I•; il suffit

de voir que chacun des faisceaux F∗ ⊗ Ik est un faisceau injectif. Mais on a pour tout
faisceau algébrique G sur X

Hom(G,F∗ ⊗ Ik) = Hom(F ⊗ G, Ik)

et par suite le foncteur G 7→ Hom(G,F∗ ⊗ Ik) est exact, ce qui signifie que F∗ ⊗ Ik est un
faisceau algébrique injectif.

La démonstration du théorème 6.1 se fait en deux étapes. La première donne la
démonstration dans le cas de l’espace projectif et s’appuie sur la notion de foncteur
cohomologique. La seconde ramène la démonstration du théorème de dualité sur la variété
X à celle du théorème de dualité sur une variété Y dans laquelle X est plongée et s’appuie
sur la description du fibré canonique donnée au paragraphe 6.1.

Le cas de l’espace projectif.

Considérons l’espace projectif X = Pn. On sait que ωX ' OX(−n − 1) et il résulte
de la description de la cohomologie de l’espace projectif à valeurs dans un fibré inversible
que dim Hn(X, ωX) = 1. Le choix d’une base de Hn(X, ωX) fournit alors un morphisme
fonctoriel

Hom(F, ωPn
) - Hn(F)∗

Il s’agit de prouver que c’est un isomorphisme. Les deux membres sont des foncteurs
contravariants exacts à gauche. On est ramené par le théorème A de Serre à prouver que
c’est un isomorphisme quand F est un faisceau inversible L = O(−`). Il s’agit de prouver
le lemme suivant :

Lemme 6.11. — L’accouplement

H0(X,L∗ ⊗ ωX)×Hn(X,L) - Hn(X, ωX) = k

est une application bilinéaire non dégénérée.
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Démonstration. Remarquons d’abord que les espaces vectoriels H0(X,L∗ ⊗ ωPn) et
Hn(X,L) ont même dimension (cf. page 179). De plus, d’après le calcul de la page 179,
en cohomologie de Cech, dans le recouvrement ouvert U standard de An+1 − {0} on
obtient une base de la cohomologie Hn(L) en considérant dans Ȟn(U,O) les classes de
cohomologie de Čech des cocycles gν0,...,νn homogènes de degré −` dont la composante

dans Γ(U0,...,n,O) par la projection Čn(U,O)
∼- Γ(U0,...,n,O) est donnée par

1
zν0
0 . . . zνn

n
∈ Γ(U0,...,n,O)

où νi > 0, et
∑

i νi = −`. De même, les sections fλ0,...,λn
de L∗ ⊗ ωX définies par les

polynômes homogènes zλ0−1
0 . . . zλn−1

n , où λi ≥ 1 et
∑

i λi = ` fournissent une base de
H0(X,L∗ ⊗ ωX).

Par l’accouplement de l’énoncé, on obtient un cocycle fλ0,...,λngν0,...,νn ; ce cocycle
est un cobord si λ 6= ν, et si λ = ν, la classe du cocycle obtenu fournit un générateur de
la partie homogène de degré −n− 1 de Ȟn(U,O). En effet, supposons par exemple λ 6= ν,

et choisissons un indice 0 ≤ i ≤ n tel que λi > νi. Alors la n− 1-cochâıne de Čech définie
par la fraction rationnelle, homogène de degré −n− 1

c0...̂i...n = zλ0−ν0−1
0 . . . zλn−νn−1

n ∈ Γ(U0,...,̂i,...,n,O)

et c0...ŝ...n = 0 pour s 6= i a pour cobord (−1)ifλ0,...,λn
gν0,...,νn

. Donc la classe de
cohomologie de ce cocycle est nulle. Si λ = ν le cocycle fν0,...,νn

gν0,...,νn
fournit bien

le générateur de Hn(X, ωX). On a donc bien obtenu une forme bilinéaire non dégénérée.

Ceci prouve l’assertion (ii) du théorème 6.1 dans le cas de l’espace projectif. D’après
le corollaire 6.9, il reste à prouver pour obtenir l’assertion (iii) que les foncteurs con-
travariants Extq(F, ωX) et Hn−q(X,F)∗ sont effaçables pour q > 0. D’après le théorème A
de Serre, un faisceau algébrique cohérent sur X est un quotient d’une somme directe finie
de faisceaux inversibles O(−`), où ` est un entier positif. Soit ` un entier > 0 ; considérons
le fibré inversible L = O(−`). Il suffit de prouver que Extq(L, ωX) = 0 et Hn−q(L) = 0
pour q > 0 . Mais d’après le lemme 6.10 on a Extq(L, ωX) = Hq(L∗ ⊗ ωX). Ces groupes
de cohomologie sont nuls pour q > 0 d’après la description de la cohomologie des fibrés
inversibles sur l’espace projectif.

Cas général
On considère une variété algébrique projective lisse irréductible X de dimension

n, plongée comme sous-variété fermée dans une variété algébrique projective lisse et

irréductible Y de dimension n+ r. On désigne par j : X - Y le morphisme canonique.

Joseph Le Potier
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Lemme 6.12. — Considérons, dans la catégorie des faisceaux algébriques sur Y, une

résolution injective ωY
- R•. Soit I• le sous-complexe de R• défini en degré ` par

les sections locales de R` annulées par l’idéal de X dans Y. Le complexe j∗(I•) est un
complexe de faisceaux injectifs dont la cohomologie Hq(j∗(I•)) est nulle sauf en degré r
et l’on a

Hr(j∗(I•)) = ωX

Démonstration. Montrons d’abord que j∗(I`) est un faisceau algébrique injectif sur
X. Pour tout faisceau algébrique F sur X on a

Hom(F, j∗(I`)) = Hom(j∗(F),R`)

Le foncteur F 7→ j∗(F) est exact. En effet, pour tout point x ∈ X, on a

j∗(F)x = lim
V,x∈V

Γ(V ∩X,F) = Fx.

Il résulte du fait que R` est injectif que le foncteur F 7→ Hom(j∗(F),R`) est exact. Par suite,
j∗(I`) est un faisceau injectif. On a d’autre part un isomorphisme de faisceaux algébriques
HomOY

(j∗OX,R
•) ' j∗j

∗(I•) sur Y. Les faisceaux de cohomologie du complexe j∗(I•) sont
donc les faisceaux j∗(Extq(j∗(OX), ωY)) (1). D’après le lemme 6.5, ces faisceaux sont nuls
sauf en degré q = r où l’on obtient ωX.

Fin de la démonstration
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X. Considérons la résolution injective

ωY
- R• introduite ci-dessus, et le sous-complexe I• ⊂ R• associé. Dans le complexe

K• = j∗(I•) le faisceau des cobords Bq est injectif pour q ≤ r, et il en est de même de
Kr/Br. On a donc une résolution injective de ωX donnée par le complexe

0 - Kr/Br - Kr+1 - . . . - Kn+r - 0

Cette résolution injective nous permet de calculer les espaces vectoriels Extq+r(F, ωX) :

Extq(F, ωX) = Hq+r(Hom(F, j∗(I•))

= Hq+r(Hom(j∗(F),R•))

= Extq+r(j∗(F), ωY)

(1) Le foncteur (exact) j∗ identifie les OX−modules avec les OY−modules annulés par
l’idéal de X dans Y ; l’inverse est le foncteur j∗ qui cöıncide sur ces faisceaux avec j−1.
Souvent, on oublie d’écrire j∗ à cause de cette identification.
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On suppose que le théorème de dualité est démontré pour Y. Alors dim Hn+r(Y, ωY) =
1 et le choix d’une forme linéaire non nulle sur Hn+r(Y, ωY) fournit sur la catégorie des
faisceaux algébriques cohérents G sur Y un isomorphisme de foncteurs cohomologiques

D : Extq+r(G, ωY)
∼- Hn−q(Y,G)∗. Puisque le foncteur F 7→ j∗(F) est exact, on obtient

un isomorphisme de foncteurs cohomologiques sur la catégorie des faisceaux algébriques
cohérents sur X

D : Extq(F, ωX) - Hn−q(X,F)∗

Cet énoncé entrâıne pour X évidemment (i) puisque X est irréductible ; il fournit aussi une
forme linéaire non nulle sur Hn(X, ωX). On obtient pour cette forme linéaire l’assertion
(ii) en faisant q = 0.

Bien entendu, le résultat reste vrai pour toute autre forme linéaire. Pour obtenir le
théorème, il suffit de prendre pour Y un espace projectif dans lequel on plonge la variété
X.

6.4. Dualité de Serre

Il s’agit d’un cas particulier de l’énoncé ci-dessus :

Théorème 6.13. — Soient F un faisceau localement libre sur X, et F∗ le dual de
F. Le choix d’une forme linéaire non nulle sur Hn(X, ωX) détermine pour p + q = n un
accouplement canonique

Hp(X,F)×Hq(X,F∗ ⊗ ωX) - k

qui fait d’un de ces espaces vectoriels le dual de l’autre.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de dualité de Grothendieck et le
lemme 6.10.

Corollaire 6.14. — Soit X une courbe algébrique projective lisse et irréductible.
Alors

g = dim H0(X, ωX) = dim H1(X,OX).

Ce nombre s’appelle le genre de la courbe.
Quand k = C, ce nombre est en fait un invariant topologique de la courbe. En effet,

on dispose alors la résolution de de Rham en géométrie analytique pour les faisceaux de
formes différentielles holomorphes sur la courbe analytique lisse compacte Xan associée

0 - C - OXan
- Ω1

Xan
- 0

Joseph Le Potier
10 octobre 2002
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Un théorème classique de Serre de comparaison entre géométrie algébrique et analytique
assure que χ(X,C) = χ(X,OX)−χ(X, ωX). Compte-tenu du théorème de dualité de Serre,
χ(X,OX) = −χ(X, ωX) et par suite χ(X,C) = 2 − 2g. Du point de vue réel, la courbe X
est une surface compacte réelle orientée, et χ(X,C) est la caractéristique d’Euler-Poincaré
usuelle :

χ(X,C) =
∑

i

(−1)ibi(X)

Le nombre de Betti b1(X) est un invariant topologique, relié au genre par la formule
b1(X) = 2g.

Exercice 6.1
Soit X une courbe lisse de degré d dans le plan projectif.
1) Montrer que X est irréductible.
2) Son genre est donné par la formule

g =
1
2
(d− 1)(d− 2)

Si f est la section de OP2(d) dont le schéma des zéros est X, on pourra calculer χ(X,OX)
en utilisant la suite exacte

0 - OP2(−d)
f- OP2

- j∗(OX) - 0

où j : X ↪→ P2 est l’inclusion canonique.

Définition 6.15. — On appelle diviseur canonique sur une variété algébrique lisse
X un diviseur K dont le faisceau inversible associé est isomorphe à ωX.

Corollaire 6.16. — Soit D un diviseur sur une courbe algébrique projective lisse
X, et LD le fibré inversible associé. On pose `(D) = dim H0(X,LD). Alors, si K est un
diviseur canonique sur X,

χ(LD) = `(D)− `(K−D)

Il existe une interprétation traditionnelle de cette formule qui évite de faire intervenir
le fibré inversible associé au diviseur D. En effet, le fibré LD possède une section régulière
canonique sD, dont le diviseur des zéros est D. Alors cette section induit un isomorphisme

L(D)
∼- H0(X,LD)

entre l’espace vectoriel L(D) des fonctions rationnelles f ∈ Rat(X) dont le diviseur div(f)
satisfait à la condition

divf ≥ −D

(ce qui signifie que le diviseur div(f) + D est un diviseur effectif) et l’espace vectoriel
H0(X,LD). Cet isomorphisme est donné par f 7→ fsD. L’espace vectoriel L(D) est donc
de dimension finie et on a `(D) = dim L(D).
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Corollaire 6.17. — Soient X une variété algébrique lisse de dimension n, et Ωp
X le

faisceau des p-formes différentielles régulières sur X. On considère les nombres de Hodge
hp,q(X) = dim Hq(X,Ωp

X). Alors

hp,q(X) = hn−p,n−q(X)

Démonstration. L’accouplement canonique Ωp
X × Ωn−p

X
- ωX induit un isomor-

phisme de faisceaux localement libres Ωp
X ' (Ωn−p

X )∗ ⊗ ωX. Il suffit donc d’appliquer le
théorème de dualité de Serre.

Joseph Le Potier
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Chapitre 4

La formule de Riemann-Roch

Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une variété algébrique projective,
lisse et irréductible X. La caractéristique d’Euler-Poincaré de E est par définition celle du
faisceau localement libre associé.

On se fixe une courbe algébrique projective irréductible et lisse X de genre g.

1. Degré des fibrés inversibles

Soit D =
∑

a∈X νaa un diviseur sur X. Le degré de D est le nombre

deg(D) =
∑

a

νa.

Théorème 1.1. — Soient X une courbe algébrique projective lisse et irréductible,
de genre g, D un diviseur de degré d sur X, et L le fibré inversible associé. Alors

χ(L) = d+ 1− g (1.1)

Démonstration. Supposons d’abord que D soit un diviseur effectif, de support |D| ;
désignons par f la section du fibré inversible L associé à D. La sous-variété des zéros de
f est une sous-variété de dimension 0 qu’on note encore D. Soit j : D ↪→ X l’inclusion
canonique. Le faisceau inversible O(L∗) est isomorphe à l’idéal des fonctions régulières qui
s’annulent en tout point a ∈ |D| avec la multiplicité νa. On a donc une suite exacte

0 - O(L∗)
f- O - j∗(OD) - 0 (1)
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Lemme 1.2. — On a un isomorphisme de k−algèbres

H0(OD) = ⊕a∈|D|OX,a/m
νa
a

Cet énoncé est un cas particulier du théorème de décomposition d’une algèbre
artinienne en produit d’algèbres locales artiniennes.

Démonstration. Pour tout point a ∈ |D| l’algèbre OX,a/m
νa
a est une algèbre de type

fini, locale et artinienne. Soit ja : Spec(OX,a/m
νa
a ) ↪→ D l’inclusion canonique. On a alors

un isomorphisme de faisceaux algébriques sur D

OD
∼- ⊕a∈|D| ja∗(OX,a/m

νa
a )

En prenant les sections globales, on obtient l’isomorphisme attendu.

On a donc dim H0(OD) =
∑

a∈|D| νa = deg(D). De plus, la variété algébrique D est

de dimension 0 ; d’après le théorème d’annulation (cf. section 5.1, chapitre 3) le faisceau
structural OD n’a pas de cohomologie en degré ≥ 1 ; sa caractéristique d’Euler-Poincaré
est donc donnée par dim H0(OD) =

∑
a∈|D| νa = deg(D). Puisque le faisceau L est trivial

sur D, par la formule de projection appliquée à l’inclusion D ↪→ X on a un isomorphisme
OD ⊗ O(L) ' OD et par conséquent en tensorisant la suite exacte (1) par le faisceau
localement libre O(L) on obtient encore une suite exacte

0 - OX
- O(L) - j∗(OD) - 0

et par suite χ(L) = χ(OX) + deg(D) ce qui est la formule attendue.
Supposons maintenant que D soit un diviseur quelconque. On écrit D = A − B, où

A et B sont des diviseurs effectifs, et on désigne par LA, LB et LD = LA ⊗ L∗B les fibrés
inversibles associés respectivement à A,B et D. Soit j : B ↪→ X l’inclusion canonique. La

suite exacte 0 - O(L∗B) - O - OB
- 0 donne par tensorisation par le faisceau

inversible O(LA) la suite exacte

0 - O(LD) - O(LA) - j∗(OB) - 0.

Par suite
χ(LD) =χ(LA)− j∗(deg(B))

=deg(A)− deg(B) + χ(OX)

=deg(D) + χ(OX)

Ceci achève la démonstration.

Corollaire 1.3. — Soient X une courbe projective lisse iréductible et L un fibré
inversible, muni d’une section rationnelle f non nulle de diviseur associé D. Le nombre
deg(D) est indépendant de f. En particulier, le degré d’un diviseur principal est nul.
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Définition 1.4. — Soit L un fibré inversible sur une courbe projective lisse
iréductible X. On appelle degré de L le nombre

deg(L) = χ(L)− χ(OX).

Ainsi, le degré du fibré inversible LD associé à un diviseur D est le degré de D.

Corollaire 1.5. — Soit L un fibré inversible sur une courbe projective lisse
iréductible X. Si L a une section régulière non nulle, le degré de L est ≥ 0.

Proposition 1.6. — L’application Pic(X) - Z définie par L 7→ deg(L) est un

homomorphisme de groupes.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

Div(X) - Pic(X)

@
@

@
@

@

deg

R
Z

deg

?

La flèche horizontale Div(X) - Pic(X) est surjective, et l’application Div(X)
deg- Z

est évidemment un homomorphisme de groupes ; par suite l’application Pic(X)
deg- Z

est un homomorphisme de groupes.

Corollaire 1.7. — Soit L un fibré inversible sur X de degré d > 2g − 2. Alors

dim H0(X,L) = d+ 1− g

Démonstration. Il suffit de prouver que H1(X,L) = 0. Par dualité de Serre, H1(X,L)
est le dual de H0(X,L∗⊗ωX).On a d’après le corollaire ci-dessus deg(L∗⊗ωX) = degωX−d.

Il suffit d’après le corollaire 1.5 de prouver que ωX est de degré 2g − 2. On a
χ(ωX) = dim H0(X, ωX) − dim H1(X, ωX) et par suite, d’après le théorème de dualité de
Serre χ(ωX) = g − 1. La formule 1.1 montre alors que degωX = 2g − 2.

Courbes de genre 0

La droite projective P1 est évidemment de genre 0. C’est la seule, à isomorphisme
près :
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Corollaire 1.8. — Soit X une courbe algébrique projective lisse irréductible. Les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) la courbe X est de genre 0;
(ii) tout fibré inversible L de degré 1 sur X a 2 sections régulières linéairement

indépendantes.
(iii) il existe un fibré inversible L de degré 1 sur X ayant deux sections régulières

linéairement indépendantes.
Supposons ces conditions satisfaites et considérons un fibré inversible de degré 1

ayant 2 sections linéairement indépendantes. Alors L est engendré par ses sections, et
le morphisme canonique

f : X - P(H0(X,L)∗) = P1

est un isomorphisme

Démonstration. Supposons X de genre 0. Soit L un fibré inversible de degré 1 sur X.
Il résulte du corollaire ci-dessus que dim H0(X,L) = 2. D’où l’assertion (ii). Evidemment
(ii) entrâıne (iii). Pour voir que (iii) ⇒ (i), il suffit de montrer que si X possède un fibré
inversible L ayant deux sections linéairement indépendantes, X est isomorphe à la droite
projective. Montrons d’abord qu’un tel fibré L est engendré par ses sections. Soit s une
section non identiquement nulle de L. Le diviseur D des zéros de s est alors réduite à un
point a ; la suite exacte

0 - O - O(L) - OD
- 0

montre qu’il existe une section régulière t de L qui ne s’annule pas en a. Donc L est
engendré par ses sections.

Considérons le morphisme surjectif de fibré vectoriels H0(X,L) ⊗ OX
ev- L sur la

courbe X. Le fibré dual L∗ est un sous-fibré vectoriel de rang 1 du fibré trivial de fibre
H0(X,L)∗ sur X, et la propriété universelle de la droite projective P(H0(X,L)∗ fournit une
application régulière

f : X - P(H0(X,L)∗)

qui associe au point x la droite vectorielle L∗x ⊂ H0(X,L)∗. L’image réciproque par f du
fibré OP1(1), quotient du fibré trivial H0(X,L)⊗ OP1 est le fibré quotient L. Les sections
de OP1(1) fournissent dans cette identification des sections de L, et l’application linéaire
obtenue

f∗ : Γ(X,O(1)) - Γ(X,L)

est un isomorphisme. La variété des zéros d’une section non identiquement nulle s de O(1)
a alors pour image inverse la variété des zéros de la section correspondante f∗(s) de L.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002
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Puisque L est de degré 1, une telle variété est forcément lisse et réduite à un point. Par
suite, les fibres de f sont lisses et réduites à un point. Il en résulte que le morphisme f est
un morphisme injectif, et que son application linéaire tangente est injective. Puisque X
est projective, le morphisme f est un morphisme fini d’après le corollaire 5.2 du chapitre
3. Il résulte alors du théorème 3.20 du chapitre 2 que c’est un isomorphisme.

Corollaire 1.9. — Soit X une courbe algébrique projective irrédutible de genre

g ≥ 1. Alors l’application X - Pic(X) qui associe au point x le fibré inversible O(x)

est injective.

Démonstration. Soit L fibré inversible de degré 1 sur X. D’après le corollaire ci-dessus,
dim H0(X,L) ≤ 1. Si L provient de X, on a donc dim H0(X,L) = 1, ce qui détermine de
manière unique le point x ∈ X.

Exercice 1.1
Soit X une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit T le fibré tangent.
1) Démontrer que deg(T) = 2− 2g.
2) En déduire que si g > 1, il n’existe pas de champ de vecteurs régulier non nul sur

X.

Exercice 1.2
Soient C et D deux courbes de P2 de degré p et q n’ayant pas de composante

irréductible commune. Soient f ∈ H0(O(p)) (resp. g ∈ H0(O(q)) des sections régulières
dont la variété des zéros est C (resp. D).

1. Montrer que le conoyau du morphisme

O(−p)⊕ O(−q) (f,g)- O

est un faisceau O/(f, g) de support fini.
2. On appelle nombre d’intersection de C et D en x ∈ C ∩D le nombre

Ix(C,D) = dimC Ox/(f, g)

Montrer que ce nombre a un sens.
3. Vérifier que si C et D sont lisses en x et se coupent transversalement en x, on a

Ix(C,D) = 1.
4. Le nombre C.D =

∑
x∈C∩D Ix(C,D) s’appelle le nombre d’intersection de C et D.

Démontrer que ce nombre ne dépend pas de f et g.
Démontrer le théorème de Bézout :∑

x∈C∩D

Ix(C,D) = pq.
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Exercice 1.3
Soit X une courbe projective lisse irréductible X plongée dans P3.

1. Montrer qu’un hyperplan général H rencontre C suivant une sous-variété C∩H de
dimension 0. Soit OC(1) la restriction du fibré OP3(1) à la courbe C. Démontrer que

dimk H0(O(C ∩H)) = deg OC(1).

Ce nombre est donc indépendant de H. On l’appelle le degré de la courbe C.
2. Calculer le degré et le genre de l’image de P1 dans P3 par le plongement de Veronese

[x, y] 7→ [x3, x2y, xy2, y3].

3. Montrer que l’intersection de 2 surfaces générales Y et Z de P3 de degrés respectifs
s et t est une courbe lisse irréductible C. Calculer en fonction de s et t, le degré et le genre
de C.

Exercice 1.4
Soit X une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit L un fibré inversible

sur X de degré d. On pose pour i = 0 et 1

hi(L) = dim Hi(X,L)

1. Vérifier que h0(L) ≥ max(0, d+1−g). Montrer que si l’un des deux nombres h0(L)
et h1(L) est nul, h0(L) = max(0, d+ 1− g).

2. On dit L est spécial si h0(L) et h1(L) sont non nuls. Montrer que si L est un fibré
spécial, on a 0 ≤ d ≤ 2g − 2.

3. On se propose de démontrer le théorème de Clifford : si L est spécial on a

h0(L) ≤ d

2
+ 1.

a) Montrer que le noyau de l’application linéaire naturelle

H0(X,L)⊗H0(X,T∗ ⊗ L∗) - H0(X,T∗)

ne contient pas de tenseur décomposé.
b) Soit Σ ⊂ P(H0(X,L) ⊗ H0(X,T∗ ⊗ L∗)) les classes des tenseurs décomposés,

c’est-à-dire l’image du plongement de Segré. Déduire de de la question a) qu’il existe

un morphisme fini Σ - P(H0(X,T∗)).

c) Evaluer la dimension de Σ. Déduire de b) et de la formule de Rieman-Roch que
l’on a

h0(L) ≤ d

2
+ 1.

Joseph Le Potier
10 octobre 2002
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2. Fibrés vectoriels de rang quelconque

La formule 1.1 relie le degré d’un fibré inversible L sur X à la caractéristique d’Euler-
Poincaré. On se propose de l’étendre aux fibrés vectoriels de rang quelconque.

Définition 2.1. — Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une courbe
algébrique projective lisse X. On appelle degré de E le degré du fibré inversible L = ∧rE.

Théorème 2.2. — (Formule de Riemann-Roch) Soit E un fibré vectoriel algébrique
de rang r et de degré d sur une courbe algébrique projective irréductible et lisse X de genre
g. On a

χ(X,E) = d+ r(1− g)

La démonstration se ramène au cas des fibrés inversibles.

Lemme 2.3. — Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r et de degré d sur une
courbe algébrique projective lisse X. Le fibré E a une filtration croissante F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂
Fr = E par des sous-fibrés Fi de rang i.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang r. Pour r = 1, il n’y a
rien à démontrer. Considérons un plongement X ⊂ Pm et désignons par OX(1) le fibré
inversible induit par OPm(1). Soit E(n) = E⊗OX(n). D’après le théorème A de Serre, on
sait qu’il existe un entier n tel que le fibré E(n) soit engendré par ses sections. D’après
la proposition 1.16 du chapitre 2, le fibré E(n) a une section partout non nulle, ce qui
signifie que le fibré E a un sous-fibré F1 de rang 1 isomorphe à OX(−n). Considérons le

fibré quotient E′ = E/F1, et désignons par π : E - E′ la projection canonique. Ce fibré

est de rang r − 1 et a donc par hypothèse de récurrence une filtration croissante par des
sous-fibrés F′i (2 ≤ i ≤ r) de rang i − 1. Considérons les sous-fibrés Fi = π−1(F′i). On a
F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fr = E ce qui définit la suite croissante de sous-fibrés attendue.

Démonstration du théorème 2.2

On a déjà vu que la formule est vraie pour les fibrés inversibles, d’après le théorème
1.1. En vertu du lemme 2.3 ci-dessus, il suffit de vérifier qu’étant donnée une suite

exacte de fibrés vectoriels algébriques 0 - E′ - E - E′′ - 0 sur X si la

formule est vraie pour E′ et E′′, elle est vraie pour E. Mais ceci résulte de l’addditivité
du rang : si r, r′ et r′′ sont les rang respectifs de E,E′ et E′′, on a r = r′ + r′′, et de
l’isomorphisme ∧rE ' ∧r′E′ ⊗ ∧r′′E′′ ce qui montre que deg(E) = deg(E′) + deg(E′′).
Puisque χ(X,E) = χ(X,E′) + χ(X,E′′) la formule est vraie pour E si elle l’est pour E′ et
E′′.
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Le but des exercices qui suivent est de montrer que tout fibré vectoriel algébrique sur
la droite projective est somme directe de fibrés inversibles. Par contre, sur toute courbe
de genre g ≥ 1, il existe des fibrés vectoriels algébriques qui ne sont pas somme directe de
fibrés inversibles.

Exercice 2.1
Soit X une variété algébrique projective et F un fibré de rang 2 possédant une section

régulière f partout non nulle.
1) Montrer qu’on peut associer à la section f une suite exacte de fibrés vectoriels

0 - ∧2 F∗ - F∗ - OX
- 0

2) La suite exacte longue de cohomologie associée à cette suite exacte permet de
construire canoniquement une classe ω ∈ H1(X,∧2F∗). Démontrer que cette suite exacte
se scinde si et seulement si ω = 0.

Exercice 2.2
On considère sur P1 un fibré vectoriel algébrique F de rang 2, de degré d.
1) Vérifier que deg(F(i)) = deg(F) + 2i. (Utiliser le lemme 2.3)
2) On suppose désormais que d = 0 ou −1. En utilisant le théorème de Riemann-Roch,

montrer que F a une section non identiquement nulle. Montrer qu’il existe un diviseur ≥ 0
tel que le fibré E = F⊗ L−D ait une section partout non nulle.

3) Calculer le degré de E. En déduire que H1(P1,∧2E∗) = 0.
4) En déduire E est somme directe de deux fibrés inversibles, et que c’est aussi le cas

pour F.
5) Etendre ce résultat au cas où F est de rang r quelconque.

Exercice 2.3
On considère un faisceau inversible L sur une variété algébrique X; on considère un

plongement L ↪→ R dans un faisceau algébrique acyclique.
1) Démontrer que H1(X,L) est isomorphe au conoyau de la flèche naturelle

Γ(X,R) - Γ(X,R/L).

2) Soit u ∈ Γ(X,R/L). On considère le faisceau algébrique F noyau du morphisme

(p, u) : R⊕ OX
- L/R où p : L - R/L est la projection canonique. Montrer qu’on

a une suite exacte
0 - L - F - OX

- 0

et que la classe de cohomologie ω ∈ H1(X,L) associée à cette suite exacte s’identifie à
l’image de u par l’isomorphisme de la question 1.

3) Montrer que le faisceau algébrique F est localement libre de rang 2. Vérifier que
la classe d’isomorphisme de F ne dépend que de l’image de u dans H1(X,L).

Joseph Le Potier
10 octobre 2002
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Exercice 2.4

Soit X une courbe algébrique projective irréductible et lisse de genre g ≥ 1, et L un
fibré inversible de degré −1.

1) Rappeler pourquoi H1(X,L) 6= 0.

2) Soit ω ∈ H1(X,L) une classe de cohomologie non nulle, à laquelle on associe une
extension comme ci-dessus

0 - L - F - OX
- 0

bien définie à isomorphisme près. Montrer que pour tout sous-fibré L′ ⊂ L, on a deg L′ < 0.
En déduire que F n’est pas somme directe de fibrés de rang 1.

3. Faisceaux algébriques cohérents sur les courbes

Commençons par définir le rang et le degré d’un faisceau algébrique cohérent sur une
variété algbérique réduite.

Lemme 3.1. — Soit X une variété algébrique réduite et F un faisceau algébrique
cohérent sur X. L’ensemble des points x ∈ X tels que Fx soit un module libre sur l’algèbre
OX,x est un ouvert U ⊂ X partout dense, et la restriction F|U est un faisceau localement
libre.

Démonstration. Si Fx est un module libre de rang r, on a un isomorphisme Or
X,x ' Fx

qui s’étend en un morphisme Or
V

- FV au voisinage de x. Le noyau de ce morphisme

est un faisceau algébrique cohérent sur V qui est nul en x, et donc au voisinage de x. Donc
ce morphisme est un isomorphisme. Ceci démontre que l’ensemble des points où Fx est
libre est un ouvert ; reste à voir qu’il est partout dense.

Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage V sur lequel le faisceau F a une présentation

O(E1) - O(E0) - F|V où E1 et E0 sont des fibrés vectoriels sur V. Soit r le rang

maximum du morphisme f : E1
- E0 défini par f. Alors l’ensemble des points x ∈ V

où f(x) est de rang r est un ouvert non vide W ⊂ V, sur lequel l’image est un sous-fibré
vectoriel de E0. Le conoyau est un fibré vectoriel sur W dont le faisceau des sections est
isomorphe à F|W. Ainsi, F|W est localement libre.

Définition 3.2. — On suppose que X est une variété algébrique intègre. Sur l’ouvert
des points où le OX,x−module Fx est libre, le rang de Fx reste constant. On l’appelle le
rang de F. Il est noté rg (F).
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Exercice 3.1
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X, de rang r. Montrer que pour tout x ∈ X,

la dimension de l’espace vectoriel F(x) = Fx ⊗OX,x k est ≥ r.

Exercice 3.2
Soit 0 - F′ - F - F′′ - 0 une suite exacte de faisceaux algébriques

cohérents sur une variété irréductible X. Montrer que

rg (F) = rg (F′) + rg (F′′).

Exercice 3.3
Montrer que si une courbe irréductible est non réduite X en tout point, il existe des

faisceaux algébriques cohérents F tels qu’en tout point x ∈ X le module Fx ne soit pas un
OX,x−module libre.

Etant donné un faisceau localement libre E sur une courbe algébrique projective lisse
et irréductible X, le degré de E est le degré du fibré vectoriel algébrique associé.

Théorème 3.3. — Soit F un faisceau algébrique sur une courbe algébrique projective
lisse et irréductible X de genre g.
(i) Il existe une résolution

0 - E1
- E0

- F - 0

par un complexe de faisceaux localement libres Ei.

(ii) Le nombre deg(E0)− deg(E1) est indépendant du choix de la résolution. On l’appelle
le degré de F, et on le note deg(F).

(iii) Soit r le rang de F. Alors

χ(X,F) = deg(F) + r(1− g)

Démonstration. On sait d’après le théorème A de Serre que F est un quotient d’un
faisceau localement libre E0. Il suffit donc de montrer que le faisceau noyau du morphisme

E 0
- F est localement libre. Il suffit de vérifier que pour tout point x ∈ X le module E1,x

est un OX,x−module libre. Mais on sait que l’algèbre locale OX,x est un anneau principal.
Sur un anneau principal, tout sous-module d’un module libre est un module libre : ainsi,
E1,x est un module libre. Ceci démontre (i).

Par additivité de la caractéristique d’Euler-Poincaré et du rang, on obtient χ(X,F) =
deg(E0)− deg(E1) + r(1− g) ce qui montre à la fois (ii) et (iii).

Corollaire 3.4. — Soit F un faisceau algébrique cohérent à support fini sur une
courbe algébrique projective et lisse de genre g. On a

deg(F) = dim H0(X,F).

Joseph Le Potier
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Références

[1] M.F. Atiyah et I.G. Macdonald, Introduction to commutative algebra, Addison-
Wesley Publishing Company (1969).
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