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Variétés algébriques

Chapitre 1

Variétés algébriques

Un corps algébriquement clos k étant donné, les variétés algébriques (réduites) sur k
sont des espaces topologiques, munis d’un faisceau de fonctions dites régulieres, localement
isomorphes a des espaces annelés particuliers qu’on appelle les variétés algébriques affines :
I’espace topologique sous-jacent est donné par le lieu des zéros communs & une famille
de polynomes sur k en mn variables, muni de la topologie de Zariski, et les fonctions
réguliéres considérées sont les fonctions a valeurs dans k qui sont localement la restriction
de fonctions rationnelles. On demande en outre aux variétés algébriques de satisfaire a

certaines conditions de finitude et de séparation.

1. Faisceaux de groupes abéliens

On rencontre fréquemment des propriétés qui sont vraies localement, et non globale-
ment. Par exemple, sur une variété différentielle M, une fonction différentiable f a valeurs
complexes partout non nulle est localement I’exponentielle d’une fonction g ; globalement,
il n’y a aucune raison. La notion de faisceau a été inventée pour rendre compte de ces

propriétés locales, et retrouver a partir de ces propriétés locales des énoncés globaux.
1.1. Préfaisceaux abéliens
Soit X un espace topologique.
DEFINITION 1.1. — Un préfaisceau F de groupes abéliens, ou préfaisceau abélien sur
l’espace topologique X est la donnée

— pour tout owvert U C X d’un groupe abélien F(U) appelé groupe des sections du

préfaisceau F sur Uouvert U;
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— pour tout couple (U, V) d’ouverts de X tels que V.C U d’un homomorphisme dit

homomorphisme de restriction
PV, U - ?(U) — EF(V)

Ces données sont astreintes aux conditions suivantes
(i) F()={0};
(ii) pour tout triplet d’ouverts W C V. C U de X, on a pw,u = pw,vpv,u;

(iii) pour tout ouvert U de X, pyu = idg(v).

Si on considere la catégorie U des ouverts de X , dont les objets sont les ouverts et les
fleches les morphismes d’inclusion, un préfaisceau abélien est un foncteur contravariant
de U & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. Le morphisme de restriction
pv.u : F(U) — F(V) sera souvent noté s — s|y. Si € est une sous-catégorie de la catégorie
des ensembles, on définit plus généralement la notion de préfaisceau a valeurs dans C; il
s’agit d’un foncteur contravariant a valeurs dans C. Dans ce cadre, la condition (i) impose

a F(0) d’étre ensemble réduit & un point.

Exemples

(1) Soit G un groupe abélien; le foncteur qui associe & tout ouvert non vide U le
groupe abélien G et au vide le groupe abélien réduit a {0} est un préfaisceau abélien, noté
encore G, appelé préfaisceau constant.

(2) Soit G un groupe abélien. Le foncteur qui associe a tout ouvert U le groupe abélien
C(U, G) des fonctions localement constantes est un préfaisceau abélien, noté G.

(3) Si M est une variété différentiable, le foncteur U +— E(U) qui associe a tout
ouvert U de M T'algebre fonctions différentiables a valeurs complexes est un préfaisceau
en C—algebres €.

(4) Si F — M est un fibré vectoriel différentiable de rang r sur une variété
différentiable M, le foncteur U — I'(U,F) qui associe & tout ouvert U de M l’espace
vectoriel des sections différentiables de F sur 'ouvert U de M est un préfaisceau de modules
sur le préfaisceau €y des fonctions différentiables.

(5) Soit M une variété différentiable. Le foncteur qui associe a louvert U lespace

vectoriel HY(U, R) est un préfaisceau en espaces vectoriels réels.

DEFINITION 1.2. — Soient F et § deux préfaisceaur a valeurs dans une catégorie C.

Un morphisme de préfaisceaux est la donnée pour tout ouvert U d’une fléeche

fu:3(U) = §(U)
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telle que tout couple d’ouverts (U, V) tels que V C U le diagramme

dans lequel les fleches verticales sont les morphismes de restriction soit commutatif.

Dans le langage des catégories, un morphisme de préfaisceaux est simplement une
transformation naturelle. Par exemple, si G est un groupe abélien, on a un morphisme
canonique de préfaisceaux G +— G. Ce morphisme n’est pas en général un isomorphisme ;
il I’est toutefois si tout ouvert non vide est connexe : on verra que c’est vrai par exemple
sur une variété algébrique irréductible, pour la topologie de Zariski. Les préfaisceaux de
groupes abéliens constituent une catégorie additive : ceci signifie que si F et G sont deux
préfaisceaux abéliens, sur ’ensemble Mor(F, G) des morphismes de préfaisceaux on a une
structure de groupe abélien et que les propriétés suivantes sont satisfaites

(i) Si F,9 et H sont trois préfaisceaux, la composition des morphismes
Mor(%, G) x Mor(G, H) — Mor(F, H)

est bilinéaire ;

(ii) Notons 0 le préfaisceau qui associe a tout ouvert le groupe abélien réduit a {0}; alors
pour tout préfaisceau F, on a Mor(F,0) = Mor(0,F) = 0.

(iii) Il existe des produits finis, ou ce qui revient au méme, des sommes directes finies.
Etant donné un préfaisceau abélien F, un sous-préfaisceau abélien F C F est la

donnée pour tout ouvert U d’un sous-groupe abélien F(U) C F(U) tel que py u(F'(U)) C

F'(V). Etant donné un sous-préfaisceau ' C F on définit le préfaisceau quotient F” par
F"(U) = F(U)/F'(U).

Ce préfaisceau satisfait a la propriété de quotient au sens des catégories. Etant donné un
morphisme f : F —— G de préfaisceaux, on définit de maniere évidente les préfaisceaux

ker f,coker f : le noyau ker f est un sous-préfaisceau de F, le conoyau est un quotient de

G; ils sont caractérisés par les suite exactes, pour tout faisceau H de groupes abéliens

0 — Mor(H, ker f) —— Mor(H,F) — Mor(H, 9)

0 — Mor(coker f,H) — Mor(G9, H) — Mor(F, H)
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L’image Im f du morphisme f est le préfaisceau noyau du morphisme canonique

F —— coker f. Le morphisme f induit un isomorphisme

F/ker f ~Im f.

On dit que la catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens est une catégorie abélienne.

La notion de suite exacte a un sens dans une telle catégorie.

1.2. Faisceaux de groupes abéliens

Les faisceaux sont des préfaisceaux particuliers : on exige que des sections locales
s; sur des ouverts U; d’un recouvrement ouvert d’un ouvert U qui coincident sur les
intersections Uj; ; se recollent de maniere unique pour donner une section s sur l'ouvert

U. En d’autres termes :

DEFINITION 1.3. — Un préfaisceau de groupes abéliens F est appelé un faisceau si

pour tout recouvrement ouvert W = (U;);e1 d’un ouvert U la 0-suite de groupes abéliens

0 — F(U) 2. HSF(Ui) i’ H g(Ul}j)

icl (i,5)€l2
ot les fleches sont définies par o(s) = slu, et B((si)ic1) = silu, ; — sjlu, , est evacte.

Souvent, ’espace des sections d’un faisceau F sur l'espace topologique X est noté

['(X,J). Etant donnés deux faisceaux F et G de groupes abéliens, un morphisme de

faisceaux F —— G est par définition un morphisme des préfaisceaux sous-jacents.

Exemples

Parmi les exemples de préfaisceaux donnés ci-dessus, (2),(3), (4) sont des faisceaux ;
(1) et (5) ne le sont pas en général. Si f : F —— G est un morphisme de faisceaux

abéliens, le préfaisceau ker f est un faisceau, mais le conoyau et I'image ne le sont pas
en général. Considérons par exemple sur une variété topologique X le faisceau € des
fonctions continues U — C(U) a valeurs complexes et le faisceau C* des fonctions continues

U +— C(U)* des fonctions continues inversibles. Considérons le morphisme de faisceaux
de groupes abéliens donné par 'application exponentielle exp : € —— €*. Le préfaisceau
conoyau Q = coker exp est nul pour les ouverts simplement connexes; par contre, en

général, Papplication C(X) — C*(X) n’est surjective. Par suite, Q n’est pas un faisceau.
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Faisceau associé a un préfaisceau.

Soit F un préfaisceau de groupes abéliens. On va construire un faisceau F* et un

morphisme de préfaisceaux abéliens j : F —— F+ satisfaisant & la propriété suivante :

pour faisceau G, tout morphisme de préfaisceaux abéliens ¥ —— G se factorise de maniere

unique suivant le diagramme

F

S

+
g+ 7 g

Pour construire 37, on considére pour tout point z € X le groupe abélien F, des

germes de sections de F au point z : il est défini par la limite inductive

F. = lim F(U)
U,z€U

Ce groupe est le quotient de [y oy F(U) par la relation d’équivalence qui identifie
a € FU)etbe F(V) sl existe un voisinage ouvert W C UNV de z tel que alw = b|w.
Si U est un voisinage ouvert du point z, et s € F(U), on désigne par s, sa classe dans
F. : c’est le germe de s au point z.

On considere pour tout ouvert U de X le groupe FT(U) des familles de germes (s;)zcu
satisfaisant a la condition suivante : pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert V.C U

de x et une section ¢t € F(V) tels que ¢, = s, pour tout point y € V.
LEMME 1.4. — Le préfaisceau U — FT(U) est un faisceau abélien.
Démonstration. Considérons la projection naturelle

p:Et(F) =[] F. — X
zeU

Une section s € F(U) définit une section s de Et(F) au-dessus de 'ouvert U. Les ensembles
s(U) constituent une base d’ouverts d’une topologie sur Et(JF); pour cette topologie, les
sections s deviennent des homéomorphismes. On dit que Et(F) est l'espace étalé associé a

F. L’ensemble F1(U) est exactement I’ensemble des sections continues sur 'ouvert U de

p : Et(F) —— X. Par suite, c’est un faisceau de groupes abéliens. o

On dispose maintenant d’un morphisme j : ¥ —— FT qui associe & la section s au-

dessus de 'ouvert U la section s. La construction est fonctorielle : un morphisme ¥ — G
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de préfaisceaux de groupes abéliens fournit une morphisme de faisceaux f+ : F* —» GT

rendant commutatif le diagramme

f+

Ft 9+

Pour obtenir la propriété universelle, il suffit de constater que si G est déja un faisceau, alors
G —— GT est un isomorphisme. Montrons d’abord que §(U) —— G1(U) est injective.
Si s € §(U) s’annule dans §7(U), il existe un recouvrement de U par des ouverts U; tels
que s|y, = 0. Alors d’aprés la définition des faisceaux s = 0. Montrons maintenant la

surjectivité : si s € GT(U), il existe un recouvrement ouvert de U par des ouverts U; est

des sections s; € G(U;) telles que s|y, = s;. Alors sur U; ; on a s;

U,; = Sjlu, ;- D’apres
I'unicité, s;|y, ; = s;]u, - Donc les sections s; se recollent en section ¢t € G(U) et on a
évidemment ¢ = s puisque c’est vrai sur les ouverts U;. Reste & vérifier I'unicité de fT.
Si s est une section de F*(U), et U; un recouvrement ouvert sur lequel on dispose de
sections locales s; € F(U;) telles que s|y, = s; la commutativité du diagramme implique

f1(s)|lu, = f(si) ce qui détermine fT(s).

Exercice 1.1

Vérifier que pour tout =z € X, Ff = F,.

Exemples

1. Soit G un groupe abélien. Le faisceau associé au préfaisceau constant G est le

faisceau G qui sera appelé faisceau constant.

2. Sur une variété différentiable M, pour ¢ > 0 le faisceau associé au préfaisceau
U — H{ - (U) est le faisceau nul.

3. Un sous-faisceau ¥ d’un faisceau abélien F est un sous-préfaisceau abélien qui est
un faisceau. Le faisceau quotient F/F est défini par le faisceau associé au préfaisceau
U +— F(U)/F'(U).

3. Plus généralement, si f : ¥ —— G est un morphisme de faisceaux abéliens, le

faisceau Q = (coker f)* est appelé conoyau dans la catégorie des faisceaux abéliens. Pour

tout faisceau de groupes abéliens H on a une suite exacte de groupes abéliens

0 — Mor(Q,H) — Mor(G, H) — Mor(F, H)
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Le faisceau image de f, noté Im f, est le noyau du morphisme canonique § —— Q et on

a encore un isomorphisme de faisceaux
F/ker f ~TIm f;
ceci résulte du lemme suivant :

LEMME 1.5. — Soit f : F —— G un morphisme de faisceauz abéliens. On suppose

que pour tout x € X le morphisme induit
Jz: T - G,
est un isomorphisme. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que pour tout ouvert U de X, I’homomorphisme
de groupes abéliens F(U) — G(U) est un isomorphisme.

1. Injectivité : soit s € F(U) une section sur U dont l'image dans G(U) est nulle.
Alors pour tout = € X le germe f,(s,) est nul et donc s, = 0. Ceci entraine qu'il existe un
recouvrement ouvert U; de X tel que s|y,; d’apres la définition des faisceaux ceci implique
s = 0.

2. Surjectivité : considérons une section ¢ € §(U). Il existe un recouvrement ouvert
U = (U;) de louvert U et des sections locales s; € I'(U;, F) telles que f(s;) = t|u,. Sur
I'intersection U; ; on a d’apres l'injectivité, on a s;|u, ; = s;|u, ;. D’apres la définition des
faisceaux, on peut alors trouver une section s € I'(X, JF telle que s|y, = s;. On a alors

f(s)|u, = tlu, sur chaque ouvert U; ce qui entraine f(s) =t¢. o

Ainsi, les faisceaux de groupes abéliens constituent encore une catégorie abélienne. Il

en de méme de la catégorie des faisceaux de modules sur un faisceau d’algebres donné.

DEFINITION 1.6. — Soit ' —L+ F 2w F deu morphismes de faisceauzr de

groupes abéliens. On dit que cette suite est exacte si les faisceauxr Im f et Ker f coincident.

Il revient au méme de demander que pour tout x € X la suite de groupes abéliens

fz

g
¥, = F, — F

est exacte.

13

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Exemple

Soit X une variété analytique complexe, Q5 le faisceau (d’espaces vectoriels) des
p—formes différentielles holomorphes sur X : il s’agit du faisceau des sections holomorphes

du fibré APT*(X) des p—covecteurs. La différentielle extérieure
. +1
d:QF — QF

est un morphisme C—linéaire caractérisé par les propriétés suivantes :

(1) d®>=0

(2) Pour o € QF et B € QI(U) onad(aAB) =daAf+ (—1)PaAdf

(3) Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U, la forme différentielle df est la
différentielle au sens habituel.

Soit Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X.

LEMME 1.7. — (Poincaré) On a une suite exacte de faisceauxr d’espaces vectoriels
sur X
d 1 d n
0 —C—>0x — Oy — ... — Qx — 0

En fait, le lemme de Poincaré est un peu plus fort : il affirme que si U est un ouvert
isomorphe & une boule de C", le complexe I'(U, Q) des sections sur 'ouvert U est exact
en degré > 0. Le noyau de la premiere différentielle est évidemment ’espace vectoriel des

fonctions constantes sur U, isomorphe a C.

REMARQUE 1.8. — Il arrive souvent qu’on dispose d’une base B d’ouverts de X. La
donnée d’un foncteur contravariant de B a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens
satisfaisant, pour les ouverts de la base, aux conditions de recollement demandées aux
faisceaux dans la définition 1.3 suffit pour reconstruire, de maniere unique un faisceau

abélien.

DEFINITION 1.9. — Si F est un faisceau abélien, 'ensemble des points x € X tels
que F # 0 s’appelle le support de F.

Images directes, image réciproques

Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X —— Y une application continue.

Etant donné un faisceau abélien F sur X, le préfaisceau qui associe a un ouvert V de

Y le groupe abélien F(f~1(V)) est un faisceau abélien. Ce faisceau est appelé I'image
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directe de F par 'application continue f. Si z est un point de X, et y = f(z), on a un

homomorphisme des groupes de germes de sections
fo(F)y — Fo

Ce morphisme n’a aucune raison d’étre un isomorphisme.

Considérons maintenant un faisceau abélien § sur Y; on considere le préfaisceau
abélien sur X défini de la maniére suivante : a 'ouvert U de X on associe le groupe abélien

lim  §(V)
V,f(U)CV

Avec les morphismes de restriction évidents, on obtient ainsi un préfaisceau abélien sur X
n’est pas en général un faisceau abélien. Le faisceau abélien associé s’appelle le faisceau
abélien image réciproque de G. Il est noté f~1(§). L’homomorphisme canonique de groupes

abéliens

est un isomorphisme.

Dans le cas particulier d’'une inclusion d’un sous-espace toplogique X C Y, le faisceau
abélien image réciproque i~1(G) par linclusion canonique i : X < Y est appelé la
restriction de G & X, et noté G|x. Dans le cas out X est un ouvert de Y, c’est le préfaisceau

abélien qui associe & tout ouvert U C X le groupe abélien G(U).

Exercice 1.2
Trouver un exemple montrant que le préfaisceau qu’on vient de définir n’est pas

toujours un faisceau (prendre pour Y un point !).

Exercice 1.3

Soit f : X —— Y une application continue, F et G des faisceaux abéliens sur Y et X

respectivement.

(1) Montrer que ’on a un isomorphisme canonique de groupes abéliens
Hom(f~'(%), 9) =~ Hom(&, f.(9).

(2) En déduire des morphismes canoniques § — f,(f~1(9)) et f~1(f.(F)) — 7.

Exemple : On peut faire la méme chose pour des faisceaux en algebres. Considérons
par exemples deux espaces topologiques X et Y et désignons par Cx (resp. Cy) le faisceau

sur X (resp. Y) des fonctions continues a valeurs complexes. Ces faisceaux sont des

faisceaux en C—algebres. A toute application continue f : X —— Y est associé un

morphisme de faisceaux en algebres f* : Cy — f,.(Cx) qui associe a la fonction continue
u sur 'ouvert V de Y la fonction continue f*(u) = uo f. Ce morphisme peut se voir aussi

comme un morphisme de faisceaux en C—algebres f~1(Cy) — Cx.
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Exercice 1.4

Soient X —— Y un sous-espace topologique fermé d’un espace topologique Y et
it : X — Y linclusion canonique. Soient F et G des faisceaux abéliens sur X et Y

respectivement. Montrer que le morphisme f~!f,F — F est un isomorphisme. Montrer

que le morphisme § —— f.(f71(G)) n’est pas en général un isomorphisme.

2. Variétés algébriques

Sur une variété différentiable, on définit l'algebre des fonctions différentiables a
valeurs réelles. Cette algebre détermine en fait la variété différentiable. En géométrie
algébrique, ce qui joue le role de fonctions différentiables, au moins pour les variétés
algébriques réduites, ce sont les fonctions régulieres. On obtient ainsi une algebre. Cette
algebre ne permet pas de caractériser une variété algébrique en général car il n’y en
a pas assez; par exemple, sur 'espace projectif, les seules fonctions régulieres sont les
constantes. On se doit d’introduire le faisceau des fonctions régulieres. Pourtant dans le
cas des variétés algébriques affines I'algebre des fonctions régulieres globales suffit pour

les caractériser. Dans tout le cours, k& désigne un corps algébriquement clos.
2.1. Espaces annelés

DEFINITION 2.1. — Un espace annelé en k—algébres est un couple (X,0x) formé
d’un espace topologique X et d’un faisceau en k—algébres (commutatives et unitaires) sur

X, appelé faisceau structural.
Un morphisme d’espaces annelés en k—algébres (X, 0x) — (Y,0y) est un cou-

ple (f,¢) formé d’une application continue f et d’un homomorphisme de faisceauz de

k—algébres
¢: 0y — fu(Ox)

On peut composer les morphismes d’espaces annelés ; on obtient ainsi une catégorie ;
la notion d’isomorphisme d’espaces annelés en k—algebres a donc un sens. Si U est un
ouvert de X, il sera muni obligatoirement du faisceau en algebres Oy = Ox|u, ce qui
permet de le considérer comme un espace annelé. Etant donné un espace annelé (X, Ox)
un Ox—module F est la donnée d’un faisceau de k—espaces vectoriels F et pour chaque
ouvert U de X d’une structure de Ox(U)—module sur F(U) tel que pour V. .C U les

homomorphismes de restriction

FU) — F(V)
soient compatibles avec ces structures de modules.
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Un homomorphisme de Ox—modules ¥ —— § est un morphisme de faisceaux

de k—espaces vectoriels tel que pour tout ouvert U l'application F(U) —— G(U) soit

Ox (U)—linéaire. Les morphismes de Ox—modules se composent : on obtient ainsi une
catégorie abélienne. Le groupe abélien des homomorphismes de Ox—modules, souvent
noté Home, (F,9) ou Homx (&, 9) s’il n’y a pas risque de confusion, est alors muni d’une
structure de O(X)—module.

Les sous-modules de Ox s’appellent des idéaux.

Images directes et images réciproques
Soit (f,¢) : (X,0x) — (Y,0Oy) un morphisme d’espaces annelés. Si F est un

Ox—module, l'image directe est muni d’une structure de Oy—module. Si § est un
Oy —modules, le faisceau f*(G) = f—1(9) ®f-1(0y) Ox est un Ox—module appelé image

réciproque de § . On a encore un isomorphisme

Homy (S, f.(F) = Homx (f*(9), F)

fonctoriel en F et G, ce qu’on énonce en disant que le foncteur f, est ’adjoint a droite

du foncteur f*. Il en résulte en particulier des morphismes naturels § —— f, f*(9) et

[*f«(F) — F qui en général ne sont pas des isomorphismes.

2.2. L’espace affine A"

On va munir £ d’une topologie, appelée topologie de Zariski, et d'un faisceau
en k—algebres, appelé 'algebre des fonctions régulieres. L’espace annelé ainsi obtenu
s’appellera l'espace affine; il est noté habituellement A™. On note O(A™) 'algebre des

polynomes sur k™.

DEFINITION 2.2. — On appelle fermé algébrique de A™ une partie de ’espace affine

A™ définie par 'annulation d’une famille de polynomes.

Si S C O(A™) est une telle famille ’ensemble des zéros communs & ces polynémes
est aussi ’ensemble des zéros de 1'idéal engendré par S : I'anneau des polynomes étant
noethérien, un tel fermé est toujours défini par un nombre fini de telles équations. Etant
donné un idéal I C O(A™) on note V(I) le lieu des zéros communs aux éléments de I.
L’application I — V(I) de I'ensemble des idéaux de O(A™) dans l'ensemble des fermés
algébriques est décroissante.

Les fermés algébriques définissent sur A™ une topologie qu’on appelle la topologie de

Zariski ; ceci résulte des remarques suivantes :
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— si I, est une famille d’idéaux, V(3__,In) = NaV(La);
— Si I et J sont deux idéaux, V(I) UV(J) = V(1J)
V(1) = 0:V(0) = &

La topologie de Zariski sur A" est une topologie non séparée.

DEFINITION 2.3. — Un espace topologique est noethérien si toute suite décroissante

de fermés est stationnaire.

PROPOSITION 2.4. — L’espace topologique A™ muni de la topologie de Zariski, est

noethérien.

Démonstration. Ceci résulte de la remarque suivante : si Y est un fermé de A" et
I(Y) l'idéal des polynéomes qui s’annulent sur Y, on a V(I(Y)) =Y.

Soit Y,, une suite décroissante de fermés. Alors la suite d’idéaux de O(A™) est
croissante, et comme 'anneau O(A™) est noethérien, cette suite est stationnaire. Il en

résulte que la suite Y,,, est elle-méme stationnaire. o

PROPOSITION 2.5. — Toute partie de A™ est quasi-compacte pour la topologie de

Zariski.

Ceci signifie que de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement fini.

Cet énoncé résulte en fait d’'un énoncé plus général :

PROPOSITION 2.6. — Soit X un espace topologique noethérien. Alors
(i) Toute partie Y C X est un espace topologique noethérien.

(ii) Tout espace topologique noethérien est quasi-compact.

Démonstration. Commencons par un lemme souvent utile dont nous laissons la

démonstration au lecteur.

LEMME 2.7. — Soit X un ensemble ordonné. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) Toute partie non vide de E a un élément maximal ;

(ii) Toute suite croissante d’éléments de E est stationnaire.

Démonstration de la proposition 2.6 : l'assertion (i) est évidente. Montrons (ii).
Il s’agit de montrer qu’étant donnée une famille (F;);c; de fermés de X non vides
I'intersection F = N;F; est non vide. On peut évidemment supposer que cette famille
est stable par intersection finie. Puisque X est noethérien, dans cette famille il existe un

élément minimal F,,, et on a alors pour tout ¢ € 1
F;NF,, =F,
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par suite F,,, C F;. Mais alors F = F,,, et cette intersection est non vide par hypothese. o

2.3. Fonctions réguliéres

Une partie X C A" est dite localement fermée si elle est I'intersection d’un ouvert et

d’un fermé. Une telle partie sera munie de la topologie induite.

DEFINITION 2.8. — Soient X C A™ une partie localement fermée. Une fonction

f: X —— k est dite régquliére si pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V.C X et

une fonction rationnelle % partout définie sur V telle que

flv = gw

Les fonctions régulieres sur X constituent une sous-algebre, notée O(X), de I'algebre
des fonctions continues sur X. En particulier, en associant a chaque ouvert U de X I’algebre
O(U) des fonctions régulieres sur U, on obtient un faisceau en k—algebres commutatives
et unitaires sur X, noté Ox, qu’on appelle le faisceau des fonctions régulieres sur X; c’est
un sous-faisceau du faisceau (en algebres) des fonctions continues a valeurs dans k. Dans

le cas des fermés algébriques de A™, les fonctions réguliéres sont particulierement simples :

PROPOSITION 2.9. — Soit X un fermé algébrique de A™. Toute fonction réguliére
f: X —— k est la restriction ¢ X d’un polynéme. En particulier, l’algebre des fonctions

réguliéres sur X est isomorphe a l'algébre quotient O(A™)/1 de l’algébre des polynémes par

l'idéal 1 des polynomes qui s’annulent sur X.

Démonstration. Soit f € O(X). Pour tout point 2 € X, on peut trouver un voisinage
ouvert V, de x dans X et des polynomes P, et Q. tels que Q, soit non nul en z et tels

que sur V, on ait

D’autre part, on peut trouver un polyndéme non nul en x et qui s’annule sur le fermé
X'\ V,, de sorte qu’en multipliant (1) par cette fonction, on peut toujours supposer que
I’égalité

fQalx = Pzlx (2)

est vraie sur X. Soit I I'idéal de O(A™) des polynémes qui s’annulent sur X. Considérons
I'idéal J engendré par les polynomes Q.. Ces polynomes n’ont pas de zéros en communs
sur X. Par suite, I'idéal I 4+ J n’a pas de zéro sur A™. Or, on dispose du “petit” théoreme

des zéros de Hilbert :
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THEOREME 2.10. — Soit m un idéal mazimal de O(A™). Alors m est l'idéal des

polynomes qui s’annulent en un point r € A™.

Il en résulte que I+ J = (1). Ceci signifie qu’il existe des points x1, ...,z € X et des
polynomes Ry, ..., Ry tels que

¢
E RiQz, = 1modl
i=1

Il en résulte que dans O(X)
¢
f =) RiPsx
i=1
ce qui prouve que f est la restriction a X d’un polynoéme. o

2.4. Variétés algébriques réduites

Dans cette section et la suivante, les variétés considérées seront supposées réduites.
Les variétés algébriques non obligatoirement réduites seront introduites dans la section
2.6.

DEFINITION 2.11. — Une variété algébrique affine réduite sur k est un espace annelé
en k—algébres (X, 0x) isomorphe a l’espace annelé défini par un fermé algébrique d’un

espace affine, muni du faisceau des fonctions réguliéres.

On oubliera souvent dans les notations le faisceau structural. Comme dans le cas
des fermés algébriques de l'espace affine A", ce faisceau structural peut étre vu comme
sous-faisceau du faisceau sur X des fonctions continues a valeurs dans k. Une telle fonction
U —— £ sera encore dite réguliere. L’algeébre Ox , des germes au point € X de fonctions
régulieres est un anneau local, dont I'idéal maximal en x est 1'idéal des germes de fonctions
réguliéres qui s’annulent en z. En effet, le complémentaire de cet idéal est formé de germes
de fonctions régulieres non nulles en x, et ces fonctions régulieres sont inversibles au
voisinage de z; donc leur germe est inversible en x. Cette propriété n’est pas en général

satisfaite pour les espaces annelés en k—algebres quelconques.

DEFINITION 2.12. — Une variété algébrique réduite sur k est un espace annelé
(X, 0x) satisfaisant auzx conditions suivantes
— tout point x € X a un voisinage ouvert affine ;

— [’espace topologique sous-jacent X est noethérien.
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Dans la pratique on ajoutera une condition dite de séparation qui sera décrite plus
tard. L’espace topologique X est noethérien si et seulement si on peut recouvrir X par un
nombre fini d’ouverts affines. On dit aussi que X est de type fini. Ici encore, le faisceau
Ox se plonge dans le faisceau des fonctions continues a valeurs dans k. Les fonctions ainsi

obtenues s’appellent des fonctions régulieres.

DEFINITION 2.13. — Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme des

espaces annelés sous-jacents.

Soient X et Y deux variétés algébriques. Une application continue f : X — Y est

appelée réguliere si pour toute fonction réguliere u : V —— k sur un ouvert V de Y

I'application f*(u) = uo f définie sur f=1(V) est réguliere. Si Y est un fermé algébrique
d’un espace affine AP, cela signifie simplement que les composantes f; (i =1,...,p) de f
sont des fonctions régulieres sur X.

Une telle application réguliere définit un morphisme de faisceaux en k—algebres

f*: 0y — f.(Ox) et par suite un morphisme d’espaces annelés

(£, ) (X,0x) — (Y, 0y).

On verra dans la section 2.5 qu’en fait, dans les cas de variétés algébriques réduites,

tout morphisme d’espaces annelés (f, ¢) : (X,0x) — (Y,Oy) est de cette forme. Une

application réguliere f : X —— Y est un isomorphisme si f est inversible et si f et f~—!

sont des applications régulieres. Il revient au méme de dire que le morphisme d’espaces

annelés associés est un isomorphisme. On dit aussi que f est biréguliere.

PROPOSITION 2.14. — Les ouverts et les fermés d’une variété algébrique héritent

d’une structure de variété algébrique.
Démonstration. Commencons par les ouverts. Cela résulte du lemme suivant :
LEMME 2.15. — Toute variété algébrique X a une base d’ouverts affines.

Démonstration. 1l suffit de le démontrer pour un fermé algébrique de A™. On doit se
convaincre que tout ouvert U d’un fermé algébrique Y de A™ peut étre recouvert par des
ouverts affines. Or, le complémentaire de U est défini dans le fermé Y par I’annulation d’un
nombre fini de polynémes (Py,...,Py). Considérons 'ouvert U; de Y défini par P; # 0.
On a

U=U,U,.

21

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

I suffit donc de vérifier que si f est une fonction réguliere sur Y, 'ouvert Y, des points

de Y ou f ne s’annule pas est isomorphe a un fermé algébrique affine. Mais ’application
Y; — Y x Al définie par

b
/(@)

x v (z, )
est un isomorphisme de Y ¢ sur le fermé algébrique de A™ x A! défini par les couples (z,y)

tels que f(z)y = 1. Ainsi, Y est isomorphe & un fermé algébrique de A"*1. g

D’apres la proposition 2.6 tout sous-espace de X est noethérien, ce qui démontre que

lespace annelé (U, Oy) est une variété algébrique.

Venons-en aux fermés. Si Y est un fermé de la variété algébrique X, on le munit
du faisceau structural Oy obtenu comme image de Ox|y dans le faisceau des fonctions
continues Cy sur Y par le morphisme de restriction Ox|y — Cy. On peut aussi le
décrire en introduisant le faisceaux d’idéaux Jy C Ox des fonctions régulieres s’annulant
sur Y : ce faisceau est canoniquement isomorphe au faisceau quotient Ox/Jy|y. Si U un
voisinage ouvert affine de x € Y dans X, l'intersection Y N U est un fermé d’une variété
algébrique affine, sur lequel le faisceau des fonctions régulieres a déja un sens. De plus, il

résulte de la proposition 2.21 que si le morphisme de restriction
Ox(U") — Oynu(YNU")

est surjectif pour tout ouvert affine U’ C U. Il en résulte le faisceau Oy |y coincide avec
le faisceau des fonctions régulieres sur Y N U, vu comme fermé algébrique de la variété
affine U. Ainsi, tout fermé Y d’une variété algébrique X hérite d’une structure de variété

algébrique. o

Un ouvert d’une variété algébrique affine n’est pas en général affine. Nous allons par

exemple montrer que 'ouvert U = A% — {0} n’est pas affine.

PROPOSITION 2.16. — Soient X une variété algébrique affine réduite, et A = O(X)

Ualgébre des fonctions réguliéres sur X. Soit Spec(A) l'ensemble des idéaux mazimauz
de A. L’application X — Spec A qui associe au point x € X lidéal m, des fonctions

régulieres s’annulant en x est bijective.

Cet énoncé est évident pour un fermé algébrique de A™ : la seule difficulté est la
surjectivité ; on a déja vu que c’est une conséquence du théoreme des zéros de Hilbert (cf.

proposition 2.10).
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Considérons 'ouvert U = A2 — {0} et I'algébre O(U) des fonctions régulieres sur U.

Considérons le diagramme commutatif

U Spec(0O(U))

A? — Spec(O(A?))

dans lequel les fleches horizontales associent & un point 1’idéal maximal des fonctions
régulieres s’annulant en ce point. La premiere fleche horizontale est bien injective. Mais

elle n’est pas surjective : en effet, il est facile de constater que le morphisme de restriction

O(A?%) — O(U) est un isomorphisme. Puisque U — A? n’est pas surjective, il en est

de méme de la fleche U — Spec(O(U)). Donc U n’est pas une variété algébrique affine.

L’espace projectif P,
Considérons le quotient P,, = A”*t — {0} /k*. Ce quotient, appelé espace projectif
de dimension n, s’identifie & ’ensemble des droites vectorielles de k" *!; on le munit de la

topologie quotient de la topologie de Zariski par la projection canonique
7 A" {0} — P,.

Traditionnellement, on note [x] la classe d’un point x € k"*1\ {0}. On équipe P,, du sous-

faisceau en k—algebres Op, = 7, (O An+1_{0})k* des fonctions régulieres k* —invariantes.
LEMME 2.17. — L’espace annelé (P, Op,) est une variété algébrique.

Démonstration. Montrons qu’on peut recouvrir IP,, par des ouverts affines. Désignons
par A; le sous-espace affine de A™*! des points z = (zg,...,7,) tels que x; = 1, et
considérons 'ouvert U; de P,, défini par les points [z] tels que z; # 0. On considere les
homéomorphismes «; : U; — A; définis par ¢;([z]) = ;= Si f est une fonction réguliere
sur un ouvert V de A;, la fonction o (f) est une fonction réguliere sur I'ouvert a; *(V);

on obtient ainsi un morphisme de faisceaux en k—algebres Op, — a;.(Op, |u,) qui est

un isomorphisme. On obtient ainsi un isomorphisme d’espaces annelés

(aha;k) : (Ui’OPn Ui) — (Ai’OAq‘,)

Ainsi, l'espace annelé (P,,, Op, est recouvert par les ouverts affines U;. Ces ouverts étant

en nombre fini, I’espace projectif IP,, est trivialement noethérien. o

Exercice 2.1 Montrer que cette variété algébrique réduite n’est pas affine.
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2.5. Morphismes et applications réguliéres

On a vu que les faisceaux structuraux des variétés réduites étaient des faisceaux de
fonctions continues. On se propose de montrer que tout morphisme de variétés algébriques
réduites (X,0x) — (Y,0y) est de la forme (f, f*), ou f* désigne le morphisme qui

associe a la fonction réguliere u sur ouvert V de Y la fonction réguliere f*(u) = wo f sur

I'ouvert f~1(V). En particulier, un tel morphisme est déterminé par I’application continue

f X —— Y sous-jacente a un tel morphisme.
THEOREME 2.18. — Soient X et Y deuz variétés algébriques réduites et

(f7 ¢) : (X7 OX) - (Ya OY)
un morphisme de variétés algébriques. Alors [ est réguliere et ¢ = f*.

LEMME 2.19. — Soit ¢ : B—— A un morphisme d’algebres de type fini sur k.

L’image réciproque d’un idéal mazimal m de A est un idéal mazimal de B.

Démonstration. D’apres le théoreme des zéros de Hilbert, I’homomorphisme de

corps k — A/m est un isomorphisme. Considérons le morphisme de k—algebres

¢ : B —— A/m. Alors I'image réciproque ¢~!(m) est un idéal premier et le plongement

induit par ¢
B/¢p  (m) — A/m=Fk

montre que ’algebre quotient de gauche est un k—espace vectoriel de dimension 1. Donc

¢~ 1(m) = n est un idéal maximal de B. o

Démonstration du théoreme 2.18
La question est locale sur Y. On peut donc supposer que Y est une variété affine. De

plus si on recouvre X par un nombre fini d’ouverts affines X;, on obtient un plongement
f(Ox) — @i fiu(Ox,)

ou f; est la restriction de f a X; qui associe a la fonction réguliere u € O(V) la famille
(u| f;l(v)). Ceci nous ramene au cas ou X et Y sont des variétés affines.

On suppose désormais que X et Y sont affines, et on désigne par A = O(X) et
B = O(Y) les algebres de fonctions régulieres sur X et Y respectivement. Considérons un
point x € X ; désignons par m I'idéal maximal de A associé a x ; d’apres le lemme ci-dessus,

¢~ 1(m) = n est un idéal maximal de B. Montrons que cet idéal maximal est I’idéal des
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fonctions régulieres qui s’annulent en y = f(z). Considérons le morphisme induit par ¢

sur les algebres locales ; on a un diagramme commutatif

¢

B A

P

OY,y — OX,z

Il en résulte que I'image réciproque par ¢, de I'idéal maximal m, de Ox , est un idéal
premier contenant nOy ,. L’idéal nOy , est donc propre, et par suite n est contenu dans
I'idéal maximal m, de B des fonctions régulieres sur Y qui s’annulent en y. Il est donc

égal a cet idéal maximal. Il y a alors factorisation

B

evy evy
k— k

ou les morphismes ev, et ev, sont les morphismes d’évaluation en x et y respectivement.
Le morphisme d’algebres unitaires k —— k obtenu par passage au quotient est obliga-

toirement 'identité. On a donc pour u € B = O(Y) et tout point z € X

p(u)(x) = u(f(x)).
Autrement dit, ¢ = f*. Si V est un ouvert affine de Y, on en déduit que cette égalité reste
vraie pour le morphisme O(V) —— O(f~1(V)) induit par ¢ (en recouvrant f~(V) par
un nombre fini d’ouverts affines). Il en résulte qu’en tant que morphismes de faisceaux
Oy — f«(Ox)ona¢ = f* Que f soit réguliere résulte de la définition d’une application

réguliere. o

PROPOSITION 2.20. — Soient X et Y deuz variétés algébriques affines et réduites.
(i) L’application f — f*

Mor(X,Y) — Homy,(0(Y), 0(X))

est bijective.
(ii) Un morphisme f : X —— Y est un isomorphisme si et seulement si f* est un

isomorphisme.
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L’assertion (ii) est une conséquence de (i). Si f : X —— Y est un isomorphisme, les
égalités f*o(f~1)* = ido(y) et (fHrof*= idp(x) montrent que f* est un isomorphisme
d’algébre. Réciproquement, si f* est un isomorphisme, Iinverse (f*)~! provient d’un
morphisme g : Y —— X. Il est immédiat de vérifier que ce morphisme est alors l'inverse
de f.

Nous démontrerons 'assertion (i) en méme temps que la proposition ci-dessous. Le
foncteur X — O(X) associe & une variété affine X une k—algebre O(X). Cette algebre
n’est pas quelconque : elle est de type fini et réduite, c’est-a-dire qu’elle n’a pas d’élément
nilpotent non nul. La proposition suivante dit toutes les algebres de type fini réduites sont

de cette forme :

PROPOSITION 2.21. — Une k—algébre de type fini réduite A est isomorphe a l’algébre

des fonctions régulieres sur une variété algébrique affine.
On rassemble les deux propositions ci-dessus dans ’énoncé suivant :

THEOREME 2.22. — Soit Affy oq la catégorie des variétés algébriques sur k, affines
et réduites, et Algy ..q celle des k—algebres de type fini réduites. Le foncteur

Aﬁk,red - Algk,red

qui associe  une variété algébrique affine réduite X ’algébre O(X) des fonctions réguliéres
sur X et a tout morphisme f de telles variétés algébriques I’homomorphisme f* est une

équivalence de catégories.

On va en fait associer canoniquement a toute k—algebre de type fini A un espace
annelé (X, 0x), et ceci de maniere fonctorielle. Pour vérifier que cet espace annelé est
une variété algébrique affine et réduite si A est réduite, le théoréme des zéros de Hilbert
intervient de maniere essentielle. Nous en donnons deux versions. La premiere version est
vraie sur un corps quelconque. Rappelons d’abord que si I un idéal d’un anneau A, le

radical de I est idéal de A des éléments x € A dont une puissance appartient a I.

THEOREME 2.23. — Soit k un corps et A une k—algébre de type fini. Soit I un idéal

1

de A. Le radical de 1 est U'intersection des idéauxr mazimauz contenant 1.

L Sur un anneau commutatif et unitaire quelconque, le radical d’un idéal est ’inter-
section de tous les idéaux premiers qui le contiennent. C’est une des raisons pour lesquelles
la théorie des schémas fait intervenir tous les idéaux premiers, et non seulement les idéaux

maximaux.
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Cet énoncé est vrai méme si k n’est pas algébriquement clos, et c’est ce qui permet de
9
remplacer dans ce cadre le théoreme des zéros classique, valable si k est algébriquement

clos et que nous énoncons maintenant :

THEOREME 2.24. — (Théoréme des zéros de Hilbert) On suppose que k est un corps
algébriquement clos. Soit 1 un idéal de O(A™) et Z = V(I) le fermé des zéros de 1 dans

A™. L’idéal des polynémes qui s’annulent sur Z est le radical de 1.

Le deuxiéme énoncé résulte du premier : en effet, si m, est I'idéal maximal de I’algebre
A = O(k™) des polynomes s’annulant en 2z € V(I) Papplication Z — Spec(A) définie par
x +— m, est injective et a pour image I’ensemble des idéaux maximaux contenant I d’apres

le théoreme 2.10. L’intersection de ces idéaux maximaux est exactement 1’ensemble des

polynoémes s’annulant sur V(I) qui est donc le radical de I d’apres I’énoncé 2.24.

Construction de l’espace annelé associé a A.

Soit A une algebre de type fini. On considere 'ensemble? X = Spec(A) des idéaux
maximaux de A, équipé de la topologie suivante : les fermés sont les ensembles de la forme
V(J) C Spec(A) des idéaux maximaux de A contenant un idéal J donné. Si f € A, les
ouverts Xy des idéaux maximaux m qui ne contiennent pas f constituent encore une base
d’ouverts de X = Spec(A).

Exercice 2.2

Vérifier que les parties V(J) sont bien les fermés d’une topologie sur Spec(A).

On pose
O(Xy) = Ay

. N . U N . R . T .
ou Ay désigne l'algebre des fractions — ou u € A relative a la partie multiplicative

{f™,n >0} de A. On se propose de montrer que ceci définit un faisceau en k—algebres

sur Spec(A). Pour ceci, nous devons définir les morphisme de restriction.

LEMME 2.25. — Soient f et f' deuz éléments de A. Alors Xy C Xy si et seulement
si lélément f' appartient au radical de l'idéal (f), c¢’est-a-dire qu’il existe un entier n > 0
tel que [ divise f'™.

Démonstration. La version 2.23 du théoreme des zéros de Hilbert dit que ’application
qui associe a un idéal I de A égal a son radical le fermé V(I) est inversible : elle a

pour inverse I'application qui associe a un fermé F de Spec(A) l'idéal I = Nimepm ; cette

2 La tradition désigne par Spec(A) le schéma des idéaux premiers d’un anneau A. Dans

le cadre des algebres de type fini, on peut se limiter au spectre maximal.
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application renverse les inclusions. L’inclusion X C Xy est équivalente a I'inclusion des

fermés V(f) C V(f’) de Spec(A) ce qui est équivalent au fait que f’ appartient au radical
de (f). o

On en déduit que si Xy C Xy, f devient inversible dans I’algebre des fractions Ay.

La propriété de 'anneau des fractions fournit alors un homomorphisme d’algebres
A — Ay

qui sera dit homomorphisme de restriction satisfaisant, sur les ouverts de la base considérée
aux conditions demandée dans la définition 1.1. Montrons que ceci définit un faisceau
d’algebres sur X = Spec(A). Considérons un recouvrement X; = U;c1Xy, par des ouverts

distingués. Alors V(f) est l'intersection des fermés V(f;). Il s’agit de montrer
1) lapplication Ay — [, Ay, est injective.
L’espace topologique Spec(A) est évidemment noethérien ; il en résulte que I'on peut

supposer que le recouvrement est fini. Si f—n s’annule dans Ay, , il existe un entier m > 0

tel que f"u = 0. Or dans I'algebre de type fini Ay, il n’y a pas d’idéal maximal contenant

(f7™). Donc l'idéal engendré par les f/™ est ’anneau tout entier ; par suite, il existe v; € Ay

> wifh=1.

tel que dans Ay

Il en résulte évidement que u = 0.

2) L’intersection Xy, N Xy, coincide avec I'ouvert Xy, ¢ ; on doit montrer qu’étant
donnée une famille s; d’éléments de Ay, tels que s; = s; dans Ay, #, provient d’une section
s € Ay. Commencons par extraire un recouvrement fini (Xy,);er de Xy. On écrit dans
A,

Usg

[
7

Il existe alors un entier m tel que pour tout ¢ et 5 € F on ait

(fif )™ (uif;? —uy f7') =0

S; =

Comme ci-dessus, on peut trouver des éléments a; € Ay tels que

Yo =1

JjEF

dans Ay. L’égalité ci-dessus entraine alors s; = > . p aju;fi* dans Ay, pour i € F ce

jeF
qui prouve que la fraction s =) jagug i de A¢ a pour image s; dans Ay,. Maintenant,

pour les autres 4, on considere le recouvrement Xy, r. de U; = Xy,. Les sections s|y, et s;

doivent coincider parce qu’elles coincident sur chacun de ces ouverts. o
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PROPOSITION 2.26. — Si A est une algébre de type fini réduite, ’espace annelé

X = Spec(A) ci-dessus est une variété algébrique affine réduite.
Démonstration. Considérons une présentation
a:OA") /1 "+ A

de A comme quotient d’une algebre de polynomes par un idéal I. Soit Y = V(I) le fermé
algébrique de A" défini par les zéros communs aux éléments de I. Puisque A est réduite,
d’apres le théoreme des zéros I'idéal I est égal a son radical ; I’algebre quotient est ’algebre
des fonctions régulieres sur Y. L’isomorphisme « ci-dessus peut donc étre vu comme un
isomorphisme de 1’algebre des fonctions régulieres sur Y sur I'algebre A. On a alors une
bijection

¢:Y — X = Spec(A)

qui associe a un point z € X I'idéal maximal de A correspondant aux fonctions régulieres
qui s’annulent en x. Considérons un ouvert principal X; défini par un élément f € A,
auquel correspond une fonction réguliere g € O(Y) et un ouvert principal Y, de Y. Alors
#(Y4) = Xy ce qui prouve que ¢ est un homéomorphisme. Il reste a identifier les faisceaux
structuraux des deux espaces annelés. Il suffit de construire un isomorphisme d’algebre

O(Y,4) ~ Ay compatible avec la restriction a des ouverts principaux plus petit.

LEMME 2.27. — Soit Y wune variété algébrique affine réduite, et g € O(Y) une

fonction réguliere. On a un isomorphisme canonique
O(Y)g = 0(Y,)
Démonstration. Sur l'ouvert Y, la fonction réguliere g est inversible. Il résulte

de la propriété universelle de l'anneau des fractions relatif a la partie multiplicative

S = {g",n € N} que le morphisme de restriction O(Y) — O(Y) se factorise suivant un

u(y)
gy

Montrons l'injectivité : si la fonction réguliere de droite s’annule, alors u s’annule sur

u
morphisme O(Y), — O(Y,) qui associe a la fraction — la fonction réguliere y —
g

791 est nulle. Montrons la surjectivité :

Iouvert g # 0. Donc ug = 0 et la fraction v
gr gt

pour ceci on identifie Y, avec le fermé algébrique de Y x Al défini par les couples (y, 1)
tels que g(y)t = 1, par le morphisme y — (y, ﬁ) Une fonction réguliere sur Y x Al est
uit’, ott u; € O(Y). Par suite,

induite par un polynoéme (cf. proposition 2.9) s’écrit ) .,

une fonction réguliere sur Y, s’écrit
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et donc provient d’une fraction de O(Y),. o©

Ceci achéeve la démonstration de la proposition 2.26 et démontre en particulier
la proposition 2.21, puisque A est isomorphe & l’algebre des fonctions régulieres sur
Spec(A). o

Démonstration du théoreme 2.22

On va définir un foncteur contravariant Alg, ,oq — Affy, roq. On sait déja associer
a une algebre de type fini réduite A une variété algébrique affine réduite Spec(A).
Considérons maintenant un morphisme d’algebres de type fini réduites ¢ : A —— B;

on lui associe une application
f:Y =Spec(B) — X = Spec(A)

en posant f~1(m) = ¢~(m) : cet idéal premier est bien un idéal maximal d’apres le
lemme 2.19. Si a € A, I'image réciproque de 'ouvert X,, est formé des idéaux maximaux
m de B tels que o ¢ ¢~ (m) c’est-a-dire tels que () ¢ m. Ainsi f~1(Xa) = Yy(a). Ceci
prouve que f est une application continue. De plus, d’apres la propriété universelle de
'algebre des fractions, I’homomorphisme d’algebres A —— By, se factorise suivant le

diagramme

Ao — By(a)

ce qui fournit un morphisme de faisceaux en k—algebres noté encore ¢ : Ox — f.(Oy).

On a donc associé & un morphisme d’algebres de type fini réduites ¢ : A —— B un

morphisme de variétés algébriques réduites

(f¢) : Spec(B) — Spec(A)

souvent noté Spec ¢. Bien siir, sur les sections globales on retrouve le morphisme d’algebres
¢ initial. On a donc obtenu un foncteur ¥ : A — SpecA et un isomorphisme A ~
O(Spec(A)) clairement fonctoriel en A.

Il reste a construire pour toute variété algébrique affine réduite X un isomorphisme
X —— Spec(0(X))
fonctoriel en X. Il suffit de vérifier que 'isomorphisme déja décrit qui associe a x € X

I'idéal maximal m, de O(X) des fonctions régulieres s’annulant en = est fonctoriel en X.
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Il s’agit donc de vérifier que f : X —— Y est un morphisme, le diagramme

X — SpecO(X)

Y — SpecO(Y)

est commutatif. Puisque les variétés sont réduites, d’apres le théoreme 2.18 il suffit de
vérifier que ce diagramme est commutatif au niveau des application continues sous-
jacentes. Mais si z € X, on a f*(my(,)) C m, et donc I'idéal maximal my(,) est I'image

réciproque de m, par f*, ce qui fournit la commutativité du diagramme.

Remarquons que le morphisme d’algebres O(X) — O(X) induit par I'isomorphisme
X — = Spec(9(X)) est lidentité de O(X). Ceci entraine la proposition 2.20. En
effet si o : O(Y) —— O(X) est un morphisme d’algebres, le morphisme associé

Spec(O(X)) — Spec(O(Y)) fournit un morphisme de variétés algébriques f : X — Y.
Il n’ y a aucune difficulté pour vérifier que I’application ¢ — f ainsi obtenue est I'inverse

de 'application f — f*. o

Exercice 2.3

On considere le morphisme A —— A2 défini par t —— (t2,¢3). Montrer que ce

morphisme est une application bijective sur la sous-variété algébrique fermée réduite

définie par les couples (z,%) tels que 2° = y2, mais que ce n’est pas un isomorphisme.

2.6. Variétés algébriques

La construction de 'espace annelé Spec(A) donnée ci-dessus n’utilise pas le fait que
P’algebre de type fini A est réduite. Elle s’étend donc en fait & toute algebre de type fini,
méme non réduite. Si A = O(A™)/I, cet espace annelé est isomorphe a ’espace annelé
d’espace topologique sous-jacent Y = V(I), et qui associe & l'ouvert principal Y; de Y

I'algebre des fractions Ay. Par définition, 1'algebre des sections globales est A.

DEFINITION 2.28. — On appelle variété algébrique affine sur k un espace annelé
(X,0x) en k—algébres isomorphe au spectre (mazximal) d’une k—algébre de type fini.

L’algébre des sections globales est notée O(X).
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DEFINITION 2.29. — On appelle variété algébrique® sur k est un espace annelé en
k—algébres dont tout point posséde un voisinage ouvert affine, et dont ’espace topologique
sous-jacent est noethérien. Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme des

espaces annelés sous-jacents.

En général, le faisceau structural n’est plus un faisceau de fonctions. Toutefois
'algebre des germes Ox , en un point = € X est une algebre locale (¢f. lemme ci-dessous)
dont le corps résiduel est canoniquement isomorphe a k. On pourra donc parler de la

valeur en x d’une section définie au voisinage de .
L’algebre locale d’une variété algébrique

PROPOSITION 2.30. — Soit A une algébre de type fini, et X = Spec A. Soit m un
point de Spec A, correspondant a un idéal mazimal m de A. L’algebre Ox . des germes de
sections du faisceau structural est isomorphe a la localisée Am de A en l’idéal maximal

m.

Démonstration. On considere les ouverts principaux Xy contenant x, définis par des

éléments f € A. On a donc f ¢ m. Donc ’élément f est inversible dans Am. On a donc
un homomorphisme d’algebres O(Xy) = Ay — Am compatible avec la restriction a des
ouverts principaux plus petits ; par conséquent, ce morphisme passe a la limite inductive :
on obtient un homomorphisme d’algebres

OX,x - Am

Montrons que cet homomorphisme est bijectif.
Injectivité : siu € O(X¢) s’annule dans A, il existe un élément s ¢ m tel que su = 0.

Alors dans Ay on a u = 0. Donc la restriction de u a I'ouvert principal X, est nulle.

u
Surjectivité : Soit v = — un élément de l’algebre locale Ay , ot u € A et s ¢ m. On
s

u
a donc par définition m € Xy et la fraction — a un sens dans O(X;). Son germe a pour
5

image v dans A,,. D’ou la surjectivité. o

On peut donc associer a une section f de Ox sur un ouvert U une fonction U — k.

3 La terminologie varie suivant les auteurs. Beaucoup d’auteurs réservent le nom de
variété algébrique au cas des variétés integres, c’est-a-dire irréductibles et réduites. La
notion introduite ici est équivalente a celle de schéma affine de type fini sur k ; pourtant,
les espaces topologiques sous-jacents ne sont pas exactement les mémes : si A est une
algebre de type fini sur k, le schéma affine qu’'on note aussi traditionnellement Spec(A)
a pour espace topologique sous-jacent ’ensemble de tous les idéaux premiers de A muni

d’une topologie analogue a celle qu’on a définie.
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LEMME 2.31. — Soit X une variété algébrique de faisceau structural Ox . Soit Cx
le faisceau des fonctions continues sur X.
(i) Les fonctions associées aux sections locales de Ox sont continues.

(ii) Le noyau de I’homomorphisme de faisceauxr en k—algébres ainsi obtenu
Ox — Cx
est ’tdéal des éléments nilpotents.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X = Spec A, et

considérer les fonctions définies sur Spec A. Soit A,.q I'algebre quotient de A par I’idéal
des éléments nilpotents. On a un homéomorphisme Spec A,y — Spec A et par cet

homéomorphisme, les fonctions associées aux éléments de A deviennent les fonctions
régulieres sur la variété algébrique affine réduite Spec A,.q. Ce sont donc des fonctions

continues (c¢f. proposition 2.26). L’algebre des fonctions obtenues s’identifie & A,.q et le

noyau de A —— A, .q est par définition I'idéal des éléments nilpotents de A. o

Si (X, Ox) est une variété algébrique, on dispose d’un faisceau en algebres quotient de
Ox par Iidéal N des éléments nilpotents. On obtient ainsi un espace annelé (X,eq, OXre d) ;

les espaces topologiques sous-jacents a X et X,eq sont les mémes; on a un morphisme
canonique (Xyed, Ox,4) — (X,0x) qui n’est pas un isomorphisme en général. Si

X = Spec(A) I'espace annelé associé n’est autre que Spec(A eq), 0l A eq est le quotient de
A par I'idéal de ses éléments nilpotents ; ceci prouve que X,oq est une variété algébrique

réduite. L’énoncé 2.22 s’étend tel quel aux variétés algébriques :

THEOREME 2.32. — Soit Affy la catégorie des variétés algébriques affines, et Alg

celle des algébres de type fini sur k. Le foncteur contravariant
O Aff, — Alg,

qui associe a la variété affine (X,0x) lalgébre O(X) et a tout morphisme (f,¢) :
(X,0x) — (Y,0y) le morphisme d’algébres ¢ : O(Y) —— O(X) est une équivalence

de catégories.

Démonstration. On a un foncteur ¥ : A +— SpecA et un isomorphisme A ~
O(Spec(A)) clairement fonctoriel en A : la construction donnée dans le cas réduit s’étend
sans changement aux cas des algebres de type fini sur £ quelconques. Il reste a construire

pour toute variété affine X un isomorphisme
X —— Spec(0(X))
fonctoriel en X. Ici nous ne pouvons plus invoquer le théoreme 2.18 qui est spécifique au

cas des variétés réduites.
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LEMME 2.33. — Soit Vary la catégorie des variétés algébriques sur k. Considérons
une k—algébre A de type fini et le foncteur contravariant Vary —— Ens qui associe a la
variété algébrique X l'ensemble des homomorphismes de k—algebres Homg o (A, O(X)), et a
un morphisme g : X —— Y de Vary, l'application Hom,je (A, O(Y)) — Homy (A, O(X))
définie par v — g*v. Ce foncteur est représentable par la variété affine Spec A, munie du

morphisme canonique ¢ : A —— O(Spec A).

Dans cet énoncé, ¢g* est ’homomorphisme d’algebres O(Y) —— O(X) associé au

morphisme de variétés algébriques g. Dans le cas ou les variétés seraient réduites, les

algebres sont des algebres de fonctions continues, et g* est la composition par g. L’énoncé

signifie que pour tout homomorphisme d’algebres ¢ : A —— O(X) il existe un morphisme

de variétés algébriques g : X —— Spec A unique tel que g*¢ = .

Démonstration. Considérons un homomorphisme de k—algebres ¢ : A —— O(X).

Montrons d’abord 'existence d’un morphisme g : X —— Spec A tel que g*¢ = .
Un point x € X définit un idéal maximal m, de O(X) et par suite une application
g : X — SpecA définie par z +— ¢~ !(m,). Cette application est continue : en effet,

considérons I'ouvert Yy de Y = Spec A défini par un élément f € A. L’image réciproque
de Y est exactement I'ensemble X, () des points ot la section ¢(f) de O(X) ne s’annule
pas. D’apres le lemme 2.31 cette section est continue : X, () est donc un ouvert de X. La

section ¢(f) est inversible sur I'ouvert X, sy et la propriété universelle de I’algebre des
fractions Ay fournit un homomorphisme d’algebres Ay —— O(X,(y)) compatible avec la
restriction & des ouverts principaux plus petits. On obtient donc un homomorphisme de

faisceaux en k—algebres

(U OSpecA - g*(OX)

Ainsi, on a obtenu un morphisme de variétés algébrique g : X —— Spec A. Sur les sections

globales le morphisme g*¢ est par construction ¢.

Montrons 'unicité du morphisme g. Soit g : X — Spec A un morphisme de variétés
algébriques. Il s’agit de montrer que g est déterminé par I’homomorphisme d’algebres
v = g*¢ : A —— O(X). Considérons un point =z € X, et l'idéal maximal m de A

défini par le point g(z). La méme démonstration que pour le théoreme 2.18 montre

que l'image réciproque de 'idéal maximal m, des sections de O(X) s’annulant en x par
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I’homomorphisme ¢ est I'idéal maximal m, ce qui montre que I'application continue sous-

jacente a g est déterminée par ¢. De plus, le diagramme commutatif en tout point x € X

A (p

O(X)

Am

OX@

montre que le morphisme de faisceaux Ogpec o — g«(0x) est déterminé par . Ceci

prouve le lemme. o

COROLLAIRE 2.34. — Soient A une algébre de type fini sur k, et X une variété

algébrique. L’application
Mor(X, Spec A) —— Hom,j, (A, O(X))
définie par g — g*¢ est bijective.

Cette application est fonctorielle en A et X. En particulier, si X est une variété

algébrique affine, O(X) est une algebre de type fini; on obtient un morphisme de variétés
algébriques f : X —— Spec(O(X)) associé a l'identité de O(X). Ce morphisme est

fonctoriel en X.

COROLLAIRE 2.35. — Sur la catégorie des variétés algébriques affines sur k, le

morphisme fonctoriel

f: X —— SpecO(X)
est un isomorphisme.

Démonstration. Par construction, le morphisme f ci-dessus est le seul morphisme

X —— SpecO(X) rendant commutatif le diagramme
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Il suffit par fonctorialité de démontrer que le morphisme f est un isomorphisme quand

X = SpecA, ou A est une algebre de type fini. On a alors un isomorphisme ¢ :
A—" O(X). Dans lisomorphisme du corollaire 2.34, le morphisme composé f :

Spec ¢
_—

) QU Spec(O(X)) Spec A correspond & ¢, comme on le voit par fonctorialité

sur la catégorie Affy. Il en résulte que ce morphisme composé n’est autre que l'identité de
Spec A. Puisque ¢ est un isomorphisme, il en est de méme du morphisme Spec ¢ et donc
de f. o

COROLLAIRE 2.36. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines. L’application
naturelle Mor(X,Y) —— Hom,iz(0(Y), O(X)) définie par f — f* est bijective.

Démonstration. 11 est clair que le corollaire ci-dessus montre l’injectivité de
cette application. Montrons la surjectivité. Soit v : O(Y) —— O(X) un morphisme
de k—algebres. Le corollaire ci-dessus montre que le morphisme associé Specwv

Spec(O(X)) — Spec(O(Y)) provient d’un morphisme de variétés algébriques u :

X —— Y. Dans le diagramme commutatif

0(Y) —% 0(Spec(0(¥))) L+ 0(Y)

*

0(X) —% 0(Spec(0(x))) L+ 0(x)

les composées des fleches horizontales coincident avec 'identité. Ceci montre que u* = v.

D’ou la surjectivité. o
Le corollaire 2.36 acheéve la démonstration du théoreme 2.32 o

Exemple.
Considérons les algebres A = O(A!)/(2) et

B =0(Ah)/(z?).

Les variétés algébriques sous-jacentes & Spec A et Spec B ont un espace topologique sous-
jacent réduit a un point. Pourtant, ces variétés ne sont pas isomorphes : en effet, les
algebres A et B ne sont pas isomorphes. L’algebre A est isomorphe a k, tandis que B a
des éléments nilpotents non nuls. En fait, Spec A est la variété algébrique réduite associée

a SpecB.
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Exercice 2.4

Soit X une variété algébrique. Montrer que I'application canonique
Mor(X,A') — O(X)

est un isomorphisme, fonctoriel en X.

2.7. Recollement de variétés algébriques

Soit X un espace topologique. Etant donné un recouvrement ouvert (U;) de X, on

désigne par U;; 'intersection U; N Uj, par U;j;, Uintersection U; N'U; N Uy,

THEOREME 2.37. — Soit X un espace topologique. On se donne
1) un recouvrement ouvert U; de X;
2) pour chaque i un faisceau en k—algébres A; ;

3) Pour chaque (i,7) un isomorphisme de faisceaux en algébres

Gji + Ay

Uy — = ‘Aj ’Uji

satisfaisant aux conditions suivantes :
— pour tout (i,j,k) on a ¢ri = ¢ sur Ui
— pour tout i, ¢y = id.
1l existe un faisceau en k—algebres A sur X et des isomorphismes de faisceauz en
k—algébres
¢ A

U, HA’L

tels que sur U;; on ait gqub;l = ¢j; Le couple formé du faisceau A et des isomorphismes

¢; est déterminé de maniére unique par ces conditions.

Démonstration. Les ouverts U de X contenus dans un des ouverts U; constituent une
base d’ouverts. Pour un tel ouvert, on considere I'algebre A(U) quotient de [ [; ;- Ai(U)
par la relation d’équivalence définie par (i,s) ~ (j,t) (ou s € A;(U) et t € A;(U)
si t = ¢j;s. Les relations imposées dans 1’énoncé disent qu’il s’agit d'une relation
d’quivalence ; sur le quotient on définit canoniquement une structure d’algebre de sorte
que le morphisme A;(U) —— A(U) qui associe a s sa classe d’équivalence soit un
isomorphisme d’algebres. Il est clair que le préfaisceau A ainsi défini est un faisceau
puisqu’il suffit de vérifier la propriété de recollement imposée aux faisceaux sur les ouverts

de la base. Le fait que A; soit un faisceau entraine que A est un faisceau. L’unicité est

évidente. o
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Supposons que 'espace topologique X soit noethérien. Si on applique cet énoncé au
cas ou les espaces annelés (U;, A;) sont des variétés algébriques, I’espace annelé (X, A)
ainsi construit est une variété algébrique. Souvent, la structure de variété algébrique

sur les ouverts U; est obtenue par image réciproque du faisceau structural par un
homéomorphisme «; : U; — U’. Par cet homéomorphisme, 'intersection U;; correspond
a un ouvert U;j de U; et la donnée des isomorphismes ¢;; revient a se donner un
isomorphisme de variétés algébriques d)}i : Ugj — U;-Z- dont ’application continue sous-
jacente est ajar; ! satisfaisant aux conditions de cocycle :

— pour tout (7,7,k) on a ¢}, = ;¢j¢;i sur U;jk = U’ij N U,

— pour tout i, ¢, = id.

Lorsque ces variétés algébriques sont réduites, les faisceaux A; sont des sous-faisceaux
du faisceau des fonctions continues a valeurs scalaires ; d’apres le théoreme 2.18, I’existence
des morphismes ¢;; signifie que la restriction des faisceaux A; et A; a l'ouvert Uy
coincident, et les morphismes ¢;; se réduisent a I'identité. Par conséquent les conditions de
cocycle imposées sur les ouverts U, 3, ou U, ;1 sont automatiquement satisfaites. L'existence
des morphismes ¢;; équivalent aux fait que les applications ¢}, = aja; L, Ui, — Uy
sont régulieres pour tout (7,7). On dit alors que les homéomorphismes «; constituent un
atlas algébrique sur X. Les homéomorphismes «; sont appelés des cartes locales. Pour
vérifier qu'une application f : X —— Y est réguliere, il suffit de vérifier que sa restriction
aux ouverts U; est réguliere, c’est-a-dire, si I’on préfere, que I’application fa; ! est réguliere

sur la variété U’.

FExemple 1
Considérons le quotient P; = (A% — {0})/k*, muni de la topologie quotient de la

topologie de Zariski par la projection canonique
7:A? — {0} — P;.

La classe de (x,y) est notée [x,y]. Les ouverts Uy = {[z,y],y # 0} et Us = {[x,y],z # 0}

recouvrent P;. Les cartes locales ag : Uy —— Al et ao : Usy — Al définies

respectivement par ao([z,y]) = T et Qoo ([, y]) = Y sont compatibles : le changement
y x

1
de cartes ¢p o est défini sur A' — {0} par ¢oo,0(z) = = : c’est donc un isomorphisme de
z

A\ {0} sur lui-méme. Ainsi, les cartes locales ag et a., définissent un atlas (algébrique)
sur Py. Puisque P; est évidemment noethérien, cet atlas fournit sur IP; une structure de

variété algébrique : en fait cette variété algébrique est la méme que la droite projective
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définie en équipant P; du faisceau 7, (O Az_{o})k*. Ceci résulte du fait que les faisceaux de

fonctions régulieres coincident sur les ouverts Uj.

Exemple 2

Considérons plus généralement le quotient P, = A"*1 — {0} /k*, muni de la topologie
quotient de la topologie de Zariski. On a vu dans la section 2.4 que cet espace topologique
est noethérien. On note [z] la classe d’un point z € k"*1\ {0}. Désignons par A; le
sous-espace affine de k"1 des points x = (x,...,z,) tels que z; = 1, et considérons
louvert U; de P, défini par les points [z] tels que x; # 0. On prend pour cartes locales
les homéomorphismes «; : U; — A; définis par ¢;([z]) = x% ; ces cartes locales sont bien
compatibles : le changement de cartes qﬁ}i est défini sur l'ouvert U;’j des points = € A;

tels que x; # 0, par la formule
x

/ _
‘Pji(x) = g

/
i
rojecti . Ici encor ructur variété cbriqu iée sur
I’espace projectif P,,. Ici encore, la structure de variété algéb e associée sur P, est la

Ainsi, est une application biréguliere de U] ; sur U; ;- On obtient ainsi un atlas sur

méme que celle qui est définie dans la section 2.4.

2.8. Produits

La construction du produit de deux variétés algébriques nécessite l'usage de la
propriété de recollement qu’on vient de décrire.

Dans une catégorie le produit de deux objets X et Y est un objet Z muni de
morphismes Z 2+ X et Z—L1+Y de sorte que la propriété universelle suivante soit

satisfaite : I’application
Mor(S,Z) — Mor(S, X) x Mor(S,Y)

définie par f — (pf,qf) est bijective. Le triplet (Z, (p,q)) est alors déterminé & isomor-
phisme pres par cette condition. On le note Z =X x Y.

Par exemple, dans la catégorie des variétés algébriques, 'espace affine A", muni
des projections canoniques pry : A" T ——» A" et pry : AT —» A™ est le produit de

A™ et A™,

PROPOSITION 2.38. — Dans la catégorie des variétés algébriques affines réduites, il

existe des produits finis.

Démonstration. 1l suffit de faire la démonstration pour deux fermés algébriques
X Cc A" et Y C A™. Alors le produit ordinaire X x Y est un fermé algébrique de
A" x A™ = A" Si fy .. fe € O(A™) et g1,...,9s sont des générateurs pour les
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idéaux de X et Y respectivement, le fermé X x Y de A" est défini par I'annulation
simultanée des polynémes pri(f;) et pri(g;) de O(A™*™). On le munit des projections
pry : X XY — X et pry : X XY —— Y. Ces projections sont évidemment des

applications régulieres. La vérification de la propriété universelle ne pose aucune difficulté.

REMARQUE 2.39. — 1l est important de remarquer que la topologie sous-jacente
au produit n’est pas la topologie produit. Sauf dans des cas trés particulier, elle est

strictement plus fine que la topologie produit.

LEMME 2.40. — Soient X et Y deuzr variétés algébriques affines réduites. Le

morphisme canonique O(X) @ O(Y) — O(X x Y) est un isomorphisme.

Démonstration. Cet énoncé est évident pour X = A" et Y = A™. Considérons des
bases f; et g; pour O(X) et O(Y). Alors les tenseurs f; ® g; forment une base de X x Y.
L’application

O(X) @5 O(Y) — O(X x Y)

ci-dessus associe a 1’élément ZZ ; @ijfi ®gj (ol a;,; € k) la fonction réguliere sur X x Y
définie par (z,y) — >, ; ai,; fi(x)g;(y). Montrons I'injectivité : si cette fonction réguliere
est identiquement nulle, alors pour tout j, > j Qi fi(z) = 0 et par suite a; ; = 0. Elle est
clairement surjective : si h(x, y) est une fonction réguliere sur X x Y, elle est induite par un
polynéme H sur A”T™; ce polynéme provient d’un tenseur Zu P; ® Q;, ou P, € O(A™)
et Q; € O(A™). Par suite, si on pose u; = Pi|x et v; = Q,|y , la fonction h provient de
> Wi ®Vj. O

REMARQUE 2.41. — Le lemme 2.40 prouve que le produit tensoriel de deux algebres
de type fini réduites est une algebre réduite.

PROPOSITION 2.42. — Dans la catégorie des variétés algebriques affines, il existe
des produits finis.

Démonstration. On considere X = Spec A et Y = SpecB, ou A et B sont des algebres
de type fini. Motivé par le cas des variétés algebriques affines réduites, nous considérons

I’algebre A ®; B. Cette algebre est encore de type fini. On peut considérer la variété

algébrique Z = Spec(A ® B), munie des morphismes Z 24 X et Z —2+ Y associés aux

morphismes d’algebres A — A®B et B— A®B définis para — a®1 et b — 1®0.

Vérifions la propriété universelle ; soit S = Spec C une variété algébrique affine : d’apres
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le théoreme 2.32 et la propriété universelle du produit tensoriel des algebres A et B on a

Mor(S,Z) ~ Hom,s (A @ B, C)
~ Hom,g (A, C) x Hom,is (B, C)
~ Mor(S, X) x Mor(S,Y)

Il est clair que cette bijection est donnée par f +— (pf, qf). Ceci démontre la proposition. o

REMARQUE 2.43. — Si X est une variété algébrique, le préfaisceau sur S défini par
U — Mor(U,X) est un faisceau. Il en résulte que la variété Spec(A ® B), munie des
projections p et g est aussi le produit dans la catégorie de toutes les variétés algébriques.
Remarquons par ailleurs que ’ensemble sous-jacent a X x Y est bien le produit au sens
ordinaire. (Dans le cadre des schémas il y a bien des produits finis, mais cette propriété

ne subsiste pas).

THEOREME 2.44. — Il existe, dans la catégorie des variétés algébriques sur k, des

produits finis.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le produit de deux variétés algébriques existe.
Soient X et Y deux variétés algébriques. On considere des recouvrement ouverts affines
U; et V; de X et Y respectivement. Alors I'ensemble produit Z = X x Y est recouvert par
les variétés algébriques affines Z;; = U; x V; qu’on vient de définir. On munit le produit
Z de la topologie finale pour les inclusions Z;; < Z : autrement dit une partie V. C Z
est ouverte si VN Z;; est ouvert dans Z;;. Pour cette topologie, les Z;; sont des ouverts ;
I'intersection Z;; NZy, s’identifie a I'ouvert produit Uz x V.. C’est un ouvert sur lequel les
structures de variétés de Z;; et Zy, coincident : on peut en effet recouvrir les ouverts Uy,
et V,, par des ouverts affines W), et T, respectivement, et les deux structures précédentes
coincident avec celle de la variété algébrique produit W, x T,. Il résulte du théoreme 2.37

qu’il existe un faisceau d’anneau Oz et des isomorphismes

Oz

z; = Oz,

Les morphismes Z;; — U; et Z;; — V; se recollent également pour donner des
morphismes Z — X et Z — Y (dont les applications sous-jacentes sont les projections
canoniques). Vérifions la propriété universelle de produit. Soient f : S —— X et

g : S—— Y un couple de morphismes; on peut recouvrir S par des ouverts S;; tels
que f(S;;) C U; et g(S;;) C V. Les restrictions de f et g & S;; fournissent un morphisme

Sij — Z;; C Z; ces morphismes coincident sur les intersection S;; N Sge. Ceci définit
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un morphisme S —— Z qui se projette sur (f,g). Montrons maintenant 'unicité. Si

h : S —— Z est un morphisme qui se projette sur (f,g) € Mor(S,X) x Mor(S,Y), on

recouvre S ouvert S;; tels que h(S;;) C U; x V. Alors la projection de hls,, sur U; (resp.
V;) est f

unique. o

g.. (res g..). Ceci détermine h|g,. et par suite h est déterminé de maniere
ij p g ij ij p

Exercice 2.5
Soient X et Y deux variétés algébriques, et (z,y) € X x Y. On a un morphisme

d’algebres

Ox,z ® Oy y — Oxxv, ()

Montrer que ce n’est pas en général un isomorphisme.

2.9. Séparation

Sous-variétés fermées d’une variété algébrique

LEMME 2.45. — Soit X une variété algébrique, et I C Ox un idéal de Ox. Le support
Y de Ox/J est un fermé.

Démonstration. Le support du faisceau Ox/J est ’ensemble des points x € X ot le

germe 1, n’est pas nul. Le complémentaire est trivialement un ouvert. o

DEFINITION 2.46. — Soient X une variété algébrique, et I C Ox un idéal de Ox et
Y le support de Ox /3. Si Uespace annelé (Y,Ox/I|y) est une variété algébrique, on dit

que c’est une sous-variété fermée 2.

Exemple.

Soit X une variété algébrique et  un point de X. L’idéal de Ox des sections locales qui
s’annulent en x définit une sous-variété fermée, dont le faisceau structural est le faisceau
constant k.

Si (Y,Oy) est une sous-variété fermée de (X,0Ox), on dispose d’'un morphisme
i:(Y,0y) —— (X,0x). Le morphisme de faisceaux en algebres Ox — i.(Oy) est
surjectif. Il en résulte qu'une sous-variété fermée est un sous-objet au sens des catégories :
pour toute variété S, Papplication Mor(S,Y) —— Mor(S, X) définie par f — if est

injective.

4 Souvent on dit que c’est un sous-schéma fermé.
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DEFINITION 2.47. — Soit f : Z — X un morphisme de variétés algébriques. On

dit que f est un plongement fermé ® si f se factorise a travers une sous-variété fermée

Y C X par un isomorphisme g : Z — Y.

Exemple

Soit A une algebre de type fini, et X = Spec(A) la variété affine associée. Pour
tout idéal I C A le morphisme canonique Spec(A/I) — Spec(A) est un plongement

fermé sur une sous-variété fermée de X. On verra plus tard que toute sous-variété fermée
de X est de cette forme. Cette propriété qui fait appel au théoreme de structure des
faisceaux algébriques cohérents sur les variétés affines sera utilisée sans démonstration
pour l'instant. On obtient ainsi une correspondance bijective entre I’ensemble des idéaux
de A et I’ensemble des sous-variétés fermées de X. Dans cette correspondance, aux idéaux

égaux a leur radical correspondent les sous-variétés fermées réduites de X.

Exercice 2.6
Soit P € O(A™) un polynéme irréductible. Démontrer que 1'idéal I engendré par P
est premier. En déduire que 'anneau des fonctions régulieres sur le fermé X = V(P) est

isomorphe au quotient O(A™)/I.

Exemple

Soit I € O(A™!) un idéal homogene (c’est-a-dire engendré par des polynomes
homogenes) de O(A™*1). On considere la sous-variété fermée Y = Spec(O(A"+1)/I) de
A"T1 définie par 1. Cette variété est invariante par l’action du groupe multiplicatif k*.

On considere le quotient X = Y — {0}/k*, muni de la projection 7 : Y — {0} — X

équipé de la topologie quotient et du faisceau en algebres Ox = W*(OY_{O})k* des sections

invariantes par ’action de k*.

Exercice 2.7

1) L’espace annelé X = W(I) ainsi construit est une sous-variété algébrique fermée
de l’espace projectif P,,.

2) Toute sous-variété de P, est de cette forme.

2) L’application de I’ensemble des idéaux homogenes I de O(A"T!) dans I’ensemble
des sous-variété fermées qui associe a I associe la sous-variété fermés W(I) est surjective,

mais n’est pas injective.

® On dit aussi immersion fermée. Le mot immersion ayant un sens plus faible en

géométrie différentielle, nous éviterons cette terminologie.
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Séparation

Cette propriété n’a rien a voir avec la séparation de ’espace topologique sous-jacent,
qui n’arrive presque jamais.

Soit X une variété algébrique. D’apres la propriété universelle du produit X x X, il
existe un morphisme X —— X x X qui se projette sur (idx, idx). Ce morphisme est appelé

le morphisme diagonal; I'image de l’application continue sous-jacente au morphisme

diagonal est la diagonale A de X x X .

DEFINITION 2.48. — On dit que X est une variété séparée si la diagonale A est un
fermé de X x X.

Exemple

Les variétés algébriques affines sont de variétés séparées ; en effet, soit X est une telle
variété, et A la diagonale de X x X. Si (z,y) ¢ A il existe f € O(X) telle que f(z) # f(y).
Alors pri(f) — pr3(f) € O(X x X) s’annule sur la diagonale et ne s’annule pas en (z,y).
Donc le complémentaire de la diagonale est un ouvert. Bien entendu, ’espace topologique

sous-jacent a X X X n’est pas en général séparé.

Exemple

Soit X la variété algébrique (réduite) obtenue en quotientant Al x {0, 1} par la relation
d’équivalence qui identifie (z,0) avec (z, 1) quand = # 0. Désignons par 0 la classe de (0, 0)
et 0 celle de (0,1). Cette variété algébrique n’est pas séparée. Dans la fermeture de la

diagonale, on trouve les points (0’,0) et (0,0’) qui ne font pas partie de la diagonale.

PROPOSITION 2.49. — §i X est une variété algébrique séparée, le morphisme diagonal

6: X — X x X est un plongement fermé.

Démonstration. Considérons la projection pr; : X x X —— X. On a pr;0 = idx
ce qui prouve que § est un homéomorphisme sur son image. Considérons le morphisme
canonique® 6* : Oxxx — 9.0x dont on désigne par J le noyau. Ce morphisme est

surjectif : en effet, si f € Ox(U), considérons la section fi; = pry*(f) de Oxxx(UxX) image
réciproque par la projection pr;. On a alors §*(f1) = f. Il en résulte que le morphisme &

est un isomorphisme de X sur la sous-variété définie par 1’idéal J.

6 Meéme si les variétés ne sont pas réduites, on utilisera désormais la notation f* pour
désigner le morphisme induit sur les faisceaux structuraux par le morphisme f. Bien sur,
f* n’est pas dans le cas des variétés algébriques non réduites déterminée par I’application

continue sous-jacente
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Voyons comment se traduisent les conditions de séparation sur les variétés définies
par recollement de variétés algébriques réduites et séparées. On reprend les notations de

la section 2.7.

LEMME 2.50. — Soit (X, A) une variété algébrique munie d'un atlas algébrique
A ={a; : U, —— UL} de source des ouverts U; de X et de but des variétés algébriques
séparées U, . Alors la variété algébrique X est séparée si et seulement si pour tout couple
de cartes locales distinctes o et o, le graphe du changement de cartes ¢; ; U;j — U;-,i

est fermé dans le produit U} x U’ (muni de la topologie de Zariski).

Démonstration. Considérons les cartes locales a; : U; —— Uj. Les ouverts U; x U;
recouvrent X x X. La diagonale A de X x X est fermée dans X x X si et seulement si
AN (U; x Uj) est fermé dans le produit U; x U;. Or par 'homéomorphisme «; x a;,
I'image de AN (U; x Uj) est le graphe du changement de cartes. Il revient donc au méme
de demander que pour tout couple de cartes locales «; et «; le graphe du changement
de cartes soit fermé dans U} x U;-. Comme c’est bien str le cas si ¢ = j & cause de la

séparation de U;. D’ou I’énoncé. o

Exemple
Reprenons l'exemple 1 de la section 2.7; le graphe du changement de cartes est
I'ensemble des couples (z,y) € A' x A! tels que zy = 1. C’est donc bien un fermé de

Zariski. Donc la droite projective P; est une variété algébrique séparée.

Exercice 2.8

Démontrer que l'espace projectif P, est une variété algébrique séparée.

Exercice 2.9
Un ouvert d’une variété algébrique séparée est séparé. Une sous-variété fermée d’une

variété algébrique séparée est séparée.

Exercice 2.10

Dans une variété algébrique séparée, l'intersection de deux ouverts affines est un

ouvert affine.
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Désormais toutes les variétés algébriques considérées seront supposées séparées.

Image réciproque d’une sous-variété

PROPOSITION 2.51. — Soient f: X —— Y un morphisme de variété algébriques,
et Z C Y une sous-variété fermée. Il existe une unique sous-variété fermée de X, notée
f~Y(Z), caractérisée par la propriété suivante : le morphisme induit f~1(Z) —— Y se

factorise par Z, et le diagramme commutatif

est cartésien.

La derniére propriété signifie que pour toute variété algébrique S et tout morphisme

u: S — X tel que le morphisme fu se factorise a travers Z le morphisme u se factorise

(obligatoirement de maniére unique) & travers f—1(Z).

Démonstration. Etant donné un morphisme de variétés algébriques X —— Y, et
une sous-variété fermée Z de Y définie par un idéal J de Oy on considere I'espace annelé
f~Y(Z) définie par I'idéal f~1(J)Ox. Son support est I'ensemble des points z de X tels que
Ox.¢ # Jt(2)0x 2, C’est-a-dire tels que Jy,)0x ;, soit contenu dans I'idéal maximal m, de
Ox,z. Cette propriété signifie que I'idéal J;(,) est contenu dans I'idéal image réciproque

de m, par ’homomorphisme local
70y @) — Oxe

c’est-a-dire l'idéal maximal de Oy (). Cela équivaut a J¢,) # Oy (). Ainsi, le support
de f=1(Z) est, au moins ensemblistement, 'image réciproque de Z. Montrons que f~1(Z),
muni du faisceau en algebres Ox /f~1(J)Ox, restreint & f~1(Z), est une variété algébrique.
La question est locale. On peut supposer que X = Spec A, Y = SpecB, ou A et B sont

des algebres de type fini, et que la sous-variété fermés Z est définie par un idéal I C B, de

sorte que Z = Spec(B/I) C Spec(B). Le morphisme f est donné par ¢ : B — A. Alors

f7H(Z) = Spec(A/IA)

En effet, il est clair que les espaces topologiques sous-jacents sont les mémes :
en effet, I'algebre locale du faisceau (Ox/f '(J)Ox|s-1(z)) est (A/IA)m au point de
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Spec A défini par I'idéal maximal m. Le support de ce faisceau est constitué des points
correspondant aux idéaux maximaux m de A qui contiennent IA : c’est exactement le
fermé V(IA) = Spec(A/IA) C Spec(A). Il reste a prouver que les faisceaux en algebres
sont les mémes : le faisceau Ox /f~1(J)Ox est associé au préfaisceau qui associe a 'ouvert
principal X,, (pour a € A) 'algebre quotient A, /(IA),; cette algebre s’identifie a I’algebre
des fractions (A/TA), ou IA,, est I'idéal de A,, engendré par I'image de I par le morphisme

d’algebres f* : B —— A,. La restriction de ce faisceau au fermé V(IA) n’est autre

que le faisceau associé a l'algébre de type fini A/IA. Ceci prouve que f~!(Z) est une
variété algébrique. Il reste a prouver la propriété universelle. C’est une vérification sans
difficultés. o

Exemple.

Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques. L’image réciproque d’un
point y € Y est une sous-variété fermée de X, qu’on appelle la fibre de f en . Méme si
X et Y sont réduites, il n’y aucune raison pour que cette fibre soit réduite. Par exemple,
si on prend X =Y = A! et pour f l'application réguliere = — x2, la sous-variété de Y
réduite au point 7 € Y est définie par I'idéal maximal n = (y — n) de k[y], et la fibre
X, = f71(n) au dessus de 7 est Spec(k[z]/(z* — n)). L algebre k[z]/(x? —n) est réduite si
n # 0. Mais si n = 0, cette algebre n’est pas réduite : ¢’est ce qu’on appelle le point double
de support 0. La variété réduite associée est bien sur Spec(k[z]/(x)) : c’est la sous-variété

algébrique de A! réduite au point 0.

Noyau des doubles fleches

PROPOSITION 2.52. — Soient f : X —— Y et g : X —— Y deux morphismes de

variétés algébriques. Il existe une sous-variété algébrique fermée N C X caractérisée par
la propriété universelle suivante : pour toute variété algébrique S on a une suite exracte

ensembliste

f
Mor(S,N) —— Mor(S,X) — Mor(S,Y)
9

Ceci signifie que tout morphisme v : S —— X tel que fu = gu se factorise (de

maniére unique) a travers Z.

Démonstration. Puisque Y est une variété séparée, le noyau N en question est I'image
réciproque de la diagonale de Y x Y par le morphisme (f,g) : X — Y x Y. La propriété

universelle résulte de celle de 'image réciproque. o
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Exercice 2.11
Soient X une variété algébrique, et U et V deux ouverts affines de X. Démontrer que

I'intersection U NV est un ouvert affine.

Exercice 2.12

Soient X . Set Y —2» S deux morphismes de variétés algébriques. Montrer qu'il
existe une variété algébrique notée X xg Y munie de morphismes pry : X xg Y — Y et

pry : X Xg Y — Y caractérisée par le fait que le diagramme

pry

X xsY Y

pry g

X

est cartésien. Cette variété algébrique s’appelle le produit fibré de X et Y au-dessus de S.

2.10. Variétés projectives

DEFINITION 2.53. — On dit qu’une variété algébrique est projective si elle est

isomorphe a une sous-variété fermée de ’espace projectif.

PROPOSITION 2.54. — Sur une variété projective et réduite, une fonction réguliere

ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Il en résulte en particulier que dim; O(X) < co. On verra plus tard que ce dernier
résultat reste vrai méme sur une variété projective non réduite. L’énoncé ci-dessus résulte

du théoreme de propreté.

THEOREME 2.55. — (Théoréme de propreté) Soit X une variété projective. Pour

toute variété Y, la projection canonique proy : X X Y —— Y est fermée.

Démonstration de la proposition 2.54

Soit f : X —— k une fonction réguliere. Considérons ’application composée

f X —k—P
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L’image est d’apres le théoreme de propreté un fermé de P;. Puisque ce n’est pas Py, c’est

un nombre fini de points. o

Remarque préliminaire
La projection m : A" — {0} —— P,, identifie les fermés de P,, aux fermés de

A" — {0} invariants par homothétie ; ils sont induits par les fermés de A" invariants

par homothétie. Un tel fermé est défini par des équations homogenes
H=...=H;,=0

I1 est réduit a {0} si et seulement si la racine de 'idéal (Hy,...,H,) est égale a 'idéal
maximal my de O(A""!) des fonctions qui s’annulent en 0. Ceci résulte du théoreme des
zéros de Hilbert.

Démonstration du théoréme 2.55

On se ramene de maniere évidente au cas ou X = P, et Y = AP. Désignons

par 7 : A"t — 10} —— P, la projection canonique. Soit F C P, x AP un fermé,

G = (m x ida») "H(F) le fermé image réciproque de F dans (A"T! — {0}) x AP, et G son
adhérence. Ce fermé est défini par F les points (z,y) € (A"T! —{0}) x AP satisfaisant aux
équations polynomiales

Hi(z,y) =0,...,Hy(x,y) =0

et on peut supposer que H; est un polynéome homogene de degré d; > 0 par rapport a x.
On désigne par H; , le polynéme homogene = — H;(z,y). On dispose ainsi d'une famille
finie de polyndomes homogenes qui dépendent du parametre y.

Soit yo ¢ pry(F). Les polynémes homogenes H; (i = 1,...,¢) ont au plus I'origine
comme zéro commun. Il résulte du théoréeme des zéros de Hilbert qu’il existe un entier r
tel que

my C (Hy gy, ... Hey)

Désignons par S, 'espace vectoriel des polynémes homogenes de degré m sur A1

L’inclusion ci-dessus signifie que 'application linéaire canonique

@f:IST—di - Sy

¢

(Q17 B Q@)'_)Z QiHi,yo
i=1
est surjective. Elle reste évidemment surjective quand on remplace yy par y, pourvu que
y soit suffisamment voisin de yg. Ceci signifie que le fermé de P,, défini par les polynomes
homogenes Hy ,, ..., Hy , est encore vide. Ainsi, le complémentaire de pr,(F) est un ouvert.

Autrement dit, pry(F) est un fermé. o
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2.11. Le plongement de Segre

Un produit de variétés projectives est une variété projective. Cela résulte de I’énoncé

suivant :

PROPOSITION 2.56. — La wariété produit P, x P, est isomorphe a un fermé de

l’espace projectif Prom+ntm-

Démonstration. Si E est un espace vectoriel de dimension n, on obtient sur P(E) =
(E — {0})/k* une structure de variété isomorphe a P, en choisissant une base. Cette
structure est indépendante du choix de la base.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension n + 1 et m + 1 respectivement.

Considérons 'application

E— {0} xF—{0}—E®F — {0}

(z,y) = TQy

Cette application est compatible avec ’action du groupe multiplicatif k* et définit par

passage au quotient une application
¢:P(E)xPF) —PEF)

Montrons qu’elle est réguliere ; considérons des bases (€;)i=o,...n €t (fj)j=o0,..m de E et
F respectivement. On désigne par z; (resp. y;) les coordonnées d'un point z € E (resp.

y € F) dans ces bases. L’application ¢ est donnée par

([(@i)als [(y5)5]) = [(@iyys)i 5]

Considérons I'ouvert Wo,o C P(E®F)) des points [u = 3, ; u; je; ® fj] tels que ug,o # 0.
L’image réciproque ¢~ 1(Wo ) de cet ouvert est 'ouvert des couples ([z],[y]) tels que
zo # 0 et yo # 0. Soit A, ., le sous-espace affine de k"' @ k™T! des tenseurs donnés par
les matrices (u; ;);; telles que ug o = 1. Dans les cartes usuelles associées aux structures
de variétés algébriques sur les trois espaces projectifs ci-dessus, l'expression de ¢ est
Iapplication A" x A™ — A, ,, C k"T! @ k™T! définie par

1 1 e Ty

Y1 T1Y1 e TnlY1
((xl,...,xn),(yl,...,ym))l—> . . .

Ym T1Ym e ITpYm

Cette application est évidemment réguliere. De plus, il est clair que ¢’est un isomorphisme

sur le fermé algébrique de A,, ,,, défini par les matrices de rang < 1. On peut évidemment
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permuter les coordonnées ; on obtient ainsi que ¢ est un isomorphisme de P(E) x P(F)

sur le sous-espace fermé de P(E ® F)) des classes [u] de tenseurs u € E® F de rang 1,

c’est-a-dire définissant une application linéaire E* —— F de rang un. o

Le morphisme ¢ : P, x P,, — Ppin+m ainsi obtenu est appelé plongement de

Segre.

Exemple

Par le plongement de Segré, P; x P; s’identifie a la sous-variété algébrique fermée
de P3 des classes de matrices (Z Z) non nulles et telles que ad — be = 0. On obtient

ainsi une quadrique de P53, définie par une forme quadratique non dégénérée sur l’espace

vectoriel k*.

Exemple
Par le plongement de Segré, P x Py s’identifie a la sous-variété algébrique fermée de
P(k3 ® k3)) ~ Py des classes d’équivalence d’applications linéaires de rang 1. Ce fermé est

I'intersection de 9 quadriques.
COROLLAIRE 2.57. — Un produit de variétés projectives est une variété projective.

2.12. La grassmannienne

Soit E un espace vectoriel de dimension 1+ m. La grassmanienne Grass(n, E) désigne
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de E. On va munir cet ensemble
d’une structure de variété algébrique réduite.

Soit K un sous-espace vectoriel de dimension m de E. Considérons l’ensemble
Uk C Grass(n, E) des points H tels que HN K = {0}.

On peut identifier Uk & un fermé algébrique de 1’espace vectoriel L(E, K) des applications

linéaires de E dans K en associant a H la projection py : E —— K de noyau H. Les
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projections E —— K constituent un sous-espace affine Ax de L(E,K) : c’est 'ensemble

des applications linéaires f : E — K telles que f|x = idk, c’est-a-dire I'image réciproque

de idk par lapplication linéaire f — f|k. On munit ’ensemble Grass(n, E) de la topologie

la topologie finale relative aux inclusions Ak < Grass(n, E).

Changement de cartes

Considérons maintenant deux sous-espaces vectoriels K et K; de dimension m.

K1 H

Soit H € Uk, et p = pu. Le point H appartient a Uk, si et seulement si kerpNK; = {0},
c’est-a-dire si p|k, : K1 —— K est inversible. Cette condition détermine dans l’espace

affine Ax un ouvert de Zariski Uy i . Il en résulte que Uk est un ouvert de Grass(n, E).

Si p appartient a cet ouvert, le sous-espace H est aussi le noyau de la projection

p1 : E —— Kj définie par
p1 = (plk,) " op

L’application Ax — Ak, définie par p — (p|k,) ! o p est induite par une application

réguliere, ce qui prouve qu’elle est réguliere. Son image est I'ouvert Uy i et le changement
de cartes est évidemment un isomorphisme de variétés algébriques réduites. On obtient
ainsi un atlas algébrique sur Grass(m, E). Il reste a vérifier que Grass(n, E) est noethérien

et que la variété algébrique ainsi obtenue est séparée.

Condition de finitude
On montre que 'on peut recouvrir l'espace topologique Grass(n, E) par un nombre

fini d’ouverts Uk. Soit une base (ei,...,e,1m) de E. Tout sous-espace vectoriel H €
Grass(n, E) est le noyau d’une application linéaire surjective f : E — k™, dont on écrit

la matrice (f). Cette matrice a un mineur d’ordre m non nul, ce qui détermine une partie

S CA{l,...,n+m} am éléments. Soit K le sous-espace engendré par les vecteurs (e;);es.
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Le point H appartient a Uk, et comme il n’y a qu'un nombre fini de tels ouverts, ceci

montre que l'espace topologique Grass(n, E) est satisfaite.

Séparation

Il s’agit de vérifier que le graphe du changement de cartes est fermé dans Ag x Ag, .
11 suffit de montrer que ce graphe coincide dans Ak x Ak, avec le fermé des couples (p, p1)
tels que

plk, op1 =p.

Cette égalité est évidemment satisfaite pour les points du graphe. Dans l'autre sens,
si (p,p1) est un couple satisfaisant & cette relation, par restriction & K on obtient
plx, o p1lx = idk; il en résulte que p appartient a 'ouvert Uy i , et par suite (p,p1)

appartient au graphe du changement de cartes. Ceci prouve la séparation.

PROPOSITION 2.58. — La grassmannienne Grass(n,E) est une variété algébrique

projective.

Démonstration. 1l s’agit de trouver un isomorphisme de Grass(n,E) sur un sous-
variété fermée d’un espace projectif. On utilise pour ceci 'algebre extérieure. Considérons
I’application

¢ : Grass(n,E) — P(A"E)

qui associe au sous-espace vectoriel H la droite vectorielle A"H C A™E.

Montrons que cette application est réguliere. Il suffit de le vérifier dans 'ouvert Uk.
On peut choisir une base (€;)i=1,....n+m de E de sorte que K soit le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs (€;)n<j<ntm- S0it Hy le sous-espace engendré par les n premiers

vecteurs de base. Si H € Uk, le sous-espace H est le graphe d’une application linéaire

u : Hy —— K et la projection p : E —— K de noyau H est donnée par (—u idk)

dans la somme directe E = Hy @ K. La bijection L(Hp, K) —— Uk qui envoie u sur H

est un isomorphisme de variétés algébriques affines réduites. Les composantes de A" v ou
v = sont les mineurs maximaux de cette application linéaire dans les bases ci-dessus,
U

donc des polynomes en les coefficients de la matrice de u. Il en résulte que I’application ¢
est réguliere.
Pour tout suite croissante 7; < ... < iy, on pose €;, ... =¢€; A...Ae;, . On obtient

ainsi une base de A"E. Pour w € A™E on écrit
w = z : wily---aineily--wi'n
T

L’ouvert Uk est exactement l'image réciproque par ¢ de 'ouvert Wy, de P(AE) des

points [w] tels que wy, ., soit non nul. D’autre part, si H € Uk est le graphe de u, si on
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écrit

ey = Y e,
Jj=1,....m

la formule
— (-1

1

(A"v),

,...,%,...,n,n—&—j
(ou le chapeau indique qu’on a enlevé ’élément correspondant) permet de calculer u a

partir de son image [w] € Wy __,, et plus précisément des mineurs w;, Les

TyeoryyM47°
autres mineurs sont alors des polynomes en les uf . Ces polynémes déterminent un fermé
dans I'ouvert affine Wy ,; ce fermé est exactement 'image de Uk. On a donc vérifié que
¢ est un isomorphisme sur une sous-variété fermée de P(A"E)). Ce plongement s’appelle

le plongement de Pliicker. o

Exercice 2.13
Soit E un espace vectoriel de dimension 4. Démontrer que la grassmannienne

Grass(2, E) est isomorphe & la quadrique de P(A%E) définie par la forme quadratique
AE —— NE~k

w —  wAw

Exercice 2.14
Soient E un espace vectoriel de dimension n, et S,.(E) I'espace vectoriel des polynémes

homogenes de degré r sur E.
a) Démontrer 'application E* —— S,.(E) définie par u — u" induit un isomorphisme

(dit de Veronese)
P(E*) — P(S,E)

sur une sous-variété fermée de P(S, E).

b) Montrer que I'image réciproque d’un hyperplan de P(S,E) est une hypersurface
de degré n de P(E*).

¢) En déduire que le complémentaire d’une hypersurface dans un espace projectif est

un ouvert affine.

Exercice 2.15

a) Soit GL(n, k) le groupe des matrices inversibles a coefficients dans k. Montrer que
c’est une variété algébrique affine.

b) Soit PGL(n,k) = GL(n,k)/k*. Montrer que ce groupe peut étre muni d’une

structure de variété affine, compatible avec la structure de groupe.
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3. Composantes irréductibles

DEFINITION 3.1. — Un espace topologique X non vide est dit réductible s’il peut
s’écrire comme réunion de deux fermés distincts de X. Dans le cas contraire, on dit que

X est irréductible.

PROPOSITION 3.2. — Soit X un espace topologique. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) lespace X est irréductible ;
(ii) tout ouvert non vide de X est partout dense ;

(iii) deux ouverts non vides de X se rencontrent.

PROPOSITION 3.3. — Soit X une variété algébrique affine réduite, non vide, et O(X)
lalgébre des fonctions réguliéres sur X. Alors X est irréductible si et seulement si l’algébre
O(X) est intégre.

Démonstration. Supposons que X C A"™ soit réductible : il g’écrit X = X; U X5, ou
X7 et X5 sont deux fermés distincts de X. Il existe alors pour ¢ = 1 et 2 des fonctions
régulicres f; € O(X) s’annulant sur X; et non identiquement nulles sur X. Alors fi fo
est identiquement nulle. Ainsi, O(X) n’est pas intégre. Réciproquement si I'algebre O(X)
n’est pas integre, elle contient deux éléments non nuls f, g non nuls et dont le produit est
nul. Alors X = V(f) U V(g) et les fermés V(f) et V(g) sont distincts de X; donc X est

réductible. o

Exemple : L’espace topologique A", muni de la topologie de Zariski, est irréductible.

Propriétés

1. L’adhérence d’une partie irréductible d’un espace topologique X est irréductible.

2. La réunion de deux ouverts irréductibles qui se rencontrent est irréductible.

3. L’image d’un espace topologique irréductible par une application continue est
irréductible.

4. Le produit de deux variétés algébriques irréductibles est irréductible.

Démonstration. Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles, il s’agit de
montrer que X X Y est irréductible. Soit X X Y = Z; U Zs un recouvrement par deux
fermés. Alors ’ensemble Y; des points y € Y tels que X x {y} C Z; est un fermé de Y,
et ces deux fermés recouvrent Y. Donc I'un des deux, par exemple Y; est Y. Mais on a
alors Z1 =X xY. o
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5. Soit p un idéal premier de O(A™). Alors V(p) est un fermé irréductible, puisque
d’apres le théoréme des zéros de Hilbert 1'algebre des fonctions régulieres sur V(p) est

O(A™)/p et est integre par définition. Alors 'application

pr—V(p)

est une bijection décroissante de l’ensemble des idéaux premiers de O(A™) sur 'ensemble
des fermés irréductibles de A™. En particulier, si P est un polynéme irréductible, le fermé
V(P) est irréductible.

DEFINITION 3.4. — Soit X un espace topologique noethérien. Une composante

wrréductible de X est un fermé irréductible Y C X mazimal.

THEOREME 3.5. — Soit X une espace topologique noethérien.
(i) L’ensemble des composantes irréductibles de X est fini.

(ii) Soient Xq,...,X,, ces composantes irréductibles. Alors
X=XjU...UX,,
et tout fermé irréductible de X est contenu dans une des composantes irréductibles.

Démonstration. On va montrer d’abord que tout fermé Y C X non vide s’écrit comme
réunion finie de fermés irréductibles. Sinon, I’espace topologique X étant noethérien,
I’ensemble F des fermés non vides qui ne satisfont pas a cette condition aurait un élément
minimal Y ; alors Y ne serait pas irréductible : il pourrait donc s’écrire Y = Y; U Yo,
ou Y; et Yo sont deux fermés irréductibles distincts de Y. Mais alors soit Y; € &, soit
Yo € F, ce qui contredit la minimalité de F.

En particulier, X = X; U...UX,,, avec X, irréductible, et on peut supposer de plus

que X; n’est pas contenu dans X; pour ¢ # j. Si Y est un fermé irréductible, on a alors
Y=U"(YNX;)

et il résulte de la définition de I'irréductibilité qu’il existe un indice i tel que Y C X;. Ceci

entraine que les X; sont exactement les composantes irréductibles de X. o

Exercice 3.1

1. L’espace projectif P, est irréductible.

2. La grassmannienne Grass(n, k") est irréductible.

3. La courbe de A? des points (x,y) satisfaisant & 1’équation y? = 23 est irréductible.
4. Le fermé de L(k"™, k™) des matrices f de rang < p est irréductible.
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4. Fonctions rationnelles

Soit X une variété algébrique réduite. Considérons, sur l’ensemble des couples (U, f),
ol U est un ouvert partout dense de X et f : U — k une application réguliere, la relation

d’équivalence définie par

(U, f) ~ (U, f) st flunur = f'lunur-

On désigne par Rat(X) Pensemble des classes d’équivalence : on le munit de maniere
évidente d’une structure d’algebre. Quand X est irréductible et réduite, si f est une
fonction réguliere définie sur un ouvert non vide U, ’ensemble des points x € X tels que
f(x) # 0 est partout dense, et sur cet ouvert la fonction % définit un inverse pour f. Donc
Rat(X) est un corps.

Dans le cas général, remarquons que si U est un ouvert partout dense, on a
Rat(X) = Rat(U). Il en résulte que si (X;);=1,.. % sont les composantes irréductibles

de X, on a un isomorphisme d’anneaux
k
Rat(X) ~ [ [ Rat(X).
i=1

DEFINITION 4.1. — Une variété algébrique est dite intégre si elle est irréductible et

réduite.

Exercice 4.1
Soit X une variété algébrique. Montrer ’équivalence des assertions suivantes

(1) la variété X est irréductible et réduite ;

(2) pour tout ouvert non vide U C X, 'algebre O(U) des sections du faisceau structural
est integre ;

(3) T’espace topologique sous-jacent a X est connexe, et pour tout x € X, I'algebre locale

Ox,, est integre.

PROPOSITION 4.2. — Soit X une variété algébrique affine intégre, et O(X) l’algébre
des fonctions réguliéres sur X. Le corps des fractions K(O(X)) de l’algébre intégre O(X)

est isomorphe a Rat(X).

P(z)
Q()

sur l'ouvert des points = € X tels que Q(z) # 0. On obtient ainsi un homomorphisme de

définie

) P
Démonstration. A toute fraction — on associe la fonction réguliere x —

corps
K(0(X)) — Rat(X).
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Il reste & montrer que cet homomorphisme est surjectif. Soit (U, f) une fonction réguliere
définie sur un ouvert non vide U; quitte & diminuer U, on peut supposer que U est défini
par Q # 0, ou Q est une fonction réguliere non nulle sur X. Mais les fonctions régulieres sur
P(x)

Q(z)*

fermé Y de X x k définie par les couples (z,y) tels que Q(z)y = 1. Les fonctions régulieres

U sont les fonctions de la forme z — En effet, on a déja vu que U est isomorphe au

sur X x k sont de la forme (z,y) — Zle a;(z)y’, ol a; est une fonction réguliere sur U.

Par I’isomorphisme U ~ Y défini par

1

€T = (Q(iﬁ)aw

)

ces fonctions régulieres deviennent les applications

i=1 Q(l‘)

=

E o a4 NI, ,
—~ . D’ou I’énoncé. o

i=1 QZ

Une telle fonction rationnelle provient donc de la fraction )

Exemple : Rat(P,,) = Rat(A") = k(Xq,...,X,).

Soient X et Y deux variétés algébriques integres. Sur ’ensemble des couples (U, f),
ou f: U —— Y est une application réguliere f : U — Y sur un ouvert U partout dense
de X, la relation

(U, f) ~ (U, f) st flunu = f'lunur

est une relation d’équivalence; les classes d’équivalence s’appellent applications ra-
tionnelles.

Soit f : X ~~ Y une telle application rationnelle, d’image dense. Elle induit un

homomorphisme de corps f* : Rat(Y) — Rat(X).

PROPOSITION 4.3. — Soient X et Y deuz variétés integres. Tout homomorphisme

d’extensions de k
¢ : Rat(Y) — Rat(X)

est induit par une et une seule application rationnelle f : X ~~'Y d’image dense.

Démonstration. On peut supposer que Y = SpecB, ou B est une algebre de type
fini integre. Soit ¢ : Rat(Y) — Rat(X) un homomorphisme de corps, k—linéaire. Soient

Yi,...,Yp des générateurs de B. Les fonctions rationnelles f; = ¢(y;) sur X sont régulieres
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sur un ouvert partout dense U de X et le morphisme d’algebres induit B —— Rat(X)
se factorise par O(U). D’apres l'exercice 2.2, conséquence facile du théoreme 2.32, le
morphisme d’algebres B —— O(U) obtenu définit une application réguliere f : U — Y.
Considérons le diagramme commutatif

B N

O(U)

K(B) — "+ Rat(X)

L’homomorphisme f*: B = O(Y) —— O(U) est alors injectif : ceci signifie exactement
que f est d’image dense. L’homomorphisme induit sur le corps des fractions rationnelles
f* : Rat(Y) — Rat(X) coincide alors avec ¢. Reste & voir I'unicité : si f' : X ~~ Y est
une autre application rationnelle d’image dense telle que f™* = ¢, on a f*(y;) = f*(y:)

dans Rat(X) ce qui signifie que f et f’ coincident sur un ouvert dense. o

COROLLAIRE 4.4. — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles telles que
les extensions Rat(X) et Rat(Y) soient k—isomorphes. Alors il existe des ouverts denses
UcX etV CY tels que U soit isomorphe a V.

Démonstration. Soit ¢ : Rat(Y) —— Rat(X) un k—isomorphisme. Alors il existe

une fonction rationnelle d’image dense f : X ~» Y, telle que f* = ¢, et une fonction

rationnelle d’image dense g : Y ~ X telle que g* = ¢~!. On peut supposer que f est

donnée par une fonction réguliere f : U —— Y sur un ouvert dense U, et g par une

fonction réguliere g : V—— Y sur un ouvert dense V. Quitte a diminuer U, on peut
supposer que f(U) C V. Alors pour tout z € U, on a g(f(z)) = x. Soit W I'image

réciproque de U par g : V —— X. Cet ouvert est non vide, et on a encore fog(y) =y

pour tout y € W. En plus, f(U) C W. Alors f: U — W et g: W — U sont inverses

I'une de Pautre. D’ou I’énoncé. o

DEFINITION 4.5. — Soient X et Y deuz variétés algébriques intégres. On dit que X
et Y sont birationnellement équivalentes si les corps de fonctions rationnelles Rat(X) et

Rat(Y) sont k—isomorphes.
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Exercice 4.2
Démontrer que le fermé de A? des couples (x,y) tels que 3 = 32 est birationnellement

équivalent & A

Exercice 4.3
Démontrer que la quadrique de P35 définie par les points [z,y, z,t] satisfaisant a

I’équation xt — yz = 0 est birationnellement équivalente au plan projectif Ps.

5. Dimension

Il y a trois fagons de définir la notion de dimension d’une variété algébrique : la
premiere fait intervenir I'espace tangent de Zariski en un point; la dimension de cet
espace vectoriel varie quand on fait varier le point. La seconde se définit d’abord pour
les variétés algébriques integres en termes de degré de transcendance sur k du corps
des fonctions rationnelles, et on 1’étend a toute variété en introduisant les composantes
irréductibles. La derniére fait intervenir la longueur maximale des suites croissantes de
fermés irréductibles. Il n’est pas clair sur la troisieme définition qu’elle fournit un entier.
L’objet de cette section et de la suivante est de montrer que ces deux dernieres définitions
coincident, et de décrire les relations entre dimension tangentielle et dimension en un
point ; la dimension tangentielle est en général plus grande, et ce n’est qu’aux points lisses

qu’elles coincident.

5.1. Espace tangent de Zariski

Soit X une variété algébrique, et a un point de X. Soit Ox , l'algebre locale de X
en a. Rappelons que 'on désigne par Ox , ’algebre des germes de sections du faisceau
structural au point a; on a vu que c’est une algebre locale : si X = Spec(A), ot A est une
algebre de type fini, et m I'idéal maximal de A correpondant au point a, I’algebre Ox ,

est isomorphe & la localisée Am (cf. section 2.6).

DEFINITION 5.1. — On appelle vecteur tangent a X au point a une application

k—linéaire D : Ox o — k satisfaisant a la condition de Leibniz

D(fg) = g(a)Df + f(a)Dg
Autrement dit, quand on munit k£ de la structure de Ox ,—module définie par le
morphisme d’évaluation Ox , — k qui associe & f sa valeur f(a), c’est une dérivation
de Ox, a valeurs dans k. Si X = SpecA, une telle dérivation définit une dérivation

A —— k & valeurs dans k et réciproquement, une dérivation A —— k se factorise de

maniere unique en une dérivation Ay, — k. L’ensemble des vecteurs tangents en a est

un k—espace vectoriel noté T,X et appelé espace tangent de Zariski.

60

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Variétés algébriques

PROPOSITION 5.2. — Soit m, ["idéal maximal de Ox .. On a un isomorphisme
d’espaces vectoriels
T, X ~ (m,/m?)*

En particulier T, X est un k—espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Soit D € T,X. Alors D(1) = 0. D’autre part si f et g € m,, on a
D(fg) = 0 d’apres la formule de dérivation. Ainsi, D|m, induit par passage au quotient
une application linéaire

D:m,/m? — k&

qui détermine D|m,. On a ainsi obtenu une application linéaire D + D
T.X — (mg/m2)*

qui est injective car tout élément de Ox , s’écrit f = f(a) 4+ g avec g € m,. Montrons
maintenant la surjectivité; soit V : m,/m2 — k une forme linéaire. On pose D(f) =
V([f — f(a)]) ot [f — f(a)] désigne la classe dans m,/m2 de 'élément f — f(a) de m,.
On vérifie sans difficulté que la condition de dérivation est satisfaite : ainsi D définit un
vecteur tangent a X en a. La finitude résulte du fait que m, est un idéal de type fini
puisque Ox , est un anneau noethérien, comme localisé d'un anneau noethérien. Alors

m,/m2 est un Ox ,/m,—espace vectoriel de dimension finie. o

Fonctorialité

Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques, et b = f(a). Alors f

induit un morphisme d’algebres locales f* : Oy —— Ox 4. Si D : Ox,q — k est un
vecteur tangent a X en a, 'application D f* est aussi une dérivation. On obtient ainsi une
application k—linéaire T,X —— T}Y appelée 'application linéaire tangente en a a f, ou

la différentielle de f en a. On la note d, f, ou parfois T, f.

Si U est un ouvert de A", rapporté aux coordonnées z1,...,x, et a un point de U;
I'application linéaire T,A™ —— k™ définie par D — (Dz;);=1,...» est un isomorphisme.

Par cet isomorphisme, on obtient une base de T, U notée
(8xi,a)i:1,...,n-

Si f = (fi,.--yfm) : U——>V C A™ est une application réguliere a valeurs dans un

ouvert V de A" la différentielle d, f au point a est alors donnée dans les bases canoniques

de T,U et T,V par la matrice jacobienne (gf (a)).
J
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Exercice 5.1
Soit X et Y deux variétés algébriques et (a,b) € X x Y. Montrer que les projections

sur X et Y induisent un isomorphisme
Tl (X xY) —+ T, X x TpY

LEMME 5.3. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine, définie par une algébre
de type fini A, et Y C X une sous-variété fermée, définie par un idéal I C A de générateurs

(g1,---59m). L’espace tangent de Zariski T,Y en un point a € Y est le noyau de la
différentielle dyg : T X — k™ du morphisme g : X —— A™ défini par g = (g1, .., Gm)-

Démonstration. Soit m 'idéal maximal de A correspondant au point a. On a
OY,G = Am/(gla e ,gm)

Il en résulte que l'application linéaire T,Y — T,X est injective. De plus, pour

qu'un vecteur tangent D € T, X appartienne a l'image il faut et il suffit que cette

dérivation s’annule sur 'idéal (g1, ..., gx), autrement dit que Dg; = 0 pour ¢ = 1,...,m.

L’identification ToA! —— k est donnée par D — Dz, olt z est une coordonnée sur

Al. Par définition, 'application linéaire T,X —— ToA! = k définie par D +— Dg; est
la différentielle d,g;. Il en résulte que l'image de T,Y est I'intersection N;kerd,g;. En

d’autres termes 'image de T,Y est le noyau de I’application linéaire tangente d,g. o

COROLLAIRE 5.4. — Soit X une variété algébrique. La fonction x — dimT,X est

semi-continue supérieurement.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X est une sous-
variété fermée de A", définie par un idéal (fi,..., fi). Le résultat est une conséquence

i

6$j

du fait que le rang de la matrice jacobienne a — (—=—(a)) est une fonction semi-continue

inférieurement. o

COROLLAIRE 5.5. — Soit d = inf,ex dim T, X. L’ensemble des points x € X ou
dimT,.X = d est un ouvert de Zariski de X.

Exemple.
On considere la sous-variété X de Al = Spec(k[z]) définie par I'idéal (2?). L’espace
topologique sous-jacent est réduit a un point. L’espace tangent de Zariski en ce point est

de dimension 1.
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5.2. Dimension et degré de transcendance

Bases de transcendance

DEFINITION 5.6. — Soit L un corps, et K C L un sous-corps de L. On dit qu’une
partie B C L est une base de transcendance de L sur K si
(i) les éléments de B sont algébriqguement indépendants sur K ;

(ii) le corps L est une extension algébrique du sous-corps engendré par K et B.

LEMME 5.7. — Soit L = K(x1,...,x,) une extension de K engendrée par un nombre
fini d’éléments.
(i) Le corps L a une base de transcendance finie.
(ii) Deuz bases de transcendance ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre d’éléments

s’appelle le degré de transcendance de L sur K.

Démonstration. (i) Un systeme maximal B C {z1,...,x,} d’éléments algébriquement
indépendants sur K est une base de transcendance de L sur K.

(ii) Soient B et B’ deux bases de transcendance de L sur K, dont I'une au moins est
supposée finie. Montrons par récurrence descendante sur le nombre d’éléments k = #BNB’
que B et B’ ont le méme nombre d’éléments. Supposons par exemple B’ finie. Si
#B N B = #B’, on a B’ C B et par définition des bases de transcendance B = B’.
Supposons B # B’. Alors B n’est pas contenu dans B’; soit b € B — B’. Alors B’ U {b}
n’est plus une base de transcendance. Donc il existe un systéme maximal B” d’éléments

algébriquement indépendants tel que
(BNB)uU{b} cB”" S {b} UB".

Par définition B” est une base de transcendance. On a #B N B” > k et donc d’apres
I’hypotheése de récurrence, B est finie et a méme nombre d’éléments que B”; ainsi
#B < #B’. Si on échange les roles de B et B’, on obtient que ces bases ont le méme

nombre d’éléments. o

DEFINITION 5.8. — Soit K C L une extension algébrique de K. Un élément de L est
dit séparable sur K si son polynome minimal P n’a pas de racine multiple dans le corps
de décomposition de P. Une telle extension est dite séparable si tout élément de L est

séparable sur K.
Evidemment, en caractéristique 0, toute extension est séparable.

PROPOSITION 5.9. — Soit k un corps algébriquement clos, et k C K une extension
engendrée par un nombre fini d’éléments. Le corps K a une base de transcendance B tel

que extension finie k(B) C K soit séparable.
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Démonstration. On suppose que k est de caractéristique p > 0, sinon il n’y a rien
a démontrer. On va montrer qu'on peut extraire d’un systeme de générateurs une base
de transcendance satisfaisant a la condition de I’énoncé. On fait une récurrence sur le
nombre de générateurs de K sur k. Considérons des générateurs z1,...,x, de K sur k.
Si n est le degré de transcendance de 'extension k — K, {x1,...,z,} est une base de
transcendance qui convient. Sinon, il existerait un polynéme f en n variables, tel que
f(x1,...,2,) = 0. On choisit f de degré minimum parmi ces polynémes. Ce polynome f

est alors irréductible sur k. Puisque k est de caractéristique p, I'une des dérivées partielles,

0
par exemple or n’est pas identiquement nulle : sinon f serait la puissance p—ieéme d’un

0X1
autre polynome, ce qui contredit I'irréductibilité. Alors le polynome f(Xy, z,...,x,) n’est
pas nul, ce qui prouve que z est algébrique et séparable sur k(zo,...,z,). Par hypothese
de récurrence, il existe une base de transcendance B C {zs,...,z,} de k(za,...,z,) telle

que tout élément de ce corps soit algébrique et séparable sur k(B). Alors z; est encore
algébrique et séparable (cf. Lang, page 285) sur k(B). Par suite I’extension finie k£(B) C K

est séparable. o

Dimension d’une variété algébrique

Soit X une variété algébrique integre sur k. Le corps Rat(X) des fonctions rationnelles
est engendré sur k par un nombre fini d’éléments : en effet, on peut supposer que X est
une variété algébrique affine X = Spec(A), ot A est une k—algebre de type fini, et on sait
alors que Rat(X) est le corps des fractions de A. Il est donc engendré par les générateurs
de A. En particulier, il a une base de transcendance finie, B ; on peut exiger de plus (dans

le cas ol k serait de caractéristique p) que l'extension finie k£(B) C Rat(X) soit séparable.

DEFINITION 5.10. —

(i) Soit X une variété algébrique intégre. La dimension de X est le degré de transcendance
sur k du corps Rat(X) des fonctions rationnelles sur X. On note dimX cette
dimension.

(ii) Soit X une variété algébrique quelconque de composantes irréductibles Xy, ..., Xy. On
appelle dimension de X le nombre

dimX = ‘Irllaxedim X

On appelle dimension de X au point x le nombre

dim, X = maxdim X;
reX;

Si toutes les composantes irréductibles de X sont de méme dimension, on dit que X est

équidimensionnelle.
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Exemple.

L’espace affine A" est de dimension n.
THEOREME 5.11. — Soit X une variété algébrique. Pour tout point v € X, on a
dim, X <dimT_, X
Si X est réduite, I’égalité est satisfaite sur un ouvert partout dense de X.

Démonstration du théoreme 5.11
Supposons d’abord X intégre. Par semi-continuité, on est ramené a prouver qu’il
existe un ouvert non vide pour lequel le théoréeme est vrai. Si m = dim X, ’énoncé suivant

nous ramene & prouver ’énoncé dans le cas d'une hypersurface integre de A™+1.

LEMME 5.12. — Une variété algébrique integre X de dimension m est birationnelle-

ment équivalente a une hypersurface de A™ Y définie par un polynome irréductible.

Démonstration. On peut évidemment supposer que X est une variété algébrique
affine integre. Soit A une algebre de type fini, integre et X = Spec A; soit K le corps des
fractions de A. Considérons une base de transcendance de K sur laquelle tout élément de

K est séparable. Une telle base définit un homomorphisme de corps
Rat(A™) — K

et cette extension est une extension algébrique finie et séparable. Le théoreme de I’élément

primitif montre qu’il existe b € Rat(X) tel que
Rat(A™)[b] =K

Considérons le polynome minimal P(T) = T” 4+ a;T"~! + ... + a, de b; on I'écrit sous la

P
forme P = 61, avec P1 € O(A™)[T], et Q élément non nul de O(A™). On peut supposer Py

primitif ; le polynéme P; € O(A™ x A!) est alors irréductible et définit une hypersurface
integre Z C A™ x A'. Le morphisme défini par pr; : Z — A™ est d’image dense : cette
image contient en effet 'ouvert défini par Q # 0. Par suite, cette projection fournit un
homomorphisme

Rat(A™) — Rat(Z)

La derniere coordonnée t satisfait sur Z a ’équation P(¢) = 0. Par suite, on obtient un
isomomorphisme

Rat(A™)[T]/(P) ~ K < Rat(Z)
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Donc on obtient un isomorphisme d’extensions Rat(X) ~ Rat(Z). Compte-tenu de la

proposition 4.3 ceci démontre le lemme. o

Soit X € A™T! la sous-variété algébrique intégre défini par un polyndme irréductible
F de degré > 0. Alors, en un point x € X, on a dimT,X = m ou m + 1 ce qui démontre
I'inégalité dim X < dim T, X pour tout x € X. Pour terminer la démonstration il faut voir
que la différentielle d, F n’est pas nulle sur un ouvert partout dense. Il s’agit de montrer

que cet ouvert n’est pas vide. Mais puisque F est irréductible, si x — d,F s’annulait le

long de X, pour tout i, le polynéme F diviserait les dérivées partielles . Mais ceci

Z;
impliquerait que F est ou constant si k est de caractéristique nulle, ou, dans le cas ou
le corps k est de caractéristique p une puissance p—ieme d’un polynome G ce qui est

contraire au fait que F est irréductible.

Supposons maintenant X quelconque. Soient Xy, ..., Xy les composantes irréductibles
de X passant par x, munies de la structure de variété algébrique réduite. On a d’apres

I’énoncé ci-dessus dans le cas integre,
dimX; <dimT,X; <dimT,X

et par suite dim,; X < dimT;X. Supposons X réduite. Alors X; \ N;x;X; est un ouvert
integre de X et d’apres ’énoncé ci-dessus, on peut trouver ouvert non vide U; C X; sur
lequel la dimension tangentielle coincide avec la dimension de X;. Sur I'ouvert partout
dense U =U,;U; on a dim, X =dimT,X. o

5.3. Dimension de Krull

DEFINITION 5.13. — Un espace topologique noethérien X est dit de dimension de

Krull finie si la longueur des suites strictement croissante de fermés irréductibles

de X est bornée. Le plus grand de ces entiers £ est la dimension de Krull et notée
dimg 1 (X).

THEOREME 5.14. — Soit X une variété algébrique. La dimension de Krull de X est

finie et coincide avec dim X.

Soient Xq,...,Xy; les composantes irréductibles de X. On a évidemment pour toute
variété algébrique X

dimg, (X) = max dimg ) (X5)
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de sorte qu’on est ramené & prouver 1’énoncé dans le cas des variétés integres. Si X est une
telle variété integre, et U un ouvert non vide de X, la dimension de Krull de X coincide
avec celle de U. On est donc ramené a prouver le résultat pour les variétés algébriques
affines integres.

La démonstration sera donnée dans ce cas dans la prochaine section. Elle repose sur

la notion de morphisme fini.

Exercice 5.2
Soient X et Y deux variétés algébriques. Prouver que dmX x Y =dimX +dimY.

6. Morphismes finis

Soit ¢ : A —— B un homomorphisme d’anneaux (commutatifs et unitaires). Alors B

peut étre considéré comme un module sur A, en posant ab = ¢(a)b pour a € A et b € B.

DEFINITION 6.1. — On dit que @ est entier si tout élément v € B est entier sur A :

autrement dit, pour tout x € B, il existe un polynéme unitaire a coefficients dans A
P=X"+, X" ' 4+...4+a,
tel que P(z) = 0.

La proposition suivante souvent utile pour vérifier qu'un élément est entier. Elle
permet par exemple de vérifier que les éléments de B qui sont entiers sur A constituent

un sous-anneau de B, qu’on appelle fermeture intégrale de A dans B.

PROPOSITION 6.2. — Soit ¢ : A —— B un homomorphisme d’anneauz et x un

élément de B. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) L’élément x est entier sur A,
(ii) Le sous-anneau Alx] engendré par ¢(A) et x est de type fini sur A;

(iii) Il existe un sous-anneau de B contenant (A) et x qui soit un A—module de type fini.

Démonstration. Seule I'implication (iii) = (i) n’est pas évidente. Soit C un sous-
anneau de B contenant x et ¢(A) qui soit un A—module de type fini. Soit (€;);=1,... m un

systeme de générateurs de C. L’inclusion C C C permet d’écrire
xre; = E Q5 €4
J
avec a; ; € A ce qui s’écrit aussi, en introduisant le symbole de Kronecker
> (€6;; — aij)e; =0
J

67

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Considérons la matrice a = (a; ;). Si on multiplie & gauche par la matrice des cofacteurs,
on obtient det(zid — a)e; = 0 pour tout j. Puisque I'unité appartient & C, on obtient
det(zid — a) = 0 ce qui donne en développant un polynoéme unitaire a coefficients dans A

annulant z. o

DEFINITION 6.3. — Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques affines.

On dit que f est fini si le morphisme d’algebres f* : O(Y) —— O(X) fait de O(X) un
O(Y)—module de type fini.

En vertu de la proposition ci-dessus, et du fait que O(X) est une k—algebre de type

fini, il revient au méme de demander que tout élément de O(X) soit entier sur O(Y).

Exemples

1) Soit X le fermé algébrique de k? défini par 1’équation 22 + y? = 1. La projection

X —— A! définie par (x,y) — x est un morphisme fini.
2) Le morphisme A2 — A3 défini par (z,y) — (22, 2y, y?) est un morphisme fini.

3) Soit X le fermé de A? défini par 1’équation xy = 1. La projection X — k définie

par (z,y) — z n’est pas un morphisme fini (¢f. proposition 6.9).
Soient maintenant X et Y deux variétés algébriques quelconques.

DEFINITION 6.4. — On dit qu’un morphisme f : X —— Y est fini s’il existe un
recouvrement de Y par des ouverts affines V; tels que U; = f=1(V,) soit affine et que le

morphisme induit f : U; —— V; soit fini.

Si Z C X est une sous-variété fermée d’une variété algébrique X, le morphisme
d’inclusion Z — X est évidemment un morphisme fini. Il n’est pas clair sur la définition
ci-dessus que le composé de deux morphismes finis est encore un morphisme fini. Pour le
démontrer, nous allons vérfier que si f : X —— Y est un morphisme fini, la propriété

ci-dessus est vrai en fait pour tout recouvrement par des ouverts affines; ceci résulte de

I’énoncé suivant :

PROPOSITION 6.5. — Soit f: X —— Y un morphisme fini de variétés algébriques.
Pour tout ouvert affine V.C Y, limage réciproque f=1(V) est un ouvert affine et le

morphisme induit f~1(V) — V est un morphisme fini.
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On va en fait se ramener au cas de recouvrement par des ouverts principaux. Le point

clé est la suivant :

PROPOSITION 6.6. — Soit Y une variété affine, et Y = U;Y; un recouvrement de

Y par des ouverts principaux Y4, définis par des éléments g; € O(Y). Soit f : X — Y

un morphisme de variétés algébriques, X; l’image réciproque de Y;, et f; : X; — Y; le

morphisme induit par f. Alors si X; est affine et f; est fini, la variété algébriqgue X est

affine et f est fini.

Démonstration. Soit A = O(X) et B = O(Y). Considérons le morphisme f* :
B —— A qui permet de voir A comme un B—module. Les algebres de sections du faisceau

structural correspondant aux ouverts X; et Y; sont les algebres de fractions A £(95) (notée
aussi Ag,) et By,. C’est la définition pour Y;; pour X; il suffit de recouvrir X pour un

nombre fini d’ouverts affines pour obtenir cette formule. Supposons que X; soit affine, et
que f : By, —— A, soit un morphisme fini. On peut alors trouver un systeme fini de

€i,a

générateurs de A,, de la forme , avec e; o € A. Soit v € A. Alors il existe des entiers

n; et des éléments v; o € B tels que dans A
g;”'[) = Z Vi, a€i,a
«

Les ouverts Y; recouvrant Y l'idéal de B engendré par les éléments g, est d’apres le
théoreme des zéros de Hilbert est (1). Donc il existe u; € B tels que ), u;g;"" = 1. Il en

résulte que dans B

v = E UiV5,0€4,a
oLl

Ainsi, les éléments e; o, engendrent le B—module A. Il en résulte que A est une algebre

de type fini : il existe une variété algébrique affine X’ telle que O(X) = O(X’). Cette

identification fournit d’apres I'exercice 2.2 un morphisme ¢ : X — X’ et un morphisme

fini f': X' —— Y tel que f’ o ¢ = f; le morphisme ¢ est un isomorphisme au-dessus de
Pouvert Y;. On en déduit que X est isomorphe & X’; c¢’est donc une variété affine et le

morphisme f: X —— Y est fini. Ceci acheve la démonstration. o

69

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Démonstration de la proposition 6.5

Commencons par le cas affine :

LEMME 6.7. — Soient X et Y deux variétés algébriques affines, et f: X — Y un

morphisme fini.

(i) Pour tout g € O(Y) soit Yy Uouvert principal défini par g, et par X, son image
réciproque par f. Le morphisme induit f : Xg —— Y4 est fini.

(i) Pour tout ouvert affine V.C Y, l'image réciproque f~1(V) est affine, et le morphisme
induit f : f=1(V) — V est fini.

Démonstration. On pose X = Spec A, Y = SpecB ol A et B sont des algebres de type
fini. Le morphisme induit B — A est fini. Montrons (i) : on a pour g € B, Y, = Spec B,

X4 = Spec A, et le morphisme f : X, — Y, est le morphisme naturel B, — A,. Ce

morphisme est évidemment fini.

Montrons (ii) : il suffit de recouvrir V par des ouverts principaux V; dans Y ;
I'assertion (i) montre que f~1(V;) est affine et que le morphisme f~1(V;) — V; induit
par f est fini; la proposition 6.6 montre que f~!(V) est affine et que le morphisme

f~Y(V) — V induit par f est fini. o

Cas général :

Supposons f : X — Y fini, et considérons un recouvrement ouvert affine Y; tel que
X; = f71(Y;) soit affine et tel que le morphisme induit f : X; — Y; soit fini. Soit V un
ouvert affine de Y. Recouvrons V par des ouverts V; principaux dans V contenus dans

I'un des Y;. Alors f~(V;) est un ouvert affine et le morphisme f~*(V;) — V, est un
morphisme fini d’apres le lemme ci-dessus appliqué au morphisme X; —— Y, induit par

f. Alors, d’apres la proposition 6.6 le morphisme f : f~1(V) —— V est un morphisme

fini.
COROLLAIRE 6.8. — Le composé de deuxr morphismes finis est un morphisme fini.

Exercice 6.1

Montrer qu’une variété algébrique X est affine si et seulement si il existe des éléments
fi € O(X) tel que les ouverts Xy, = {f; # 0} soient affines et tels que l'idéal de O(X)

engendré par les f; soit A.

70

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Variétés algébriques

Exercice 6.2

Soit f: X —— Y un morphisme de variétés algébriques. On suppose qu’il existe un

recouvrement ouvert de Y par des ouverts affines Y; de Y tels que X; = f~1(Y;) soit

affine. Montrer que pour tout ouvert affine V de Y l'ouvert f=1(V) est affine.

PrRoPOSITION 6.9. — Soit f : X —— Y un morphisme fini.
(i) Les fibres de f sont finies.

(ii) L’image de f est fermée.
Commengons par un lemme.

LEMME 6.10. — Soit A une algébre de type fini, et X = Spec A la variété affine
associée. Les conditions suivantes
(i) L’algébre A est artinienne.
(ii) L’espace topologique X est fini.
(iii) dimy A < 0o

sont équivalentes.

Démonstration. (i)=-(ii) : On sait qu'un anneau artinien a une filtration décroissante

(dite de Jordan-Holder) finie par des idéaux a;
0CagC...CarCap=A

telle que a;/a; 41 soit un module simple, c’est-a-dire isomorphe & A/m; ou m; est un
idéal maximal. On voit par localisation que le support de Ox est exactement ’ensemble
X = {mg,...,mg}.

(ii)=(i) Tout anneau noethérien a une filtration décroissante finie par des idéaux
0CagC...CarCap=A

telle que a;/a; 41 soit isomorphe & A/p, ou p, est un idéal premier. Alors X est la réunion
des fermés V(p;). Ces fermés sont irréductibles et finis : donc ils sont réduits & un point.
En raison de la correspondance bijective p — V(p) entre ’ensmeble des idéaux premiers
de A et ’ensemble des fermés irréductibles de X, ceci entraine que p; est un idéal maximal.

(i)=-(iii) : Si m est un idéal maximal de A, puisque k est algébriquement clos on
sait que A/m ~ k. On voit en considérant une filtration de Jordan-Holder que si A est
artinienne, la dimension dimg A est la longueur de A.

(iii)=-(i) . Considérons comme ci-dessus une filtration décroissante a; de A, telle que
a;/a; 41 soit isomorphe & A /p, ou p; est un idéal premier. D’apres 'hypothese, A/p, est de
dimension finie sur £, et integre. Il résulte du lemme suivant que p; est un idéal maximal,

et par conséquent A a une filtration de Jordan-Hélder. Donc I'algebre A est artinienne.
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LEMME 6.11. — Soit A — B un homomorphisme injectif d’anneaux, tel que B soit

entier sur A, et que B soit integre. Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.
La démonstration de ce lemme est un exercice facile.

Démonstration de la proposition 6.9

(i) On peut supposer que X et Y sont affines : X = Spec A; Y = SpecBet f: X — Y

correspondant & un morphisme fini de k—algebres de type fini f*: B —— A. On a vu
dans la démonstration de la proposition 2.51 que la fibre de f au-dessus de m est la
variété affine Spec(A/mA). Le morphisme induit £ = B/m —— A/mA est encore fini.

Donc dimg A/mA < co. Il en résulte du lemme 6.10 que cette fibre est finie.

(i) Soit I = ker f*. On va montrer que 'image de f est le fermé V(I). On sait que
le morphisme f associe & I'idéal maximal n de A I'idéal maximal m = (f*)~!(n), donc
cet idéal maximal contient I; donc Imf C V(I). Dans l'autre sens, soit m € V(I) un
idéal maximal de B. La fibre de f* au dessus du point défini par m est la variété affine
Spec(A/mA). Pour voir que cette fibre n’est pas vide, il suffit de démontrer que cette
algebre n’est pas réduite a {0}.

Soient e; des générateurs de A comme B—module. Supposons A = mA. On peut alors

trouver des éléments a; ; € m tels que
*
ei = [(aij)es;
J

dans A on obtient det(1 — (f*(a;;)) = 0. En développant ce déterminant, on obtient
1 € f*(m). Ceci signifie que dans B on a (1) = I+ m et puisque I C m on obtient m = (1)

ce qui est absurde. o

PROPOSITION 6.12. — Soit Z une sous-variété algébrique fermée de IP,, ne contenant
pas le point [0,...,0,1]. Le morphisme f :Z — P,,_1 induit par lapplication réguliére
[0, ..., Tn] ¥ [Toy .-y Tn—1]

est un morphisme fini.

La projection considérée s’appelle la projection de centre [0, ...,0,1].
Démonstration. On peut supposer que Z est une hypersurface de P,, définie par un
polynéme homogene P de degré r > 0. Du fait que le point [0,...,0,1] n’appartient pas

a 7, on peut développer P sous la forme

P=X,+ ) AX
1<i<r
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ou A; est un polynome homogene de degré i en les variables (Xg,...,X,_1). Plagons

X; .
au-dessus de l'ouvert affine Vg de P, défini par Xg # 0, et posons x; = X Soit Ug
0

louvert affine de P, défini par les points [Xo,...,X,] tels que Xy # 0; dans cet ouvert,

X,
on prend encore comme coordonnées x; = X—Z Alors f~1(Vy) = ZN Uy, et le morphisme
0

f:ZN Uy Vg est donné par
(X1, Xp) — (T1, .o, Tp1)

Or, on a la relation
x,, + Z aizl =0
1<i<r
dans Z N Uy ou a; = A;(1,21,...,2,-1). Ceci prouve que la derniere coordonnée z,
est entiere sur O(Vy), et par suite O(Z N Up) est fini sur O(Vyp). Par permutation des

coordonnées, on obtient ainsi que f est un morphisme fini. o

COROLLAIRE 6.13. — (Noether) Soit Z une variété algébrique affine. Il existe un

morphisme fini surjectif Z — A™.

Démonstration. On peut supposer que Z est une sous-variété fermée de A™. SiZ = A"
le résultat est évident ; si Z # A™, il existe un polynéme non nul qui s’annule sur Z. Il
existe une sous-variété fermée Z de P,, dont I'image réciproque dans A" par le plongement
ouvert (z1,...,2,) — [1,21,...,2,] est Z; pour la construire on considere des générateurs
Pi,...,P;delidéal I qui définit Z. On consideére I'unique polynéme homogene P; de méme
degré que P; satisfaisant & la condition suivante : ¢*(P;) = P; , ot ¢ : A" —— ATt {0}
est le plongement (x1,...,2z,) — (1,21,...,2,) autrement dit on homogénéise P;. L’idéal
I engendré par les polynémes homogenes P; définit une sous-variété fermés de Z de P,
telle que ¢~1(Z) = Z. Cette sous-variété rencontre I’hyperplan de IP,, défini par les points
[Xo, ..., X,] tels que X = 0 suivant un fermé strict : on 'obtient comme lieu des zéros de
I’idéal homogene engendré par les parties homogenes de plus haut degré des P;. On peut
supposer qu’elle évite [0,...,0,1]. On peut alors projeter a partir de ce point sur P,,_; :

on obtient ainsi un morphisme fini Z —— P,,_;. L’image réciproque de 1'ouvert affine

Up ~ A"~ ! défini par X # 0 est exactement Z. Ainsi le morphisme induit f : Z —s A"~1
est fini. S’il n’est pas surjectif, on peut recommencer la construction ci-dessus avec la
sous-variété de A"~! définie par I'idéal noyau de 'homomorphisme O(A"~!) — O(Z),
dont I’espace topologique sous-jacent est 'image de f; ainsi de suite jusqu’a obtenir un

morphisme fini surjectif. o
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Comme conséquence, on obtient la version algébrique de I’énoncé ci-dessus :

COROLLAIRE 6.14. — Soit A une k—algébre de type fini. Il existe des éléments
21, ..., 2n Glgébriquement indépendants sur k et tels que A soit fini sur la sous-algébre
klz1,. .., 2n).

PROPOSITION 6.15. —Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques

intégres, fini et surjectif. Alors
(1) dimgpyn X = dimgean Y ;
(ii)) dimX =dimY.

Cet énoncé résulte de la comparaison des fermés irréductibles de X et de Y.

LEMME 6.16. — (Cohen-Seidenberg) Soit f : X —— Y un morphisme de variétés
algébriques, fini et surjectif.
(i) Pour tout fermé irréductible Y' C Y, il existe un fermé irréductible X' C X tel que
fX) =Y

(ii) Deux tels fermés irréductibles X' et X" ne sont pas comparables.

Démonstration. (i) On écrit f~1(Y’) = U™, X;, avec X; irréductible. En prenant
I'image, on obtient Y’ = U™, f(X;). Puisque Y’ est irréductible, Y’ est I'un des fermés
f(X5).

(ii) Soient X' C X deux fermés irréductibles tels que X’ C X” et de méme image
Y par f. Il s’agit de montrer que X’ = X”. On peut supposer que X et Y sont affines.
Supposons que X’ et X" soient distincts. Alors il existe une fonction réguliere u s’annulant

sur X’ et non nulle sur X”. Mais u est entier sur O(Y) : on a donc une relation du type
u" + fa)u" 4 fHa) =0

dans O(X"), avec a; € O(Y). Puisque u est non nul sur X”, si r est minimal, on a
obligatoirement f*(a,) # 0. Mais puisque u s’annule sur X', a, s’annule sur Y. Ceci

conduit & une contradiction. o

Démonstration de la proposition 6.15
D’apres lassertion (i) du lemme de Cohen-Seidenberg, si Yo & Y1 & ... G Yy est
une suite strictement croissante de fermés irréductibles de Y, on peut trouver une suite

strictement croissante de fermés irréductibles

XoGXiG... G X
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de X et donc dimg, (X) > dimgp (Y). Dans Pautre sens, étant donné une suite
strictement croissante de fermés irréductibles Xo G X1 G ... & Xy de X, les images Y; =
f(X;) constituent, d’apres 'assertion (ii) dans le lemme de Cohen-Seidenberg, une suite
strictement croissante de fermés irréductibles de Y. Par suite dimg,.j (X) = dimgp (Y).

Vérifions maintenant que si X et Y sont deux variétés integres les extensions Rat(X)
et Rat(Y) ont méme degré de transcendance, ce qui démontrera I’assertion (ii). On peut
évidemment supposer que X et Y sont affines. Il résulte du fait que tout élément de

O(X) est entier sur O(Y) que 'homomorphisme Rat(Y) — Rat(X) est une extension

algébrique finie. Toute base de transcendance de Rat(Y) définit donc une base de

transcendance de Rat(X). Ceci acheéve la démonstration.

Fin de la démonstration du théoréme 5.14

On peut clairement supposer que la variété X est integre. Il s’agit de montrer que si
X est une variété algébrique affine et integre on a dim(X) = dimg,j1 (X).
Soit X une sous-variété integre de A™. On démontre 1’énoncé par récurrence sur n. Il

est évidemment vrai pour n = 0. Supposons d’abord X # A™. On sait qu’il existe d’apres
le corollaire ci-dessus qu’il existe un morphisme fini surjectif X — A", avec m < n — 1.
Alors dimg, (X) = dimgpn (A™) et dim(X) = dim(A™) et d’apres 'hypothese de
récurrence dim(A"™) = m. Par suite dimg,; (X) = dim(X).

Supposons maintenant X = A™. Soit Xo & X; G ... & Xy = A" une suite strictement

croissante de fermés irréductibles de A™. On a évidemment ¢ — 1 < dimg, . (Xe—1) et
puisque qu’il existe un morphisme fini surjectif X,y —— A™, avec m < n —1 on a
d’apres la proposition 6.15

dimguy (Xe—1) = dimggan (A™).

D’apres I’hypotheése de récurrence, cette dimension de Krull est m. Par suite £ < n. Ainsi,
dimgun (A™) < n. Comme 'inégalité dans l'autre sens est évidente, ceci démontre que

dimKrull (An) =n. o

Exercice 6.3
On considere la sous-variété fermée X de A2, rapporté aux coordonnées z et y, définie

par I'idéal engendré par z2? + y? — 1.
1) Montrer que le morphisme 7 : X —— A! induit par la projection (x,y) — z est

un morphisme fini.

2) Montrer que I'homomorphisme d’algebres locales induit par 7 :
Oat,0 — Ox,0,1)
n’est pas entier.
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7. Le lemme de Krull

Etant donnée une variété algébrique integre X, de dimension n et des fonctions
régulieres f1,..., fr sur X, quelle est la dimension du fermé Z = V(fi,..., fx) quand
il est non vide 7 En général, il n’est possible d’obtenir que la minoration dim7Z > n — k.
Par exemple, dans ’espace vectoriel des matrices 3 x 3, le fermé des matrices de rang
< 1 est défini par 9 équations, donc aucune n’est superflue et pourtant cette variété
algébrique est de dimension 5. La minoration ci-dessus est obtenue comme corollaire de

I’énoncé suivant, classiquement appelé lemme de Krull.

THEOREME 7.1. — (Lemme de Krull) Soit X une variété algébrique intégre de
dimension n, et f une fonction réguliére non nulle et non inversible sur X. Soit V(f)
le fermé algébrique des zéros de f. Toutes les composantes irréductibles de V(f) sont de

dimension n — 1.

Cet énoncé serait faux si le corps k n’était pas algébriquement clos : par exemple en
géométrie algébrique réelle, 'intersection d’une spheére avec son plan tangent en un point
est réduite & un point (toutefois, il devient vrai si on ne considere pas seulement les points
de R?, mais les spectres maximaux des algebres de type fini concernées).

On se ramene immédiatement au cas d’une variété affine, ou, si 'on préfere, de sa

version projective.

THEOREME 7.2. — Soit X C PP,,, une variété projective intégre de dimension n, et
H C P,,, une hypersurface de degré d dans l’espace projectif ne contenant pas X. Toutes

les composantes irréductibles de X "H sont de dimension n — 1.

Démonstration. Soit d = dim HNX. Il résulte de la définition de Krull de la dimension
que d < n—1. On se ramene au cas ol H est un hyperplan de P, grace au plongement de
Veronese. On peut trouver un sous-espace projectif V. ¢ H de dimension m —d — 1 qui ne
rencontre pas X N H ; alors la projection a partir de W = VN H détermine un diagramme

commutatif

XNH < X

Pg C  Pg

dans lequel les fleches verticales sont des morphismes finis. Il en résulte que n < d+ 1, et
par suite d =n — 1.
On doit montrer plus : a savoir que toutes les composantes irréductibles de X N H

sont de dimension n — 1. Soit Y une de ces composantes. Il s’agit de montrer que le
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morphisme induit f : Y — P, _1 est surjectif. Plagons-nous au-dessus d’un ouvert affine

V = A" de P, rencontrant 'image de Y et désignons par x1,...,Z, les coordonnées dans

V, ’hyperplan V N P,,_; ayant pour équation z,, = 0. Soit U 'ouvert image réciproque

de V par la projection f : X —— P,,. Cet ouvert rencontre Y et Y N U est une des

composantes irréductibles de UNH ; montrons que la restriction f: YNU — VNP, _1

est encore surjective. Si cette restriction n’était pas surjective, il existerait un polynome
P(z1,...,2,—1) non nul, qui serait diviseur de zéro dans O(U N H) : ainsi, il existerait
Q € O(U), non nul sur UNH, tel que P(x1,...,2,-1)Qlunu = 0. D’apres le théoréme des

zéros, il existerait un entier ¢ tel que dans O(U)
z, divise (P(z1,...,2,-1)Q)".

On va montrer qu’alors z, divise une puissance Q* convenable de Q, ce qui conduira &

une contradiction. C’est ’'objet du lemme suivant :

LEMME 7.3. — Soit A un anneau factoriel, et A — B un morphisme fini et injectif.
On suppose que B est integre. Soient a et b € A, non nuls, et premiers entre eux; soit

c € B tel que a divise be. Alors a divise une puissance convenable de c.

DEFINITION 7.4. — Un anneau intégre A est intégralement clos si la fermeture

intégrale de A dans son corps des fractions est A lui-méme.

Par exemple, on sait Z est intégralement clos. La méme démonstration prouve en fait
qu’un anneau factoriel est intégralement clos. C’est cette propriété que nous allons utiliser

pour vérifier le lemme.

Démonstration. Désignons par K et L les corps de fractions respectifs pour A et B.
Le polynéme minimal P de ¢, choisi unitaire, est a coefficients dans A ; en effet, dans une
extension de L qui contient toutes les racines de P, les autres racines sont encore entieres ;
d’apres les relations entre coefficients et racines, les coefficients de P sont entiers sur A.
Mais 'anneau A étant intégralement clos, ces coefficients sont alors dans ’anneau A. On
écrit donc

_ Yk k—1
P=X"4+a1X +...+a,

be
avec ; € A. L’élément — a alors pour polynéme minimal
a

b b
Q=Xx* —|—0415Xk_1 +... —I—()zn(g)k

et puisque cet élément est entier, on obtient que a divise aib, ..., a,b*. Puisque A est
factoriel, ceci entraine que a divise aj. Mais la relation ¢ + ac* ' + ...+, = 0

entraine que a divise cf. o

Ceci acheve la démonstration du lemme de Krull. o
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COROLLAIRE 7.5. — Soient X et Y deux fermés irréductibles de P,,. St X rencontre

Y, toutes les composantes irréductibles de X N'Y sont de dimension > dimX +dimY — n.

Cet énoncé reste vrai si on remplace P,, par une variété lisse (cf. section suivante)
quelconque. Il s’obtient en remarquant que X N'Y est l'intersection de X x Y avec la
diagonale de P, x P,,, compte-tenu du fait que dimX x Y = dim X + dimY. Par contre
la conclusion serait fausse en général si I’espace ambiant était singulier. Ainsi, dans la
quadrique Q de l’espace projectif P4, d’équation zi1x3 + zox4 = 0, les plans projectifs

d’équations r1 = 22 = 0 et 3 = x4 = 0 se coupent suivant un point.

8. Points lisses

Soit X une variété algébrique. D’apres le théoréeme 5.11 pour tout point = € X, on a
dim, X < dimT,X.

DEFINITION 8.1. — Un point x € X est dit lisse si dim, X = dim T, X. Dans le cas

contraire, on dit que x est un point singulier.

Exemple
Soit X C A™ la sous-variété algébrique définie I'idéal (f1,..., fim). Le fermé sous-

jacent est le lieu des zéros communs a f1,..., f;. On suppose que la matrice jacobienne

OF.
(a—f]) est de rang m au point z € X. Alors X est lisse au voisinage de x. En effet, d’apres
Zq

le lemme de Krull

n—m < dim, X.

D’autre part, d’apres le lemme 5.3 dim T, X < n — m. Par suite dim, X = dim T, X.

La réciproque est vraie : soit X une variété algébrique et x € X un point lisse de X ;
on pose m = dim, X. Alors au voisinage de z, la variété X peut étre définie dans A" par
un idéal engendré par n — m éléments. Pour le voir, nous aurons besoin de vérifier au

préalable ’énoncé suivant

THEOREME 8.2. — Soit X une variété algébrique lisse en x. Alors [’algebre locale
Ox,» est integre. En particulier, X est réduit au voisinage de x et par x, il ne passe qu’une

composante irréductible.
COROLLAIRE 8.3. — Les points lisses d’une variété algébrique X forment un ouvert.

On a déja vu que si X est réduite, cet ouvert doit étre partout dense.
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Démonstration. Soit Xq,..., X, les composantes irréductibles de X. Considérons
I’ouvert U; défini par
Ui = X\ Uj 52X

ou X;; = X; N X;. Dans U; les points lisses constituent un ouvert U, jigee par semi-
continuité de la dimension tangentielle et I’ensemble des points lisses de X est, d’apres le

théoreme 8.2, la réunion Xjigse = U; U, jigee- Par suite, c’est un ouvert de X.

COROLLAIRE 8.4. — Soient X une variété algébrique lisse en un point x € X, et
m = dim, X. Il existe un voisinage ouvert U de x, et un isomorphisme ¢ : U — V sur un

ouwvert V. d’une sous-variété algébrique fermée Y de A™ défini par un idéal (f1,..., fn—m)

engendré par n —m éléments tels que au point y = p(x)

Of.

En particulier, une variété algébrique complexe lisse pourra étre considérée comme

une variété analytique d’apres le théoreme de submersion.

Démonstration. On peut supposer que X est une sous-variété algébrique fermée de
A"™; soit (f1,..., fr) des générateurs de 'idéal I qui définit X. Au point z, par définition

Of;
83%

on peut extraire de cette matrice un mineur d’ordre m — m. Supposons par exemple

de l'espace tangent de Zariski, la matrice jacobienne (x) est de rang n — m. Donc,

que (f1,..., fn—m) soit déja de rang n — m en z. Alors la variété définie par l'idéal
(f1,---y fn—m) est lisse au voisinage de z, contient X, et est de méme dimension m en
x. Ceci entraine que ces deux variétés coincident au voisinage de x, ce qui démontre ce

corollaire. o

Démonstration du théoreme 8.2

Elle repose sur plusieurs lemmes.

LEMME 8.5. — (Nakayama). Soient A un anneau local, m son idéal mazimal et M
un module de type fini sur A, et M' C M un sous-module de M. Alors si M = M’ + mM,
on aM=M.

LEMME 8.6. — Soit X une variété algébrique lisse en a, T, l'espace vectoriel tangent
de Zariski de X au point a, et m l"idéal mazimal de Ox 4. Soit SeTZ la puissance symétrique
de T?% (c’est-a-dire ’espace vectoriel des polynomes homogénes de degré ¢ sur T,). Alors

on a un isomorphisme canonique
Crps o 0 041
ST ~m"/m
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En fait, on va construire un isomorphisme de 1’algebre des polynomes sur T, sur
I'algebre @ym’/m‘*! qui conserve la graduation.

Démonstration. Soient uq,...,us des éléments de I'idéal maximal m. Alors la classe
dans m* /me+1 du produit u;..... up ne dépend que des formes linéaires dyuq, ..., dgue et

par suite, on obtient une application linéaire
SZTZ o mﬁ/mé—i-l

évidemment surjective. Pour montrer I'injectivité, on utilise la notion de systeme régulier

de parametres de X en a : il s’agit de germes uq,...,u, € m tels que les différentielles
daui, ..., dgU, constituent une base de T} = m/mz. Dans ce cas :
1. le germe de sous-variété algébrique défini par 'idéal (u;41, . .., u;,) est, au voisinage

de a une sous-variété lisse de dimension i d’espace tangent M;<j<;ker d,u;.
2. les germes uyq, ..., u, engendrent m d’apres le lemme de Nakayama.
Soit

P= E Auy o (dgur)t o (dgt,)™

vi+...+tvm=~L

£+1

un polynéme non nul dont I'image dans m’/m‘*! est nulle. Quitte & changer la base, on

peut supposer que agp,... 0 7 0 : cela revient a chercher une direction dans T, suivant
laquelle le polynome homogene T, —— k défini par P est non nul. On peut alors trouver

des éléments b,, .. ,, € m tels que

> (aw —b)uft . ul

v
vi+...+vm=~£

Mais ays,....0 — be,o,...,0 est inversible dans Ox , ce qui entraine une relation

uf = Z couytupm.
V¢(£707"'70)

Alors le fermé des zéros V(usg,...,u,) serait contenu dans V(ui,...,us) ce qui est
impossible puisque V(ug, ..., u,) est de dimension 1, et V(uq,...,us) de dimension 0. o

LEMME 8.7. — (Krull) Soit A un anneau local noethérien, et m l’idéal maximal de
Uanneau local A. Alors

ﬂimi =0
Démonstration. Soient ur,...,u,, des générateurs de m. Soit o € N;m’. Il existe un

polynome homogene P, de degré ¢ a coefficients dans A tel que
a="Pilur,...,un).
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Considérons l'idéal de A[Xy, ..., X,,] engendré par les polynomes (P;). Puisque cet anneau
est noethérien cet idéal est engendré par un nombre fini de P;. Ainsi, pour ¢ assez grand,
on peut écrire P, = ), < PiQ; ou Q; est un polynéme homogene de degré ¢ — i. Par
substitution de u1,...,uy, on voit qu’il existe un élément © € m tel que @ = pa. Puisque

1 — u est inversible, ceci entraine av = 0. D’ot1 le lemme. o

LEMME 8.8. — FEn tout point lisse a d’une variété algébrique lisse, l’algébre locale

Ox,q est integre.

Démonstration. Soient m l'idéal maximal de Ox ,, et T, I'espace vectoriel tangent
en a. Soient a et 3 deux éléments non nuls de Ox 4. D’apres le lemme ci-dessus, on peut
trouver des entiers £ et k tels que @ € m’ — mf*! et f € m* — m**!. La classe de «
provient de P € S‘T*, la classe de 3 provient de Q € SFT*. Alors PQ # 0, et par suite
af ¢ mFHL g

Fin de la démonstration.

Il reste seulement & vérifier qu’il n’y a qu’une composante passant par a. La
question est locale. On peut donc supposer que X est affine; 'algebre Ox , est alors
la localisée de 'algebre O(X) en I'idéal maximal m,. Par image réciproque, on obtient une
correspondance bijective entre ’ensemble des idéaux de premiers de Ox , et I’ensemble
des idéaux premiers de O(X) contenus dans m,. Puisque 1'algebre locale Ox , est integre,
elle n’a qu’un idéal premier minimal, et par suite, il n’y a qu'un idéal premier minimal de
O(X) contenu dans m,. Ceci signifie exactement qu’il n’y a qu’une composante irréductible

de X passant par a. o

REMARQUE 8.9. — Soit X est une variété algébrique, a un point de X et A = Ox ,

I’algebre locale de X en a. On peut mettre une structure d’algebre sur la somme directe
gr(A) = @m' /m"*!

induite par la multiplication m® x m? —— m*J. Cette algebre est de type fini, et la

construction donnée ci-dessus fournit homomorphisme surjectif d’algebres
®;S T —— gr(A).

L’algebre de gauche est ’algebre des polynomes sur l'espace vectoriel tangent T,. La
variété algébrique affine associée a l’algebre de type fini gr(A) s’appelle le cone de X
en a, et est notée C,X. La surjection ci-dessus fournit un plongement fermé de variétés
algébriques affines C,X — T,X et la sous-variété ainsi définie est invariante par ’action
de k*.
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L’énoncé ci-dessus dit que ce plongement est un isomorphisme si (X, a) est lisse en a.
Réciproquement, le théoreme de la dimension (cf. Atiyah et Macdonald) dit que le cone a
méme dimension que X en a. Donc si ce plongement est un isomorphisme, le point a est

un point lisse de X.

9. Le théoréme de Bertini

Le théoreme de Bertini est en géométrie algébrique ’analogue du théoreme de Sard en
géométrie différentielle. Il est tres utile pour ’étude des fibres des morphismes de variétés
lisses. On devra se limiter au cas ou le corps de base k est de caractéristique 0 a la section
9.2.

9.1. Dimension des fibres d’un morphisme

DEFINITION 9.1. — Un morphisme de variétés algébriques f : X —— Y est dit

dominant si son image est dense.

LEMME 9.2. — Soient f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques . Si

dimX < dimY, le morphisme f n’est pas dominant.

Démonstration. Si f était dominant, pour toute composante irréductible Y; de Y il
existerait un fermé irréductible X; de X tel que f(X;) C Y; et que f : X; —— Y; soit
encore dominant. Ceci rameéne ’étude au cas de variétés algébriques integres. Si f était
dominant, on pourrait lui associer le morphisme de corps Rat(Y) — Rat(X). Mais alors

la définition de la dimension implique que dimY < dimX. o

THEOREME 9.3. — Soient f : X —— Y un morphisme dominant de variétés
algébriques intéegres. On a dimX > dimY et
(i) pour tout x € X, on a dim, f~1(f(z)) > dimX —dimY;
(ii) 4l existe des ouverts denses U de X et V de Y tels que f(U) = V et tels que pour
z €U on ait
dim, f~1(f(x)) = dimX —dimY

Démonstration. Démontrons l'assertion (i) : on peut évidemment supposer que Y est

une variété algébrique affine de dimension m. On peut alors trouver un morphisme fini
g:Y — A™;soit z = g(y). On sait d’apres le lemme de Krull que toutes les composantes

irréductibles de (gf)~!(z) sont de dimension > dim X —m. Les composantes irréductibles
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de f~1(y) font évidemment partie des composantes irréductibles de (gf)~1!)(z) : ceci
entraine l'assertion (i).

Démontrons Dassertion (ii) : On peut supposer que X et Y sont des variétés
algébriques affines. On consideére 'extension Rat(Y) —— Rat(X) induite par f, et on

choisit des éléments z1,...,24 € Rat(X) algébriquement indépendants sur Rat(Y) tels
que 'extension
Rat(Y)(z1,...,zq) — Rat(X)

soit une extension algébrique. On a évidemment d = dim X — dim Y. Le premier membre
est le corps des fonctions rationnelles sur Y x A?. Soit U un ouvert principal non vide

convenable de X sur lequel les fonctions rationnelles x; sont des fonctions régulieres. Le
morphisme induit O(Y x A4) — O(U) définit un morphisme dominant ¢ : U — Y x A?
dont la premiere composante est la restriction de f a I’ouvert U. Soient u; des générateurs
de I'algebre de type fini O(U). Ces éléments sont entiers sur I’algebre d’un ouvert principal
non vide convenable V C Y x A%, et donc le morphisme O(Y x A%) — O(UN¢~1(V)) est

fini et surjectif. Quitte & remplacer U par I'ouvert non vide UN ¢~(V) on peut suppoer

que ¢(U) C V. On obtient un diagramme commutatif

~

U \Y% CY x A?

f|U g:prl‘v

Y
ou le morphisme ¢ est fini et dominant, donc surjectif. Soit y = f(x). Le morphisme induit

¢: fH(y) —> g~ (y) est encore fini et surjectif. Donc dim, f~!(y) = dimg(,) g (y). Les

fibres de la projection V.—— Y sont évidemment des ouverts de A? donc de dimension

d. Par suite dim, f~(y) =d . o

COROLLAIRE 9.4. — Soit f: X —— Y un morphisme de variétés algébriques. Sur
X, la fonction ¢ : x — dim, f~1(f(x)) est semi-continue supérieurement.

Démonstration. Remarquons d’abord que si X est réunion de fermés irréductibles

X;, si f; désigne la restriction de f a X;, on a

dim, f~(f(z)) = sup dim, f;'(fi(x)).

i,ﬁGXi

Si ¢ est un entier, 'ensemble F = {x € X, dim, f~!(f(x)) > ¢} est la réunion des parties

F; = {z € X;,dim, f; ' (f;(z)) > ¢}. Ceci nous ramene au cas olt X et Y sont irréductibles.
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On raisonne par récurrence sur la dimension de X, et on suppose donc que X et Y
sont irréductibles. On peut de plus supposer f dominant. D’apres le théoréme ci-dessus,

il existe un ouvert dense U de X sur lequel z — dim, f~!(f(z)) est constante et égale &
d=dimX —dimY. Soit Z le fermé complémentaire de U, et g : Z — Y la restriction de

f a Z. D’apres le théoréeme ci-dessus si £ est un entier, ’ensemble des points x € X tels
que dim, f~1(f(z)) > £ est X si £ < d, et si £ > d, c’est 'ensemble des points = de Z tels
que dim g~1(g(x)) > £. Par hypothese de récurrence, c’est un fermé de Z et donc de X. o

COROLLAIRE 9.5. — Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques,

fermé surjectif . Alors la fonction a valeurs entiéres définie sur Y par y — dim f=1(y) est

semi-continue supérieurement.

Démonstration. On a en effet

dim f ™1 (y) = S )dimz FHf (@)
zef-1(y

Ainsi, si £ est un entier, 'ensemble des y € Y tels que dim f~1(y) > ¢ est 'image par f
du fermé des points = € X tels que dim, f~1(f(z)) > ¢. Compte-tenu du fait que f est

fermée, on obtient ainsi un fermé de Y. o

Il n’est pas vrai que cette fonction est semi-continue si on oublie I’hypothese que f

est fermée (cf. exercice 9.2 ci-dessous).

Exercice 9.1

Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques; montrer que si X et Y

ne sont plus irréductibles, il n’est pas toujours possible de trouver un ouvert U de X sur

lequel on ait pour x € U
dim, f~1(f(z)) = dimX —dimY.
Exercice 9.2 (Nicusor Dan)
On considere le morphisme f : A3 —— A3 défini par
(z,y,2) = (2, (zy = Dy, (zy — 1)2).

Démontrer que f est surjective, et que l'’ensemble des points a € A3 tels que
dim f=1(f(a)) = 1 est une surface fermée de k3. Vérifier que la fonction b — dim f~1(b)

n’est pas semi-continue supérieurement.

84

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Variétés algébriques

Exercice 9.3

Soit f: X —— Y un morphisme de variétés algébriques, et

d = sup dim f~1(f(x)).

zeX

Montrer que dimX < dimY + d.

9.2. Valeurs critiques d’un morphisme

Dans ce paragraphe, le corps k est supposé algébriquement clos de caractéristique 0.
En géométrie différentielle, le théoreme de Sard dit que I’ensemble des valeurs critiques
d’un morphisme de variétés différentielles de classe C* est de mesure nulle. En géométrie

algébrique, la formulation est plus précise :

THEOREME 9.6. — (Bertini) Soient X et Y deux variétés algébriques, et f : X — Y

un morphisme de variétés algébriques. Pour tout entier r, on considére ’ensemble des
points de X défini par
Z, ={x e X,rgd,f <r}

Alors dim f(Z,) <.

Cet énoncé serait évidemment faux en caractéristique p : Papplication f : A} —» Al

définie par x — zP est réguliere ; la différentielle est nulle en tout point, et I'image de f
est Al

COROLLAIRE 9.7. — Soit f : X —— Y un morphisme dominant de variétés

algébriques lisses et irréductibles. 1l existe un ouvert dense V de Y contenu dans [image
de f, tel que pour y € V la fibre f~1(y) soit une variété algébrique lisse de dimension
dimX —dimY.

Démonstration. D’apres le théoréeme 9.3 on peut supposer que f est surjective. Soit
Z Pensemble des points de X ou le rang de d, f est < dimY. Alors I'adhérence de f(Z)
est de dimension < dimY. Au-dessus de I'ouvert complémentaire, les fibres f~!(y) sont
des variétés algébriques dont I’espace tangent de Zariski est en tout point x de dimension
< dimX —dimY, puisque cet espace tangent de Zariski en = est contenu dans le noyau de
d.f. D’apres le théoréme 9.3 la dimension de f~!(y) en x est > dim X —dim Y. Par suite,

au-dessus de cet ouvert, la fibre f~1(y) est lisse de dimension dimX —dimY. o
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Exemple

Soit G = Grass(d + 1,k™*!) la grassmannienne des sous-espaces projectifs W de
dimension d de P,,. Désignons par D C G x P, la variété d’incidence, c’est-a-dire I’ensemble
des couples (W, ) tels que z € W. Alors

(1) La variété D est une variété lisse de dimension (d+ 1)(n —d) +d, et la projection

pry : D —— Py est une submersion surjective (i.e. la différentielle est surjective ; en fait

elle a ici des sections locales).
(2) Si X est une sous-variété lisse de P,,, de codimension ¢ I'image réciproque pry *(Y)
est une variété lisse de codimension c.

(3) Le théoreme de Bertini dit que la fibre générale de pr; : Y —— G est une sous-

variété lisse de dimension dim X + d — n. Autrement dit, il existe un ouvert partout dense
U de G tel que pour W € U, 'intersection X N'W soit lisse de dimension dimX + d — n.

Le théoreme 9.6 est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 9.8. — Si f : X —— Y est un morphisme dominant de variétés algébriques

intégres, il existe un point x € X lisse tel que f(x) soit lisse sur Y et que la différentielle
dof : ToX — Tp)Y
soit surjective.

Démonstration. La restriction de f a 'ouvert des points lisses est encore dominant :
on peut donc évidemment supposer que X et Y sont lisses. On peut également supposer

que X et Y sont des variétés algébriques affines.

Cas particulier

Commencons par le cas ou X est un ouvert non vide d’une hypersurface integre H de

Y x Al définie par I'idéal engendré par un polynome P € O(Y x Al) s’écrivant
P(y,t) = ao(y)t" + ...+ ar(y)

avec a; € O(Y) et ag # 0. L’application f : X —— Al considérée est induite par la
premiere projection. L’hypothese H integre assure que le polynéome P est irréductible
dans O(Y)[t] et le reste dans les algebres O(Y.)[t], ou ¢ € O(Y) est une fonctions réguliere
non nulle sur Y. Par suite ce polynéme reste irréductible dans Rat(Y)[t]. Parce que le
corps k est de caractéristique 0, le discriminant A de ce polynéme irréductible est non nul
dans Rat(Y) ; donc c¢’est une fonction réguliere non identiquement nulle dans O(Y). Au-

dessus de 'ouvert de Y des points lisses de Y tels que A # 0, ’espace tangent de Zariski
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aX CYxA!enz = (y,t) est le sous-espace vectoriel de la somme directe T, Y &k donné

par le noyau de la forme linéaire de matrice

opP

(aYP(yat) a(yat))

ou OvP est la différentielle partielle dans la direction Y. L’application linéaire d,f :

T,X —— T,Y est encore induite par la premiere projection. Par hypothese, Y est lisse.

op
En un point (y,t) € X tel que le discriminant A(y) soit non nul, on a E(y,t)) # 0 ce

qui entraine que d, 4 [ est surjective.

Cas général

Comme dans la démonstration du théoreme 9.3, il existe un ouvert affine U non
vide de X et un ouvert affine non vide V de Y x A? tels que le morphisme f|y = g¢
ol ¢ : U —— V est un morphisme fini et ¢ : V. —— Y la restriction de la projection

canonique sur le premier facteur. Puisque la différentielle de g est partout surjective, ceci
nous ramene au cas d’un morphisme fini surjectif.

Considérons donc un morphisme fini de variétés algébriques affines lisses et irréduc-
tibles f : X — Y ; comme dans la démonstration du lemme 5.12 le théoréeme de I’élément

primitif, qui ne nécessite aucune précaution en caractéristique 0, permet de trouver un

ouvert non vide U de X, un ouvert V d’une hypersurface intégre de H C Y x A comme
ci-dessus et un isomorphisme ¢ : U —— V tels que f|lu = g¢, ou g est la restriction de

la projection canonique sur Y a 'ouvert V. Ceci nous rameéne au cas particulier étudié

ci-dessus. o

Démonstration du théoreme 9.6

Soit Y’ une composante irréductible de f(Z,), et X’ une composante irréductible de
Z,Nf7H(Y") telle que g = f|x/ : X’ — Y’ soit dominant ; on les équipe de leur structure

de variété algébrique réduite. Il existe alors d’apres le lemme 9.8 un point lisse 2 de X' tel

que g(z) soit lisse et que la différentielle
dzg : TIX, —_— Tf(x)Y,

soit surjective. Puisque cette propriété reste vraie au voisinage de x, on peut supposer
que x appartient & Z,. On a alors les majorations rg(d,g) < rg(d,f) < r. Par suite

dimY’ < dim T, Y’ <r. Ceci acheve la démonstration. o

Le théoreme de Bertini permet d’améliorer 'assertion (ii) dans le théoreme 9.3.
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THEOREME 9.9. — Soit f : X —— Y un morphisme dominant de variétés

algébriques intéegres. Il existe un ouvert non vide V. .C Y contenu dans l'image de f et
tel que pour y € V on ait
dim f~1(y) = dimX — dimY.

Démonstration. On peut évidemment supposer que Y est lisse, et que f est surjective
d’apres le théoreme 9.3. On peut d’autre part trouver des sous-variétés localement fermées,
lisses et irréductibles X;, en nombre fini telles que X = U;X;. Soit f; la restriction de f a X.
Soit Z; le fermé de X; des points z tels que rgd, f; < dimY. Soit V le complémentaire du
fermé U; f(Z;) dans Y; on sait que V n’est pas vide. Pour y € U, on a f~(y) = Uiffl(y),
et f; () est lisse de dimension dim X; — dim Y. Il en résulte que la fibre f~!(y) est elle-
méme de dimension < dimX — dimY. Comme cette dimension est toujours minorée par

dimX — dimY, ceci fournit le résultat attendu.

Exercice 9.4

Soit S, I’espace vectoriel des polyndmes homogenes de degré d sur A3.

1. On considere, dans 1’espace projectif P(S,.), 'ensemble U des classes de polynomes
irréductibles qui définissent des courbes irréductibles. Montrer que U est un ouvert de

Zariski de P(S,). Evaluer la codimension du complémentaire.

2. On considere, dans l’espace projectif P(S,.) 'ensemble € des classes de polynémes
homogenes qui définissent une courbe lisse. Montrer C est le complémentaire d’une

hypersurface de P(S,.).
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Chapitre 2

Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

1. Fibrés vectoriels

Il s’agit de définir la notion de famille algébrique d’espaces vectoriels, paramétrée par
une variété algébrique X ; sur une variété algébrique réduite, les définitions et les énoncés
sont tout-a-fait semblables & ceux qu’on donne en géométrie différentielle pour les fibrés
vectoriels différentiables. Il y a cependant une grande différence qui provient de I’étude
des sections de ces fibrés : ainsi sur une variété algébrique, il est courant de trouver des
fibrés vectoriels dont la seule section réguliere est la section nulle.

Il est encore possible, mais plus délicat, d’introduire la notion de fibré vectoriel sur
une variété algébrique X non réduite. Dans le cas ou X ne serait pas réduite, la définition
d’un fibré vectoriel donnée ci-dessous et la notion de morphisme de fibrés vectoriels ne
sont plus adaptées car elles ne permettent pas d’obtenir une équivalence de catégorie
entre fibrés vectoriels et faisceaux localement libres (cf. section 2) : elles ne permettent
méme pas de munir I'ensemble des sections d’une structure de O(X)—module (voir aussi
Pexercice 1.1). Il est conseillé dans ce cas de manipuler plutot les faisceaux localement
libres ; si 'on veut une interprétation géométrique de ces faisceaux localement libres on
pourra considérer les variétés algébriques introduites dans ’exercice 2.5. Pour simplifier,
nous nous limitons ici au cas ou X est une variété réduite.

Soit k un corps algébriquement clos.
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1.1. Définitions.

Fibrations et fibrés vectoriels

Soit X une variété algébrique réduite sur k. On appelle fibration vectorielle au-dessus
de X la donnée d’une variété algébrique E, d’un morphisme surjectif p : E —— X de

variétés algébriques, et, pour chaque point x € X d’une structure de k—espace vectoriel

sur la fibre p~1(z). La variété algébrique E s’appelle I’espace total de la fibration ; la fibre

au-dessus de x sera notée E,. Etant données deux fibrations vectorielles p : E —— X et

p' : E' —— X un morphisme de variétés algébriques f : E —— E’ est appelé morphisme
de fibrations s’il est compatible avec les projections p et p’, c’est-a-dire que p’o f = p, et si
pour tout x € X I'application induite f, : E, — E/, est linéaire. Un tel morphisme f de
fibrations est un isomorphisme si f est un isomorphisme de variétés algébriques ; 'inverse
f~1 sera automatiquement un morphisme de fibrations. La fibration X x k" — X donnée
par la premiere projection s’appelle la fibration triviale de rang r. Pour tout ouvert U C X
on désigne par Ely la fibration p~}(U) — U : c’est la restriction de E & U.

Un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X est la donnée d’une fibration vectorielle
E —— X localement triviale au sens suivant : pour tout point z € X, il existe un voisinage

ouvert U de x et un isomorphisme de fibrations au-dessus de U
p:Ely — Uxk".

Un tel isomorphisme sera appelé une trivialisation locale ou carte locale pour le fibré

vectoriel E —— X. Souvent, quand il n’y a pas d’ambiguité, un fibré vectoriel E —— X

sur une variété algébrique X sera abusivement noté E. Le fibré trivial X x k™ —— X est

parfois noté k.

Sections régulieres d’un fibré vectoriel
Soit p : E —— X un fibré vectoriel de rang r sur une variété algébrique X réduite. On

appelle section réguliere de E sur X un morphisme de variétés algébriques s : X —— E
tel que ps = idx.
L’ensemble I'(X, E) des sections de E constituent un module sur l'algebre O(X) des

fonctions régulieres sur X. En effet, les opérations somme et produit par un scalaire sont
définies & partir des morphismes de variétés algébriques Exx E —» Eet Al xE —» E

représentant la somme des vecteurs d’une méme fibre et la multiplication par les scalaires,
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lesquelles sont clairement des applications régulieres. Ces opérations sont définies pour s
et t € I'(X,E) et a € O(X) par les formules

(s+t)(x) = s(z) +i(x) ; (as)(z)=alz)s(z)

Quand il n’y a pas de risque de confusion, ce module sera souvent noté I'(E). Le
préfaisceau U — I'(E|y) est un faisceau de modules sur le faisceau des fonctions régulieres

Ox, souvent noté Ox (E).

Morphismes de fibrés vectoriels

Soit X une variété algébrique réduite. Etant donné deux fibrés vectoriels E et F de
rangs respectifs r et s au-dessus de X, on appelle morphisme de E dans F un morphisme

des fibrations vectorielles sous-jacentes.

LEMME 1.1. — Un morphisme de fibrés vectoriels triviaux

X x k" /
X

est déterminé par une application réguliere g : X —— L(k",k®) a valeurs dans [’espace

- X x k°

vectoriel L(k™, k®) des applications linéaires de k" dans k*® et s’écrit pour (x,v) € X X k"

(z,0) = (2, g(x)v).

Démonstration. Evidemment, la premiére composante de f est la premiére projection.

Se donner un morphisme X x k" —— k*® revient & se donner un morphisme d’algebres

¢ O(k®) — O(X x k). Si on désigne par z; et y; les fonctions coordonnées sur k" et

k® respectivement, la linéarité le long des fibres impose que ¢(y;) s’écrit dans I’algebre
OX x k") =0X)[x1,...,z]

P(y;) = Zgjz‘ ® T

ou gj; € O(X). Ainsi, se donner f revient a se donner la matrice (g;;). L’application f

s’écrit alors pour (z,v) € X x k"
(z,0) = (2, gji(z)vie;)
,J
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ou e; est la base canonique de k*, et ol les v; sont les coordonnées de v. ©

Considérons maintenant un morphisme de fibrés vectoriels f : E —— F au-dessus de
X.Sig:Ely —> Uxk" et ¢ : Fly — U x k® sont des cartes locales pour les fibrés E

et F' au-dessus du méme ouvert U le morphisme f =fp~t: Uxk" — Uxk® s’appelle
I’expression de f dans les cartes ¢ et 1 ; d’apres ce qu’on vient de voir, ce morphisme est
déterminé par un morphisme de variétés algébriques g : U —— L(k", k°) & valeurs dans
lespace vectoriel L(k", k°) des applications k—linéaires de k" dans k°. Il s’écrit

(z,v) = (z,9(x)v)

ProrposiTiON 1.2. — Soit f : E

F un morphisme de fibrés vectoriels
algébriques, et xo un point tel que fz, soit inversible. Alors il existe un voisinage ouvert

U de xq tel que flu : Ely — F|u soit un isomorphisme.

Démonstration. 11 suffit de le vérifier pour l'expression locale de f. L’hypotheése
signifie que g(z() est inversible. Puisque g est continue, g(z) est inversible sur un voisinage

ouvert U de zg, ce qui permet de construire l'inverse de f. o

Les fibrés vectoriels de base X constituent évidemment une catégorie additive : si E et

F sont des fibrés vectoriels sur X, on définit une structure de groupe abélien (et meéme de
O(X)—modules) sur I’ensemble des morphismes E —— F :si f et g sont deux morphismes
de E dans F, on pose
(f+9)e=fe+ gz
pour z € X, et pour a € O(X)
(af)e = afz) fo
Exercice 1.1
Montrer que si X n’est plus réduite, un morphisme de variétés algébriques f :

X X k" — X x k*, rendant commutatif le diagramme

f

X x k" - X x k°

X
et linéaire sur chaque fibre n’est plus obligatoirement déterminé par un morphisme de

variétés algébriques X — GL(r).

92

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

1.2. Fonctions de transition

Soit E — X un fibré vectoriel sur la variété algébrique X. Si ¢; : E|ly, — U; x k"

et ¢; : Ely;, — U; x k" sont des cartes locales au-dessus des ouverts U; et Uj

respectivement, le changement de cartes, défini au-dessus de U; ; = U; N U; par
Yji=®jo gp;l U x K" —— U, ; x k"

est déterminé par un morphisme g;; : U; ; —— GL(r) a valeurs dans le groupe
linéaire GL(r) des matrices inversibles a coefficients dans k. Le morphisme ;; s’écrit
alors (z,v) — (z,g;:(x)v), out g;; : U; j —— GL(r) est une application réguliere. Les
morphismes g;; s’appellent fonctions de transition associées aux trivialisations ¢; et ;.
Si U = (U;)ier est un recouvrement ouvert de X sur lequel on dispose de trivialisations
i, les morphismes de transition satisfont aux conditions suivantes :

(a) gii(z) =1idgr pour z € U;

(b) sur l'intersection U; ;1 = U, NU; N Uy on a g; x = Gi,jGj k-

Fibré vectoriel associé a des fonctions de transition

Soit U = (U;)jer un recouvrement ouvert de X; on se donne pour tout couple
(i,7) € 1> un morphisme g; ; : U; ; — GL(r) satisfaisant aux conditions (a) et (b)
ci-dessus. On dit que (g; ;) est un cocycle de U & valeurs dans GL(7).

On considere le quotient

E=(]] U:ix¥)/R

iel
par la plus fine des relations d’équivalence qui identifie les points (z,v) € U; x k" avec
(',v") € U; x k" pourvu que z = 2’ et v/ = g;;(x)(v). Cet ensemble est muni de la
topologie quotient. On a alors une projection continue p : E —— X et au-dessus de U;
un homéomorphisme

E’Ui = UZ x k"

Il résulte de la section 2.7 du chapitre 1 qu’on peut alors définir une structure de variété
algébrique (séparée et de type fini) sur I'espace topologique quotient E en transportant
la, structure de variété algébrique de U; x k"; au-dessus de U; ;, les structures obtenues
a partir de U; x k" et de U; x k" coincident. On peut aussi transporter la structure

d’espace vectoriel des fibres : si z € U;, la structure d’espace vectoriel obtenue sur E, ne
dépend pas de i. On obtient ainsi une fibration vectorielle sur E —— X, et par définition,

I’isomorphisme ci-dessus devient une trivialisation : on a ainsi construit a partir du systeme

de fonctions de transition un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X.
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1.3. Fibrés associés a des fibrés vectoriels donnés.

On se donne deux fibrés vectoriels E et F sur une variété algébrique X. La somme

directe de E et F est définie ensemblistement par

EaF =[] (E.0F.)
zeX

Pour munir cet ensemble d’une structure de variété algébrique, on commence par choisir
des cartes locales ¢; : E|ly, —— U; X k" et ¢; : Fly, —— U; x k® au-dessus du méme

ouvert U; ; on considere les bijections associées a ¢; et 1;
EEBF|UZ — U; x (kiT D k‘s)

et on transporte la structure de variété algébrique du membre de droite grace a cette
bijection. Pour voir que cette structure est indépendante du choix des cartes il suffit de

calculer le changement de cartes pour EQF : sur 'ouvert U, ; il est donné par les fonctions

de transitions U; ; — GL(k" @ k®) définies par la matrice

gi; O
0  hiy

ou (gi,;) et (h; ;) sont les fonctions de transition pour E et F respectivement. Le fibré
vectoriel ainsi construit, muni des morphismes canoniques E — E®@Fet F — E®F

satisfait & la propriété universelle demandées aux sommes directes. Il est bien str

isomorphe au produit fibré E xx F.

On construit de la méme fagon les fibrés Hom(E, F), EQF, le fibré dual E*, la puissance
extérieure A*E, les puissances symétriques S¥E. Si E est de rang r, le fibré A"E est un

fibré vectoriel de rang 1, souvent noté det E.

Exercice 1.2

Soit E et F sont deux fibrés vectoriels sur une variété algébrique X. On a vu que
I’ensemble Hom(E, F) des morphismes de fibrés vectoriels E —— F est naturellement

muni d’une structure de O(X)—module. Montrer que I'on a un isomorphisme canonique

de O(X)—modules
I'(X,Hom(E, F)) ~ Hom(E, F).
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1.4. Changement de base

Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques, et ¢ : F —— Y un fibré

vectoriel de rang r au-dessus de Y. On considere le produit fibré E = X xvy F : il s’agit de

de I'image réciproque de la diagonale de Y x Y par le morphisme

XXFMYXY

(cf. exercice 2.12, chapitre 1). On le munit de la projection p : E —— X induite par la
premicre projection pry. Au-dessus d'un point x € X, la fibre E, s’identifie & Fy(,) et on
obtient ainsi une fibration vectorielle de rang r au-dessus de X. De plus, si F|y ~ V x k"
est une trivialisation locale de F au-dessus de 'ouvert V de Y, on obtient une trivialisation
locale de E au-dessus de 'ouvert f~1(V). On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel
de rang r sur p : E —— X qui s’appelle I'image réciproque de ¢ : F —— Y par le

morphisme f. Ce fibré vectoriel sur X est noté f*(F). La deuxiéme projection g = pr,

fournit un diagramme cartésien

X Y

et ce morphisme g est linéaire sur chaque fibre. Si E/ —— X est un autre fibré vectoriel
sur X, se donner un morphisme de fibrés vectoriels ¢ : ' —— f*(F) sur X revient a

se donner un morphisme de variétés algébriques ¢’ : E/ —— F rendant commutatif le

diagramme

X Y

et tel que ¢’ soit linéaire sur chaque fibre. Si s est une section réguliere de F, application
(f, fs) : X —— E est une section réguliere de E qu’on appelle I'image réciproque de E et

qui est notée f*(s). En particulier, on obtient un morphisme canonique de Ox—modules
Oy (F) — f.(0x(E))
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et par suite un morphisme de Ox— modules
S 0y (F)) — Ox(f*(F))
LeEMME 1.3. — Ce morphisme est un isomorphisme de Oy —modules.

Démonstration. La question est locale sur X. On peut donc supposer que F est trivial.
Comme le morphisme ci-dessus est un morphisme de foncteurs additifs en F, ces foncteurs

commutent avec les sommes directes finies, et on se ramene ainsi au cas du fibré trivial
Y x k —— Y. Mais alors le morphisme est le morphisme canonique f*(Oy) — Ox

lequel est un isomorphisme par définition. o

Quand f est le plongement d’une sous-variété fermée X dans Y, le fibré image

réciproque est plutot noté El|x.

1.5. Sous-fibrés vectoriels et fibrés quotients

Soit p : E —— X un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X. On appelle sous-

fibré vectoriel de rang m de E une sous-variété fermée F C E telle que pour tout z € X
I'intersection F NE, soit un sous-espace vectoriel de dimension m de E, et que la fibration

vectorielle induite

soit localement triviale de rang m.
Exemple 1
Soit P,, I'espace projectif de dimension n. On désigne par (zg, - - -, x, ) les coordonnées

homogenes du point x € P,,. Considérons I’ensemble des couples (z,v) € X x k™*! tels
que v € z. C’est une sous-variété fermée H de P,, x k"1 : au-dessus de I'ouvert U; de P,

défini par z; # 0, H est définie par les équations

€T
_ R
Vj = Uia]_oa"'vn'
Ty

La fibre H, de H — X au-dessus du point z s’identifie & la droite z de k™*!. On a alors

un isomorphisme de fibrations

Ui Xk — H’Ul

T

donné par (z,t) — (z,v), oll v est défini par v; = =2t pour j =0, -, n. Par suite, H est
Z;

un fibré vectoriel de rang 1 sur X. Ce fibré est appelé fibré de Hopf; son dual est noté

0(1).
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Exemple 2

Plus généralement, soient V un espace vectoriel de dimension n et G = Grass(m, V)
la grassmannienne des sous-espaces de dimension m dans V. Soit S ’ensemble des couples
(h,z) de G x V tels que = € h; alors S est une sous-variété lisse de G x V et la projection

pry : S —— G fait de S un fibré vectoriel de rang m au-dessus de G. Ce sous-fibré est

souvent appelé sous-fibré universel du fibré trivial Vg.

Exercice 1.3

Soit V un k—espace vectoriel de dimension n. Soit X une variété algébrique, et
Hom(X, G) I'ensemble des morphismes de variétés algébriques de X dans la grassman-
nienne G = Grass(m, V) des sous-espaces vectoriels de V de dimension m. Soit §(X, V)

I’ensemble des sous-fibrés vectoriels de rang m du fibré trivial Vx. Pour tout morphisme
f: X — G l'image réciproque f*(S) du sous-fibré universel est un sous-fibré vectoriel

de Vx. Montrer que I'application f — f*(S)
Mor(X,G) — 8(X,V)

est bijective.
Autrement dit, le foncteur contravariant X — 8(X,V) est représentable par la

grassmannienne G, muni du sous-fibré universel S C V.

PROPOSITION 1.4. — Soit f : E —— F un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus

d’une variété algébrique réduite X. On suppose que le rang de f, reste constant quand x

parcourt X. Alors ker f et Im f sont des sous-fibrés vectoriels de E et F respectivement.

Démonstration. La question est locale sur X. Soit € X. Choisissons, sur un
voisinage ouvert convenable V de z des sous-fibrés K et S de E|y, L et T de F|y tels
que K, = ker f,; L, = Im f, et tels que

KEBS:E|V; LEBT:F‘V

Dans ces sommes directes, le morphisme f s’écrit

a b
Au point z, les morphismes a, ¢,d s’annulent et b est inversible. D’apres la proposition
1.2, b est un isomorphisme au-dessus d’un voisinage ouvert W C V de x. Le noyau de f

est alors donné par les couples (u,v) € K@ S tels que (¢ —db~ta)u = 0,v = —b~tau. Il en

résulte que le morphisme ¢ — db~'a est de rang constant, et en fait nul puisque c’est déja
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le cas au point x. Alors, au-dessus de W, ker f est une sous-variété fermée et le morphisme
(u — (u,b~tau) est un isomorphisme de fibrations vectorielles Ky — ker fw, donc

ker f est un sous-fibré de E|w. De méme, au-dessus de W, I'image de f s’identifie aux
couples (£,17) € L@ T tels que n = db ¢ et on a un isomorphisme de fibrations
[jww — Im f|w défini par £ — (€,db=1€). Par conséquent 'image de f est aussi un

sous-fibré vectoriel de F. o

COROLLAIRE 1.5. — Soit X une variété algébrique, et f : E —— F un morphisme
de fibrés vectoriels sur X.
(i) Si f est surjectif, ker f est un sous-fibré de E.

(ii) Si f est injectif, l'image de f est un sous-fibré vectoriel de F.

Exemple.
Soit X une sous-variété algébrique lisse de dimension n de A™, définie par un idéal
(f1,-.., fr) de O(A™). La différentielle (z,v) — (z,d,f(v)) est de rang constant m — n

sur X. Son noyau est un sous-fibré de rang n du fibré trivial X x £ appelé fibré tangent a

X et noté T(X). Si Y est une autre sous-variété lisse de AP tout morphisme ¢ : X — Y

induit un morphisme de variétés algébriques T¢ : T(X) — T(Y) rendant commutatif

le diagramme

Ty

X TY

Y

X

et linéaire sur chaque fibre ; autrement dit, on obtient au-dessus de X un morphisme de

fibrés vectoriels, noté encore T,

TX —% o*(TY).

Exemple.
Soit plus généralement une variété algébrique lisse X de dimension n. On peut alors

trouver un recouvrement de X par des ouverts affines U; et pour chaque ¢ un isomorphisme

w; : U; —— W, sur une sous-variété fermée W, de A™. L’espace vectoriel tangent en x
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A X est donné par T, X = (m,/m2)* ot m, est 'idéal maximal de "anneau local de X au

point . On considere la projection

T(X) =[] T.X — X
zeX
L’isomorphisme ¢; induit un isomorphisme d,p; : T, X — T, (;)(W;). On a alors une
bijection
T(X)ly, — T(W:)
définie par (z,v) — (p;(x), d,pi(v)), linéaire sur chaque fibre, ce qui permet de transporter

la structure de fibré vectoriel & T(X)|y,. Au-dessus de l'ouvert U; ; = U;NUj les structures

ainsi obtenues a partir de ¢; ou de ¢; coincident, ce qui définit une structure de fibré
vectoriel sur TX —— X : c’est le fibré vectoriel tangent & X.

Si X est une variété algébrique lisse, les sections du fibré tangent sont appelées champs
de vecteurs. L’ensemble des champs de vecteurs sur X est donc muni d’une structure de

module sur O(X).

Suites exactes

Soit E/ —+ E —%+ E” deux morphismes de fibrés vectoriels sur la méme base X.

On dit que cette suite est une suite exacte si pour tout x € X, on a Im f, = kerg,. Si
c’est le cas, sur chaque composante connexe de X le rang de f, est constant. Alors, sur
chaque composante connexe de X, Im f = ker g est un sous-fibré vectoriel de E, le noyau

ker f est un sous-fibré vectoriel de E’, et I'image de g un sous-fibré vectoriel de E”.

Exercice 1.4

Soit 0 — E/ — = E —— E” —— 0 une suite exacte de fibrés vectoriels sur la

variété algébrique X. Démontrer que ’on a un isomorphisme canonique

detE ~ detE' ® det E”

Fibrés vectoriels quotients

Soit F C E un sous-fibré vectoriel d’un fibré vectoriel algébrique E. On considere la

famille d’espaces vectoriels au-dessus de X

E/F = [] Ex/Fa

zeX
Tout morphisme de fibrés vectoriels f : E —— G s’annulant sur F se factorise de maniére

unique par une application f : E/F — G.
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ProproSITION 1.6. — Il existe une structure de fibré vectoriel et une seule sur

E/F —— X et un morphisme de fibrés vectoriels m : E —— E/F satisfaisant d la
propriété universelle suivante : pour tout morphisme f : E —— G s’annulant sur F

Uapplication f : E/F — G est un morphisme de fibrés vectoriels algébriques.

Démonstration. Soit x € X. Sur un voisinage ouvert U de z, on peut trouver un
sous-fibré vectoriel S de E|y tel que 'on ait F, & S, = E,. Le morphisme canonique de
fibrés vectoriels

Flu®S — Elu

est alors un isomorphisme au-dessus du point z, donc sur un voisinage ouvert V de x
d’apres la proposition 1.2. Il en résulte que l'on a une bijection k : S|y —— (E/F)|v

compatible avec les structures d’espaces vectoriels sur les fibres. On transporte la structure
de fibré vectoriel de S|y a l'aide de cette identification. Il est clair que la structure ainsi
obtenue au-dessus de V est indépendante du choix de S, et quand on change V, les
structures obtenues se recollent. On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel sur E/F

qui satisfait a la propriété universelle énoncée car f ok est la restriction de f a Sy : ces
restrictions se recollent pour donner le morphisme de fibrés vectoriels g : E/F —— G

attendu. o

Exemple

Sur I'espace projectif P,, le fibré de Hopf H est un sous-fibré du fibré trivial P,, x k"+1.

Ceci permet de définir un fibré quotient de rang n sur P,, noté traditionnellement Q.

Exercice 1.5

1. Soit G = Grass(m, V) la grassmannienne des sous-espaces de dimension m d’un
espace vectoriel V de dimension m—+mn. On désigne par S le sous-fibré canonique de rang m
du fibré trivial Vg et par Q le fibré quotient. Démontrer que la grassmannienne G est une
variété lisse de dimension mn dont le fibré vectoriel tangent est isomorphe & Hom(S, Q).

2. On prend m = 1. Construire une suite exacte de fibrés vectoriels sur l’espace

pojectif P(V)
0 — kpryy — VO H" — TP(V) — 0

Exercice 1.6

On consideére la sous-variété Z, de l'espace vectoriel L(k™, k™) des applications

linéaires k™ —— k™ de rang r. Montrer que Z, est une variété lisse, et décrire son
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fibré vectoriel tangent. On pourra introduire le fibré noyau et conoyau du morphisme

canonique de fibrés vectoriels sur X
2o X K" —— 7, x K™

défini par (f,v) — (f, f(v)).

Exercice 1.7

On considere 'espace vectoriel des formes quadratiques Q = S?V* sur un espace
vectoriel V de dimension n.

1. Montrer que les formes quadratiques de rang r forment une sous-variété lisse Z,
de Q. Montrer que I'espace vectoriel tangent en un point ¢ s’identifie a 1’espace vectoriel
des formes quadratiques ¢ qui s’annulent sur ker q.

2. Décrire le fibré vectoriel tangent a Z,.

1.6. Fibré vectoriel associé a une représentation

Soit E — X un fibré vectoriel de rang r au-dessus de X. Considérons I’ensemble R des
couples (z, ¢) formés d’un point de X et d’un isomorphisme linéaire ¢ : k¥ — E,. Un tel
isomorphisme est appelé un repere de E,.. Cet ensemble est muni de la premieére projection
R —— X, au-dessus d’un ouvert U ou E est trivial, une trivialisation fournit une bijection

Ry =2 U x GL(r). Par recollement, ceci permet de munir R d’une structure de variété
algébrique sur laquelle le groupe GL(r) opere (algébriquement) a droite ; 'action est libre

(c’est-a-dire que le stabilisateur de chaque point est trivial), et les orbites s’identifient

aux fibres de la projection R —— X ; de plus la variété X est un quotient de R au sens

des catégories : ceci signifie que tout morphisme R —— Z dans une variété algébrique
arbitraire Z, constant sur les orbites se factorise a travers X. La variété algébrique R,
munie de la projection R —— X et de l’action de GL(r), s’appelle le fibré des reperes de

E. Considérons le fibré vectoriel image réciproque F = R xx E; ce fibré est muni d’une

trivialisation canonique

~

Rx k" — F.

Ceci permet de voir ’espace total du fibré vectoriel E comme quotient de R x k" par
laction du groupe GL(r) définie pour g € GL(r, k), ¢ € R et v € k" par

(9, (0, 0)) = (0g™ ", gv).
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Exemple.
Le fibré des reperes du fibré de Hopf H sur l'espace projectif P,, s’identifie a la

projection canonique

A" {0} — P,

'action de k* sur A"*! — {0} étant donnée par (), z) — Az pour X € k* et z € A"t —{0}.
Ainsi H peut étre vu comme le quotient de A™+! — {0} x k par la relation d’équivalence

qui identifie (z,v) avec (A~'z, Av) pour x € A" — {0}, v € k, et ) scalaire non nul. Plus
généralement, si L —— X est un fibré vectoriel de rang 1 sur une variété algébrique X, le

fibré des repéres de L est isomorphe au complémentaire de la section nulle dans ’espace
total L.

Considérons maintenant une représentation p : GL(r) — GL(m) : ceci signifie que p
est un morphisme de variétés algébriques et que p est compatible avec les structures de
groupes. On peut alors introduire le quotient E, = R x, k™ de R x k™ par I'action a
gauche de GL(r) définie par (g, (¢,t)) — (0971, p(g)(t)) pour p € R,t € k™ et g € GL(r).

On obtient ainsi un fibré vectoriel de rang m au-dessus de X qu’on appelle fibré associé a

la représentation p. En effet, si 7; : E|y, >~ U; X k" est une trivialisation de E au-dessus de
I'ouvert U;, on en déduit un isomorphisme de variétés algébriques R|y, ~ U; x GL(r) et
une bijection, linéaire sur les fibres ¢; : E, |y, ~ U; x k™. Au-dessus de I'intersection Uj j,

1

si on introduit le morphisme de transition g; ; associé au morphisme 7,7,7", on en déduit

que
s (x,0) = (z, p(gi 5 (x))v)

L’appication « +— v(g;,i(x)) est réguliere. On obtient ainsi une structure de fibré vectoriel
sur E, — X définie par le cocycle p(g;,;). La projection Rx k™ — E, est évidemment

réguliere.

Exemples
Soit E un fibré vectoriel de rang r.

I n’est autre que le fibré dual E*.

1. Le fibré associé & la représentation g —?! g~
2. Le fibré puissance extérieure A'E est le fibré associé a la représentation g — Alg €

GL(A'k™). Si X est une variété algébrique lisse de dimension n, de fibré tangent T — X

les sections régulieres du fibré A‘T* —— X s’appellent les formes différentielles de degré

1 de la variété algébrique X. Il jouera un role important dans les questions de dualité.

3. Le fibré puissance symétrique S'E est le fibré associé & la représentation g — S'g €
GL(S%k").
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PROPOSITION 1.7. — Soient E —— X un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une
variété algébrique X, p : GL(r) —— GL(m) une représentation, et E, le fibré vectoriel
associé. Soit R —— X le fibré des repéres de E. Le O(X)—module des sections de E, est

canoniquement isomorphe au module des morphismes f : R —— k™ équivariants pour

Uaction de GL(r), c’est-a-dire tels que

pour tout g € GL(r).

Démonstration. Le fibré image réciproque de E, par la projection R —— X est le
fibré trivial de fibre K. Une section s de E, fournit alors une section de ce fibré trivial
ce qui permet d’obtenir un morphisme f : R —— k™ équivariant pour l'action de G;

ensemblistement, cela signifie que I'on a f(pg~!) = p(g)f(¢) pour tout ¢ € R, et tout
g € GL(r).

Réciproquement, étant donné un tel morphisme f, on considere pour x € X un
élément ¢ € R, ; la classe s(z) = [¢, f(¢)] de (¢, f(¢)) dans E, est alors indépendante de
¢. Ainsi x — s(z) est, ensemblistement, une section de E,. Pour voir que cette section s est
réguliere, il suffit de remarquer qu’une trivialisation E|y ~ U x k" sur un ouvert U définit

une section 7 : U —— R du fibré des repéres R sur 'ouvert U. Soit 7 : R x k™ — E,

le morphisme de projection. La formule
sjy=mn(r,foT)

montre que s ne dépend pas de la trivialisation choisie. o

Exemple
Soit ¢ un entier. Si ¢ > 0, sur 'espace projectif P,, = P(V) de dimension n > 1 la
puissance symétrique du dual du fibré de Hopf O(¢) = S*(H*) est le fibré vectoriel associée

a la représentation k* —— k* définie A — A7, Si £ < 0 le fibré O(¢) est défini par S™¢H,

et donc cet énoncé est encore vrai.

COROLLAIRE 1.8. — Soit V un k—espace vectoriel de dimension > 2. L’espace
vectoriel des sections régulieres du fibré O(¢) sur ’espace projectif P(V) est nul si £ < 0, et

isomorphe a l'espace vectoriel S*V* des polynémes homogénes de degré £ sur V si £ > 0.
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Démonstration. 1l en résulte de la proposition que ’espace vectoriel des sections
de O(k) s’identifie a I'espace vectoriel des applications régulieres f : V — {0} —— k

telles que f(A\z) = A‘f(x) pour x € V — {0} et A € k*. Une telle fonction réguliere est
évidemment nulle si £ < 0, et un polynéme homogene de degré £ sur V si k& > 0. Si on
convient que S*V* est nul si £ < 0, on obtient donc un isomorphisme d’espaces vectoriels
L(P(V),0(¢)) = S“V*. Ceci achéve la démonstration. o

Exercice 1.8

Sur l'ouvert défini par les points [z, ..., z,] tels que z; # 0, le fibré de Hopf H a un

section e; définie par e;[z] = ([z], ﬁ) Soit ¢; la section de O(¢) associée.
Ty

a) Vérifier que les fonctions de transition de O(¢) dans le recouvrement ouvert

U = (U;)i=o0,....n les fonctions de transition associées du fibré O(¢) sont données par

ZL‘/

95,i([x]) = P

b) Soit P un polynéme homogene de degré ¢. Montrer que la section s; de O(¢) sur

I'ouvert U; définie par
P

Iie

S; — €5

est la restriction d’une section s de O(¢). Retrouver ’énoncé ci-dessus.

Exercice 1.9

Soient E —— X et F —— Y deux fibrés vectoriels sur des variétés algébriques X et

Y respectivement. On désigne par E X F le fibré vectoriel sur X x Y défini par
ERF = pri(E) @ pry(F)

oupr; : XXY —>Xetpr, : XxY ——Y sont les deux projections canoniques.

Démontrer que ’on a un isomorphisme canonique
NX,E) @, T'(Y,F) TXxY,EXF)

1.7. Sections transverses a la section nulle

Soit X une variété algébrique lisse, et E —— X un fibré vectoriel de rang r sur X. On

considére une section réguliere f : X —— E. Alors ’ensemble des points ou f s’annule

est un fermé de Zariski de X. Plus précisément, on va associer a f une sous-variété fermée

de X, dont le fermé sous-jacent est le fermé des zéros de f.
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Soit € X. On choisit une trivialisation de E sur un voisinage ouvert U de = : on
dispose alors de sections (e;);=1..., de E|y définissant dans chaque fibre une base, (ce

qu’on appelle un repere local sur 'ouvert U) et la section f s’écrit
f ’U = Z fie;
i

ou les f; sont des fonctions régulieres sur l'ouvert U. L’idéal de O(U) engendré par
(f1,-.., fr) ne dépend pas du choix du repere local, et cet idéal définit une sous-variété
fermée V(f) de X, appelée sous-variété des zéros de f. Cette sous-variété n’est pas
en général lisse, ni méme réduite. On se propose de donner des conditions permettant

d’affirmer que ce fermé algébrique est encore une variété lisse.

DEFINITION 1.9. — La différentielle de f en un point x € V(f) est lapplication

linéaire df : T, — E, définie par
dpf = dufi ei()

Pour voir que cette définition a un sens, il faut constater que le second membre ne

dépend pas du choix de la trivialisation. Si €; est un autre repere local sur U, on écrit
ei =) gl
J

de sorte que f = Zj pj€j, avec @; = » . gffZ Puisque f s’annule au point x, on a

dzpj = Zz 93 (x)d, fi, d’ou il résulte

> (dafi)ei() = (datpy)e;(@).

i J

ce qui prouve que la formule ne dépend pas du repere choisi. A noter qu’en un point ou

f ne s’annule pas, ce n’est plus vrai.

DEFINITION 1.10. — On dit que la section f est transverse a la section nulle si en

tout point x de V(f) la différentielle d, f : T, — E, est surjective.

ProprosITION 1.11. — Soit E —— X un fibré vectoriel de rang r au-dessus d’une
variété lisse dont toutes les composantes connexes sont de dimension n. Soit f une section
de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la section f est transverse a la section nulle ;

(ii) la sous-variété algébrique Y = V(f) est lisse de dimension n — r.
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Démonstration. Au voisinage d’'un point z € V(f), un repere local étant choisi pour
E, le fermé V(f) est aussi V(f1,..., fr) ou fi,..., f, sont les composantes de f dans ce
repere. Supposons que la section f soit transverse a la section nulle. Alors les différentielles
d, f; sont indépendantes. On sait bien alors que V(f) est lisse au point z, de dimension
n—r d’apres la section 8 du chapitre 1. Réciproquement, si Y = V(f) est lisse de dimension
n — r, 'espace tangent de Zariski T, Y est de dimension n — r. D’apres la description de
I’espace tangent de Zariski, cela implique que le rang de d, f en un point x € Y est r, ce

qui signifie que f est transverse a la section nulle. o

On notera que le fermé des zéros de f (c’est-a-dire la sous-variété réduite sous-jacente
a V(f)) peut fort bien étre lisse de dimension n — r sans que f soit transverse a la section
nulle. Si f est transverse a la section nulle, le fibré tangent TY est le noyau du morphisme

surjectif

df : TX|Y — E|Y

Le quotient de TX|y par le fibré tangent TY s’appelle le fibré normal de Y dans X, et est

noté Ny /x. Ainsi, le fibré normal de Y dans X est isomorphe au fibré Ely.

DEFINITION 1.12. — Etant donnée une variété algébrique lisse X, le fibré canonique
de X est défini par
Kx = det T*X.

Ce fibré vectoriel de rang un sur X joue un grand role dans les questions de dualité

en cohomologie.

COROLLAIRE 1.13. — (Formule d’adjonction) Soit E —— X un fibré vectoriel de

rang v au-dessus d’une variété lisse (équidimensionnelle) de dimension n, et Y une sous-
variété obtenue comme sous-variété des zéros d’une section de E transverse a la section
nulle. Alors

Ky =Kx ® det(E)|Y

Exercice 1.10

1. Soit P(V) l'espace projectif de dimension n associé & un espace vectoriel V.
Démontrer que

Kp(v) = Opevy(—(n + 1))

2. Soit f un polyndome homogene de degré d sur I'espace vectoriel V, et s la section du
fibré O(d) sur l'espace projectif P(V) associée a f. Montrer que la section s est transverse
a la section nulle si et seulement si la différentielle d, f est non nulle en tout point x de
V —{0}.

3. Montrer que le fibré canonique Ky d’une hypersurface lisse Y de degré d de P(V)
est isomorphe & Oy (d —n —1).
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Exercice 1.11

Soit V un espace vectoriel de dimension n+1, et P,, = P(V) l'espace projectif associé.

1. Montrer que l’espace vectoriel I'(P,, x P,,, O(1) X Q) est canoniquement isomorphe
a l'espace vectoriel des endomorphismes de V.

2. Montrer que la section de O(1) X Q associée a idy est transverse a la section nulle

et que son lieu des zéros est la diagonale A de P, x P,,.

Existence de sections transverses a la section nulle.

DEFINITION 1.14. — Un fibré wvectoriel algébrigque E — X sur une variété

algébrique X est dit engendré par ses sections si pour tout x € X et tout vecteur e € E,
il existe une section f € I'(X,E) telle que f(z) = e.

Exemple.

Sur le plan projectif P, le fibré O(i) est engendré par ses sections si et seulement si
i >0.

PROPOSITION 1.15. — On suppose que le corps de base k est de caractéristique Q.
Soit E —— X un fibré vectoriel algébrique de rang r au-dessus d’une variété algébrique

lisse X ; on suppose que E est engendré par ses sections. Alors E a une section transverse

f a la section nulle.

Démonstration. On suppose que toutes les composantes de X sont de dimension n.
Soit r le rang de E. Puisque X est quasi-compact, il est clair que l'on peut trouver un
espace vectoriel de dimension finie W C I'(X, E) qui engendre E. Le morphisme canonique

(x,8) = s(x)

XxW—E

est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels; si w = dim W, I'image réciproque de la
section nulle est alors un sous-fibré vectoriel, dont ’espace total Z est une variété lisse de
dimension n + w — r. Considérons la projection p : Z —— W induite par la projection
pr,. D’apres le théoreme de Bertini, il existe un ouvert non vide V.C W tel que pour
tout s € V, la différentielle d,p soit surjective en tout point x de la fibre au-dessus de s.
Donc la fibre est au-dessus d’un tel point est lisse de dimension n — r. Mais cette fibre
est exactement la variété des zéros de s ; d’apres la proposition 1.11, la section s est donc

transverse a la section nulle. o

107

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Exercice 1.12

On considere la variété Z introduite dans la démonstration ci-dessus.

1. Montrer que I'espace tangent T, ,)Z au point (z,s) est le sous-espace vectoriel de
T, X ® W des couples (t,u) satisfaisant a 1’équation

dyst+u(z) =0

et la différentielle d,p est induite par la projection (¢,u) — u. (On pourra trivialiser E au
voisinage de ).
2. Retrouver a partir de la le fait que si s € V la différentielle d,s est surjective en

un point z ou s s’annule.
L’énoncé suivant est vrai méme si le corps est de caractéristique > 0.

PRrROPOSITION 1.16. — Soit E est un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une
variété algébrique X de dimension n. On suppose que E est engendré par ses sections.

Alors, sir > dimX, le fibré vectoriel E a une section partout non nulle.

Démonstration. Si X est lisse, et le corps de caractéristique 0, la proposition est
bien str un cas particulier de la précédente. La démontration qui suit est valable méme si

X n’est pas lisse. Soit n = dim X. On introduit comme ci-dessus le fibré vectoriel Z dont
I’espace total est une variété de dimension n+w—r. Puisque n < r, le morphisme 2 — W

ne peut pas étre dominant : ainsi donc il existe une section s € W qui n’appartient pas a

I'image de Z. Une telle section ne s’annule pas. o

Exercice 1.13

Démontrer que 'intersection de deux surfaces générales de P53 est une courbe lisse.

Réciproquement, on peut se demander si étant donnée une variété algébrique lisse X
de dimension n et une sous-variété lisse Y C X de codimension r il existe un fibré vectoriel
algébrique E sur X et une section f de E transverse a la section nulle dont le lieu des
zéros soit Y. La réponse est négative pour r > 2, car en général le fibré normal Ny x ne
peut pas se prolonger & X (cf. section 3.3). Par contre, on verra dans la section 3.1 que

c’est vrai pour r = 1.
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2. Faisceaux localement libres

2.1. Faisceaux algébriques

Soit X une variété algébrique, Ox son faisceau des structural. Un faisceau algébrique

F sur X est un faisceau de Ox—modules. Si F et G sont deux faisceaux algébriques sur
X, un morphisme de faisceaux algébriques f : ¥ —— G est un morphisme de faisceaux
abéliens qui soit Ox—linéaire.

Les faisceaux algébriques sur X forment une catégorie abélienne. Si F est un faisceau

algébrique, ’ensemble F, des germes de section de F au point x est muni d’une structure

de Ox ;—module.

Exemples

1. Le faisceau O = O @ ... D O est le faisceau des faisceaux régulieres sur X a valeurs
dans kP.

2. Plus généralement, si E est un fibré vectoriel de rang r sur X, le faisceau des
sections, noté O(F) est un faisceau algébrique.

3. Les sous-faisceaux algébriques de Ox s’appellent des idéaux.
Opérations sur les faisceaux algébriques
Produit tensoriel

Soient F et G deux faisceaux algébriques sur une variété algébrique X. Le produit

tensoriel F ®o G est le faisceau associé au préfaisceau U — F(U) @y G(U).
Exercice 2.1
Montrer que le module des germes de sections de ¥ ®¢9 G au point x est donné par

EFJE ®Ox1z gw

Faisceau des homomorphismes

Soient F et G deux faisceaux algébriques sur une variété algébrique X. Le préfaisceau
U +— Homg,(Flu, G|u) est un faisceau algébrique, noté Homy(JF,3) et qu'on appelle

faisceau des homomorphismes de ¥ dans §G.

Exercice 2.2
Soit Hom(F, §), le module des germes de sections au point x.

1. Construire un homomorphisme canonique

HOJ(Hja 9)90 - Homowi(g‘}, 91?)
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2. On se propose de démontrer qu’en général, cet homomorphisme n’est pas en général
un isomorphisme. On choisit pour F le faisceau algébrique somme directe O,
a) Vérifier que Hom(O™ | G) est isomorphe & GV.

b) Montrer qu’en général ’homomorphisme
(62 —> ()"

n’est pas surjectif. (Prendre par exemple pour G le faisceau Oy des fonctions régulieres

sur les ouverts de k. La suite de germes en 0 des fonctions rationnelles

1

2
Z_l
n

ne provient pas de (GV)o.)

c¢) Vérifier qu’en général, ’homomorphisme
(9N)x - (gx)N

n’est pas injectif. (On pourra prendre pour § la somme directe d’une suite de faisceaux

algébriques sur k dont le support est le point %)
2.2. Fibrés vectoriels et faisceaux localement libres

DEFINITION 2.1. — Soit X une variété algébrique. Un faisceau algébrique F est dit
localement libre (de rang fini) si pour tout point x € X, il existe un voisinage ouvert U de

X, un entier v et un isomorphisme tel que
?|U >~ OT‘U.
Le rang r reste constant sur chaque composante connexe. Le faisceau des sections d’un

fibré vectoriel de rang r sur une variété algébriques X réduite est évidemment localement

libre de rang r, et & tout morphisme F —— F’ de fibrés vectoriels est associé un morphisme

de faisceaux algébriques O(F) —— O(F’). On obtient ainsi un foncteur de la catégorie
des fibrés vectoriels dans celle des faisceaux localement libres ; ce foncteur est additif : ceci
signifie Papplication Hom(F,F') —— Homg (O(F), O(F’)) est linéaire. Ceci implique que
ce foncteur est compatible aux sommes directes finies. Il est remarquable que les faisceaux

associés aux fibrés vectoriels sont les seuls faisceaux localement libres :

THEOREME 2.2. — Soit X une variété algébrique réduite et connexe. Le foncteur
F +— O(F) qui associe a tout fibré vectoriel F le faisceau des sections O(F) est une
équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés vectoriels et celle des faisceaur

localement libres sur X.
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Cet énoncé signifie que les deux propriétés suivantes sont vraies :
(1) Ce foncteur est pleinement fidele : étant donnés deux fibrés vectoriels F et F/,

l'application O(X)—linéaire
Hom(F,F') — Homg, (O(F), O(F")) (%)

est un isomorphisme. Ceci entraine en particulier que F est isomorphe & F’ si et seulement
si les faisceaux algébriques associés sont isomorphes.
(2) le foncteur F — O(F) est essentiellement surjectif. Autrement dit, pour tout

faisceau localement libre F, on peut construire un fibré vectoriel F et un isomorphisme

F~0O(F).

Démonstration de (1).

La question est locale. On peut donc supposer que F et F/ sont triviaux; des

trivialisations F ~ kf et F' ~ k% induisent des isomorphismes O(F) ~ OF et F ~ Q9. Un

morphisme de fibrés vectoriels F —— F’ est alors déterminé par une matrice a = (a; ;) &

coefficients dans O(X), et le morphisme de faisceaux localement libres associés OF —— 09

est déterminé par la méme matrice.

Démonstration de (2) :

Remarquons d’abord que si F est un fibré vectoriel, on a pour tout point z € X un

isomorphisme canonique d’espaces vectoriels

0,(F) ®0, k ~F,

induit par le morphisme d’évaluation ev, : O,(F) — F, au point x. Ici, on considére k

comme un O,—module via le morphisme d’évaluation s — s(z). Cet énoncé est évident
par trivialisation de F' au voisinage de x.
Soit F un faisceau localement libre de rang r. Soit m, l'idéal maximal de O,.

Considérons pour tout point x ’espace vectoriel de dimension r
F(z) =F,/m,F, = F, ®o, k.

On va mettre une structure de fibré vectoriel sur E =[], .x F(z) — X. Considérons un

recouvrement ouvert U = (U;) sur lequel on dispose de trivialisations ¢; : F|y, >~ O"

U;-
Une telle trivialisation induit une bijection linéaire sur chaque fibre
7i: Bly, ~U; x k™.
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Au-dessus de l'intersection U; ; 'isomorphisme 7;7; ' : U; j x k™ — U, ; x k" correspond

a I'isomorphisme de faisceaux algébriques sur U; ;
—1 . @qr r
PiP; - 0 |Ui,j 0 |Ui,j

et par conséquent au-dessus de U;; l'isomorphisme 7;7 ! un isomorphisme de fibrés

-

vectoriels. Par suite, on obtient par recollement une structure de fibré vectoriel sur E.

De plus, on dispose d’un morphisme de faisceaux algébriques ¥ —— O(E) qui associe

a une section s € F(U) sur 'ouvert U associe la section définie sur 'ouvert U; N U par
—1

T, " s;, ou s; est la section du fibré trivial U; x k™ correspondant & ¢;(s|u,). Ce morphisme

est un isomorphisme, car c’est vrai localement. o

REMARQUE 2.3. —
1. Une suite exacte de fibrés vectoriels F/ —— F —— F/ induit une suite exacte de

faisceaux localement libres.

2. Dans Dautre sens, les choses marchent moins bien. Si F —— F —— F” est une
suite exacte de faisceaux localement libres, il n’est pas vrai en général que la O—suite
d’espaces vectoriels ¥ (x) — F(x) — F’(x) est exacte.

Par exemple, si Y est une hypersurface d’une variété lisse X, donnée par la sous-variété
des zéros d’une section s d’un fibré vectoriel L de rang 1. Le morphisme de faisceaux
localement libres Ox (L*) —— Ox est injectif. Pourtant le morphisme de fibrés vectoriels
de rang 1

s

L*— 0
(o1 O est le fibré trivial de rang 1) s’annule sur Y. Donc il n’est pas injectif .

Exercice 2.3

Démontrer que toute suite exacte de faisceaux localement libres
0O—F —F —3F" —0

induit une suite exacte sur les fibrés vectoriels associés.

Exercice 2.4
Soient E et F deux fibrés vectoriels sur une variété algébrique X réduite. Etablir un
isomorphisme canonique

OE®F)~0(E)®9 O(F).
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Exercice 2.5

Soit X une variété algébrique (non obligatoirement réduite). On considere la catégorie
Varx des variétés algébriques Y munies d’un morphisme f: Y — X. Soit F un faisceau
localement libre sur X.

1. Montrer que le foncteur

Varx —— Ens

qui associe & Y —— X l’ensemble des sections I'( f*(F)) est représentable par une variété

algébrique 7 : F — X, munie d’une section n € I'(7*(F)). Autrement dit, si f : Y — X
est un morphisme de variétés algébriques, pour toute section s € I'(f*(5)) il existe un

unique morphisme g : Y —— F rendant commutatif le diagramme

et tel que g*(n) = s.
En particulier si on pose f*(F) =Y xx F le faisceau O(f*(F)) des sections de f*(F)

est canoniquement isomorphe a f*(F).

2. Vérifier que pour tout = € X, la fibre F, = 7~ !(z) est canoniquement isomorphe
aF(x) =9,/ mF,.

3. Construire en utilisant la propriété universelle des morphismes de variétés

algébriques F xx F —— F et A x F —— F induisant dans chaque fibre F, la structure

d’espace vectoriel de F, = F(x). Plus généralement, montrer que si f: Y — X est un
morphisme, ces opérations induisent une structure de O(Y)—module sur I'(f*(F)) et que

~

I'isomorphisme I'(f*(F)) — T'(f*(F)) est O(Y)—linéaire.

Quand X est une variété réduite, une solution (F,n) du probléme universel ci-dessus
est obtenue en considérant le fibré vectoriel associé E — X, muni de la section canonique

de 7*(E) correspondant a l'identité de E.
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3. Diviseurs et fibrés inversibles

Pour la loi donnée par le produit tensoriel, I’ensemble des classes d’isomorphisme de
fibrés vectoriels algébriques de rang un sur une variété algébrique X réduite constitue un
groupe abélien : I’élément neutre est la classe du fibré trivial de rang un, et I'inverse de
la classe d’un fibré L est la classe du fibré dual. Pour cette raison, les fibrés vectoriels
algébriques de rang un sont dits aussi fibrés inversibles ; le fibré dual d’un fibré inversible
L est souvent noté L~!. Ce groupe abélien est appelé groupe de Picard et noté Pic(X).
On se propose de décrire les relations entre les hypersurfaces de X et les fibrés inversibles

sur X, quand X est une variété algébrique lisse.

3.1. Fibré inversible associé a un diviseur

DEFINITION 3.1. — Soit A un anneau noethérien non nul, et p un idéal premier de
A. La hauteur de p est définie par ht p = dim Ap.

Si A est de dimension de Krull finie, on a évidemment
dimA/p +htp < dimA.

Quand A est ’algébre des fonctions régulieres d’une variété algébrique affine intégre X, on
peut démontrer qu’on a ’égalité. La hauteur est aussi appelée dans ce cas la codimension
de la sous-variété irréductible Y définie par ’idéal p, et notée codimxY ; on a donc dans
ce cas

dimY + codimxY =dimX

LEMME 3.2. — Soit A un anneau factoriel, et p un idéal premier de A de hauteur

1. Alors p est engendré par un élément non nul.

Démonstration. Soit f € A un élément irréductible appartenant a p. Puisque 'anneau
A est factoriel, 'idéal engendré par f est un idéal premier, et on a 0 # (f) ;Cé p. Alors
d’apres 'hypothese p = (f). o©

Considérons plus généralement une variété algébrique X quelconque. Un fermé
irréductible Y C X est de codimension r dans X si la longueur maximale des chaines
de fermés irréductibles

Y=YCY:1&...5Y,

est 7. Si'Y est un fermé quelconque, la codimension est le minimum des codimensions des
composantes irréductibles. On la note codimx Y. Si X est integre, on a la relation

dimY + codimxY = dim X.
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Une hypersurface est une sous-variété fermée integre Y C X de codimension 1 : ceci signifie
donc que si Z est un fermé irréductible contenant strictement Y, Z est une composante
irréductible de X. Lorsque X est affine, ceci signifie que I’idéal de Y est de hauteur 1 dans

O(X). On désigne par H(X) ’ensemble des hypersurfaces integres de X.

DEFINITION 3.3. — Soit X une variété algébrique. Un diviseur de Weil de X est une
combinaison linéaire
D= ) nyY
YeH(X)

ot les coefficients ny sont des entiers presque tous nuls. Si les entiers ny sont > 0, on dit
que le diviseur est effectif. L’hypersurface réduite |D| = Uy ny20Y est appelée le support

du diviseur D.

Un diviseur est donc un élément du groupe libre engendré par H(X). On désigne par
Div(X) le groupe des diviseurs de Weil. On se propose de décrire les diviseurs en termes

de fibrés inversibles.

THEOREME 3.4. — On suppose que X est lisse. Soit Y une hypersurface intégre
de X. Il existe un fibré vectoriel algébrique L de rang 1, et une section s de L tels que
la sous-variété des zéros de s soit Y. Le couple (L, s) est déterminé de maniére unique a

isomorphisme pres par cette condition.

Dire que la sous-variété des zéros de s est Y signifie que 'idéal Jy de Y est 'image

du morphisme de faisceaux de Ox —modules

Ox(L*) — Ox

défini par la multiplication par la section s. Ceci implique en particulier que le fermé des
zéros de la section s est Y, mais c’est une propriété plus forte, qu’il est obligatoire d’écrire
si on veut avoir I'unicité. La démonstration de ce théoreme repose sur le fait qu’un faisceau
localement libre de rang un est le faisceau des sections d’un fibré inversible, comme on I’a
vu dans la section précédente. On aura besoin du résultat suivant, que nous utiliserons
sans démonstration (cf. Shafarevich, chapitre 2, §3) : si x est un point lisse de X ’algebre

locale Ox , est un anneau factoriel.

LEMME 3.5. — Soit X une variété lisse, et Y C X une hypersurface intégre. Il
existe un recouvrement ouwvert affine U = (U,) par des ouverts affines U, tels que l’idéal
I(YNUy,) de O(U,) soit engendré par un élément f,.
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Démonstration. La question est locale; on peut donc supposer que X est affine, et
que 'hypersurface Y est définie par un idéal premier p de O(X). L’énoncé est évident au
voisinage d’un point x ¢ Y. Soit x € Y. L’idéal premier de Ox , engendré par p est de
hauteur 1. Puisque I’anneau local Ox ,, est factoriel, cet idéal est engendré par une fonction

rationnelle i, ou fet ge OX) et g(x) #0. On a évidemment f € p. Réciproquement,
g

soit g1, ..., gm des générateurs de p. Alors le germe g; ,, est multiple de f,. Alors il existe
Q € O(X), non nul en x et h; € O(X) tels que Qg; = fh;. Dans louvert affine U des
points de X tels que Q # 0 on a (g1,...,9m) = (f) dans O(U). Ceci implique 1’énoncé. o

Démonstration du théoreme 3.4
L’énoncé implique que le faisceau d’idéaux Jy est localement libre de rang un. C’est
donc le faisceau des sections d’un fibré vectoriel inversible; on désigne par L* le dual

de ce fibré inversible. L’inclusion Ox(L*) < Ox définit d’apres la section précédente un
morphisme de fibrés vectoriels L* —— kx ou, ce qui revient au méme une section s de
L. Evidemment, la sous-variété des zéros de s est 'hypersurface Y.

Unicité.

Si (L', s") est un autre tel couple, la section précédente fournit un isomorphisme de

fibrés vectoriels g : L* —— L* tel que le diagramme

O(L")

Jy

\

O(L/*)

soit commutatif. Le morphisme A =* g~! : L —— L/ un isomorphisme de fibrés inversibles

tel que h(s) = s’. D’ou 'unicité, & isomorphisme pres. o

REMARQUE 3.6. — L’énoncé 3.4 est vrai plus généralement si pour tout =z €
X lalgebre locale Ox , est un anneau factoriel. Une telle variété algébrique est dite

localement factorielle.
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Exercice 3.1
Soient Y une hypersurface d'une variété lisse X et U = (U, ) un recouvrement ouvert
affine de X tel que dans O(U,) on ait (Y NU,) = foO(Uy).

fa .
1) Montrer que g, g = f— est un cocycle du recouvrement ouvert U a valeurs dans
k;*
2) Montrer que le fibré associé a ce cocycle possede une section canonique dont la
variété des zéros coincide avec Y.

3) On considere un hyperplan Y C P,,. Montrer Y est la sous-variété des zéros d’une

section non nulle du fibré inversible O(1).

Exercice 3.2
Soient X une variété algébrique lisse, et Y C X une hypersurface lisse. Démontrer

que la section sy du fibré inversible associé Ly est transverse a la section nulle.

3.2. Le groupe de Picard

Soit X une variété algébrique intégre. Considérons l'ensemble Ca(X) des classes
d’isomorphisme [L, s] des couples (L,s) formés d’'un fibré inversible et d’une section
rationnelle non nulle de L. Une telle classe d’isomorphisme est appelé un diviseur de
Cartier de X. On munit I’ensemble des diviseurs de Cartier d’une multiplication en posant
[L,s].[l/,s'] = [LeL/, s®s']. La classe d’isomorphisme du fibré trivial L = kx, muni de la
section = — (x,1) est élément neutre de cette multiplication. Tout élément est inversible :
Iinverse de [L, s] est [L™1,s7!] ot s7! est I'unique section rationnelle du dual de L telle
que s~! ® s = 1. On obtient ainsi un groupe abélien noté Ca(X) et appelé groupe des

diviseurs de Cartier de X.

THEOREME 3.7. — Soit X une variété intégre dont le lieu singulier est de codimen-

sion > 2. On a un homomorphisme injectif de groupes abéliens
Ca(X) — Div(X)
Si X est une variété lisse, cet homomorphisme est un isomorphisme. o

Valuations discretes
Soit A un anneau local noethérien, régulier de dimension 1. Ceci signifie que I'idéal
maximal m de A est engendré par un élément. Un tel anneau est integre. D’apres le lemme
8.7 du chapitre 1, on a
Nisom’ = {0}.
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A chaque élément f € A, non nul, on peut associer I'entier v(f) = i défini par f € m’,

f ¢ mtl Cet entier est appelé la multiplicité de f. On obtient ainsi une application
A — {0} — N qui satisfait aux propriétés suivantes

(1) v(fg) = v(f)v(o)

(2) v(f) =0 si et seulement si f est inversible.

(3) si f, g sont des éléments non nuls de A tels que f+ g # 0, on a

v(f +g) = min(v(f), v(9))-

Soit K le corps des fractions de A. L’application v se prolonge au groupe multiplicatif

K* en posant

et le prolongement satisfait encore aux conditions (1), (2),(3) sur K—{0}. Cette application
est appelée une valuation discrete sur le corps K. Les éléments non nuls de A se retrouvent

a partir de cette valuation comme ensemble des éléments f de K* tels que v(f) > 0.

L’algebre locale Ox y.

Soit X une variété algébrique et Y C X une sous-variété integre. On pose

OX,Y: h_Hl) O(U)
UNY#D

On obtient ainsi une algebre locale dont I'idéal maximal est 1’idéal des classes de sections
f € O(U) qui s’annulent sur Y N U.

Exemples
1. Si'Y = {z}, l’algebre locale obtenue est I’algebre locale Ox ;.
2. Si X est integre, I'algebre Ox x est le corps des fonctions rationnelles sur X.

3. Si V est un ouvert de X qui rencontre Y, le morphisme de restriction

Ox,y — Ov,vny
est un isomorphisme.

PROPOSITION 3.8. — Soit X = SpecA est une variété algébrique affine, et Y la

sous-variété intégre définie par un idéal premier p de A. Le morphisme canonique
Ap —_— OX,Y

est un isomorphisme.
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Démonstration. Considérons le morphisme canonique A —— Ox y. L’image du

complémentaire de p est contenu dans le complémentaire de 1'idéal maximal de Ox y.

D’apres la propriété universelle de I'algebre localisée Ap on obtient un homomorphisme
Ap — Oxy

Montrons l'injectivité. Soit @ € A dont I'image dans Ox y est nulle. Alors il existe un
ouvert principal Xy rencontrant Y tel que a|x, = 0. Donc il existe n tel que f"a = 0.
Puisque Xy rencontre Y, on a f ¢ p et par conséquent a = 0 dans Ap. Il en découle
I'injectivité.

Surjectivité : on peut représenter une classe de Ox y par un élément de O(Xy), ol

Xy est un ouvert principal qui rencontre Y, ce qui est équivalent a f ¢ p. Un tel élément

u
est une fraction F, ot u € A et donc provient de l'algebre Ap. o

LEMME 3.9. — Soit X une variété algébrique dont [’ensemble singulier est de
codimension > 2, et Y C X une hypersurface integre. Alors l’algébre locale Ox v est

un anneau local noethérien régulier de dimension 1.

Démonstration. L’hypothese implique que Y rencontre I’ouvert des points lisses de X.
On peut donc supposer que X est une variété algébrique lisse, affine, d’algebre de sections
A et que 'idéal premier p de A qui définit Y est engendré par un élément non nul. Alors
l'idéal maximal pAp est engendré par un élément non nul. Cette algebre est un anneau

local noethérien de dimension 1 ; elle est réguliere par définition.

Considérons une variété algébrique X integre et une sous-variété Y intégre de X. Soit
K(Ox,y) le corps des fractions de Ox y. On a un morphisme injectif Ox y — Rat(X)

qui envoie le complémentaire de 0 dans le groupe multiplicatif, et par conséquent induit

un homomorphisme de corps
K(O)gy) —_— Rat(X)
LEMME 3.10. — Cet homomorphisme est un isomorphisme.

Démonstration. Soit U un ouvert rencontrant Y. Alors Rat(X) ~ Rat(U). Une
fonction rationnelle de Rat(U) provient évidemment de K(Ox y). o

Démonstration du théoreme 3.7
Il résulte des deux lemmes précédents qu’une hypersurface integre Y C X définit une
valuation
vy : Rat(X) — {0} — Z.
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Si s est une section rationnelle non nulle d’un fibré inversible L sur X, et si U est un ouvert

de X rencontrant Y sur lequel L est trivial, on peut écrire

sly = fe

ou f € Rat(U) et e une section de L|y ne s’annulant pas sur U. On pose ny = vy (f). Il
est clair que I'entier ainsi défini ne dépend pas de U ni du choix de la section e. Ce nombre
mesure la multiplicité selon laquelle la fonction f s’annule le long de Y si ce nombre est
positif; si ce nombre est négatif, ’'opposé de ce nombre est la multiplicité avec laquelle

I'inverse de f s’annule le long de Y, c’est-a-dire 'ordre du poéle le long de Y.

LEMME 3.11. — L’ensemble des hypersurfaces intégres Y C X telles que ny # 0 est

fini.

Démonstration. Soit U = Spec A un ouvert affine de X, sur lequel le fibré E est trivial.
Les hyperfaces integres contenues dans le complémentaire de U sont les composantes
irréductibles, donc en nombre fini. Sur U, la section s s’écrit s = fe, ou f € O(U) et
ou e est une section de L partout non nulle sur U. Si Y est une hypersurface integre qui
rencontre U, on a vy (f) > 0, et la condition vy (f) > 0 signifie que f définit un élément
de I'idéal maximal de Ox y c’est-a-dire que s’annule sur Y N U. L’hypersurface Y N'U de
U est donc une composante irréductible de la sous-variété définie par I'idéal (f). De telles

hypersurfaces Y sont en nombre fini. o

On associe alors a la classe dans Ca(X) du couple (L, s) le diviseur de Weil
D=> nyY
%

Il résulte de la propriété de la valuation vy que cette application est un homomorphisme

de groupes

¢ : Ca(X) — Div(X).

Montrons qu’il est injectif. Considérons un diviseur de Cartier [L,s| dont le diviseur
de Weil associé est nul. Si U un ouvert sur lequel L est trivial, on écrit s = fe, avec
f € Rat(U). Alors 'hypothese implique que f est une fonction réguliere inversible sur U.
Mais alors la section s de L est réguliere sur X et partout non nulle. Donc le diviseur de
Cartier défini par (L, s) est I’élément neutre.

Supposons maintenant X lisse. D’apres le théoreme 3.4 on sait alors associer & une
hypersurface integre Y de X un diviseur de Cartier [Ly, sy]. Cette application se prolonge

par linéarité en un homomorphisme de groupes abéliens
¥ : Div(X) — Ca(X)

120

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Fibrés vectoriels et faisceaux algébriques

Montrons que ¢ est I'identité de Div(X). Soit Y une hypersurface intégre, Ly, sy] le
diviseur de Cartier associé. Soit U un ouvert affine de X qui rencontre Y et sur lequel I'idéal
de YNU est engendré par (f). Alors Ly |y est trivial et sy est donné sur U par la fonction
réguliere f. Pour toute hypersurface integre Z rencontrant U, on a vyz(f) =0si Z # Y,
parce que f est inversible sur 'ouvert U\ Y qui rencontre aussi Z, et vy (f) = 1 puisque
dans Ox y l'idéal (f) est I'idéal maximal. Donc le diviseur de Weil associé & [Ly, sy] est
Y. Par suite ¢pyp = idDiv(X)' Ceci entraine que I’homomorphisme ¢ est surjectif ; comme
on avait déja vérifié qu’il était injectif, c’est un isomorphisme. o

Soit s une section rationnelle non nulle d'un fibré inversible L, et D =}y, x) v Y

le diviseur de Weil associé. On pose

de sorte que D =Dy — D_.

DEFINITION 3.12. — Le diviseur Dy est appelé le diviseur des zéros de s, le diviseur

D_ le diviseur des poles de s.

PROPOSITION 3.13. — Soit X une variété algébrique intégre dont l’ensemble singulier
est de codimension > 2. Soit O(X) le groupe des fonctions réguliéres inversibles sur X.

On a une suite exacte
0 — O(X)* — Rat(X)* — Ca(X) — Pic¢(X) — 0
Démonstration. Soit f € Rat(X)* une fonction rationnelle non nulle. Une telle
fonction peut étre considérée comme section rationnelle du fibré trivial de rang un O,

et 'homomorphisme Rat(X)* —— Ca(X) associe a f le diviseur de Cartier [O, f]. Du fait

que ’homomorphisme Ca(X) — Div(X) est injectif, on déduit que ’homomorphisme

Rat(X)* — Ca(X)

ainsi défini a pour noyau le groupe O(X)* des fonctions régulieres inversibles. Le mor-
phisme Ca(X) — Pic(X) associe au diviseur de cartier [L, s] la classe d’isomorphisme

du fibré inversible L. Le noyau de cet homomorphisme est constitué des diviseurs de
Cartier des fonctions rationnelles. Il reste a montrer que cet homomorphisme est surjectif.
Si L est un fibré inversible sur X, par définition, il est localement trivial, donc il a des

sections rationnelles. Il provient donc d’un diviseur de Cartier. o

DEFINITION 3.14. — Soit X une variété algébrique intégre dont ’ensemble singulier
est de codimension > 2. Un diviseur D € Div(X) est appelé principal si c’est le diviseur
d’une fonction rationnelle non nulle. Deuz diviseurs sont dits linéairement équivalents si

leur différence est un diviseur principal.
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Soit Princ(X) le groupe des diviseurs principaux de X.

COROLLAIRE 3.15. — Soit X une variété algébrique lisse. L’isomorphisme
Ca(X) — Div(X)
mnduit un isomorphisme de groupes abéliens
Div(X)/Princ(X) — Pic(X)

Cet isomorphisme permet de comparer le groupe de Picard d’une variété algébrique

lisse X et celle d’un ouvert U.

PROPOSITION 3.16. — Soit U un ouvert non vide d’une variété algébrique X lisse
et irréductible. Soient Y1,...,Y, les composantes irréductibles de codimension 1 du
complémentaire de U, et Ly,,...,Ly, les fibrés inversibles associés. L’homomorphisme

de restriction

Pic(X) —— Pic(U)
est surjectif, et son noyau est le sous-groupe engendré par les Ly, .

Démonstration. On considere le diagramme commmutatif induit par la restriction a

I'ouvert U

Z’!‘

Div(X) — Div(U)

z" 0

Pic(X) —— Pic(U)

dans lequel la premieére ligne est exacte : la fleche Z" —— Div(X) est définie par

Yq,...,Y,.. La premiere fleche verticale est l’identité. Les autres fleches verticales
sont les homomorphismes surjectifs canoniques; le noyau de ces fleches est le sous-

groupe des diviseurs principaux de X et U respectivement. La fleche de restriction

Princ(X) —— Princ(U) est évidemment un isomorphisme. Il résulte de ce diagramme

que 'homomorphisme Pic(X) —— Pic(U) est surjectif. De plus, un élément de son noyau

provient provient d’un diviseur >_._, n;Y; et par suite la seconde ligne est aussi exacte. o

COROLLAIRE 3.17. — On a Pic(A™) = 0.
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Démonstration. 11 suffit de prouver que tout diviseur de X = A™ est un diviseur
principal. Soit Y C A" est une hypersurface intégre ; le lemme 3.2 appliqué a 'algebre des
polynomes, laquelle est factorielle, assure que 'idéal premier associé a Y est engendré par

un élément f; alors le diviseur de f est exactement Y. Ainsi, Y est un diviseur principal. o

COROLLAIRE 3.18. — Le groupe Pic(P,) est isomorphe a Z, avec pour générateur la
classe de Op, (1).

Démonstration. Considérons un hyperplan Y de IP,,. Cet hyperplan est associé a une
section non nulle de O(1). L’ouvert complémentaire de Y est isomorphe au plan affine
A™. 11 résulte de la suite exacte ci-dessus que le groupe de Picard est engendré par O(1).
Il reste & voir que cet élément n’est pas de torsion, autrement dit que Op, (k) n’est pas
trivial si k # 0. On peut supposer, quitte & passer au besoin au dual, que k < 0. Mais alors

Op, (k) n’a pas de section globale non nulle. Donc ce fibré inversible n’est pas trivial. o

Exercice 3.3

On considere sur P,, x P, le fibré O(p,q) = O(p) K O(q). Montrer que I’application
7? — Pic(P, x P,,) définie par (p,q) — O(p,q) est un isomorphisme de groupes.

Exercice 3.4

1. Démontrer que tout fibré inversible sur un ouvert de A™ est trivial.

2. On suppose que k est de caractéristique # 2. Démontrer que le groupe de Picard
de la sphere Sy = Spec(O(A?)/(x? + y* + 22 — 1)) est isomorphe & Z.

3.3. Sous-variétés de codimension > 2.

On se propose de montrer qu’en général, une sous-variété lisse de codimension r > 2
ne peut s’obtenir comme sous-variété des zéros d’une section d’un fibré vectoriel de rang

r. Considérons le plongement de Veronese

@ ]P)Q — Pg,
Il peut étre défini de la maniére suivante : sur le plan projectif P, = P(V) on a une inclusion
H®2 < S2Vp, et par suite un morphisme ¢ : Py — P(S?V) tel que ¢*(H) = H®2.

Exercice 3.5
Soit (e;)i—0,1,2 une base de V, et (e;e;)i<; la base associée dans S?V. Montrer que

dans ces bases le morphisme ¢ est donné par

2 2 2
[0, x1, x2] = |25, 21, 25, 2x0x1, 22122, 22022
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Ainsi, I'image de Py est une sous-variété isomorphe a Ps, c’est donc une surface lisse
Y de P5 qu’on appelle la surface de Veronese. S’il existait un fibré vectoriel de rang 3
sur P5 et une section dont la sous-variété des zéros est la surface Y le fibré normal Ny /p,

devrait s’étendre a Ps. Or, Kp, = O(—6) et donc d’apres la formule d’adjonction

det Ny /p;, = Kp, ® ¢"(0p;(6)))
= Op, (3)

et donc ce fibré inversible ne provient pas de Ps.

Exercice 3.6

Le but de I'exercice est de montrer qu’'une projection générale dans [P, de la surface
de Veronese est une surface lisse de P4 dont le fibré normal ne s’étend pas a Py.

1. Montrer que la variété des coniques du plan projectif Po = P(W) est isomorphe &
I'espace projectif P5 = P(S?W*). Montrer que la surface de Veronese est isomorphe 2 la
sous-variété des coniques dégénérées en droites doubles, c’est-a-dire la variété des coniques
définies par une forme quadratique de rang 1 sur W.

2. Montrer qu’une droite D de P5 n’est pas contenue dans Y et rencontre Y en au
plus deux points.

3. Une droite D C P5 est tangente a Y en un point x € DNY si T,D C T,Y. Montrer
que se donner une droite tangente & Y au point défini par la droite double ¢? équivaut
a se donner une conique dégénérée en deux droites dont I'une est ¢. On pourra utiliser
I'exercice 1.5 et montrer que si ¢ est la forme quadratique de rang 1 qui définit =z = ¢

I’espace vectoriel tangent T, Y est isomorphe a ’espace vectoriel quotient

{G € S°W*, dlyer, = 0}/ka .

4. Une droite D C P5 est dite sécante a Y si elle est tangente & Y ou si elle rencontre
Y en 2 points.

On désigne par Tan(Y) la réunion des droites tangentes a Y, et par Sec(Y) la réunion
des sécantes a Y. Montrer que Tan(Y) est un fermé algébrique de P5 de dimension 4.
Montrer que Tan(Y) = Sec(X). En déduire que Sec(Y) # Ps.

5. Soit a € P5 un point n’appartenant pas a Sec(Y) et P4 C P5 un hyperplan ne

passant pas par a. On considere la projection m : Y —— P4 de centre a. On sait que

¢’est un morphisme fini. Montrer que 7 est un morphisme injectif, et que son application

linéaire tangente est injective en tout point. En déduire que 'image Z est une sous-variété
lisse de dimension 2 de Py, et que m: Y —— 7 est un isomorphisme.

6. Déterminer le fibré inversible det Ny p, et montrer qu’il ne provient pas de Py.
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La situation rencontrée dans la question 5 est fréquente. Voici quelques indications :

LEMME 3.19. — Soit f : X —— Y un morphisme fini et injectif de variétés
algébriques ; soit x un point de X et y = f(x) son image. Le morphisme d’algébre locales
associées

[ :0yy — Ox,

est un morphisme fini.

Démonstration. FEn effet, f : X —— Y est un homéomorphisme sur un sous-espace

fermé de Y ; un élément u € Oy, est le germe d’une fonction réguliere sur un voisinage

ouvert affine U de = dans Y, qu’'on peut supposer de la forme f~!(V), avec V voisinage
ouvert affine de y. Le morphisme O(V) — O(U) étant fini, on en déduit que u est entier.

Il reste avoir que Ialgebre Ox ., est engendrée sur Oy, par un nombre fini d’éléments.
Fixons V et U comme ci-dessus. Si v1, ..., v, sont des générateurs de l'algebre de type fini
O(U), les germes v; , de v; engendrent Ox , : en effet, si v, est le germe d’une section du
faisceau structural sur un ouvert 7~1(W) avec W C V voisinage ouvert affine de y défini
dans V par Q # 0, avec Q € O(V), on aura Q*v € O(U) pour k entier > 0 convenable.

Mais alors la formule dans O(U)

P(vi,...,v,)
Qk

ou est P un polynome a coefficient dans k montre que le germe v, est un polynéme en

Vi,z,--.,Unz & coefficients dans Oy ,. ©

LEMME 3.20. — Soit f : X —— Y un morphisme fini et injectif de variétés
algébriques ; soit x un point de X et y = f(xr) son image. On suppose que la

différentielle d, f : T,X —— T,Y est injective. Alors le morphisme d’algebre locales

f*: 0y, — Ox,, est surjectif.

Démonstration. On pose A = Oy 4, et B = Ox , et on désigne par ma et mp les idéaux

maximaux de A et B respectivement. Le morphisme d’anneaux locaux f*: A — B est
fini d’apres le lemme ci-dessus. Le morphisme ma/m3 —— mp/m3 induit par f* n’est
autre que I’application linéaire cotangente est donc surjectif. Ceci s’écrit

mp = m3 + maB
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et mg est un B—module de type fini. D’apres le lemme de Nakayama appliqué a I’anneau

local B, ceci entraine mg = maB. Considérons d’autre part I’isomorphisme de A—modules
induit par f*: A/my — B/mg. Alors B = f*(A) + msB. Puisque B est un A—module

de type fini, on obtient encore d’apres le lemme de Nakayama B = f*(A), ce qui démontre

le lemme. o

THEOREME 3.21. —  Soit f : X —— Y wun morphisme fini injectif de variétés

algébriques dont la différentielle est en tout point injective. Alors f est un plongement.

Démonstration. L’hypothese implique que f est un homéomorphisme sur son image.

Il s’agit de voir que le morphisme de faisceaux sur Y
Oy — [f+(0x)

est surjectif. Mais il suffit pour cela de vérifier que si x € X et y = f(x),le morphisme

d’algebres locales Oy, — Ox, est surjectif. Ceci résulte du lemme précédent. o

Ceci résoud la question 5 de I'exercice ci-dessus. Un célebre théoreme de Severi affirme
que la surface de Veronese est essentiellement la seule surface Y de P5, non contenue dans

un hyperplan, qu’on puisse projeter dans P4 comme ci-dessus :

THEOREME 3.22. — (Severi) A automorphisme de Py prés, la surface de Veronese

est la seule surface de Ps non contenue dans un hyperplan telle que Sec(Y) # Ps.

Il en résulte que c’est la seule surface de P5, non contenue dans un hyperplan qu’il

est possible de plonger dans P4 par une projection de centre un point.

Exercice 3.7
L’image du plongement de Segré P; x P, — Ps est une sous-variété lisse de

codimension 2 ; montrer que son fibré normal ne s’étend pas a Ps.

Exercice 3.8

Montrer que le morphisme A! — {1} —— A2 défini par

t (12— 1,t(t* — 1))

est un morphisme injectif dont la différentielle est en tout point injective. Montrer que ce

n’est pas un isomorphisme sur son image.
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3.4. Systemes linéaires

Soit X une variété algébrique lisse et connexe.

DEFINITION 3.23. — Un systéme linéaire sur X est la donnée d’un sous-espace
vectoriel W de dimension finie de l’espace vectoriel des sections I'(X,L) d’un fibré
inversible L sur X. Quand [’espace vectoriel T'(X,L) est de dimension finie, le systéme

linéaire défini par W = T'(X, L) est appelé systéme linéaire complet.

Etant donné un tel systeme linéaire, une section s € W non nulle définit une
hypersurface V(s). Se donner un tel systéme linéaire revient a se donner un sous-espace
projectif P(W) de lespace projectif |L| = P(I'(X, L)) des diviseurs dont le fibré associé est
isomorphe a L. Si dimP(W) = 1 on dit que c’est un pinceau de diviseurs ; si dimP(W) = 2
on dit que c’est un réseau. Si les hypersurfaces V(s) n’ont pas de point d’intersection en

commun, on dit que le systeme linéaire W est sans point de base. En d’autres termes :

DEFINITION 3.24. — Un systéme linéaire (W,L) est dit sans point de base si le

morphisme d’évaluation ev : (z,s) — s(x)
ev:XxW — L

est surjectif.

Exemple
Un pinceau de courbes algébriques de degré n dans le plan projectif a toujours des
points de base; en général, il a n? points de base. En général, un réseau de courbes de

degré n du plan projectif n’a pas de points de base.

Désignons par m + 1 la dimension de W. Quand W C I'(X,L) est sans point de
base, pour tout x € X, Z, = kerev, est un hyperplan de W. Le sous-fibré Z C Wx
défini par le noyau du morphisme d’évaluation fournit alors un morphisme a valeurs dans
Grass(m, W) = P(W*)

p: X — P(W")

qui associe au point x ’hyperplan Z, ; une équation de cet hyperplan peut s’obtenir en
choisissant un point dans la droite vectorielle L¥ C W*. Ce morphisme est caractérisé
par I’égalité ¢*(S) = Z, ou S est le sous-fibré universel de rang m du fibré trivial de fibre
W sur la grassmannienne. Dans l'identification Grass(m, W) ~ P(W*), le fibré quotient
universel devient le fibré O(1). Ainsi ¢*(O(1)) ~ L. Par le morphisme ¢, I'image réciproque
de 'hyperplan de P(W*) défini par s € W — {0} est I'hypersurface V(s). On se propose

de donner des conditions qui permettent d’assurer que ¢ est un plongement.
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DEFINITION 3.25. — On dit qu’un systéme linéaire W C T'(X,L) sépare les points

si pour tous points a et b € X distincts il existe une section s € W telle que s(a) = 0 et

s(b) # 0.

Si le systeme linéaire W sépare les points, il est sans point de base. Nous aurons
besoin d’une condition plus forte, et nous introduisons pour ceci le O -module O, (L) des

germes de sections régulieres de L au voisinage du point x, et ’espace vectoriel
Jo(L) = 0,(L)/m20,(L)

appelé espace vectoriel des jets d’ordre un au point x de sections de L. On dispose d’une
application k—linéaire canonique j, : O, (L) — J,(L) qui associe & un germe de section

réguliere s son jet d’ordre un j,(s) en z. De plus on a une suite exacte
0 — T, ®L, —J, — L, — 0

Le jet ju(s) d’une section s qui s’annule en z est exactement la différentielle d,s €
T? ® Ly = L(T,, Ly).

DEFINITION 3.26. — On dit qu’un systeme linéaire W C T'(X, L) sans point de base
sépare les vecteurs tangents, si pour tout x € X Uapplication linéaire W —— J, (L) qui

associe a une section s € W son jet j,(s) est surjective.

Il revient au méme de demander que pour tout x € X, l'application linéaire

Z, — L(T,,L,) définie par s — d,s est surjective, ou encore que 'application linéaire

transposée T, — L(Z,,L,) qui associe au vecteur tangent t l’application linéaire

s — dgs.t est injective : autrement dit, la définition signifie que pour tout vecteur tangent

non nul ¢, il existe une section s € W s’annulant en x et telle que d,s.t # 0.

THEOREME 3.27. — Soit X une variété projective et W C T'(X,L) un systéme

linéaire qui sépare les points et les vecteurs tangents. Alors le morphisme canonique

¢ : X — P(W*) est un plongement.

Démonstration. 1l est clair que le morphisme ¢ est injectif : car si a et b sont deux
points de x, la condition de séparation des points implique que Z, # Zp. En vertu du
corollaire 3.21, il suffit de montrer que f est fini et que 'application linéaire tangente
dzp est injective en tout point x € X ; nous admettrons ici la finitude de ¢ qui sera

démontrée plus tard comme conséquence de la théorie des faisceaux algébriques cohérents
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(voir section 5.4, chapitre 3). Il reste seulement & se persuader que I’application linéaire

tangente

dypp : ToX — T,P(W*)

n’est autre que 'application linéaire T, X — L(Z,,L,) introduite ci-dessus. Pour ceci,

choisissons une base e, ..., e, de W, avec ey, ..., ey, base de Z,. Désignons par e; la base
duale. L’identification
T,P(W*) ~ L(Z,,L,)

s’obtient en prenant la différentielle au point défini par '’hyperplan Z, de la carte locale
Up — L(Z,L;) définie sur 'ouvert Ug ~ A™ des points [ef + >, <, wie;] € P(W¥)

par

[eo + Z wie;] — Z wiep(z)e;.

1<i<m 1<i<m

La section eg de L étant non nulle en x, on peut écrire sur un voisinage ouvert V de x
ei = fieo

ou f; € O(V). L’image de V par ¢ est contenue dans 'ouvert Uy de P(W*) et ¢ est donné
sur cet ouvert par ply = [ + Y 1<, <., fie;] de sorte que pour t € T, X

dpp(t) = > dufi(t)eo(w)e]

1<i<m

= Z d.e;(t)e;

1<i<m

Ceci signifie que d,p(t) est 'application linéaire Z, — L, définie par s +— d,s(t). Ceci

acheve la démonstration. o

DEFINITION 3.28. — Un fibré vectoriel inversible L sur une variété algébrique X est

dit tres ample si les sections de L. séparent les points et les vecteurs tangents.

Exercice 3.9
1. Vérifier que sur ’espace projectif P(V), le fibré O(k) est tres ample des que k > 1.
2. L’espace vectoriel des sections de O(k) est le dual de SK¥V. Montrer que le

plongement
P(V) — P(SkV)

associé au systeme linéaire complet s’identifie au plongement de Veronese.
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Exercice 3.10
Soient A et B deux fibrés inversibles sur une variété algébrique X. Montrer que si A

est tres ample et B engendré par ses sections, le fibré inversible A ® B est trés ample.

4. Faisceaux algébriques cohérents

Soit X une variété algébrique. La catégorie L des faisceaux algébriques localement
libres est une catégorie additive, mais ce n’est pas une catégorie abélienne.

Considérons par exemple I'idéal J d’une hypersurface Y sur une variété algébrique

lisse X; dans L, le morphisme d’inclusion J —— O pour noyau et pour conoyau le

faisceau nul. Pourtant, le morphisme J —— O n’est pas un isomorphisme. Bien entendu,

dans la catégorie abélienne des faisceaux algébriques, le conoyau est le faisceau j.(Oy), ou
j Y — X est I'inclusion canonique, et 'image est le faisceau J lui-méme. Pour remédier
a cet inconvénient, et pour se limiter aux faisceaux algébriques satisfaisant a certaines

conditions de finitude, on introduit la catégorie des faisceaux algébriques cohérents.

4.1. Faisceau associé & un A—module

Soit A une k—algebre de type fini. Considérons la variété algébrique affine X = Spec A,
et un A—module M. Si f € A, le module M sur 'anneau des fractions A est le module
des fractions dont le numérateur est dans M et dont le dénominateur est une puissance

de f. Considérons le préfaisceau M sur X défini sur la base d’ouverts principaux Xy par

M(Xy) = My

Si Xy C Xy on sait que f divise une puissance convenable de f’ ce qui définit des

morphismes de restrictions My —— My/.

Exercice 4.1
Vérifier que le préfaisceau M est un faisceau algébrique. (On pourra calquer la

démonstration de la section 2.5 du chapitre 1).

Exercice 4.2
Soit x € X un point de X, correspondant a un idéal maximal m de A. Montrer que le
morphisme canonique
M, — Mm
est un isomorphisme. (Calquer la démonstration de la section 2.5 du chapitre 1 qui permet

de décrire Ox , comme algebre localisée Am).
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Le faisceau M est aussi le faisceau image réciproque du module constant M sur I’espace
annelé (%, A) réduit & un point x défini par le faisceau constant A. Autrement dit, c’est le
faisceau associé au préfaisceau U — M ®4 Ox(U), qu’on note habituellement M ®4 Ox.

En effet, on a bien un homomorphisme canonique de faisceaux algébriques
M®a Ox — M

et en un point x € X correspondant a un idéal maximal m, le morphisme induit est

I’homomorphisme canonique M ® 5 Am —— Mm. Par conséquent c’est un isomorphisme.
Si M et N sont des A—modules a toute application A—linéaire f : M —— N on

associe un morphisme de faisceaux algébriques M —— N. On désigne par Moda la

catégorie des A—modules, et Algy la catégorie des faisceaux algébriques sur X = Spec A.
Ces catégories sont des catégories abéliennes, et on a ainsi obtenu un foncteur additif
de la catégorie Mods dans la catégorie Algy. Remarquons que par définition on a un

isomorphisme canonique

M —» T(M).

PrOPOSITION 4.1. — Considérons le foncteur covariant Algy — Ens de la

catégorie des faisceaux algébriques sur la variété algébrique affine X = Spec A, a valeurs
dans la catégorie Ens des ensembles qui associe au faisceau algébriqgue F [’ensemble

Homa (M, T'(F)). Ce foncteur est représentable par M muni de Dapplication linéaire

it M — T(M).

Ceci signifie que le couple (1\~/I, i) est solution du probléme universel suivant : pour

tout faisceau algébrique cohérent F sur X et toute application A—linéaire u : M — I'(F)

il existe un unique morphisme de faisceaux algébriques v : M ——» T tel que le diagramme

M

soit commutatif. Autrement dit, 'application
Homoy (M, F) — Homa (M, T(%))
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définie par v +— I'(v)i est un isomorphisme.

Démonstration. Le foncteur Algy — Modp défini par F +— T'(F) est I'image directe

par le morphisme d’espaces annelés (X, Ox) — (*,A). La formule précédente est un

cas particulier de ’énoncé qui dit que le foncteur image directe est ’adjoint a droite du

foncteur image réciproque. o

THEOREME 4.2. — Le foncteur Mody —— Algy défini ci-dessus est un foncteur

exact. 1l est pleinement fidele.

Démonstration. Ce foncteur est exact parce que si f € A, le foncteur M +— My est

exact. Il reste a vérifier qu’il est pleinement fidele, c¢’est-a-dire que si M et N sont des

A—modules, 'application linéaire Homa (M, N) — Hom (1\~/I, ﬁ) est un isomorphisme.

C’est évident si M = A car alors M = Ox et I’application linéaire s’identifie 'application

linéaire canonique N —— T'(N) dont on sait que c’est un isomorphisme. Supposons

d’abord M de type fini. Les deux membres sont des foncteurs contravariants, additifs
en M, exacts a gauche. Ces foncteurs commutent aux sommes directes finies, et donc
I’énoncé est vrai pour M = AP. Comme A est noethérien et M de type fini, il existe une

suite exacte de A—modules

AT AP = M0

ce qui fournit une suite exacte de faisceaux algébriques 0% —— 0% —— M ——» 0 et

un diagramme commutatif de suites exactes

0 — Hom(M,N) — Hom(A% N) — Hom(AP N)

0 —» Hom(M,N) — Hom(ogg,ﬁ) — Hom(OEI(,N)

Puisque les deux dernieres fleches verticales sont des isomorphismes, il en résulte que la
premiere fleche verticale est un isomorphisme. Si M n’est plus de type fini, le raisonnement
est le méme, mais il faut travailler avec des modules libres qui ne sont plus forcément de

type fini. o

Exercice 4.3

1. Démontrer que si M = @;c1M;, pour tout f € A le morphisme canonique

@ier(M;); — My est un isomorphisme.
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2. En déduire que sur la catégorie des A—modules le foncteur M — M commute aux
sommes directes.
3. En déduire que ce foncteur est encore pleinement fidele sur la catégorie de tous les

A —modules.

4.2. Faisceaux algébriques cohérents

Soit X = Spec A une variété algébrique affine, et F un faisceau algébrique sur X. La

propriété universelle ci-dessus fournit un morphisme de faisceaux algébriques
g — 97

En général, ce morphisme n’a aucune raison d’étre un isomorphisme. On verra que ceci

est vrai si et seulement si F est un faisceau quasi-cohérent.

DEFINITION 4.3. — Soit X une variété algébrique. Un faisceau algébrique F sur X
est dit quasi-cohérent (resp. cohérent) si pour tout point x € X, il existe un voisinage

ouvert affine U = Spec A et un A—module M (resp. A—module de type fini M) tel que F|y

soit isomorphe a M.

Exemples
1. Le faisceau structural de X est un faisceau algébrique cohérent. Plus généralement,

un faisceau localement libre de rang r est un faisceau algébrique cohérent.

2. ’exemple suivant n’est pas en général un faisceau algébrique localement libre. Soit
Y C X une sous-variété d’une variété algébrique affine X = Spec A, définie par un idéal
I C A. Alors l'idéal de Y est I'idéal I de Ox. On verra au paragraphe suivant qu’en fait

I'idéal de toute sous-variété algébrique affine est un faisceau algébrique cohérent.

3. Soit X une variété algébrique irréductible et Y C X un fermé strict. Considérons
l'idéal de Ox défini par J(U) = Ox(U) si U ne rencontre pas Y et J(U) = 0 si U rencontre
Y. Alors J n’est pas un faisceau algébrique cohérent. En effet, on a J, = 0 pour tout
x € Y. Si ce faisceau était cohérent, il existerait un voisinage ouvert affine U= Spec A de
x, et un A—module de type fini M tel que J|y soit isomorphe a M. Si m est I'idéal maximal
de A correspondant au point x, on aurait F, = Mm = 0. Mais alors J serait nul sur un
voisinage de x. Or, la restriction de J au complémentaire de Y coincide avec Ox donc est

non nul.

Exercice 4.4

Démontrer que ce faisceau algébrique n’est méme pas quasi-cohérent.
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THEOREME 4.4. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine.

(i) St F est un faisceau algébrique quasi-cohérent sur X, le morphisme canonique

['(F) — F est un isomorphisme.

(ii) Si F est un faisceau algébrique cohérent sur X, le A—module des sections T'(F) est

un A—module de type fini.

Cet énoncé implique que le foncteur section induit sur une variété algébrique affine une
équivalence de catégorie entre la catégorie des faisceaux algébriques quasi-cohérents sur
X et celle de A—modules, et une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux

algébriques cohérents sur X et celle de A—modules de type fini. Plus précisément :

COROLLAIRE 4.5. — Soit X = SpecA une variété algébrique affine, ModgF la
catégorie des A—modules de type fini et Cohx la catégorie des faisceaur algébriques

cohérents sur X. Le foncteur

Mod " —» Cohx
défini par M — M et le foncteur adjoint
I': Cohxy — Mod "

sont quasi-inverses l’'un de 'autre.

Ceci signifie que les morphismes fonctoriels canoniques ¢ : M —— I'(M) et j :

—~—

['(F) — T sont des isomorphismes, et que le morphisme composé

I(F) —» I(I(F) ~2 1)

est l'identité. Cette derniére assertion résulte de la propriété universelle satisfaite par
(M, 7).
La démonstration du théoreme 4.4 nécessite la description du module des sections

des faisceaux cohérents ou quasi-cohérents.

LEMME 4.6. — Soit X une variété algébrique, et F un faisceau algébrique quasi-
cohérent sur X. Considérons une section f € O(X) et Uouvert Xy défini par les points

x € X tels que f(x) # 0. L’application Ay—linéaire canonique
I(3); — I'(Xy,5)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Si X est affine, et associée a l'algebre de type fini A et si F est le
faisceau algébrique M associé & un A—module M, I’énoncé est vrai par définition de M.
Dans le cas quelconque, on considere un recouvrement fini de X par des ouverts affines
U; = SpecA; tels que F
A; = O(U;). Les ouverts U;; = U, N'U; sont encore affines. Par abus, on désigne encore

U, soit isomorphe a 1\~/Iz ou M; est un module de type fini sur

par f les sections de O(U;) ou de O(U;;) obtenues par restriction. On a le diagramme

commutatif

0

(X, F)f — ©&L(U;, F)p —— @i ;T (Uy, F)y

0

[(Xp, F) — & L'((Uy)r, F) — @:;0((Usy)r, F))

Il résulte de la définition d’un faisceau et de I’exactitude du foncteur associant a un module
le module des fractions dont le dénominateur est une puissance de f que les lignes sont
exactes. Les deux derniéres fleches verticales sont des isomorphismes. Donc la premiere

I’est aussi. o

Fin de la démonstration du théoreme 4.4
Soit X = SpecA une variété algébrique affine; les ouverts X, forment une base
d’ouverts. Donc le lemme ci-dessus entraine que si F est un faisceau quasi-cohérent sur X
le morphisme canonique
f(ér/) — F
est un isomorphisme. Ceci démontre I’assertion (i). Il reste a voir que si F est un faisceau
algébrique cohérent, I'(F) est un A—module de type fini. La démonstration est semblable

a celle qui a été donnée pour la proposition 6.6 du chapitre 1. Considérons des ouverts

principaux en nombre fini U; = Xy, de X recouvrant X tels que JF|y, soit le faisceau

associé a un Ay —module de type fini. Le Af,-module I'(F)¢, est donc de type fini sur
€i,j
£

supposer quitte a changer éventuellement e; ; que I'entier naturel n; ne dépend pas de 1.

Ay,. On peut donc trouver des générateurs en nombre fini de la forme et on peut

Considérons le sous-module N de M engendré par les éléments e; ;. Si v € M, il existe un
entier naturel m tel que pour tout ¢, on ait f/"v € N. D’autre part, puisque les ouverts

U, recouvrent X, I'idéal de A engendré par les f/™ est (1). Donc il existe a; € A tels que

Alors v € N. Donc M = N et M est un A—module de type fini. Ceci acheve la

démonstration. o
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PROPOSITION 4.7. — Les faisceaux algébriques cohérents (resp. quasi-cohérents) sur

X forment une sous-catégorie abélienne de la catégorie des faisceaux algébriques.

Démonstration.

Il s’agit de montrer que
(1) Si f : F —— G est un homomorphisme de faisceaux algébriques cohérents le

noyau et le conoyau de f sont des faisceaux algébriques cohérents. La question est locale .
On peut supposer X = Spec A et que F =M et G =N, ot M et N sont des A—modules de

type fini. Alors d’apres le théoréme 4.2 le morphisme ¥ — G provient d’une application

linéaire bien déterminée ¢ : M —— N, et , on a alors puisque le foncteur M — M est exact

P

ker f = k/e}fp et coker f = coker ¢. Donc le noyau et le conoyau de f sont des faisceaux
algébriques cohérents.

(2) La somme directe de deux faisceaux algébriques cohérents est un faisceau
algébrique cohérent. Ici encore on peut supposer X = SpecA et que F = Met G = ﬁ,
ou M et N sont deux A—modules de type fini. Mais alors F @ G est le faisceau algébrique
associé au A—module M & N.

La démonstration est identique pour les faisceaux quasi-cohérents. Il suffit d’oublier

les conditons de finitude. o

Exactitude du foncteur I', sur une variété algébrique affine.
Sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace topologique X (ou
des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X) le foncteur section est exact a

gauche, mais non a droite :

LEMME 4.8. — Soit 0 — F —J+ F —%u " . 0 une suite exacte de faisceauz de

groupes abéliens sur un espace topologique X. Alors la 0-suite
0—I'X,¥) — I'X,F) — I'(X,5")
est exacte.

Démonstration. Rappelons que l'exactitude de la suite de faisceaux de groupes
abéliens 0 — F — Lo F 9 97 0 est équivalente a l’exactitude, pour tout point
x € X, de la suite de groupes abéliens

0= F, Lo g, 205,50
1. Soit s" une section de F’ telle que f(s’) = 0. Alors pour tout x € X, le germe f,(s;)
est nul, et par suite s, = 0. Ceci entralne qu’il existe un recouvrement ouvert U; de X tel

que s|y, = 0; ceci entraine, d’apres la définition des faisceaux s = 0.
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2. Soit s une section de F dont I'image par g est nulle. Il existe alors un recouvrement
ouvert U = (U;) et des sections locales t; € I'(U;,F’) telles que f(t;) = s|u,. Sur
intersection U;; = U; N Uj on a alors ¢;|u,; = t;|u,,. D’apres la définition des faisceaux,

on peut alors trouver une section t € I'(X, F) telle que t|y, = t;. On a alors pour tout i

f(®)|u, = slu, ce qui entraine f(t) =s. o

On a déja vu que ce foncteur n’est pas en général exact a droite : ainsi, on a la suite
exacte de faisceaux de groupes abéliens sur un espace topologique localement simplement
connexe

0—2Z— 5 ¢ — (1)
ou C est le faisceau des fonctions continues a valeurs dans C, et C* est le faisceau des
fonctions continues inversibles. Pourtant, au niveau des sections globales, le morphisme
exp : I'(X,€) — T'(X,C*) n’est pas en général surjectif. On verra aussi qu’en général,
sur une variété algébrique quelconque, le foncteur I' n’est pas exact sur la catégorie
des faisceaux algébrique cohérents (cf. exercice 4.8). Pourtant, dans le cas des faisceaux

algébriques cohérents sur une variété algébrique affine X, ce foncteur est en fait exact.

COROLLAIRE 4.9. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine. Etant donnée
une suite exacte F' AN F L F de faisceaux algébriques quasi-cohérents sur X la

0—suite de A—modules

r3) — I(F) — [(3")
est exacte.

Démonstration. Considérons la 0—suite I'(F") 2. [(F) -2 (%) et le A—module

défini par M = ker g/Im f. Par application du foncteur N — N on retrouve la suite exacte

de départ. Ce foncteur étant exact, le faisceau algébrique associé M est évidemment nul

(¢f. lemme 1.1 chapitre 3). Il suffit donc de savoir que si M est un A—module tel que

M =0 on a M = 0. Mais ceci résulte trivialement de la définition de M. o
COROLLAIRE 4.10. — Soit X une variété algébrique. Considérons une suite exacte

de faisceauz algébriques 0 — F —— F —— F’" —— 0. On suppose que F' et F’ sont

des faisceaux algébriques cohérents. Alors F est un faisceau algébrique cohérent.

Démonstration. La question est locale. On peut donc supposer que X est affine
X = Spec A, ou A est une k—algebre de type fini. Alors T'(F’) et I'(F”) sont des A—modules
de type fini et la suite exacte 4.8 et le fait que A est noethérien montrent que I'(¥) est un

A—module de type fini. Puisque I'(F"") est de type fini, on peut supposer de plus, qui au
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besoin a diminuer X que ’application linéaire I'(F) — I'(F") est surjective. Considérons

alors le diagramme commutatif de faisceaux algébriques

0 0(F) —» I(F) — D(F") —> 0
(1) (2) (3)
0 ¥ F F

dans lequel les lignes sont exactes. On sait que les fleches (1) et (3) sont des isomorphismes.
Il en résulte que la fleche (2) est un isomorphisme. Donc le faisceau algébrique F est

cohérent. o

Exercice 4.5

Soit X une variété algébrique.

1. Soit f : F —— G un morphisme de faisceaux algébriques cohérents et x € X un

point tel que f, : ¥, —— G, soit un isomorphisme. Montrer qu’il existe un voisinage

ouvert U de x tel que f|y soit un isomorphisme.
2. Montrer qu’un faisceau algébrique cohérent F sur X est localement libre de rang r

si et seulement si pour tout z, le Ox ,—module JF, est libre de rang r.

Exercice 4.6

Soit X une courbe algébrique lisse.

1. Démontrer que tout faisceau algébrique cohérent sur X est somme directe d’un
faisceau localement libre et d’'un faisceau algébrique de support fini (Utiliser le théoreme
de structure des modules de type fini sur un anneau principal).

2. Montrer que la catégorie des faisceaux localement libres sur X a des noyaux et

des conoyaux, mais que ce n’est pas une catégorie abélienne.

4.3. Image réciproque, image directe

PropPOSITION 4.11. —  Considérons un morphisme f : X —— Y de variétés
algébriques.
(i) Pour tout faisceau algébrique cohérent G sur Y, limage réciproque f*(G) est un
faisceau algébrique cohérent sur X.
(ii) Soit F un faisceau quasi-cohérent sur X, alors l’image directe f.(F) est quasi-cohérent.
(iii) Si f:X — Y est un morphisme fini, l’image directe f.(F) d’un faisceau algébrique

cohérent F sur X est un faisceau algébrique cohérent sur'Y.
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Démonstration. (i) La question est locale sur X. On peut donc supposer que X =
SpecA et Y = SpecB; alors § = N, ol N est un module de type fini sur B. Le morphisme

f : X —— Y provient d’'un homomorphisme d’algebres ¢ : B —— A. L’application

B—linéaire N — T'(f*(9)) fournit une application A—linéaire N®@g A —— ['(f*(9)) et

par conséquent un homomorphisme de faisceaux algébriques sur X
N@AB — f*(5)

Cet homomorphisme est fonctoriel en N et c¢’est un isomorphisme quand N = B, et donc
quand N = BP? puisqu’il s’agit de foncteurs additifs. Ces deux foncteurs sont exact a droite.

Pour tout B—module N de type fini il existe une suite exacte

BY —» B’ —» N

on voit que ce morphisme fonctoriel est un isomorphisme. Par suite, f*(G) est un faisceau
algébrique cohérent.

(ii) La question est locale sur Y, et on peut encore supposer que X est affine. En effet,
soit (U;) un recouvrement fini de X par des ouverts affines U; ; considérons les restrictions
fi=flus iz =1f

suite exacte de faisceaux sur Y

0 — fi(F) — @i fie(Fi) — @ij fij. (Fij)

U, et les faisceaux quasi-cohérents F; = Jy, et F;; = Fly

. On a une
ij

On est donc ramené a prouver I’énoncé dans la cas ot X et Y sont affines.

Supposons donc X = SpecA,Y = SpecB; alors F = M oit M est un A—module.

Considérons 'homomorphisme d’algebres ¢ : B —— A induit par f. L’isomorphisme de
A—modules M —— T'(f,(F)) peut étre vu comme un homomorphisme de B—modules ;

il définit un morphisme de faisceaux algébriques M— f«(F) sur Y. Par passage aux

ouverts principaux, on voit immédiatement que c¢’est un isomorphisme.

(iii) Supposons que f soit un morphisme fini et que F soit un faisceau algébrique
cohérent sur X. On veut montrer que f.(F) est un faisceau algébrique cohérent sur Y. La
question étant locale sur Y on peut supposer que Y est affine. Alors X est affine, et F = M
ou M est un A—module de type fini. On suppose X = Spec A et Y = SpecB. Puisque le

morphisme d’algebres ¢ : B —— A défini par f est fini, on voit que M est un B—module

de type fini. Par suite f.(F) est un faisceau algébrique cohérent. o

Exercice 4.7

Soit f: X —— Y un morphisme de variétés algébriques. Montrer que I'image directe

d’un faisceau algébrique cohérent F sur X par f est un faisceau algébrique sur Y n’est pas

en général cohérent (Prendre par exemple Y réduit a un point).
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COROLLAIRE 4.12. — Sur une varié€té algébrique, le faisceau d’idéauxr J d’une sous-

variété algébrique fermée Y C X est un faisceau algébrique cohérent.

Démonstration. Soit j : Y — X le morphisme d’inclusion. C’est un morphisme fini.

Alors j.(Oy) est un faisceau algébrique cohérent sur X. La suite exacte
0 —J — O0x — j:«(Oy) — 0

montre que J est un faisceau algébrique cohérent. o

Comme conséquence, on obtient I’énoncé suivant, promis a la section 2.9 du chapitre

COROLLAIRE 4.13. — Soit X = Spec A une variété algébrique affine, et Y une sous-
variété algébrique fermée de X. Alors Y = Spec A/I, ot 1 est un idéal de A.

Démonstration. Considérons 'idéal I = I'(J) de A. Puisque J est un faisceau cohérent,
le morphisme canoniquef —— J est un isomorphisme d’apres le théoreme 4.4. Ceci montre

que la sous-variété algébrique Y de X coincide avec celle qui est définie par 'idéal 1. o

COROLLAIRE 4.14. — Considérons l'idéal N des éléments nilpotents d’une variété
algébrique X. Alors N est un faisceau algébrique cohérent sur X
En effet c’est I'idéal de la sous-variété fermée X,oq dans X.

Exercice 4.8
Soit X une variété algébrique, et Y une sous-variété algébrique fermée. Soit j : Y — X

I’inclusion canonique. Montrer que le morphisme de restriction
I'(0x) — I'(j:(0y))

n’est pas en général surjectif.

Exercice 4.9
Soit N I'idéal des éléments nilpotents d’une variété algébrique X. Montrer qu’il existe

un nombre r tel que N” = 0.

Exercice 4.10
Soit J un faisceau cohérent d’idéaux de X. Montrer que J définit une sous-variété

fermée de X.
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4.4. Produit tensoriel et faisceaux d’homomorphismes

Soit X une variété algébrique.

PROPOSITION 4.15. — Soient F et G deux faisceauz algébriques cohérents sur une

variété algébrique X. Alors les faisceaux algébriques F @9 G et Hom(F, G) sont cohérents.

Démonstration. La question est locale. On peut donc suppose que F a une
présentation OP —— 09 —— F —— 0. Par exactitude a droite du foncteur covariant

— ®o G on obtient les suites exactes
g — G —> FRs§—0

ce qui montre que F ®9o G est le conoyau d’un morphisme de faisceaux algébriques
cohérents. Donc il est cohérent. De méme, le foncteur contravariant Hom(—, §) est exact

a gauche sur la catégorie des faisceaux algébriques, donc on a la suite exacte
0 — Hom(%,§) — G — GP

et Hom(F,G)) est le noyau d’un morphisme de faisceaux algébriques cohérents, donc lui-

méme cohérent. o

Exercice 4.11
Soit X = Spec A une variété algébrique affine, M et N deux A—modules de type fini
sur A. On désigne par F et G respectivement les faisceaux algébriques cohérents associés

sur X. Montrer que les morphismes canoniques

M®AN — FR0, G

Homu (M, N) . Hom(&, 9)
sont des isomorphismes.

Exercice 4.12
Montrer que si F et G sont deux faisceaux algébriques cohérents sur X, pour tout

x € X, 'homomorphisme canonique
HOJ(977 9)30 - HomOXyz (3'1‘7 9z)

est un isomorphisme.
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4.5. Faisceaux localement libres sur une variété affine

On considere une k—algebre de type fini A et la variété algébrique affine X = Spec A.

LEMME 4.16. — Considérons une suite exacte de faisceaur algébriques cohérents

sur la variété affine X

0—>F Log 9 97
Si F" est un faisceau localement libre, cette suite exacte est scindable.

Démonstration. Considérons la suite exacte de faisceaux algébriques cohérents

Hom(F",F) — Hom(F",5") — 0

En prenant les sections globales, on obtient une surjection Hom(¥”,F) —— Hom(3F", F")

ce qui permet de construire un morphisme s : 7’ —— F tel que g o s = idg~ c’est-a-dire

un scindage de la suite exacte ci-dessus. o

THEOREME 4.17. — Le foncteur M +— M établit une équivalence de catégories entre

la catégorie des A—modules projectifs de type fini et celle des faisceaux localement libres.

Démonstration. Rappelons qu'un A—module M est projectif s’il est facteur direct
d’un module libre. Par suite, si m est un idéal maximal de A le module des germes My
est un module projectif sur 'anneau local Ay. Il est libre d’apres le lemme ci-dessous.

Ceci implique que le faisceau algébrique cohérent M est localement libre (cf. exercice 4.5).

LEMME 4.18. — Soient A un anneau local noethérien d’idéal maximal m, de corps
résiduel K = A/m et M un A—module projectif de type fini sur A. Alors M est un module

libre.

Démonstration. Soient eq,...,eq des éléments de M dont les classes dans M/mM

forment une base de cet espace vectoriel sur K. D’apres le lemme de Nakayama, ces
éléments engendrent M. Il définissent une application linéaire surjective f : A% —— M.

Considérons le noyau N = ker f. On a la suite exacte

0—N— AP —+ M — 0

Mais puisque M est projectif, le foncteur Hom(M, —) est exact. Donc cette suite exacte se
scinde. Alors on obtient que N ® K = N/mN est nul. D’apres le lemme de Nakayama, N

est nul. Donc f est un isomorphisme et M est un module libre. o
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Réciproquement, si F est un faisceau localement libre, c’est un faisceau cohérent, et
I'(F) est un A—module de type fini; c’est donc un quotient de A* avec ¢ convenable. Par
suite F est un quotient d’un faisceau O% pour £ convenable. D’apres le lemme 4.16 c’est
un facteur direct de O§< pour ¢ convenable d’apres la proposition ci-dessus. Alors I'(F) est

facteur direct de A’ : c’est donc un A—module projectif de type fini. o

Exercice 4.13

1. Trouver des variétés algébriques affines lisses dont le groupe de Picard n’est pas
réduit & 1’élément neutre. (Voir l'exercice 3.4).

2. Donner des exemples explicites de modules projectifs de type fini qui ne sont pas

libres.

143

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

144

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Cohomologie

Chapitre 3

Cohomologie

L’objet principal de ce chapitre est la démonstration du théoréme de finitude : si F est
un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique projective X, ’espace vectoriel
des sections de F est de dimension finie. Auparavant, nous introduirons la cohomologie,

dont I'intérét est de remédier au défaut d’exactitude du foncteur sections.

1. Foncteurs dérivés

1.1. Complexes de cochaines

On considere deux catégories abéliennes A et B. On dit qu'un foncteur covariant

additif F : A —— B est exact si toute suite exacte d’objets de A

A/ . A . A//
est transformée par F en une suite exacte
F(A') — F(A) — F(A”)

Exemple
Soit X = Spec A une variété algébrique affine, A = O(X) algebre des sections du
faisceau structural Ox et Cohx la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X. Le

foncteur F — I'(X, F) de la catégorie Cohx dans la catégorie Mod est un foncteur exact.

On appelle compleze de cochaines K®* = (K”,d™) de A les données suivantes
— une suite K" d’objets de A ;
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— pour tout n € Z une fleche d” : K* — K"+ appelée différentielle. Ces données

doivent satisfaire & la condition suivante : d"*1d"™ = 0. L’objet
H"(K*) = kerd" /Tm d" !

s’appelle n—ieme objet de cohomologie du complexe K®. Etant donné un foncteur
covariant additif F : A — B de la catégorie A dans la catégorie B on désigne par F(K*)
le complexe défini par F(K"), avec pour différentielles les morphismes F(d™). Souvent,

quand il n’y pas risque de confusion, la différentielle sera simplement notée d.

LEMME 1.1. — Soit F : A —— B un foncteur additif exact. Pour tout complexe de

cochaines K® de A on a un isomorphisme
H"(F(K*®)) — F(H"(K"))

Démonstration. Soient Z" = kerd"™, et B™ = Imd"~1. Alors F(Z") s’identifie au
noyau de F(d") et F(B") a I'image de F(d"~'). En appliquant le foncteur F & la suite

exacte 0 — B" —— Z" —— H"(K®) — 0 on obtient une suite exacte

0 — F(B") — F(Z") — F(H"(K®*)) — 0
ce qui fournit un isomorphisme canonique H"(F(K*)) ~ F(H"(K*®)). o

On considere désormais un foncteur additif covariant, exact a gauche F : A —— B.
Ceci signifie que toute suite exacte courte 0 —— A’ —— A ——— A” — 0 est
transformée par F en une suite exacte

0 —» F(A)) —» F(A) — F(A").

Outre le foncteur section sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace
topologique X, ou la catégorie des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X, les

exemples suivants seront souvent utiles :

Exemples

1. Sur la catégorie Moda des A—modules, un A—module M étant fixé, le foncteur
MOdA — MOdA

défini par
N +— Homa (M, N)
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est exact a gauche. Ce foncteur est exact si M est un A—module projectif.

2. Soit X une variété algébrique, et A = O(X). Sur la catégorie Algy des faisceaux
algébriques sur X, un faisceau algébrique F sur X étant fixé, le foncteur a valeurs dans la
catégorie des A—modules

G +— Homy(F,9)

est exact a gauche.
3. Sur Algy, un faisceau algébrique J étant fixé, le foncteur a valeurs dans Algy défini
par
§ — Hom (¥, 9)

est exact a gauche. Quand F est un faisceau localement libre, ce foncteur est exact.
1.2. Résolutions injectives

DEFINITION 1.2. — Un objet I de A est appelé injectif si pour toute suite ezacte de

A
¢

00— A —B

et tout morphisme f: A —— 1 il existe un morphisme g: B —— 1 tel que go ¢ = f.

Autrement dit, le foncteur contravariant (toujours exact a gauche) A — Hom(A,I)

est exact.

DEFINITION 1.3. — On dit que la catégorie abélienne A a assez d’objets injectifs si

tout objet A de A se plonge dans un objet injectif : autrement dit, il existe un objet injectif

I et un morphisme A —— 1 dont le noyau est nul.

Nous allons donner des exemples de catégories qui ont assez d’objets injectifs.

DEFINITION 1.4. — Un groupe abélien G est dit divisible si pour tout entier n # 0

l’homomorphisme G —— G défini par x — nx est surjectif.

ProproOSITION 1.5. — Dans la catégorie des groupes abéliens, tout groupe divisible

est injectif.

Démonstration. Soit G un groupe abélien divisible. Soit A C B un sous-groupe
abélien d’un groupe abélien B, et f : A —— G un homomorphisme. D’apres le théoreme
de Zorn, il existe un sous-groupe abélien B’ C B contenant A et un homomorphisme

f'+ B —— G prolongeant f, le sous-groupe B’ étant maximal parmi les sous-groupes
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satisfaisant & cette propriété. Montrons qu’en fait B’ = B. Si on avait B’ # B, on pourrait

trouver b ¢ B’. Considérons I'inclusion B’ N Zb < Zb. Par divisibilité, ’homomorphisme
f! s’étend & Zb et on obtient un homomorphisme B’ + Zb —— G qui prolonge f’. Ceci

contredit la maximalité. o
PROPOSITION 1.6. — La catégorie des groupes abéliens a assez d’objets injectifs.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que tout groupe abélien se plonge dans un groupe

divisible. Considérons pour tout groupe abélien M le groupe M défini par
M = Hom(M, Q/Z)

appelé groupe dual de M. On a un accouplement naturel M x M — Q/Z et par
suite un homomorphisme M —— M. Montrons que cet homomorphisme est injectif :

si a € M est non nul, il existe évidemment un homomorphisme f : Za — Q/Z tel que

f(a) # 0; du fait que Q/Z est un groupe divisible, on voit qu’il existe un homomorphisme
f: M — Q/Z tel que f(a) # 0.

Supposons que M soit un groupe libre. Alors M est un produit de groupes isomorphes
a Q/Z et donc encore divisible. Dans le cas général, le groupe M est quotient d’un groupe
libre L : il suffit de considérer le groupe abélien libre engendré par M. Alors on obtient la
suite exacte

0—>M— L.
Ainsi, M se plonge dans L qui est un groupe divisible. o

PROPOSITION 1.7. — Soit A un anneau commutatif et unitaire. La catégorie Moda

des A—modules a assez d’objets injectifs.
Démonstration. Pour tout A—module M on introduit encore le module
M = Hom(M, Q/Z)
muni de la structure de A—modules définie par
(a.f)(x) = f(ax)

pour f € M,z € M et a € A. On sait que M se plonge dans M. D’autre part, A est un

A—module injectif : il suffit de vérifier que ’on a un isomorphisme de A—modules
M = Hom(M, Q/Z) — Homx (M, A)
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Mais si f € M, on peut lui associer I’application f : M —— A définie pour x € M
par fv(:r)(a) = f(ax). Cette application f est A—linéaire : car pour b € A, on a
fbx)(a) = flabz) = f(x)(ab) = (b.f(z)(a). L’application f — f est A—linéaire, et
évidemment injective. Vérifions qu’elle est surjective : si g € Homa (M, A), on lui associe

lapplication f : M —— Q/Z définie par f(z) = g(x)(1). On vérifie sans difficulté que

f=g
Il reste a vérifier que tout A—module se plonge dans un A—module injectif. La
démonstration est identique & celle qui a été donnée pour les groupes abéliens, apres

avoir constaté qu'un produit de A—modules injectifs est encore un A—module injectif. o

Exercice 1.1

Montrer qu'un A—module M est injectif si et seulement si pour tout idéal a C A, toute
application A—linéaire f : a —— M s’étend a A. (On pourra calquer la démonstration

de la proposition 1.5).

PROPOSITION 1.8. — (i) La catégorie Abx de faisceauzr abéliens sur un espace
topologique X a assez d’objets injectifs.
(ii) La catégorie des faisceaux algébriques Algy sur une variété algébrique X a assez

d’objets injectifs.

Démonstration. Considérons un faisceau F de groupes abéliens sur un espace
topologique X, et désignons par I(F,,) le groupe injectif canonique dans lequel on a plongé

le groupe abélien F,. Considérons le faisceau

1(F)(U) = [] (%)

zeU

On a alors un morphisme injectif ¥ — I(F). De plus, on a pour tout faisceau de groupes

abéliens G

Hom($,1(F)) = [ Hom(S.,1(%.)).

zeX
En effet, un morphisme f : § —— I(F) détermine évidemment pour tout z € X un
homomorphisme f, : §, — I(F,), et 'application f — (f.).ex est injective. Vérifions

la surjectivité : si (fy)zex est une famille d’homomorphismes G, —— I(F,) et U un

ouvert de X, on pose pour s € §(U) ,

f(s) = (fw(sw))meU
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ce qui définit un morphisme § —— I(F). Il en résulte que I(F) est un objet injectif de

Abx. Pour la catégorie Algy des faisceaux algébriques sur une variété algébrique X le

raisonnement est exactement le méme. o

DEFINITION 1.9. — Soient K® et L® deux complexes de cochaines. Un morphisme
de complexes est une famille f = (f°) de morphismes f' : Ki — L telle que les
diagrammes

Ki d Ki+1
fi fi+1

soient commutatifs.
Un tel morphisme induit en cohomologie un morphisme
HY(K*) — H'(L®).
Une suite de complexes de A
00— K*—L*—>R*—0
est une suite exacte courte si, en tout degré i, la suite induite
0— K — L' — R — 0
est exacte. Si c’est le cas, on peut lui associer une suite exacte longue en cohomologie
. — HY(L*) — HY(L®*) — H'(R*) — HTY(K*) — ...
Dans cette suite exacte, le morphisme § : H/(R®) —— H'™(K®) est appelé morphisme

de liaison ou de connexion. On dit qu'un morphisme de complexes f : K®* —— L® est un

quasi-isomorphisme si le morphisme induit en cohomologie est un isomorphisme. On dit

aussi que (f,L®) est une résolution de K*.

DEFINITION 1.10. — Soient f et g : K* —— L*® deuz morphismes de complexes
de cochaines. On dit que f et g sont homotopes s’il existe une famille de morphismes
h' i K —— L1 tels que
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Les morphismes sont composés suivant le diagramme :

d

Ki Ki+1

hi
hi-i-l

Lz—l LZ

d

La famille h = (h?) est appelée une homotopie entre f et g. La terminologie provient
du concept d’homotopie introduit de maniére usuelle en topologie algébrique. Si les
morphismes f et g sont homotopes, ils induisent le méme morphisme en cohomologie.
En particulier, si f est homotope au morphisme nul, le morphisme induit en cohomologie
est nul. La réciproque n’est vraie qu’avec des hypotheses supplémentaires. On considere ici

des complexes K® nuls en degrés négatifs. On dira parfois qu'un tel complexe est positif.

DEFINITION 1.11. — Un compleze K® d’objets de A est dit exact si H(K®) = 0 pour

tout 1.

LEMME 1.12. — Soit f : K® —— L*®* un morphisme de complexes nuls en degrés

négatifs. On suppose que
(i) tout objet L' est injectif ;
(ii) le complexe K® est exact.

Alors f est homotope a 0.

Démonstration. On construit ’homotopie h par récurrence sur i. Supposons contruit
ht de sorte que la formule d’homotopie soit vraie en degré < i — 1 et considérons le
morphisme g° = f* — dh’. Ce morphisme s’annule sur Imd = kerd et par conséquent,

compte-tenu de I'injectivité de L? se factorise suivant le diagramme

en un morphisme A't! . Kit! — » L7 Par définition, on a la formule d’homotopie

ft = dh' + hitld. Ceci achéve la construction. o
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Un objet A de A définit un complexe A dont tous les termes sont nuls, sauf en degré
0 ot on pose A” = A. Souvent ce complexe sera simplement noté A. Une résolution de A

est un morphisme de complexes positifs

e:A—>R*
induisant un isomorphisme en cohomologie. Ceci signifie donc que pour tout ¢ > 0, on a
HY(R®) = 0, et que le morphisme € : A —— R, dit morphisme d’augmentation, identifie
A au noyau de la différentielle d : R® —— R!. Si les objets R’ sont des objets injectifs,

on dit que la résolution est injective.

ProPOSITION 1.13. — On suppose que la catégorie abélienne A a assez d’objets
injectifs.

(i) Tout objet A de A a une résolution injective € : A — R®.
(ii) Soite: A — R® un morphisme de A dans un complexe d’objets injectifs. Pour toute

résolution A —— K® de A, il existe un morphisme de complexes f : K®* —— R*®

rendant commutatif le diagramme

A K*

R.
Deuz tels morphismes sont homotopes.

Démonstration. (i) Puisque A a assez d’objets injectifs, on peut plonger A dans un
objet injectif R. On considere alors le quotient R°/A qu’on plonge & nouveau dans un
objet injectif R!, et ainsi de suite ; ceci définit une résolution injective € : A —— R®.

(i) On construit f9 par récurrence sur g. Le morphisme f© se construit en utilisant

la propriété d’injectivité de R?. Supposons f9 construit, et considérons le diagramme

d

K1 K?

fq

R4 Rq+1
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Le morphisme df? : K¢ —— R%*! s’annule sur Imd = ker d, donc se factorise a travers
I'image de la différentielle d : K¢ — K971, L’injectivité de RT! permet de factoriser df?
sous la forme f9t1d, on f9! est un morphisme K¢*! —— R9*!, Considérons maintenant

deux morphismes f et g : K®* —— R® comme ci-dessus. Considérons le complexe K*®/A
défini par (K/A)" = K" pour n > 0, et (K/A)Y = K°/A. Alors f — g se factorise en un
morphisme de complexes

K*/A — R*®
et ce morphisme est homotope a 0 d’apres le lemme 1.12. D’ou ’énoncé. o

1.3. Foncteurs dérivés droits

Soient A et B deux catégories abéliennes ; on suppose que A possede assez d’objets

injectifs. Soit F : A —— B un foncteur covariant additif. On suppose choisie une fois

pour toutes pour tout objet A de A une résolution injective A —— R%. On pose
RF(A) = HY(F(R})).

Soit A —— B un morphisme de A. D’apres 'assertion (ii) de la proposition 1.13, on

peut relever le morphisme f en un morphisme de complexes g : R{ —— R} rendant

commutatif le diagramme

A R%
f g
B Ry

De plus, le morphisme g est déterminé de maniere unique & homotopie pres. On obtient

alors un morphisme
RIF(A) — RIF(B)
indépendant du choix de g. Le foncteur A — RIF(A) est appelé le g—ieme foncteur dérivé

droit de F.

LEMME 1.14. — Soit € : A —— R*® une résolution injective de A. Alors le
morphisme canonique
HY(F(R*)) — RIF(A)

est un isomorphisme.
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Démonstration. D’apres la proposition 1.13, il existe un morphisme f : R® — R%
compatible avec les morphismes d’augmentation, et inversible a homotopie pres. Alors le
morphisme de complexes F(f) : F(R®*) —— F(R%) est lui aussi inversible & homotopie

pres. Donc il induit un isomorphisme en cohomologie. o

Pour ¢ = 0, on dispose d’un morphisme fonctoriel F — RYF.

THEOREME 1.15. — (i) Si le foncteur F est exact a gauche, le morphisme fonctoriel

F —— RYF est un isomorphisme.

(ii) A toute suite ezacte 0 — A’ —— A —— A” —— 0 d’objets de A, est associée

une suite exacte longue
. — =+ RIF(A) — = RIF(A) —~ RIF(A") —2» RIFIF(A)) —~ ...

Etant donné un morphisme de suites exactes d’objets de A

A

A

A//HO

B%B/l

.0

le diagramme

5
RIF(A”) — RITF(A)

B
RYF(B”) — RI™F(B)

est commutatif.

(iii) Pour tout objet injectif I de A, on a RIF(I) = 0 pour tout ¢ > 0.

La propriété (ii) signifie que la suite exacte longue associée a la suite exacte courte
0— A oA 2o a1 dépend fonctoriellement de cette suite exacte.

Démonstration. (i) Soit € : A —— R* la résolution injective choisie. On a alors une

suite exacte 0 — A —— R% —— R!. En appliquant le foncteur exact & gauche F
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on obtient une suite exacte 0 — F(A) — F(R?) — F(R!), d’olt I'isomorphisme
F(A) ~ ROF(A).

(ii) Soit 0 — A’ T AP L A"+ 0 une suite exacte d’objets de A.
Considérons les deux résolutions injectives R’® et R”® choisies pour A’ et A”. On peut alors
construire une résolution injective A —— R® en posant R? = R'? & R”?; la différentielle
est construite par récurrence sur ¢. Commencgons par le morphisme d’augmentation. Le

morphisme € : A’ —— R/® s’étend & A en un morphisme 1 : A —— R’? par la propriété

d’injectivité de R’°. On obtient alors un morphisme € = (n,¢’g) : A — R’ =R @R

qui rend commutatif le diagramme

0 R/O RO R//O 0
¢ € "
0 A/ f A g A// 0

On obtient alors une suite exacte des conoyaux des fleches verticales. On peut alors recom-

mencer la construction avec la suite exacte des conoyaux, ce qui définit la différentielle

d® : R® — R!. Ainsi de suite. Remarquons que le morphisme canonique R® —— R%

induit un isomorphisme H?(F(R®)) — R?F(A) d’apres le lemme 1.14. La suite exacte
de complexes

0 — F(R®*) — F(R*) — F(R"*) — 0
fournit par passage a la cohomologie la suite exacte longue attendue; le morphisme

5 : RIF(A") RITIF(A’) est le morphisme de liaison associé. Pour vérifier

que cette suite exacte est fonctorielle, considérons une suite exacte comme ci-dessus

0 ——>S* ——»S* —— 5" — = 0 associée a des résolutions injectives B’ —— S’*

et B” —— §”*. 1l suffit de constater qu’on peut trouver un morphisme R® —— S0

rendant commutatif le diagramme

A R/O
B n S/O
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ol les morphismes 7 sont construits comme ci-dessus . Mais ceci résulte de l'injectivité
de SV. Dés lors, il est possible de construire un morphisme de suites exactes courtes de

complexes

Rl. R,. R/l. 0

04»s/. S.%SH.HO

ce qui donne, en appliquant le foncteur F un diagramme commutatif de complexes

F(RI.) . F(R.) . F(R//.)

0+ F(S*) — + F(S*) —» F(S"™) — 0

ce qui conduit a la fonctorialité annoncée. La propriété (iii) est évidente d’apres le lemme
1.14. o

Exemples

1) Soit A un anneau commutatif et unitaire, et M un A—module fixé. Les foncteurs
dérivés droits du foncteur N — Homa (M, N) s’appellent les foncteurs Ext% (M, N). Ces
foncteurs peuvent aussi en fait se calculer en prenant une résolution projective de M,

quand il en existe (cf. exercice 2.1).

DEFINITION 1.16. — Dans une catégorie abélienne A un objet P est dit projectif si
le foncteur M +— Hom(P, M) est ezact.

Dans la catégorie Moda des modules sur un anneau A les modules projectifs sont

ceux qui sont facteurs directs des modules libres.

ProposITION 1.17. —
(i) Si M est un module projectif, ou si N est un module injectif, on a Ext?(M,N) =0
pour q > 0.

(ii) Soit 0 — M’ —— M —— M" —— 0 une suite ezacte de A—modules. Alors

on a la suite exacte
. — Ext/(M”,N) — Ext?(M,N) — Ext?(M’,N) — Ext?™'(M" N) — ...
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Démonstration. (i) Si M est un module projectif, le foncteur N — Hom(M, N) est

exact. Par conséquent, si N —— R*® est une résolution injective de N, on obtient que le
morphisme Hom(M, N) — Hom(M, R*®) est une résolution. D’ou I'assertion (i).

(ii) Etant donnée une résolution injective N —— R*® de N, on obtient la suite exacte

de complexes
0 — Hom(M”,R*) — Hom(M,R*) — Hom(M',R*) — 0

d’ou découle la suite exacte longue de ’énoncé en prenant la cohomologie.

Exercice 1.2
Démontrer qu'un A—module N est injectif si et seulement si pour tout idéal de type
fini a de A on a Ext} (A/a,N) = 0.

2) Soit X une variété algébrique, A = O(X) lalgebre des fonctions régulieres sur X et

Algy la catégorie des faisceaux algébriques sur X. On sait que cette catégorie a assez de
faisceaux injectifs. Considérons le foncteur F : Algy —— Modx qui associe au faisceau

algébrique F le A—module I'(X, F) des sections globales de F. Les foncteurs dérivés droits
de F s’appellent les modules de cohomologie et sont notés H?(X, F). Un faisceau algébrique
F étant fixé, les foncteurs dérivés droits du foncteur exact a gauche § — Homo(F,9)

s’appellent les foncteurs Ext})(F,5G). On peut aussi définir les foncteurs Exty)(F,9) : ce

sont les foncteurs dérivés droits Algy —— Algy du foncteur § — Homy (5, G).

Exercice 1.3
1. Vérifier que si F et G sont des faisceaux algébriques cohérents on a pour tout point
reX
Ext?)(5,5), = Extl,_ (5.,5,).

T

2. Démontrer que si F et G sont des faisceaux algébriques cohérents, il en est de méme

des faisceaux algébriques Ext{) (¥, 9).

3) Soit X un espace topologique, et Abx la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X. Les foncteurs dérivés du foncteur section ¥ —— I'(X, F) s’appellent encore les
groupes de cohomologie de X a valeurs dans F et sont encore notés H?(X, F). Lorsque X
est une variété algébrique et F un faisceau algébrique, ces groupes abéliens sont munis
d’une structure naturelle de O(X)—modules ; nous verrons en effet dans la section suivante

que ces groupes abéliens H?(X, F) coincident avec les modules de cohomologie définis en
2).
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1.4. Foncteurs dérivés gauches

Un complexe de chaines K, est une suite K; d’objets de A et de différentielles
d; : K; —— K;_1 telles que d;d;11 = 0. L’objet H;(K,) = kerd;/Imd;;1 s’appelle
homologie de K, en degré i. Etant donné un objet M € A une résolution projective de

M est la donnée d'un complexe d’objets projectifs Po, nul en degrés négatifs, et d’un
morphisme d’augmentation ¢ : P, —— M qui est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire
qu’il induit un isomorphisme en homologie. On dit qu'une catégorie A a assez d’objets
projectifs si tout objet est quotient d’un objet projectif. Si F : A —— B est un foncteur
additif covariant, et si A a assez d’objets projectifs, on définit la notion de foncteurs

dérivés a gauche en choisissant une résolution projective P, —— M de M et en posant
LaF(M) = Hy (F(Ps)).

Ces foncteurs sont surtout intéressants pour les foncteurs exacts a droite. Dans ce cas,
le morphisme d’augmentation naturel LoF —— F est un isomorphisme. On peut écrire
pour les foncteurs dérivés gauche un énoncé analogue au théoreme 1.15. En particulier,
a toute suite exacte 0 — M’ —— M —— M” —— 0 d’objets de A est associée une

suite exacte longue

. LF(M/) — LF(M) —» LF(M") — Ly FOM') —— ...
qui dépend fonctoriellement de la suite exacte donnée 0 — M’ — M — M” — 0.

Exemple

Soit M un A—module. Sur la catégorie des A—modules, les foncteurs
Moda — Moda

définis par N — M ®4 N sont exacts a droite. Les foncteurs dérivés gauche s’appellent
Tor (M, N).

2. Le théoréme de de Rham formel

2.1. Résolutions par des complexes d’objets acycliques

On considere un foncteur covariant additif exact a gauche F : A —— B d’une

catégorie abélienne A possédant assez d’objets injectifs dans une catégorie abélienne B.

La notion de foncteurs dérivés droits a donc un sens pour le foncteur F.
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DEFINITION 2.1. — Soit A un objet de A. On dit que A est F—acyclique si
RIF(A) = 0 pour g > 0.

Les objets injectifs sont des objets F—acycliques.

THEOREME 2.2. — Soit A —— K*® une résolution de A par un complexe d’objets

acycliques. Alors le morphisme canonique
HY(F(K*®)) — RF(A)
est un isomorphisme.

Ainsi, on peut choisir pour calculer les foncteurs dérivés droits de F une résolution

par des objets acycliques au lieu d’une résolution injective. Le morphisme de 1’énoncé est

défini de la maniere suivante : considérons la résolution injective A —— R} choisie une

fois pour toute pour définir les foncteurs dérivés ; on a alors un morphisme f : K®* — R%

bien défini & homotopie pres rendant commutatif le diagramme

A K*

R

On en déduit un morphisme de complexes F(K®) —— F(R%) bien défini & homotopie

pres. Le morphisme induit en cohomologie est le morphisme
HY(F(K®)) — RF(A)
de I’énoncé.

LEMME 2.3. — Soit K® un complexe positif d’objets acycliques. Si K® est exact, le

compleze F(K®) est exact.

Démonstration. Soit Z' = ker K —— K1, Puisque K’ est acyclique, la suite exacte

longue des foncteurs dérivés appliquée aux suites exactes
0 Z’i—l Ki—l Z’L
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fournissent des isomorphismes RIF(Z?) — RI*'F(Z'~1) pour tout i et ¢ > 0. Par suite

RIF(Z') — RITF(Z%) = 0. Il en résulte les suites exactes pour tout i
0 — F(Z') — F(K') — F(Z""") — 0
ce qui entraine que le complexe F(K®) est exact. o

LEMME 2.4. — Soit f : K®* —— L® un quasi-isomorphisme de complexes positifs

d’objets acycliques. Alors le morphisme de complexes F(K®) —— F(L®) est un quasi-

isomorphisme.

Démonstration. On introduit le complexe M® suivant, appelé mapping-cone de f,

ou plus simplement le cone de f, défini par M? = L! @ Kt! avec pour différentielle

d: M? —— M™*! le morphisme donné par la matrice

(4 g
=6 %)
Considérons le complexe K[1]* décalé de K® défini par K[1]* = K", de différentielle —d.

On a alors une suite exacte courte de complexes

0—> L —» M —» K[1]* — 0

et le morphisme de liaison associé H?(K[1]*) —— H"1(L*) est le morphisme induit

en cohomologie par f. L’hypothese implique que le complexe M® est exact. Puisque les
objets de M sont acycliques, il résulte du lemme 2.3 que le complexe F(M®) est exact.
Mais ce complexe est évidemment le cone du morphisme F(f). La suite exacte longue de

cohomologie associée a la suite exacte

0 —» F(L)* — F(M)* — F(K)[1]* — 0

montre que le morphisme de complexes F(f) : F(K)* —— F(L)® est un quasi-

isomorphisme. o

Démonstration du théoreme 2.2

Il suffit d’appliquer le lemme 2.4 au morphisme K®* — R3}.
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Exercice 2.1

Soit € une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets injectifs. Soit
Pe —— M une résolution de M. On considére le complexe de cochaines Hom(P,, M).

On se propose de montrer que dans certaines conditions, on a un isomorphisme
Ext?(M,N) — H4(Hom(P,,N)).

On considere la sous-catégorie pleine A de € des objets N tels que Ext?(P;,N) = 0
pour ¢ > 0 et ¢ > 0. On pose pour tout objet N de A

SY(N) = HY(Hom(P,,N))
On obtient ainsi un foncteur covariant sur la catégorie A.
1. Vérifier que le morphisme canonique Hom(M, N) — S(N) est un isomorphisme.

2. On considére une suite exacte 0 —— N’ —— N —— N” — (. Démontrer si

N’ et N sont des objets de A, il en est de méme de N”. Dans ces conditions, & cette suite

exacte courte on peut associer une suite exacte longue de groupes abéliens
. — SYN’) — SI(N) — SI(N") — ST(N") — ...

3. Montrer que si N est injectif, S¢(N) = 0 pour ¢ > 0. Construire par récurrence sur

q un isomorphisme pour tout objet N de A canonique
Ext?(M,N) — S(N)
On pourra plonger N dans un objet injectif.

Si Pq —— M est une résolution projective, tout objet de C appartient a A. Ainsi, les

foncteurs Ext?(M, N) peuvent se calculer indépendamment & partir soit d’une résolution

injective de N, soit d’une résolution projective de M.

2.2. Résolutions flasques

Considérons sur un espace topologique X, le foncteur Abx —— Ab de la catégorie

des faisceaux de groupes abéliens sur X dans celle des groupes abéliens, qui associe a un
faisceau F le groupe abélien T'(X,F) des sections de F; les foncteurs dérivés sont notés
HY(X, F).

DEFINITION 2.5. — Un faisceau de groupes abéliens est appelé un faisceau flasque si

pour tout ouvert U C X le morphisme de restriction F(X) — F(U) est surjectif.
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PROPOSITION 2.6. — Soit un faisceau flasque de groupes abéliens sur un espace
topologique X. Alors H1(X,F) = 0 pour q > 0.

Démonstration. 1l est clair que les faisceaux injectifs qui figurent dans la résolution

injective canonique sont flasques. On est ramené a prouver I’énoncé suivant :

LEMME 2.7. — Soit

00— F o5 29 L

une suite exacte de faisceauzr de groupes abéliens sur X. On suppose que F et F sont

flasques. Alors :
(1) le morphisme I'(X,F) —— I'(X,F") associé a g est surjectif;
(2) le faisceau F" est flasque.

Démonstration. Vérifions (1). Soit s” € T'(X,F"”). Considérons les couples (U, s)
formés d’un ouvert de X et d’une section s € I'(U, F) tels que g(s) = s”’|y. Ces couples
sont ordonnés de maniere évidente; par le théoreme de Zorn, on peut trouver un tel
couple maximal. Montrons qu’alors U = X. Sinon, on pourrait trouver un point x € X
n’appartenant pas a U, et une section locale ¢t € T'(V,F) sur un voisinage ouvert V, de
z telle que g(t) = s”|y. Sur Pouvert W = U NV la section s — t est 'image par f d’une
section s’ de F' ; puisque F’ est flasque, cette section est la restriction d’une section notée
encore s’ définie sur X. Sur I'ouvert W, on a 1'égalité s — f(s’) = t ce qui montre qu’il
existe une section s de F sur U; = UUV qui coincide avec s — f(s’) sur U : on a alors
g(5) = s"|u, . Ceci contredit la maximalité de (U, s).

L’assertion (1) est aussi valable sur tout ouvert de X. L’assertion (2) résulte main-

tenant trivialement du diagramme commutatif pour tout ouvert U C X

I'(X,) — I'(X,5")

I'(U,F) — I(U,5")

dans lequel les fleches horizontales sont surjectives, ainsi que la premiere fleche verticale

puisque F est flasque. Donc la deuxieme fleche verticale est elle aussi surjective. o

Il résulte du théoreme de de Rham formel que pour calculer les groupes de cohomolo-
gie d’un faisceau de groupes abéliens, on peut utiliser une résolution flasque au lieu d’une

résolution injective.
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LEMME 2.8. — Soit X une variété algébrique, et J un faisceau injectif dans la

catégorie Algx des faisceaur algébriques. Alors le faisceau J est flasque.

Démonstration. Considérons pour tout ouvert U C X le faisceau ji(Oy) défini par
le faisceau associé au préfaisceau qui associe a tout ouvert V.C U le module O(V), et
0 & un ouvert non contenu dans U. Ce faisceau algébrique a pour support I'ouvert U,
et sa restriction a U est exactement Oy. Pour tout faisceau algébrique F on a alors un
isomorphisme canonique :

Hom(ji(Ov),F) ~ I'(U, ).

Puisque le faisceau ji(Oy) est un sous-faisceau algébrique de Ox on voit que si F est

injectif, le morphisme de restriction I'(X, F) —— T'(U, F) est surjectif. Ainsi, le faisceau

F est flasque. o

COROLLAIRE 2.9. — Soit X une variété algébrique X, et F un faisceau algébrique.

Soit Fap, le faisceau de groupes abéliens sous-jacent a F. Alors

HY(X,J) ~ HY(X, Fap)

Démonstration. Une résolution injective ¥ —— R*® dans la catégorie Algy fournit
une résolution flasque

Fab —> R;b

qui permet le calcul de H?(X,F,,) d’apres le théoréme de de Rham formel. D’ou

I’énoncé. o

Exercice 2.2
Soit X un espace topologique, et J un faisceau injectif dans la catégorie Abx des

faisceaux de groupes abéliens sur X. Démontrer que J est flasque.

2.3. Résolutions fines

Cette section illustre le théoreme de de Rham formel et justifie la terminologie
employée. Elle ne sera pas utilisée dans la suite sauf dans I'exercice 4.2.

Les faisceaux fins sont des faisceaux d’espaces vectoriels sur lesquels on peut faire
agir des partitions de I'unité afin de recoller des sections locales. Nous nous contentons
d’étudier un exemple qui justifie la terminologie utilisée. Pour plus de détails, on peut
consulter le livre de Godement, Théorie des faisceaux (Hermann, 1964).

Soit X une variété différentielle de classe C*°, dénombrable a I'infini, et € le faisceau
en algebres des fonctions différentiables sur X. Si J est un faisceau de modules sur C-

modules, la cohomologie H?(X,J) est un module sur l'algebre des fonctions C* qu’on
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peut calculer a partir d’une résolution injective de F dans la catégorie des faisceaux de
modules sur CY : cette catégorie a en effet assez d’injectifs. Comme ci-dessus, on pourrait
aussi oublier la structure de C® —modules pour calculer ces modules de cohomologie. En

fait, sauf en degré 0, les modules H?(X, ) sont tous triviaux :

LEMME 2.10. — Pour tout faisceau de modules sur F sur € on a pour ¢ >0

HY(X, ) = 0.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que le foncteur section F — I'(X, F) est
exact sur la catégorie des faisceaux de C —modules. Considérons un morphisme surjectif
p: F —— F’ et une section s’ € I'(X,F”). On peut trouver un recouvrement ouvert

U = (Uy,) et des sections s, € I'(U,, F) telles que p(s,) = s”|u, . Soit ¢, une partition
de I'unité subordonnée au recouvrement U : ceci signifie que les propriétés suivantes sont

satisfaites :

—Ila famille des supports Supp v, = {z € X, p(z) # 0} est localement finie ;

— chacun de ces fermés est contenu dans U,;

— Y 0 Pa =1

Il existe alors une section o, de JF telle que

OalU, = Pasda UO&|X—Supp<pa =0.

Alors la section de JF définie par ¢ = ) 0, a un sens sur tout ouvert relativement
compact, et par suite sur X. D’autre part, un point x étant donné, il n’existe qu’un nombre
fini d’indices « tels que le support de ¢, rencontre x ; soit A cet ensemble. Considérons le
complémentaire dans W = Nyeca U, de la réunion des supports des ¢g qui ne contiennent

pas x ; c’est un voisinage ouvert V de x sur lequel on a

5|V — Z Uoz|V - Z Soozsa’V-

a€A acA

Il en résulte p(s)|v = s”|v, et par suite p(s) = s”’. Ceci démontre 'exactitude du foncteur

section sur la catégorie de faisceaux considérée. o
Cohomologie de de Rham

COROLLAIRE 2.11. — (De Rham) Soit H{ - (X) la cohomologie de de Rham de degré

q de X. On a un isomorphisme canonique

HY . (X) ~ HY(X, R).
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Démonstration. Soit R —— A® la résolution de de Rham par le complexe des

formes différentielles de classe C*°. Chacun des faisceau A’ est acyclique d’apres 1’énoncé

ci-dessus. L’énoncé résulte donc du théoréeme de de Rham formel. o

Ce corollaire démontre en particulier que la cohomologie de de Rham est un invariant

topologique.
Suite exacte exponentielle

COROLLAIRE 2.12. — Soit X une variété différentielle connexe, CY le faisceau des
fonctions différentiables sur X de classe C*° a valeurs complezes, et C* le faisceau des

fonctions différentiables a valeurs complexes inversibles. On a une suite exacte

fr—exp(2inf) %
— K — (1)

0—+Z =+ CY

et des isomorphismes pour q > 0
HY(X, C¥*) ~ HIM (X, Z).

On verra que le groupe H!'(X,C¥*) s’interpréte comme le groupe des classes

d’isomorphisme de fibrés différentiables de rang un sur X (cf. exercice 4.2).

Cohomologie de Dolbeault

Soit X une variété anaytique complexe, T le fibré vectoriel tangent. On a un

isomorphisme de fibrés vectoriels complexes de classe C*
HomR(T, C) =T @F

de sorte que on a

A& Homg (T, C) = @pyqeiAP?

ot AP'9 = APT* @ AYT*. Alors le module A*(X) (sur I’algebre des fonctions différentiables
de classe C*°) des formes différentielles a valeurs complexes se décompose suivant la somme

directe
AV(X) = @prqmiAP(X)

et la différentielle d : A*(X) — A*T1(X) se décompose en une somme de deux opérateurs
d" et d” de bidegré (1,0) et (0,1) respectivement. On s’intéresse ici a l'opérateur d” :

AP9(X) — AP4TH(X). On a évidemment d”? = 0. Si f est une fonction différentiable
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sur X, la forme différentielle de type (0,1) définie par d” f est la partie anti-linéaire de df.

i Z1y.+.492n) SON es coordonnées sur un ouver on a
Si (21, ..., t d d t U,
n
3 of
/!
i=1 9z

Ainsi, toute fonction holomorphe appartient au noyau de d” : A%%(X) —— A%1(X).

Désignons par AP? le faisceau U +— AP9(U) des formes différentielles de type (p,q). On

obtient pour p = 0 un complexe de faisceaux A%°.

LEMME 2.13. — (Dolbeault-Grothendieck) Le morphisme naturel
Ogn —> A”®
est une résolution du faisceau Oy, des fonctions analytiques sur X.

La démonstration de cet énoncé ne sera pas donnée ici : on peut consulter par exemple
le livre de Griffiths et Harris, ou le livre de Hérmander. Elle consiste a se ramener plus
ou moins au cas d’une variable. Dans ce cas, il suffit de vérifier que si g est une fonction

de classe C*> sur C, il existe une fonction f de classe C*° telle que

of _

0z 7

On peut en fait supposer que g est a support compact ; on montre que la fonction

1 1
= —(g *k —
F= 5
0
satisfait a 1’équation —{ =g.
0z
THEOREME 2.14. — (Dolbeault) On a isomorphisme canonique

HY(X, Ogp) ~ HY(A%*(X)).

Cet énoncé s’obtient en appliquant le théoreme de de Rham formel, compte-tenu
du fait que le faisceau A%9 est un faisceau de modules sur le faisceau des fonctions
différentiables ; c’est donc un faisceau acyclique.

Plus généralement, soit E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On désigne par A?4(E)
le faisceau qui associe a l'ouvert U l'espace des sections de classe C*° du fibré vectoriel

NP4 @ E. L’opérateur d” se prolonge en un opérateur
d’ - Ap,q(E) , Ap7q+1(E)
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défini en posant sur un ouvert U out E est muni d’un repere local holomorphe (e;)i=1,...»

T

d”(z wie;) = Z(d”wi)ei

i=1

On vérifie que cette formule ne dépend pas du choix du repere local. On obtient encore de
cette maniere une résolution du faisceau (?(E) = O(APT* @ E) des formes différentielles

holomorphes de degré p a valeurs dans E
W(E) — AP*(E)
et par suite un isomorphisme canonique, appelé isomorphisme de Dolbeault

HY(X,QP(E)) ~ HI(AP*(E)).

3. Cohomologie des variétés affines

Soit X une variété algébrique affine, et A = O(X) 'algebre des fonctions régulieres

sur X.

LEMME 3.1. — Soit I un A—module injectif. Pour tout élément non nul q de A, le

morphisme canonique I —— 1, est surjectif.

Démonstration. Considérons une fraction — € Iy Il s’agit de prouver qu’il existe un
q

élément m’ € I tel que

1

)

pNE

c’est-a-dire qu’il existe un entier k convenable tel que ¢*m = ¢*+*m’. On consideére pour
tout entier k l'idéal a; de A défini par annulateur de ¢*. Puisque A est un anneau
noethérien, cette suite croissante d’idéaux est stationnaire pour k& > k. Pour un tel entier

k, considérons le diagramme

k+¢
q+

A/Clk A

q'm

I

La fleche horizontale est injective ; puisque I est un A—module injectif, on peut factoriser :

ceci détermine un élément m’ € I tel que ¢*Tm/ = ¢*m. o
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COROLLAIRE 3.2. — Soit I un A—module injectif, et J = T le faisceau algébrique
associé. Alors le morphisme de restriction I'(X,J) —— I'(U,J) est surjectif pour tout

ouvert U principal de X.

Plus précisément :

PROPOSITION 3.3. — Soit I un A—module injectif. Alors le faisceau algébrique associé
J est flasque.

La démonstration repose sur le lemme précédent, et sur le lemme ci-dessous qui

permettra de faire une récurrence.

LEMME 3.4. — Soit I un A—module injectif, et ¢ € A. Alors le noyau K de

I’homomorphisme canonique I —— 1, est encore un A—module injectif.

Démonstration. D’apres I'exercice 1.2, il suffit de démontrer que pour tout A—module
de type fini M on a Ext'(M,K) = 0. En vertu de la suite exacte

0—>K—>T—>1,—0

il s’agit de vérifier que ’homomorphisme canonique Hom(M,I) —— Hom(M,I,) est
surjectif. La démonstration est analogue a celle du lemme 3.1. Puisque M est de type

fini, étant donné un homomorphisme f : M — I, il existe un entier ¢ tel que q'f se
factorise par I en un homomorphisme g : M —— 1. Considérons dans M la suite croissante

de sous-modules défini par le noyau My, de ’homothétie M —— M de rapport ¢*. Puisque
A est noethérien et que M est de type fini, cette suite croissante de sous-modules est

stationnaire pour k > kg. Considérons alors le diagramme

qk+€
M/M;, —— M

i g(q*z)

I

L’entier k étant choisi tel que k > kg, la fleche horizontale est injective ; puisque I est un
module injectif, il existe un homomorphisme f’ : M —— I tel que pour tout z € M on

ait g(¢*z) = f'(¢"**z). 1l en résulte que I'image de ’homomorphisme f’ dans Hom(M, I,)

est f. D’ou le lemme. o
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Démonstration de la proposition 3.3

Considérons le support du faisceau algébrique J = L Ce support, noté Supp (J), n’a
aucune raison d’étre fermé. On introduit sa fermeture Y = Supp (J) dans X et on raisonne
par récurrence noethérienne sur ce fermé. S’il est vide, ’énoncé est évidemment vrai. On
suppose que le support de J n’est pas vide.

Supposons 1’énoncé démontré pour tout A—module injectif K tel que le fermé
m soit strictement plus petit que Y. Soit s une section de J sur un ouvert U C X.
Il s’agit de montrer qu’on peut étendre cette section a X. Si U ne rencontre pas Y, la
section s est nulle, et le résultat est évident. Si U rencontre Y, on peut trouver un ouvert
principal V non vide défini par ¢ # 0 contenu dans U et qui rencontre le support de J.
D’apres le corollaire 3.1 ci-dessus, il existe une section s’ € I'(X,J) telle que §'|yv = sl|v.

Considérons la section s — s’|y. Cette section s’annule sur V donc elle est définie par une

section du faisceau algébrique X = K associé au module
K=kerI — 1.

La fermeture du support du faisceau X strictement plus petit que Y, et K est un module
injectif d’apres le lemme 3.4 ci-dessus. D’apres 'hypothese de récurrence, cette section
s’étend a X en une section s” € I'(X,XK). Alors (s' + s”)|[y = s, ce qui acheve la

démonstration. o

COROLLAIRE 3.5. — Soit I un A—module injectif, et J le faisceau associé. Alors
H%(X,J) = 0.
THEOREME 3.6. — (Théorémes A et B de Serre)

Soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur une variété algébrique affine X. Alors
(A) le faisceau F est engendré par ses sections globales ;
(B) la cohomologie H4(X,F) est nulle pour ¢ > 0.

Démonstration. Le théoréme A a déja été démontré dans la section 4 du chapitre 2.

Considérons le module M = F(X) pour lequel on écrit une résolution injective
e:M —1I°

Soit 79 = I¢ le faisceau algébrique associé a 19. On sait que ce faisceau est flasque, donc

acyclique. De plus, par définition, le morphisme 19 —— I'(X,J?) est un isomorphisme.

On obtient pour le faisceau F une résolution acyclique & — J®. D’aprés le théoréme de
de Rham formel, on a un isomorphisme
HY(X,F) = HY(I'(X,7°%))
— HY(1*)
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11 en résulte que HY(X,F) = 0 pour tout ¢ > 0. ©

4. Cohomologie de Cech

4.1. Le théoréme de Leray

Soit X un espace topologique, U = (U;);e1 un recouvrement ouvert de X, et F un

faisceau de groupes abéliens sur X. Pour (i, ...,4,) € IPT! I'intersection des ouverts U,
pour j =0,...,p est notée Uy, . ; .
DEFINITION 4.1. — On appelle p— cochaine alternée (de Cech) de U a valeurs dans

F une famille f = (fiy,....s,) € HZOle F(Us,,....i,) satisfaisant a la condition suivante :

pour toute permutation o € Spq on a

fio‘(O)V“)iU(p) - 60'fi07~~~aip

Dans cet énoncé, €, désigne la signature de la permutation €,. Les p—cochaines

alternées de U & valeurs dans F constituent un groupe abélien noté C?(U, F). On définit

une différentielle 9 : CP(U,F) — CPT1(U,F) en posant

3
+
=

(af)i07~“7ip+1 = (_1)afi(),...,7?a,‘..,ip+1
0

U;

Q
I

Dans cette formule, le symbole i, signifie que 'on enléve 7.
LEMME 4.2. — On a 0% = 0.

Démonstration. On a en effet

a<lf
+
+ Z (_1)a ﬁfig,...,7?(1,...72[3,...,72174»2
a<pf

=0. O

Uig,..., ipta

On désigne par C*(U,TF) le complexe de groupes abéliens ainsi obtenu : c’est le

complexe de Cech du recouvrement U a valeurs dans le faisceau F.
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DEFINITION 4.3. — On appelle g—iéme groupe de cohomologie de Cech du recouvre-

ment W a valeurs dans F le groupe abélien
H(U,F) = HI(C* (U, T))
PROPOSITION 4.4. —
(i) Le morphisme canonique T'(X,F) — HO(U, F) est un isomorphisme.
(i) Soit 0 — F —— F —— F’" —— 0 une suite exacte de faisceauz abéliens.

On suppose que H'(U;, i, J') = 0. Alors on a une suite evacte longue de groupes de

-----

cohomologie
. — U, F) — HY(U,TF) — HIY(U,F) — AU, TF) — ...

(iii) Si F est un faisceau flasque, on a pour q > 0
HY(U, F) = 0.

Démonstration. L’assertion (i) résulte trivialement de la définition des faisceaux.

L’assertion (ii) résulte de la suite exacte des complexes de Cech
0— C*(U, ) — C*(U,F) — C*(U,T") — 0.

Démontrons 'assertion (iii). Soit F un faisceau de groupes abéliens. Considérons pour
chaque ouvert V. C X le recouvrement V N U par les ouverts V N U;. Le préfaisceau
V — CP(VNU, F) est un faisceau noté C* (U, F). On obtient ainsi un complexe de faisceaux

C*(U,F) et on a un morphisme d’augmentation
e:F — C(W9)

L’énoncé résulte du lemme suivant

LEMME 4.5. —

(i) Le morphisme € : F — C*(U,F) est une résolution de F.

(ii) Si F est flasque, chacun des faisceauz C* (W, F) est flasque.

Des lors, pour obtenir la proposition 4.4, il suffit d’appliquer le théoreme de de Rham
formel : on obtient en effet si F est flasque en prenant la cohomologie du complexe des
sections globales

HY(U,F) = HY(X,F) =0. o
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Démonstration du lemme 4.5

L’assertion (ii) est évidente. Il y a seulement a vérifier (i). Il est clair d’apres 1’assertion
(i) de la proposition 4.4 que le faisceau de cohomologie de C*(U,F) est F en degré 0.
Montrons que les faisceaux de cohomologie sont nuls en degré > 0. Considérons pour ceci
un point x € X et le complexe des germes Q.(U, F). pour lequel nous allons construire

un opérateur d’homotopie. Choisissons un ouvert U; contenant le point x. On définit une

homotopie h : QPH(U, Fy — Q”(u, F), en posant pour f € Qp“(u, Fa

B(f)ior.ip = Fisior.mip

Ceci a un sens : en effet, f se représente par une cochaine de Cech (fi, . ) €

Slipt1
Cp+1(V NU,TF), ou V est un voisinage ouvert convenable du point z. On peut supposer
que V.C Uj. Alors VA Uj 4, 5, = VN U

i, Ce qui montre que (10, ..., 0p) Jisiorsip

définit une cochaine de C?(VNU, F) et son germe au point x définit a(f). On vérifie sans
difficulté que Oh(f) = f — hd(f), ce qui montre que le complexe de faisceaux c* (U, )

n’a pas de cohomologie en degré > 0.

DEFINITION 4.6. — Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique
X. Un recouvrement ouvert W = (U;);e1 est dit F—acylique si pour tout ¢ > 0 et tout
(igy ... ip) €EIPT on a
H%(Us,,...i,,F) =0
THEOREME 4.7. — (Leray) Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes

abéliens sur X, et U un recouvrement ouvert de X.

(i) I existe un morphisme canonique, fonctoriel en F
I:Iq(ua Sr) - Hq(X7?)
(ii) Si le recouvrement U est F—acyclique, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. Comme on I’a vu dans la démonstration de la proposition 4.5, on a
une résolution ¢ : F —— C° (U, F) par le complexe des cochaines de Cech. Si F —— R°®

est la résolution injective canonique de &, cette résolution permet de définir la cohomologie

de F : on obtient un diagramme commutatif

F——C(UW,5)

iR.
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dans lequel le morphisme p est bien défini a homotopie pres. On obtient en prenant les

sections globales un morphisme de complexes p : C*(U,F) — R* d’oit en prenant
la cohomologie un morphisme bien défini H?(U,TF) —— HI(X,TF). Vérifions que ce
morphisme est bien fonctoriel en F. Soit f : F —— G un morphisme de faisceaux de

groupes abéliens. Considérons des résolutions injectives F — R® et § —— 8°, par

exemple les résolutions canoniques. On peut alors construire des morphismes de complexes

1 et un morphisme de complexes g tel que dans le diagramme

F - C'(U,9)
\ /
f R*
g
5 )
y
M

chacune des fleches horizontales est un quasi-isomorphisme, les triangles horizontaux sont
commutatifs ; la face verticale gauche, et la face du fond sont des carrés commutatifs ; le
carré vertical de droite est commutatif & homotopie prés d’apres la proposition 1.13. Il en

résulte que le diagramme

HY(U, F) — HI(U, G)

HY(X,¥) — HYX,G)

est commutatif, ce qui signifie que le morphisme est fonctoriel. En outre, il est compatible

avec les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites exactes courtes de

faisceaux de groupes abéliens : autrement dit, si 0 —> F ——> F — = F' — 0
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est une suite exacte de faisceaux, et si le recouvrement U est F’-acyclique, on a alors un

diagramme commutatif de suites exactes longues

. —— HY(U,F) — HI(U,F) — HY(U,F") — AL (U, F) — ...

. —— HY(X,5") — HYX,T) — HY(X,F") — HT"(X,F) — ...

.o . 7 . . . . [ ] .
En effet, en choisissant des résolutions injectives ' —— R'® et F’ —— R”’® on construit
comme dans la proposition 1.13 une résolution injective ¥ —— R*® s’insérant dans une

suite exacte 0 —— R’®* —— R®* —— R"* —— 0 et 'argument ci-dessus fournit un

diagramme de complexes

g — UL g — ST — 0

0 R/o Ro IRN. 0

dans lequel les carrés sont commutatifs a homotopie pres. Une chasse au diagramme faisant

intervenir les homotopies fournit un diagramme commutatif

(U, 57) — [ (U, )

HY(X,5") — HITY(X, )

Démontrons (ii) par récurrence sur g. C’est évidemment trivial pour ¢ = 0. On
plonge F dans un faisceau flasque J. Alors le recouvrement U est encore acyclique pour
le faisceau § = J/F. Du fait que J est flasque, en vertu de la proposition 4.5 dans le

diagramme commutatif

(U, ) — A (U, )

HY(X,§) — H™ (X, )
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les fleches horizontales sont des isomorphismes si ¢ > 1. Par hypothese de récurrence, la
premiere fleche verticale est un isomorphisme. Il en est de méme de la seconde. Dans le

cas ¢ = 0, dans le diagramme commutatif

0

A, 7) — 1%, 9) — 1Y (U, 9)

H(X,J) — H°(X,9) — HY(X,T) 0

les lignes sont exactes, et les deux premieres fleches verticales sont des isomorphismes,

donc aussi la troisiéme. o

COROLLAIRE 4.8. — Soient X une variété algébrique, U un recouvrement ouvert
de X par des ouverts affines, et F un faisceau algébrique cohérent. Alors le morphisme

canonique
HY(U, F) — HYX,TF)
est un isomorphisme pour tout entier q.
Démonstration. En effet, soit U = (U;);er un recouvrement de X par des ouverts

affines. Les intersections U;, . ; sont encore des ouverts affines. Donc si F est un faisceau

algébrique cohérent sur X, un tel recouvement est F—acyclique. o

4.2. Cohomologie de A"*! — {0}

On se propose d’utiliser le théoreme des recouvrements acycliques de Leray pour
calculer la cohomologie HY(A™ — {0}, 0).

Formule de Kiinneth

Soient K*® et L.* deux complexes d’espaces vectoriels. On définit le complexe K® @ L*
en posant
(K®L)" = By yenKP © L9
muni de la différentielle définie par
dz®y)=dr@y+ (-1)Pr®dy
pour z € KP et y € L9. Le complexe ainsi obtenu s’appelle le produit tensoriel de K* et
L°®. On a une application linéaire canonique

i @yt genHP(K*) © HY(L®) —» H'(K® @ L*)

définie par p([z] @ [y]) = [z ® y]. On voit en effet que le second membre ne dépend que

des classes de cohomologie [x] et [y], ce qui donne un sens & cette formule.
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PROPOSITION 4.9. — L’application linéaire p ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Soit Z* = kerd : K —— K1 I’espace vectoriel des cycles de degré

i, et B; = dK'~! 'espace vectoriel des bords de degré i de K®. On choisit un facteur direct
H’ de B? dans Z¢, et un supplémentaire S° de Z° dans K%, de sorte que K = B‘@H!@S?. La
différentielle d induit alors un isomorphisme «; : S® — B**!. Considérons le complexe
H*® défini par

UG © (LI (S G
C’est un sous-complexe de K® qui a un supplémentaire T® donné par

Ce complexe est fait d’injectifs, et sa cohomologie est nulle : ainsi idte est homotope a 0.
Il en résulte que l'identité du complexe T® ® L*® est elle aussi homotope a 0, et donc sa
cohomologie est nulle. On est donc ramené au cas ou la différentielle de K® est nulle. On
se rameéne de la méme fagon au cas ou la différentielle de L® est nulle. Dans le cas ou les

différentielles de K® et L® sont nulles, la proposition est triviale. o

Calcul de H?(A?% — {0}, 0)

Soit U = A? — {0}. Considérons le recouvrement ouvert U de U = A? — {0} défini par
les ouverts Ug = {z = (20, 21),20 # 0} et Uy = {z = (20, 21),21 # 0}. Ces ouverts sont
affines, et par conséquent la cohomologie H4(U, ) est la cohomologie du complexe

0— O(Uo) ® O(Ul) —— O(UOJ) — 0

ot la différentielle est définie par (f,g9) — flu,, — 9lu,,- Considérons le complexe K*

défini par
O(A") — O(A" = {0}) —— 0

K" K!
dont la cohomologie est nulle en degré 0; en degré 1, ’espace vectoriel de cohomologie
1
H'(K*) est isomorphe & I'espace vectoriel des fonctions rationnelles Y-, a;—, ol a; € k.
=tz

Le complexe K* ® K*® est alors isomorphe au complexe
0 — O(U) — C%(U,0) — CHU,0) — 0
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D’apres la formule de Kiinneth, on a donc H'(U,0) = H'(K*) @ H'(K®). On obtient
ainsi que le O(U)—module H'(U, Q) est isomorphe au module des fractions rationnelles

engendré par les fonctions rationnelles

B
20 %1

avec a > 0 et 0> 0.

Cas général

Soit U = A™*! — {0}. On considere le recouvrement ouvert U par les ouverts affines
U, définis par les points z = (z0,...,2,) € A" tels que z; # 0. On a encore comme
ci-dessus
HI(U,0) =H"M(K* 9K*®... ® K®)
n+1 fois

I1 en résulte que H4(U,0) est nul si ¢ # 0 et ¢ # n. Pour ¢ = 0, on obtient I’espace
vectoriel des polynomes sur A"T1 et pour ¢ = n la cohomologie H" (U, O) est isomorphe

au O(U)—module engendré par les fractions rationnelles

1

25° ... zn"

telles que v; > 0. o

Exercice 4.1
Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique X.

1. Montrer que pour tout recouvrement ouvert U de X, le morphisme canonique
s YU, F) — HY(X, F)

est injectif.

2. Montrer que la réunion des images de jy quand U varie est H! (X, F).

3. En déduire que sur une variété algébrique integre X le groupe de cohomologie
H!(X, 0%) est isomorphe au groupe de Picard Pic(X) des classes d’isomorphisme de fibrés
inversibles.

4. On considere sur une variété algébrique lisse X le faisceau U —— Rat(U)* des
fonctions rationnelles non nulles, noté Ratx et le faisceau U —— Div(U) des diviseurs.

Etablir la suite exacte de faisceaux abéliens 0 — 0% —— Raty —— Divx —— 0.

Retrouver a partir de la la suite exacte
(1) — 0*(X) — Rat(X)* — Div(X) — Pic(X) — 0
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5. Démontrer que les faisceaux Raty et Divx sont flasques. En déduire que
HY(X,0%)=0
pour q > 2.

Exercice 4.2

Soit X une variété différentielle de classe C°.

1. Démontrer que le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels différen-
tiables de rang 1 est isomorphe & H!(X, €*).

2. En déduire que ce groupe est aussi isomorphe au groupe de cohomologie H2(X, Z).

5. Théorémes fondamentaux

Ils concernent pour l’essentiel la cohomologie des variétés projectives. Nous com-
mencons d’abord par un théoréme qui fournit I’annulation de la cohomologie en degré

assez grand.
5.1. Annulation

THEOREME 5.1. — (Grothendieck) Soient X un espace topologique noethérien de

dimension n, et F un faisceau de groupes abéliens sur X. Alors
HYX,5F) =0
pour q > n.

Nous ne démontrons ce théoreme que pour les faisceaux algébriques cohérents sur une
variété projective, seul cas qui nous sera utile dans la suite. Dans ce cas, la démonstration
est beaucoup plus facile. Pour le cas général, on poura consulter le livre de R. Hartshorne.

Démonstration. Soient X une variété projective de dimension n, et F un faisceau
algébrique cohérent sur X. Soit X — P, un plongement de X dans un espace projectif
P,,. On peut trouver un sous-espace projectif P, _,,_1 qui évite X; ce sous-espace projectif
peut étre défini par n + 1 équations linéaires fy = ... = f, = 0. Considérons 1'ouvert
affine de X défini par U; = {z € X, fi(z) # 0}. Ces ouverts constituent un recouvrement
ouvert de X, et d’apres le théoreme des recouvrements acycliques de Leray, il existe un

isomorphisme canonique
HY(U, F) ~ HY(X, F)
Or, les cochaines de Cech étant alternées, on a C9(U,F) = 0 si ¢ > n. Ceci implique

immédiatement 1’énoncé. o

Exercice 5.1
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique projective X. Soit

m la dimension du support de F. Démontrer que pour ¢ > m, on a H{(X,JF) =0
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5.2. Finitude

Pour un faisceau algébrique cohérent F, sur une variété algébrique X on sait que
la cohomologie est un module sur 'algebre O(X) des fonctions régulieres. En particulier,

c’est un espace vectoriel sur k.

THEOREME 5.2. — Soient X une variété algébrique projective, et F un faisceau

algébrique cohérent sur X. Alors, pour tout entier q, on a

dim; HY(X, F) < oc.

Le théoreme des images directes de Leray

Soit f : X —— Y une application continue, et F un faisceau de groupes abéliens sur

X. Le foncteur image directe F +— f.(F) est exact a gauche; on considere les foncteurs
dérivés R?f,(F) qui sont appelés images directes supérieures de F. On peut donner une

autre définition, en termes de cohomologie :

LEMME 5.3. — Le faisceau RIf.(F) est le faisceau associé au préfaisceau V
HI(f~H(V), 9).

Démonstration. Une telle image directe se calcule en prenant une résolution injective

F —— R°®. On a par définition

RIf.(F) = HI(f+(R*))
Le faisceau qui figure a droite est le faisceau associé au préfaisceau
Vs HUT(V, £.(R®)) = HID(f7H(V), R%)).
Par définition le membre de droite est le préfaisceau V — HI(f~1(V),F). o

THEOREME 5.4. — (Leray) Si les images directes supérieures RYf.(F) sont nulles

pour q¢ > 0, on a un isomorphisme canonique
HYUY, f.(F)) ~ HY(X, F)

Démonstration. Soit F —— R® une résolution injective de F. Par image directe, on

obtient compte-tenu de 'hypothese une résolution
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et puisque R? est flasque, chacun des faisceaux fi(R?) est flasque. D’apres le théoréeme de
de Rham formel, cette résolution peut donc servir pour calculer la cohomologie de f.(F).
On a donc
(Y, f.(F)) = HIT(Y, f.(R*))
~ HY(['(X,R*))

~ HY(X, )
ce qui acheve la démonstration. o
Morphismes finis.
PROPOSITION 5.5. — Soient f : X —— Y un morphisme fini, et F un faisceau

algébrique cohérent sur X. Alors
(i) Uimage directe f.(F) est un faisceau algébrique cohérent ;
(ii) on a RYf(F) = 0 pour ¢ > 0;
(iii) On a HYU(Y, f.(F)) = HY(X, F)

Démonstration. IL’assertion (i) a déja été démontrée dans la proposition 4.11 du
chapitre 2. L’assertion (ii) résulte du fait que si V est un ouvert affine de Y, l'ouvert
f7Y(V) est encore affine. Alors, d’apres le théoréme B de Serre pour les variétés affines
H(f~1(V),F) = 0 pour ¢ > 0, et donc les images directes supérieures sont nulles.

L’assertion (iii) résulte de (ii) et du théoréme des images directes de Leray. o

Ceci s’applique en particulier au cas d’une inclusion X < Y d’une sous-variété
algébrique fermée X dans une variété algébrique Y. Ceci nous permet de ramener la
démonstration du théoreme de finitude 5.2 au cas d’un faisceau algébrique cohérent sur

I’espace projectif.

COROLLAIRE 5.6. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique
projective X C Py,. On désigne par j : X — P, le plongement canonique.
(i) Les images directes R1j,(F) sont nulles pour ¢ > 0, et le faisceau image directe j.(F)
est un faisceau algébrique cohérent sur P,,.
(ii) On a un isomorphisme
HY(Pr,, j«(F)) = HY(X, F)

Présentation d’un faisceau algébrique cohérent sur une variété projective.

Etant donné un faisceau algébrique cohérent F sur une variété projective X C P,,, on

désigne par Ox(n) le faisceau des sections du fibré Op,_ (n)|x, et par F(n) le produit
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tensoriel F(n) = F ®oy Ox(n). Si 7 : X — P, est inclusion canonique, on a un

isomorphisme canonique

~

J«(F)(n) —> 5(F(n)).

C’est un cas particulier de la formule de projection qui s’énonce :

LEMME 5.7. — Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques, F un

faisceau algébrique sur X, et G un faisceau localement libre de rang r sur Y. Alors le

morphisme canonique sur Y

G ®oy f«(F) — f(f7(9) ®oy F)

est un isomorphisme.

Démonstration. La construction de ce morphisme est évidente a partir des
préfaisceaux dont proviennent les deux membres. On obtient ainsi un morphisme de fonc-
teurs additifs en §. Pour montrer que c’est un isomorphisme, la question étant locale sur
Y, on peut supposer que § = OF. Il s’agit de foncteurs additifs qui commutent avec les
sommes directes finies, et on est ramené au cas ou § = Oy. Dans ce cas le résultat est

trivial. o

THEOREME 5.8. — (Théoréme A)
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une wvariété projective X. Il existe des

entiers n et N et un morphisme surjectif
f:ox(=n)N — F

Il s’agit de trouver un nombre fini de sections globales qui engendrent F(n) pour n

convenable. On va se ramener a un énoncé déja démontré pour les variétés affines.

LEMME 5.9. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur la variété projective X.

Soit f une section non nulle de Ox (1), et U louvert affine de X défini par f # 0.

(i) Pour toute section u € T'(X,F) s’annulant sur U, il existe un entier n tel que la
section fu € I'(X, F(n)) soit nulle.

(ii) Pour toute section v € I'(U,F), il existe un entier n tel que la section f™v soit la
restriction a U d’une section w € T'(X, F(n)).

Démonstration. On recouvre X par un nombre fini d’ouverts affines U; sur lesquels
le faisceau Ox (1) est trivial ; sur chacun de ces ouverts affines, on applique le lemme 4.6

du chapitre 2. o
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Démonstration du théoreme 5.8

On peut recouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines U; définis par f; # 0, ou f;
est une section convenable de Ox(1). Sur chacun des ouverts affines U;, le faisceau F|y;,
est engendré par un nombre fini de sections uq, ..., u,. On peut alors trouver un entier n
et des sections wy, ..., wy, de F(n) qui étendent les sections f]*u;. Ces sections définissent

un morphisme

Ox(—n)N — 7F
surjectif sur tous les ouverts U;, ce qui démontre le théoreme. o

Démonstration du théoreme 5.2
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur l’espace projectif X = P,,. D’apres le
théoreme 5.8 on peut trouver une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents
0 - 9 - OP'm(_n)N - 9: - 0
Cette suite exacte fournit en cohomologie une suite exacte

. — HY(X,0x(—n))N — HIYX,F) — H"(X,5) — ...

On raisonne par récurrence descendante sur g. Le théoréme est vrai pour ¢ > m d’apres le
théoreme 5.1. Par hypothese de récurrence, on a dim H¥t1(X, §) < co. Ainsi, le théoréme

est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 5.10. — Pour tout entier q et tout entier n, on a
dim HY(P,,, O(n)) < oo

La démonstration consiste & se ramener au calcul de la cohomologie de A™1 — {0}
via la projection 7 : A™Tt — {0} —— P,,.

Démonstration du lemme 5.10

Considérons la projection canonique 7 : A"+ — {0} — P,,. L’ouvert A"+ — {0}

s’identifie au complémentaire de la section nulle dans le fibré de Hopf H. Il en résulte que

7+(0) = ®nezOp,, (n)
Rim,.(0)=0siqg>0
La composante Op, (n) s’obtient en considérant ’action naturelle du groupe multiplicatif

kE* sur m.(O) définie par (A, f) — A*f, o A*f est la fonction réguliere z — f(Az). On

peut maintenant appliquer le théoreme des images directes de Leray :
HY (P, m,(0)) = HI(A™ T — {0}, 0)
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La cohomologie HY(P,,,, O(n)) se calcule en considérant 1’action naturelle de k* sur 'espace
vecoriel HI(A™*! — {0},0) et en calculant la composante des éléments homogenes de
degré n. La description donnée dans la section 4 en utilisant la cohomologie de Cech
fait intervenir un recouvrement par des ouverts invariants par homothétie ; il en résulte
que l'isomorphisme de Leray donné par le théoreme des recouvrements acycliques est

compatible avec 'action de £*. On obtient alors
H?(Pr,, 0(n)) =0

pour tout n et ¢, sauf dans les deux cas suivants

—q=0etn>0:on aalors H(P,,,0(n)) = S"W* ot W = k™1 (ce qu'on savait
déja)

— g=met n < —m —1:1espace vectoriel H"(P,,, O(n)) est isomorphe & l'espace

vectoriel engendré par les fractions rationnelles

1
250 ...z
ouv; >0,et Y v;=-n. o
DEFINITION 5.11. — Soit F un faisceau algébrique cohérent sur une variété projective

X. La caractéristique d’Euler-Poincaré de X a valeurs dans F est définie par

XX, ) =D (-1)"dimH'(X, )

i

PrRoOPOSITION 5.12. — S0it 0 — F' —— F —— F"" —— (0 une suite exacte de

faisceaux algébriques cohérents sur une variété projective X. Alors
XX, F) = x(X,5) + x(X, 7).

Démonstration. Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie associée a la

suite exacte 0 — F' — F — F"”" — 0. ©

5.3. Théorémes A et B

Il s’agit de montrer que si on considere un faisceau algébrique cohérent F sur une
variété algébrique projective X, la cohomologie de F(n) s’annule en degré > 0 pour n assez
grand. En méme temps, nous formulons aussi le théoreme A qui précise ’énoncé que nous

avons vu dans la section précédente.
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THEOREME 5.13. — Soit X une variété algébrique projective, et F un faisceau
algébrique cohérent sur X. Il existe un entier N tel que pour n > N

(A) le faisceau F(n) est engendré par ses sections globales

(B) la cohomologie H1(X, F(n)) est nulle pour g > 0.

Démonstration. On a déja trouvé dans la section ci-dessus un entier m tel que F(m)

soit engendré par ses sections globales. Ainsi le morphisme naturel
H(X,F(m)) ® O — F(m)
est surjectif. En tensorisant par O(¢) on obtient un morphisme
HY(X, F(m)) @ O(f) — F(m +£)

qui est encore surjectif, et puisque O(¢) est engendré par ses sections globales pour ¢ > 0,
ceci implique D'assertion (A). Pour Iassertion (B) on peut supposer que X est 1’espace
projectif, et on raisonne par récurrence descendante sur ¢, I’énoncé étant trivial pour
g > dimX. On écrit F comme quotient d’une somme directe de faisceaux O(—m), ce qui

fournit une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents

k

0—+G—>0(mFf —F 0

L’énoncé est trivialement vrai pour le faisceau O(—m) d’apres la description donnée ci-
dessus de la cohomologie : il suffit de choisir N > m. On applique ’hypothese de récurrence
au faisceau G; il existe donc un entier Ny > m tel que pour n > N on ait HIT1(X, §)(n)) = 0

pour n > Nj. La suite exacte
HI(X, 0(=m +n))" — H(X,F(n)) —» H(X,§(n))
montre que HY(X, F(n)) = 0 pour n > Ny ou Ny = Max(N,N;). o

5.4. Cohérence des images directes

En général, I'image directe d’un faisceau algébrique cohérent par un morphisme n’est
pas un faisceau algébrique cohérent, mais seulement quasi-cohérent. Le méme résultat

reste vrai pour les images directes supérieures.

LEMME 5.14. — Soit f : X —— Y un morphisme de variétés algébriques, et F un

faisceau quasi-cohérent sur X. Alors

(i) les images directes R1f.(F) sont des faisceauxr quasi-cohérents.

(i1) Si'Y est affine et B = O(Y), limage directe RY f,.(F) est le faisceau quasi-cohérent
associé au B—module HY(X, F).
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Démonstration. (i) Considérons un recouvrement fini U = (U;)1<;<¢ de X par des

ouverts affines; on désigne par Fio,....i, = la restriction de F a louvert U;, . ;

i, €t par

fio,...i, la Testriction de f a cet ouvert. Il résulte de la description 5.3 des images directes
que R7f,(F) et du théoreme des recouvrement acycliques de Leray que le morphisme

canonique

HY(f.(C* (U, F))) — RIf.(F)

est un isomorphisme. Mais f*(Qp(u,.’f)) ~ Dig<...<ipfio,ipx(Fio,....i,) - C'est donc un
faisceau quasi-cohérent, et par suite R?f,(F) est quasi-cohérent.

(ii) Supposons Y = Spec B. Le foncteur section est exact sur la catégorie des faisceaux
algébriques quasi-cohérents d’apres le corollaire 4.3 du chapitre 2; on obtient d’apres le

lemme 1.1 un isomorphisme de B—modules
HY(C*(W,F)) —= D(Y,Rfu(9))

et par suite un isomorphisme H?(X,JF) ~ I'(Y,R%f.(F)). Le théoreme 4.4 du chapitre 2

entraine le résultat. o

Morphismes projectifs

DEFINITION 5.15. — Un morphisme de variétés algébriques f : X —— Y est appelé

projectif s’il se factorise suivant un diagramme

e J

Y x P,
f pPry

Y

ot j est un plongement sur un sous-espace fermeé.

Un morphisme projectif est évidemment fermé. Si Y —— Y est un morphisme
quelconque, et f : X —— Y un morphisme projectif, le morphisme f/ : X' =

Y’ xy X —— Y’ obtenu par changement de base est encore projectif.

THEOREME 5.16. — Soient f : X —— Y un morphisme projectif, et F un faisceau

algébrique cohérent sur Y. Les tmages directes sont des faisceaux algébriques cohérents.
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Démonstration. On se ramene immédiatement au cas ou F est un faisceau algébrique
cohérent sur un produit X =Y x P,,, le morphisme f étant la premiere projection. On
pose Ox(1) = pr5(0p,, (1)). La question étant locale, on peut supposer que Y est une
variété affine dont dont désigne par B l’agébre des sections du faisceau structural. Il
s’agit de montrer d’apres le lemme 5.14 que HY(X, F) est une B—algebre de type fini. La

méme démonstration que dans la section 5.2 montre qu’il existe un morphisme surjectif
Ox(—n)N —— F, de sorte que si on désigne par G le noyau, on a la suite exacte de

faisceaux algébriques cohérents sur X
0— G — Ox(—n)N — F

On raisonne par récurrence descendante sur ¢, I’énoncé étant évident pour ¢ suffisam-

ment grand.

LEMME 5.17. — Posons L = Ox(i). Alors R1f.(L) est un faisceau algébrique

cohérent sur Y.

Posons H = P,,(—n)N. Alors 1'énoncé ci-dessus entraine que H?(Y,H) est un

B—module de type fini. Considérons alors la suite exacte de cohomologie
HI(X, 3) —» HI(X,F) — HIT(X, )

D’aprés 'hypothese de récurrence, H9™1(X, §) est un B—module de type fini. Par suite
H%(X, F) est un B—module de type fini. o

Démonstration du lemme 5.17
On peut encore supposer que Y est affine, d’algebre B = O(Y). On a alors
HI(X, Ox(i)) = B @ HI(P,n, 0(3))

En effet, considérons un recouvrement ouvert U de P, par des ouverts affines U; ; a
ce recouvrement est associé un recouvrement V de Y x P, par les ouverts affines Y x Uj.
On a alors

C*(V,0(1)) = B C*(U, 0(7))

et ’exactitude du foncteur B®j — montre que H(V, 9(i)) = BeH?(U, O(i)). Le théoreme

des recouvrements acycliques fournit un diagramme commutatif de B—modules

HY(V,0(i)) — HUY x Py, 0(3))

B ®HI(U, 0(i)) — B @k HY(Py,, O(i))
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dans lequel les fleches horizontales sont des isomorphismes. Il en résulte que la seconde

fleche verticale est un isomorphisme, ce qui acheve la démonstration. o

Application
L’application suivante a déja été utilisée au chapitre 2, section 2.5 dans 1’étude des

systemes linéaires.

THEOREME 5.18. — Soit f : X —— Y un morphisme projectif. On suppose que f

est injectif. Alors f est un morphisme fini.

Démonstration. La question est locale sur Y; on peut donc supposer que Y est une
variété affine. La principale difficulté est qu’on ne sait pas a priori que X est une variété
affine. Ceci nous impose d’introduire une variété affine auxilliaire Z, dont on montrera en
fait qu’elle est isomorphe a X. Le faisceau algébrique f.(Ox) est cohérent sur Y. Par suite,
le module des sections O(X) est de type fini sur O(Y) ; ainsi l'algebre A = O(X) est une

O(Y)—algebre finie. Elle est donc isomorphe & l'algebre d’une variété algébrique affine Z,
et le morphisme O(Y) — A = O(Z) fournit un morphisme fini 7 : Z — X de variétés
algébriques affines. Considérons maintenant l'isomorphisme O(Z) ~ O(X); il fournit un

morphisme de variétés algébriques g : X —— Z rendant commutatif le diagramme

g

X

Y
Il est clair que le morphisme g est fermé, et puisque O(Z) —— O(X) injectif, il est

dominant, donc surjectif. Par suite, il est bijectif. De plus :
LEMME 5.19. — Le morphisme g est projectif.

Démonstration. Si (f,h) : X —— Y’ =Y x P, est un plongement sur un sous-

espace fermé, le morphisme (g, h) : X —— Z' = Z x IP,;, est encore un plongement sur un

sous-espace fermé. En effet dans le diagramme cartésien

X sy 7 22 g
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la premiere fleche horizontale pr, est un isomorphisme sur un sous-espace fermé, et le

morphisme (g, h) est la composée d’une section du morphisme pr; avec le morphisme

pry. O

LEMME 5.20. — Le morphisme de faisceaux Oz —— ¢.(0x) induit par g est un

isomorphisme.

Démonstration. Puisque le morphisme g est projectif, on sait que ces deux faisceaux
algébriques sur Z sont cohérents. Pour vérifier que le morphisme ci-dessus est un isomor-

phisme il suffit de vérifier que c’est un isomorphisme sur les espaces de sections globales.

Mais c’est le morphisme O(Z) — O(X) donné au départ. o

Fin de la démonstration

Rappelons que g est bijective et projective : ¢’est donc un homéomorphisme. L’énoncé
ci-dessus dit que le morphisme d’espaces annelés g : (X,0x) —— (Z,0z) est un

isomorphisme. Donc f = gm est un morphisme fini. o

On peut aussi démontrer qu un morphisme projectif a fibres finies est un morphisme
fini ; la démonstration si elle est analogue dans ses grandes lignes a celle qui a été donnée
ci-dessus est plus difficile. Le point délicat est dans ce cas de montrer que le morphisme g

construit ci-dessus est injectif : voir par exemple Hartshorne, chapitre III, corollaire 11.3.

COROLLAIRE 5.21. — Soit X une variété projective, et f : X —— Y un morphisme

injectif. Alors f est un morphisme fini.

Un tel morphisme f est en effet projectif.

6. Dualité de Serre et Grothendieck

Soient X une variété algébrique projective lisse irréductible de dimension n, et T(X)

son fibré tangent. On appelle faisceau dualisant sur X le faisceau inversible
wx = O(A"T*(X))

des formes différentielles régulieres de degré n.
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THEOREME 6.1. — (Dualité de Grothendieck)
(i) On a
dimH"(X,wx) =1
(ii) Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X. A toute forme linéaire non nulle

I: H"(X,wx) — k est associé un morphisme de foncteurs contravariants en F
Hom(F, wx) — H"(X,F)*

défini par f +— To f., ot f. est le morphisme H"(X,F) —— H"(X,wx) induit en
cohomologie. Ce morphisme est un isomorphisme.

(iii) Ce morphisme fonctoriel s’étend en un isomorphisme fonctoriel en F
D : Ext(F,wx) — H" (X, F)*

La démonstration de cet énoncé se ramene au cas de I'espace projectif. On peut en
fait choisir canoniquement une forme linéaire sur H" (X, wx ). L’assertion (ii) signifie que
le foncteur F — H™(X, F)* est représentable.

6.1. Le fibré canonique d’une sous-variété

Le calcul du fibré canonique d’une sous-variété Y lisse d’une variété X se fait d’abord
de manieére locale en utilisant le complexe de Koszul. Il faut alors recoller pour obtenir

une formule intrinseque.

Complexe de Koszul

Soit A un anneau local, noethérien, d’idéal maximal m, et de corps résiduel k, et F
un A—module libre de rang m, rapporté a une base eq,...,e,,. Un élément v € F définit

un complexe de chaines K(v), appelé complexe de Koszul

00— A"F — AP+ . F* A0

ot la différentielle d,, : APF* —— APTLF* est la transposée de la multiplication extérieure
par v : elle est définie par la formule

P
dp(ur A ... ANup) = Z(—l)i_1<ui,v>u1 AN c NG AL Ay,
i=1
ou u; signifie que l'on enléve u;. Le complexe K(v), s’appelle le complexe de Koszul
associé a v. On désigne par vi,...,v,, les composantes de v dans la base et on pose

A; =A/(v1,...,v;). Plus généralement, si M est un A—module, on pose

M; = M/(v1, ..., v;)M
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DEFINITION 6.2. — Soit M un A—module. On dit qu’'une suite (vi,...,Um)
d’éléments de m est une suite régqulicre pour M si pour 0 < i < m — 1, st I’homothétie de

rapport v;1 dans M; est une application injective.

Exemple

Soit A un anneau local noethérien de dimension n. On suppose que A est régulier : ceci
signifie que ’espace cotangent de Zariski m/ m? est un k—espace vectoriel de dimension n,
c’est-a-dire qu’il existe n éléments (vq,...,v,) € m qui engendrent 1'idéal maximal m (cf.
Atiyah et Macdonald [1]). Alors (vy,...,v,) est une suite réguliere de A. Une telle suite
réguliere s’appelle systeme de parametres de A. Le comportement des anneaux locaux
réguliers est semblable a celui de I'anneau local Ox , d'une variété algébrique X lisse en
z. En particulier, un anneau local régulier est integre (cf. Atiyah-Macdonald [1], lemme
11.23).

PROPOSITION 6.3. — Soit v un élément de F dont les composantes appartiennent a

m et forment une suite réguliére de A. Le morphisme d’augmentation
K(v)e — Ay
est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le résultat est évident pour
m = 1. On pose w = Z?:ll vie;, et E = Z:’:ll Ae;. On considere le complexe de Koszul
K(w) associé. Le dual E* est identifié a 'orthogonal de e,,. Soit e} la base duale de la

base e;. On a alors K(u); = K(w); @ K(w);—1 ® ej, et la différentielle est donnée par la

ey

et donc une suite exacte de complexes

matrice

0 — K(w)e — K(v)e — K(w)e[-1] —> 0

ou K(w)[—1]e est le complexe décalé K(w),, définie par K(w)[—1], = K(w),—1. D’apres
I'hypothese de récurrence, on a H,(K(v)s) = 0 pour p > 2. La suite exacte d’homologie

associée se réduit a

0 —» Hi(K(v)e) — Ho(K(w)s) —+ Ho(K(w)s) — Ho(K(v)a) — 0.

ou l'application 0 se calcule au moyen du diagramme du serpent : c’est évidemment

I'application induite en homologie par la multiplication par (—1)%v,,. Il résulte de
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I’hypothese de récurrence que Ho(K(v)e) = A,,—1 et du fait que la suite uq,..., u,, est

réguliere que 0 est injective et a pour conoyau A,,. o

COROLLAIRE 6.4. — Soit v € F un élément donc les composantes vy, ...,V dans
une base forment une suite réguliére d’éléments de m. Soit A,, = A/(v1,...,0m). Alors

(i) pour g # m, Ext!(A,,,A) =0;

(ii) on a un isomorphisme A"™F @A A, AN Ext™ (A, A) et cet isomorphisme ne

dépend pas que de l’idéal engendré par les composantes de v.

Démonstration. Le complexe de Koszul est une résolution libre du A—module A,,. 11

résulte de l'exercice 2.1 que Ext?(A,,, A) est le faisceau de cohomologie du complexe dual
L —— APF e APHIE

dont la différentielle est le produit extérieur par v. Mais ce complexe est isomorphe a
K(v)®* ®a A™F*[m], ou K(v)* est défini par K(v)? = K(v)_p, est le complexe décalé
vers la droite. Par conséquent sa cohomologie est nulle en degré # m et isomorphe &
A,, @A A™F en degré m. Puisque le complexe K(v) ne dépend pas du choix de la base,

I’isomorphisme n’en dépend pas non plus. o

COROLLAIRE 6.5. — Soit X une variété algébrique lisse, et Y C X une sous-variété
fermée lisse de codimension r. Soit Ny x le fibré normal de Y dans X. Considérons
l'inclusion canonique j : Y — X.

(i) On a Ext?(j.(0y),0x) =0 siqg #r;

(ii) On a un isomorphisme canonique de Oy —modules
Ext"(j.(0v), 0x) — j.(O(A"Ny x))
Compte-tenu de la formule d’adjonction, l'isomorphisme (ii) peut aussi se lire

Jx(wy) = Ext" (4. (Oy), wx)

Démonstration. Localement, la sous-variété Y est définie sur un voisinage affine U
d’un point de Y par la sous-variété des zéros d’une section v transverse a la section nulle
d’un fibré vectoriel F. Au voisinage d’un point z € UNY, les composantes de v dans une
trivialisation définissent une suite réguliere de Ox .. Le fibré normal Ny /X\U est isomorphe
a Fluny. On obtient donc sur cet ouvert Ext?(j.(Oy), Ox)|u = 0si g # r et par conséquent

(i) en recouvrant X par de tels ouverts U. De plus on obtient

ANFluny — Ext?(j«(0v), Ox)|uny
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On va montrer que ces isomorphismes se recollent. Considérons un autre ouvert affine U’,
sur lequel on dispose d’une section v’ transverse & la section nulle d’un fibré F/ dont la

variété des zéros est Y NU’. Le long de YNU la différentielle de v induit un isomorphisme
dv : Ny x|lu — Flynu

et la méme chose pour v’. Alors on peut trouver sur W = U N U’ un morphisme

f: Flw — F’|w tel que le diagramme

Flyrw
dv
Ny x flyaw
dv’
Y
F'lyaw

soit commutatif. Cet homomorphisme f est un isomorphisme le long de Y N'W donc

c’est un isomorphisme au voisinage de Y N W. Il induit un isomorphisme de complexes

K(fv) — K(v) et par suite un diagramme commutatif

A"Flynw
(1)
A"Ny /x[ynw ATf (Ext"(44(0v), Ox))lynw
(2)
Y
A"F'|yaw

dans lequel toutes les fleches sont des isomorphismes. L’isomorphisme (2) est relatif a la
section fv, ou ce qui revient au méme & v’ puisque 'idéal engendré par les composantes
de ces sections est 'idéal de Y dans X. Finalement, on voit que les isomorphismes obtenus

sur les ouverts UNY se recollent pour donner un isomorphisme global

A"Ny jx — j*(Ext”(j.(Ov), Ox).
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Il en découle I’énoncé o

6.2. Foncteurs cohomologiques
On a besoin de quelques généralités sur les foncteurs cohomologiques. Soient A et B

deux catégories abéliennes.

DEFINITION 6.6. — Un foncteur cohomologique (contravariant) de A dans B est la
donnée
— d’une suite de foncteurs contravariants S : A — B
— pour toute suite exacte 0 — A’ —— A —— A” —— 0 de A d’un morphisme
dit de liaison
51‘ . Sz(A/) Si+1(A//)
Ces données doivent satisfaire aux conditions suivantes :

1. Pour toute suite exacte courte )0 — A’ —— A —— A" —— 0 la suite

. — S*(A) — S*(A") — S"THA") — STFTHA) — ...

est exacte.

2. Pour tout morphisme de suites exactes de A

0 - B’ >~ B - B” > 0
0 - A’ - A - A > 0
le diagramme
52‘

SZ(A) _ Si—f—l(A//)

. o
SZ(B/) Sz—i—l(B//)

est commutatif.

Si X est une variété algébrique lisse de dimension n de fibré canonique wx, sur la
catégorie des faisceaux algébriques, les foncteurs a valeurs dans la catégorie des k—espaces
vectoriels F — Ext?(F,wx) et H* (X, F)*, munis des morphismes de liaison évidents sont
des foncteurs cohomologiques. Ce sont les seuls foncteurs cohomologiques que nous aurons

a considérer dans la suite.
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DEFINITION 6.7. — Un foncteur contravariant F : A — B est dit effacable si pour

tout objet A de A il existe un morphisme surjectif P —— A tel que F(u) : F(A) — F(P)

soit nul.

On verra par exemple que sur l’espace projectif pour ¢ > 0, les foncteurs Ext?(F, wx)
et H"~9(X, F)* sont effacables. Ceci reste vrai sur une variété projective lisse quelconque,
mais pour le voir, on a besoin du théoreme de dualité de Serre, ce qui ne nous sera donc

d’aucune utilité.

THEOREME 6.8. — Soient S et T deuxr foncteurs cohomologiques. On suppose

que pour tout i > 0, le foncteur S est effacable. Alors tout morphisme fonctoriel
080 — TO s%tend en un unique morphisme fonctoriel f* : S* —— T compatible

avec les morphismes de liaison.

Démonstration. On définit f? par récurrence sur i. Soit A un objet de A, et

P —+ A un morphisme surjectif tel que S“*1(u) = 0. Soit B = keru. La suite exacte

0 — B — P — A —— 0 fournit un diagramme commutatif

S‘(P) — S*(B) o STH1(A)

f! f
i i 0" it+1
T'(P) —— T'(B) — T (A)
dans lequel les lignes sont exactes. Le morphisme f* se factorise de maniére unique par
un morphisme fi!: ST (A) —— T 1(A). On laisse au lecteur le soin de vérifier que le

morphisme obtenu ne dépend pas du choix de P, et qu’il est bien fonctoriel en A. o

COROLLAIRE 6.9. — Soient S et T deux foncteurs cohomologiques tels que les
foncteurs St et T* soient effacables pour i > 1. Tout isomorphisme fonctoriel S© — T

s’étend en un isomorphisme fonctoriel
St — T
6.3. La dualité

Soit X une variété algébrique lisse de fibré canonique wx. Commencons par un lemme
qui ramene dans le cas ou F est localement libre le calcul de Ext?(F,wx) a un calcul de

cohomologie.
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LEMME 6.10. — Soit F un faisceau localement libre sur X. Alors

Ext?(F,wx) = HI(X, F* @ wx).

Démonstration. Considérons une résolution injective wyxy —— J® de wyx. Par

tensorisation par F* on obtient encore une résolution F* ® wx — F* ® J°; il suffit

de voir que chacun des faisceaux F* ® J* est un faisceau injectif. Mais on a pour tout

faisceau algébrique G sur X
Hom(9, F* ® 7%) = Hom(F @ G, 7%)

et par suite le foncteur G — Hom(G, F* ® J¥) est exact, ce qui signifie que 7* ® J* est un

faisceau algébrique injectif. o

La démonstration du théoreme 6.1 se fait en deux étapes. La premiere donne la
démonstration dans le cas de l'espace projectif et s’appuie sur la notion de foncteur
cohomologique. La seconde ramene la démonstration du théoreme de dualité sur la variété
X & celle du théoreme de dualité sur une variété Y dans laquelle X est plongée et s’appuie

sur la description du fibré canonique donnée au paragraphe 6.1.

Le cas de I'espace projectif.

Considérons 'espace projectif X = P,,. On sait que wx ~ Ox(—n — 1) et il résulte
de la description de la cohomologie de ’espace projectif a valeurs dans un fibré inversible
que dimH"(X,wx) = 1. Le choix d’une base de H"(X,wx) fournit alors un morphisme

fonctoriel

Hom(&,wp,) — H"(F)"

Il s’agit de prouver que c’est un isomorphisme. Les deux membres sont des foncteurs
contravariants exacts a gauche. On est ramené par le théoréeme A de Serre a prouver que
c’est un isomorphisme quand JF est un faisceau inversible L = O(—/). Il s’agit de prouver

le lemme suivant :
LEMME 6.11. — L’accouplement
HY(X, L* @ wx) x HY(X, L) — H"(X,wx) =k

est une application bilinéaire non dégénérée.
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Démonstration. Remarquons d’abord que les espaces vectoriels HO(X, L* @ wp, ) et
H™(X, L) ont méme dimension (cf. page 179). De plus, d’apres le calcul de la page 179,
en cohomologie de Cech, dans le recouvrement ouvert U standard de A"*! — {0} on
obtient une base de la cohomologie H"(L) en considérant dans H™(U, Q) les classes de

cohomologie de Cech des cocycles gy,.....,,, homogenes de degré —¢ dont la composante

dans I'(Ug,... », Q) par la projection cm (U, 0) = I'(Uo,... n, O) est donnée par

1
ZOVO L Z’Zn S F<U07---,n7 O)
ouv; >0, et )  v; = —L De méme, les sections fy,, ..z, de L* ® wx définies par les
polynoémes homogenes za\o_l coozpnTh Dot Ay > 1 et SO0\ = { fournissent une base de

HO(X, L* ® wx).

Par I’accouplement de I’énoncé, on obtient un cocycle fx,.. x,9v,....1,, ; CE cocycle
est un cobord si A # v, et si A = v, la classe du cocycle obtenu fournit un générateur de
la partie homogene de degré —n — 1 de H” (U, O). En effet, supposons par exemple A # v,
et choisissons un indice 0 < i < n tel que \; > v;. Alors la n — 1-cochaine de Cech définie
par la fraction rationnelle, homogene de degré —n — 1

R _ JAo—wo—1 An—vn—1
Co =z} - e I'(U,

,...,%,...,n’o)
et co.z.n = 0 pour s # i a pour cobord (—1)'fx,.. x.Gve...0n,- Donc la classe de
cohomologie de ce cocycle est nulle. Si A = v le cocycle f,, .. .. 9v....., fournit bien

le générateur de H" (X, wx). On a donc bien obtenu une forme bilinéaire non dégénérée. o

Ceci prouve 'assertion (ii) du théoréeme 6.1 dans le cas de 'espace projectif. D’apres
le corollaire 6.9, il reste a prouver pour obtenir I’assertion (iii) que les foncteurs con-
travariants Ext?(F, wx) et H*~9(X, F)* sont effagables pour ¢ > 0. D’apres le théoréeme A
de Serre, un faisceau algébrique cohérent sur X est un quotient d’une somme directe finie
de faisceaux inversibles O(—/), ou £ est un entier positif. Soit £ un entier > 0 ; considérons
le fibré inversible L = O(—¢). Il suffit de prouver que Ext?(L,wx) = 0 et H*79(L) = 0
pour ¢ > 0 . Mais d’aprés le lemme 6.10 on a Ext?(L,wx) = HI(L* ® wx). Ces groupes
de cohomologie sont nuls pour ¢ > 0 d’apres la description de la cohomologie des fibrés

inversibles sur ’espace projectif.

Cas général
On considere une variété algébrique projective lisse irréductible X de dimension

n, plongée comme sous-variété fermée dans une variété algébrique projective lisse et

irréductible Y de dimension n 4 7. On désigne par j : X —— Y le morphisme canonique.
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LEMME 6.12. — Considérons, dans la catégorie des faisceaux algébriques sur'Y, une
résolution injective wy —— R®. Soit J° le sous-complexe de R® défini en degré £ par

les sections locales de R* annulées par l'idéal de X dans Y. Le complexe j*(J°) est un
complexe de faisceaux injectifs dont la cohomologie H(5*(3%)) est nulle sauf en degré r

et l'on a
H"(57(3°)) = wx

Démonstration. Montrons d’abord que j*(J%) est un faisceau algébrique injectif sur

X. Pour tout faisceau algébrique & sur X on a
Hom(J, j*(3%)) = Hom(j.(), R)
Le foncteur F — 7.(F) est exact. En effet, pour tout point z € X, on a

Ju(&)e = lim T(VNX,5) =5,

Il résulte du fait que R* est injectif que le foncteur F — Hom (4, (F), RY) est exact. Par suite,
§*(7%) est un faisceau injectif. On a d’autre part un isomorphisme de faisceaux algébriques
Homg,, (7+Ox, R®) =~ 7.j5*(J°) sur Y. Les faisceaux de cohomologie du complexe j*(J*) sont
donc les faisceaux j*(Ext?(j.(Ox),wy)) (}). D’apres le lemme 6.5, ces faisceaux sont nuls

sauf en degré ¢ = r ou 'on obtient wx. o

Fin de la démonstration

Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X. Considérons la résolution injective
wy — R*® introduite ci-dessus, et le sous-complexe J* C R*® associé. Dans le complexe

K = j*(J°) le faisceau des cobords B? est injectif pour g < r, et il en est de méme de

K" /B". On a donc une résolution injective de wx donnée par le complexe

0—> K"/B" —» KT s e KT s O

Cette résolution injective nous permet de calculer les espaces vectoriels Ext?™" (F, wx) :
Ext?(F,wx) = HI™" (Hom(F, 5*(7°))
= H7"" (Hom(j.(F), R*))
= Eth+T(j* (g)va)

(1) Le foncteur (exact) j, identifie les Ox—modules avec les Oy —modules annulés par
'idéal de X dans Y ; I'inverse est le foncteur j* qui coincide sur ces faisceaux avec j=!.

Souvent, on oublie d’écrire j,. a cause de cette identification.
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On suppose que le théoreme de dualité est démontré pour Y. Alors dim H" 7" (Y, wy) =
1 et le choix d’une forme linéaire non nulle sur H"*" (Y, wy) fournit sur la catégorie des
faisceaux algébriques cohérents § sur Y un isomorphisme de foncteurs cohomologiques
D : Ext?™"(G,wy) — H"~9(Y, G)*. Puisque le foncteur F — j,(F) est exact, on obtient
un isomorphisme de foncteurs cohomologiques sur la catégorie des faisceaux algébriques

cohérents sur X
D: Ext!(F,wx) — H" 94X, F)*

Cet énoncé entraine pour X évidemment (i) puisque X est irréductible ; il fournit aussi une
forme linéaire non nulle sur H" (X, wx). On obtient pour cette forme linéaire 'assertion
(ii) en faisant ¢ = 0.

Bien entendu, le résultat reste vrai pour toute autre forme linéaire. Pour obtenir le
théoreme, il suffit de prendre pour Y un espace projectif dans lequel on plonge la variété
X. o

6.4. Dualité de Serre

Il s’agit d’un cas particulier de I’énoncé ci-dessus :

THEOREME 6.13. — Soient F un faisceau localement libre sur X, et F* le dual de
F. Le choix d’une forme linéaire non nulle sur H" (X, wx) détermine pour p+q = n un

accouplement canonique
HP(X,F) x HIX, F* Quwx) — k
qui fait d’un de ces espaces vectoriels le dual de ’autre.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréeme de dualité de Grothendieck et le

lemme 6.10. o

COROLLAIRE 6.14. — Soit X une courbe algébrique projective lisse et irréductible.
Alors

g =dimH°(X,wx) = dimH (X, 0x).

Ce nombre s’appelle le genre de la courbe.
Quand k = C, ce nombre est en fait un invariant topologique de la courbe. En effet,
on dispose alors la résolution de de Rham en géométrie analytique pour les faisceaux de

formes différentielles holomorphes sur la courbe analytique lisse compacte X,,, associée

0 — C —> Ox,, —> Q% —0
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Un théoreme classique de Serre de comparaison entre géométrie algébrique et analytique
assure que x(X, C) = x(X, 0x) — x(X, wx). Compte-tenu du théoreme de dualité de Serre,
X(X,0x) = —x(X,wx) et par suite x(X,C) = 2 — 2g. Du point de vue réel, la courbe X
est une surface compacte réelle orientée, et x(X, C) est la caractéristique d’Euler-Poincaré
usuelle :
X(X.C) = 3 (- 1)(X)
i

Le nombre de Betti b;(X) est un invariant topologique, relié au genre par la formule
b1 (X) = 2g.

Exercice 6.1
Soit X une courbe lisse de degré d dans le plan projectif.
1) Montrer que X est irréductible.

2) Son genre est donné par la formule

g=5d-1)(d~2)

Si f est la section de Op,(d) dont le schéma des zéros est X, on pourra calculer x (X, Ox)

en utilisant la suite exacte

0 — Op,(=d) —> Op, —» j.(Ox) —> 0

ou j : X — Py est 'inclusion canonique.

DEFINITION 6.15. — On appelle diviseur canonique sur une variété algébrique lisse

X un diviseur K dont le faisceau inversible associé est isomorphe a wx.

COROLLAIRE 6.16. — Soit D un diviseur sur une courbe algébrique projective lisse
X, et Lp le fibré inversible associé. On pose £(D) = dimH%(X,Lp). Alors, si K est un
diviseur canonique sur X,
x(Lp) = £(D) — (K — D)

Il existe une interprétation traditionnelle de cette formule qui évite de faire intervenir
le fibré inversible associé au diviseur D. En effet, le fibré Lp possede une section réguliere
canonique sp, dont le diviseur des zéros est D. Alors cette section induit un isomorphisme

L(D) — H(X,Lp)
entre I'espace vectoriel L(D) des fonctions rationnelles f € Rat(X) dont le diviseur div(f)
satisfait a la condition
divf > -D

(ce qui signifie que le diviseur div(f) + D est un diviseur effectif) et I'espace vectoriel
HY(X,Lp). Cet isomorphisme est donné par f — fsp. L’espace vectoriel L(D) est donc
de dimension finie et on a ¢(D) = dim L(D).
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COROLLAIRE 6.17. — Soient X une variété algébrique lisse de dimension n, et Q% le

faisceau des p-formes différentielles régulieres sur X. On considére les nombres de Hodge
h?4(X) = dimHY(X, Q% ). Alors

hPa(X) = hnPr=(X)

Démonstration. L’accouplement canonique Q% x QY ¥ —— wx induit un isomor-

phisme de faisceaux localement libres QF ~ (9% 7)* ® wx. Il suffit donc d’appliquer le

théoreme de dualité de Serre. o
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Chapitre 4

La formule de Riemann-Roch

Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une variété algébrique projective,
lisse et irréductible X. La caractéristique d’Euler-Poincaré de E est par définition celle du
faisceau localement libre associé.

On se fixe une courbe algébrique projective irréductible et lisse X de genre g.

1. Degré des fibrés inversibles

Soit D = )~ x Yea un diviseur sur X. Le degré de D est le nombre
deg(D) = Z V-
a

THEOREME 1.1. — Soient X une courbe algébrique projective lisse et irréductible,

de genre g, D un diviseur de degré d sur X, et L le fibré inversible associé. Alors
x(L)y=d+1—g (1.1)

Démonstration. Supposons d’abord que D soit un diviseur effectif, de support |D];
désignons par f la section du fibré inversible L associé a D. La sous-variété des zéros de
f est une sous-variété de dimension 0 qu’on note encore D. Soit j : D — X l'inclusion
canonique. Le faisceau inversible O(L*) est isomorphe & 1'idéal des fonctions régulieres qui

s’annulent en tout point a € |D| avec la multiplicité v,. On a donc une suite exacte

00— OL") L+ 0 —+ j,(0p) —= 0 (1)
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LEMME 1.2. — On a un isomorphisme de k—algébres
H(Op) = Gae|p|Ox,a/mye

Cet énoncé est un cas particulier du théoreme de décomposition d’une algebre
artinienne en produit d’algebres locales artiniennes.

Démonstration. Pour tout point a € |D| I'algebre Ox ,/m%e est une algebre de type
fini, locale et artinienne. Soit j, : Spec(Ox o/mke) — D l'inclusion canonique. On a alors

un isomorphisme de faisceaux algébriques sur D
Op — @ae|D| ja*(OX,a/mZa)
En prenant les sections globales, on obtient ’isomorphisme attendu. o

On a donc dimH%(Op) = > aeip| Va = deg(D). De plus, la variété algébrique D est
de dimension 0; d’apres le théoreme d’annulation (cf. section 5.1, chapitre 3) le faisceau
structural Op n’a pas de cohomologie en degré > 1; sa caractéristique d’Euler-Poincaré
est donc donnée par dim H(Op) = > aeD

sur D, par la formule de projection appliquée a I'inclusion D — X on a un isomorphisme

Vo = deg(D). Puisque le faisceau L est trivial

Op ® O(L) ~ Op et par conséquent en tensorisant la suite exacte (1) par le faisceau

localement libre O(L) on obtient encore une suite exacte
0 — Ox — O(L) — 4+(Op) — 0

et par suite x(L) = x(0x) + deg(D) ce qui est la formule attendue.
Supposons maintenant que D soit un diviseur quelconque. On écrit D = A — B, oun
A et B sont des diviseurs effectifs, et on désigne par L, Lp et Lp = Lo ® L§ les fibrés

inversibles associés respectivement a A, B et D. Soit j : B < X l'inclusion canonique. La
suite exacte 0 — O(Lf) — O —— Op — 0 donne par tensorisation par le faisceau

inversible O(Ly) la suite exacte
0 — O(Lp) — O(Lp) — j.(Og) — 0.
Par suite
x(Lp) =x(La) — j«(deg(B))
= deg(A) — deg(B) + x(0x)
=deg(D) + x(0x)

Ceci acheve la démonstration. o

COROLLAIRE 1.3. — Soient X une courbe projective lisse iréductible et L un fibré
inwversible, muni d’une section rationnelle f non nulle de diviseur associé D. Le nombre

deg(D) est indépendant de f. En particulier, le degré d’un diviseur principal est nul.
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DEFINITION 1.4. — Soit L un fibré inversible sur une courbe projective lisse

wréductible X. On appelle degré de L le nombre

deg(L) = x(L) — x(0x).
Ainsi, le degré du fibré inversible Lp associé & un diviseur D est le degré de D.

COROLLAIRE 1.5. — Soit L un fibré inversible sur une courbe projective lisse

wréductible X. S1 L a une section réguliere non nulle, le degré de L est > 0.

PROPOSITION 1.6. — L’application Pic(X) — Z définie par L — deg(L) est un

homomorphisme de groupes.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

Div(X) — Pic(X)

deg deg

Z

La fleche horizontale Div(X) — Pic(X) est surjective, et I'application Div(X) e 7

s . . . . . d
est évidemment un homomorphisme de groupes; par suite l'application Pic(X) .7

est un homomorphisme de groupes. o
COROLLAIRE 1.7. — Soit L un fibré inversible sur X de degré d > 2g — 2. Alors
dmH(X,L)=d+1—¢g

Démonstration. 11 suffit de prouver que H!(X,L) = 0. Par dualité de Serre, H' (X, L)
est le dual de H?(X, L*®wx). On a d’apres le corollaire ci-dessus deg(L*®@wx) = deg wx —d.
Il suffit d’apres le corollaire 1.5 de prouver que wx est de degré 2g — 2. On a
X(wx) = dimHY(X, wx) — dim H} (X, wx) et par suite, d’apres le théoréme de dualité de

Serre x(wx) = g — 1. La formule 1.1 montre alors que degwx =29 — 2. o

Courbes de genre 0

La droite projective Py est évidemment de genre 0. C’est la seule, a isomorphisme

pres :
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COROLLAIRE 1.8. — Soit X une courbe algébrique projective lisse irréductible. Les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) la courbe X est de genre 0

(ii) tout fibré inversible L de degré 1 sur X a 2 sections réguliéres linéairement
ndépendantes.

(iii) 4l existe un fibré inversible L de degré 1 sur X ayant deuz sections réguliéres
linéairement indépendantes.

Supposons ces conditions satisfaites et considérons un fibré inversible de degré 1
ayant 2 sections linéairement indépendantes. Alors L. est engendré par ses sections, et

le morphisme canonique

f:X— ]P’(HO(X, L)) =P
est un isomorphisme

Démonstration. Supposons X de genre 0. Soit L un fibré inversible de degré 1 sur X.
Il résulte du corollaire ci-dessus que dim H?(X, L) = 2. D’ot1 I’assertion (ii). Evidemment
(ii) entraine (iii). Pour voir que (iii) = (i), il suffit de montrer que si X possede un fibré
inversible L ayant deux sections linéairement indépendantes, X est isomorphe a la droite
projective. Montrons d’abord qu’un tel fibré L est engendré par ses sections. Soit s une
section non identiquement nulle de L. Le diviseur D des zéros de s est alors réduite a un

point a ; la suite exacte
00— 0 —0O(L) — Op — 0

montre qu’il existe une section réguliere ¢ de L qui ne s’annule pas en a. Donc L est
engendré par ses sections.

Considérons le morphisme surjectif de fibré vectoriels HO(X,L) ® Ox —— L sur la
courbe X. Le fibré dual L* est un sous-fibré vectoriel de rang 1 du fibré trivial de fibre
HY(X,L)* sur X, et la propriété universelle de la droite projective P(H?(X, L)* fournit une
application réguliere

f:X — PH(X,L)")

qui associe au point z la droite vectorielle Lx C H?(X,L)*. L’image réciproque par f du
fibré Op, (1), quotient du fibré trivial H*(X,L) ® Op, est le fibré quotient L. Les sections
de Op, (1) fournissent dans cette identification des sections de L, et Iapplication linéaire

obtenue
fF:r(X,001)) — I'(X, L)

est un isomorphisme. La variété des zéros d’une section non identiquement nulle s de O(1)

a alors pour image inverse la variété des zéros de la section correspondante f*(s) de L.
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Puisque L est de degré 1, une telle variété est forcément lisse et réduite a un point. Par
suite, les fibres de f sont lisses et réduites a un point. Il en résulte que le morphisme f est
un morphisme injectif, et que son application linéaire tangente est injective. Puisque X
est projective, le morphisme f est un morphisme fini d’apres le corollaire 5.2 du chapitre

3. Il résulte alors du théoreme 3.20 du chapitre 2 que c’est un isomorphisme. o

COROLLAIRE 1.9. — Soit X une courbe algébrique projective irrédutible de genre
g > 1. Alors Uapplication X —— Pic(X) qui associe au point x le fibré inversible O(x)

est injective.

Démonstration. Soit L fibré inversible de degré 1 sur X. D’apres le corollaire ci-dessus,
dimH°(X,L) < 1. Si L provient de X, on a donc dimH®(X,L) = 1, ce qui détermine de

maniere unique le point x € X. o

Exercice 1.1
Soit X une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit T le fibré tangent.
1) Démontrer que deg(T) = 2 — 2g.

2) En déduire que si g > 1, il n’existe pas de champ de vecteurs régulier non nul sur

Exercice 1.2

Soient C et D deux courbes de Py de degré p et ¢ n’ayant pas de composante
irréductible commune. Soient f € H(O(p)) (resp. g € H°(O(q)) des sections réguliéres
dont la variété des zéros est C (resp. D).

1. Montrer que le conoyau du morphisme

f7
O(-p) & 0(—q) L2 0
est un faisceau O/(f, g) de support fini.
2. On appelle nombre d’intersection de C et D en x € CN D le nombre

L,(C,D) = dimc O,/(f,9)

Montrer que ce nombre a un sens.

3. Vérifier que si C et D sont lisses en x et se coupent transversalement en x, on a
I.(C,D) =1.

4. Le nombre C.D =} _-~pI2(C,D) s’appelle le nombre d’intersection de C et D.
Démontrer que ce nombre ne dépend pas de f et g.

Démontrer le théoreme de Bézout :

> L(C,D)=pg.

zeCND
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Exercice 1.3
Soit X une courbe projective lisse irréductible X plongée dans Ps.
1. Montrer qu'un hyperplan général H rencontre C suivant une sous-variété CNH de

dimension 0. Soit O¢(1) la restriction du fibré Op,(1) & la courbe C. Démontrer que
dimy H2(O(C NH)) = deg Oc(1).

Ce nombre est donc indépendant de H. On I'appelle le degré de la courbe C.

2. Calculer le degré et le genre de 'image de IP; dans P3 par le plongement de Veronese

[2.y] = [2°, 2%y, zy”, "],
3. Montrer que l'intersection de 2 surfaces générales Y et Z de P53 de degrés respectifs

s et t est une courbe lisse irréductible C. Calculer en fonction de s et ¢, le degré et le genre
de C.

Exercice 1.4
Soit X une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit L un fibré inversible

sur X de degré d. On pose pour i =0 et 1
hY(L) = dimH (X, L)
1. Vérifier que h°(L) > max(0,d+1— g). Montrer que si 'un des deux nombres h°(L)
et h'(L) est nul, h°(L) = max(0,d + 1 — g).
2. On dit L est spécial si h°(L) et h'(L) sont non nuls. Montrer que si L est un fibré

spécial, on a 0 < d < 2g — 2.

3. On se propose de démontrer le théoreme de Clifford : si L est spécial on a
rO(L) < g +1.
a) Montrer que le noyau de I’application linéaire naturelle
H°(X,L) ® H*(X, T* ® L*) — H°(X, T*)

ne contient pas de tenseur décomposé.

b) Soit ¥ C PH°(X,L) ® H(X, T* @ L*)) les classes des tenseurs décomposés,
c’est-a~dire I'image du plongement de Segré. Déduire de de la question a) qu’il existe
un morphisme fini ¥ —— P(H(X, T*)).

c) Evaluer la dimension de . Déduire de b) et de la formule de Rieman-Roch que

l'on a
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2. Fibrés vectoriels de rang quelconque

La formule 1.1 relie le degré d’un fibré inversible L sur X & la caractéristique d’Euler-

Poincaré. On se propose de I’étendre aux fibrés vectoriels de rang quelconque.

DEFINITION 2.1. — Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r sur une courbe
algébrique projective lisse X. On appelle degré de E le degré du fibré inversible L = ATE.

THEOREME 2.2. — (Formule de Riemann-Roch) Soit E un fibré vectoriel algébrique
de rang r et de degré d sur une courbe algébrique projective irréductible et lisse X de genre

g. On a
X(X,E) =d+r(l—g)

La démonstration se ramene au cas des fibrés inversibles.

LEMME 2.3. — Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang r et de degré d sur une
courbe algébrique projective lisse X. Le fibré E a une filtration croissante F1 C Fo C ... C

F, = E par des sous-fibrés F; de rang 1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang r. Pour r = 1, il n’y a
rien & démontrer. Considérons un plongement X C P, et désignons par Ox(1) le fibré
inversible induit par Op, (1). Soit E(n) = E® Ox(n). D’apres le théoreme A de Serre, on
sait qu'il existe un entier n tel que le fibré E(n) soit engendré par ses sections. D’apres
la proposition 1.16 du chapitre 2, le fibré E(n) a une section partout non nulle, ce qui

signifie que le fibré E a un sous-fibré F; de rang 1 isomorphe & Ox(—n). Considérons le
fibré quotient E' = E/Fq, et désignons par 7 : E —— E’ la projection canonique. Ce fibré
est de rang r — 1 et a donc par hypothese de récurrence une filtration croissante par des
sous-fibrés F (2 < i < r) de rang i — 1. Considérons les sous-fibrés F; = 7=}(F.). On a

Fi1 CcFy C...CF,=E ce qui définit la suite croissante de sous-fibrés attendue.

Démonstration du théoreme 2.2
On a déja vu que la formule est vraie pour les fibrés inversibles, d’apres le théoreme

1.1. En vertu du lemme 2.3 ci-dessus, il suffit de vérifier qu’étant donnée une suite
exacte de fibrés vectoriels algébriques 0 —— E' —— E —— E’ —— 0 sur X si la
formule est vraie pour E’ et E”, elle est vraie pour E. Mais ceci résulte de I’addditivité
du rang : si r,7’ et r” sont les rang respectifs de E,E et E”, on a r = ' + 1", et de
Pisomorphisme A"E ~ A" E' @ A" E” ce qui montre que deg(E) = deg(E’) + deg(E").
Puisque x(X,E) = x(X,E') + x(X,E”) la formule est vraie pour E si elle I'est pour E’ et
E’. o

207

Joseph Le Potier
10 octobre 2002



Joseph Le Potier

Le but des exercices qui suivent est de montrer que tout fibré vectoriel algébrique sur
la droite projective est somme directe de fibrés inversibles. Par contre, sur toute courbe
de genre g > 1, il existe des fibrés vectoriels algébriques qui ne sont pas somme directe de

fibrés inversibles.

Exercice 2.1
Soit X une variété algébrique projective et F un fibré de rang 2 possédant une section
réguliere f partout non nulle.

1) Montrer qu’on peut associer & la section f une suite exacte de fibrés vectoriels
0 — A*F* —= F* — Ox — 0

2) La suite exacte longue de cohomologie associée a cette suite exacte permet de
construire canoniquement une classe w € H' (X, A2F*). Démontrer que cette suite exacte

se scinde si et seulement si w = 0.

Exercice 2.2

On considere sur P; un fibré vectoriel algébrique F de rang 2, de degré d.

1) Vérifier que deg(F(i)) = deg(F) + 2i. (Utiliser le lemme 2.3)

2) On suppose désormais que d = 0 ou —1. En utilisant le théoreme de Riemann-Roch,
montrer que F a une section non identiquement nulle. Montrer qu’il existe un diviseur > 0
tel que le fibré E = F ® L_p ait une section partout non nulle.

3) Calculer le degré de E. En déduire que H*(PPy, A2E*) = 0.

4) En déduire E est somme directe de deux fibrés inversibles, et que c’est aussi le cas
pour F.

5) Etendre ce résultat au cas ou F est de rang r quelconque.

Exercice 2.3
On consideére un faisceau inversible L sur une variété algébrique X; on considere un
plongement L — R dans un faisceau algébrique acyclique.

1) Démontrer que H*(X, L) est isomorphe au conoyau de la fleche naturelle
IX,R) — I'(X,R/L).

2) Soit u € T'(X,R/L). On considere le faisceau algébrique F noyau du morphisme
(pyu) : RD®Ox — L/Roup: L — R/L est la projection canonique. Montrer qu’on

a une suite exacte

0 — L —TF —0x — 0

et que la classe de cohomologie w € H(X, L) associée & cette suite exacte s’identifie &
I'image de u par l'isomorphisme de la question 1.
3) Montrer que le faisceau algébrique F est localement libre de rang 2. Vérifier que

la classe d’isomorphisme de J ne dépend que de I'image de u dans H!(X, L).
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Exercice 2.4

Soit X une courbe algébrique projective irréductible et lisse de genre g > 1, et L un
fibré inversible de degré —1.

1) Rappeler pourquoi H*(X, L) # 0.

2) Soit w € HY(X, L) une classe de cohomologie non nulle, & laquelle on associe une

extension comme ci-dessus

00— L —F —0x —0

bien définie & isomorphisme pres. Montrer que pour tout sous-fibré L’ C L, on a deg L’ < 0.

En déduire que F n’est pas somme directe de fibrés de rang 1.

3. Faisceaux algébriques cohérents sur les courbes

Commencons par définir le rang et le degré d’un faisceau algébrique cohérent sur une

variété algbérique réduite.

LEMME 3.1. — Soit X une variété algébrique réduite et F un faisceau algébrique
cohérent sur X. L’ensemble des points x € X tels que F, soit un module libre sur l’algébre
Ox ., est un ouvert U C X partout dense, et la restriction F|y est un faisceau localement

libre.

Démonstration. Si F, est un module libre de rang r, on a un isomorphisme 0% , ~ F,

qui s’étend en un morphisme Oy, — JFy au voisinage de x. Le noyau de ce morphisme
est un faisceau algébrique cohérent sur V qui est nul en z, et donc au voisinage de x. Donc
ce morphisme est un isomorphisme. Ceci démontre que I’ensemble des points ou F, est
libre est un ouvert ; reste a voir qu’il est partout dense.

Pour tout z € X, il existe un voisinage V sur lequel le faisceau F a une présentation

O(E1) — O(Eg) — F|v ou E; et Eg sont des fibrés vectoriels sur V. Soit r le rang

maximum du morphisme f : E; —— Eg défini par f. Alors ’ensemble des points z € V

ou f(x) est de rang r est un ouvert non vide W C V, sur lequel I'image est un sous-fibré
vectoriel de Ey. Le conoyau est un fibré vectoriel sur W dont le faisceau des sections est

isomorphe a F|w. Ainsi, F|w est localement libre. o

DEFINITION 3.2. — On suppose que X est une variété algébrique intégre. Sur l’ouvert
des points ou le Ox o—module T, est libre, le rang de F, reste constant. On Uappelle le
rang de F. Il est noté rg (F).
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Exercice 3.1
Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X, de rang r. Montrer que pour tout z € X,

la dimension de I'espace vectoriel F(x) = F, ®oy , k est > 7.

Exercice 3.2

Soit 0 —— F —— F —— F’ —— 0 une suite exacte de faisceaux algébriques
cohérents sur une variété irréductible X. Montrer que
g (%) = rg () +1g (F").
Exercice 3.3
Montrer que si une courbe irréductible est non réduite X en tout point, il existe des

faisceaux algébriques cohérents F tels qu’en tout point = € X le module F, ne soit pas un

Ox,z—module libre.

Etant donné un faisceau localement libre € sur une courbe algébrique projective lisse

et irréductible X, le degré de &€ est le degré du fibré vectoriel algébrique associé.

THEOREME 3.3. — Soit F un faisceau algébrique sur une courbe algébrique projective
lisse et irréductible X de genre g.

(i) Il existe une résolution
0— & — & —F —0

par un complexe de faisceaux localement libres E;.

(ii) Le nombre deg(€p) — deg(€1) est indépendant du choiz de la résolution. On l’appelle
le degré de F, et on le note deg(F).

(iii) Soit r le rang de F. Alors

X(X,F) = deg(F) +r(1 —g)
Démonstration. On sait d’apres le théoreme A de Serre que F est un quotient d’un
faisceau localement libre &. Il suffit donc de montrer que le faisceau noyau du morphisme
€ — J est localement libre. Il suffit de vérifier que pour tout point z € X le module & ,

est un Ox ;—module libre. Mais on sait que I'algebre locale Ox , est un anneau principal.
Sur un anneau principal, tout sous-module d’un module libre est un module libre : ainsi,
€1, est un module libre. Ceci démontre (i).

Par additivité de la caractéristique d’Euler-Poincaré et du rang, on obtient x (X, F) =

deg(&g) — deg(€1) + (1 — g) ce qui montre a la fois (ii) et (iii). o
COROLLAIRE 3.4. — Soit F un faisceau algébrique cohérent a support fini sur une
courbe algébrique projective et lisse de genre g. On a

deg(F) = dimH(X, F).
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