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10 Algèbre homologique

Nous allons introduire et utiliser deux théories cohomologiques différentes :
la cohomologie de Čech et la cohomologie des foncteurs dérivés. La première est
plus facile à calculer, mais c’est la seconde qui possède les meilleures proprié-
tés théoriques générales. Les deux sont distinctes en général, mais lorsque les
faisceaux de coefficients sont quasi-cohérents elles coïncident au moins pour les
schémas séparés, comme nous le démontrerons.

Voici un aperçu très bref de l’histoire sujet. Le développement de la coho-
mologie de Čech prend ses racines dans les travaux de Poincaré sur l’homologie
(1895). Les aspects combinatoires sont explorés par Alexandroff (1925) et Čech
(1932) qui introduisent les triangulations et le nerf des recouvrements. Au mi-
lieu du vingtième siècle apparaissent les faisceaux, introduits par Leray (1946).
Par la suite, la théorie connait une forte algébrisation avec a découverte de la
technique des foncteurs dérivés par Cartan et Eilenberg (1956). La cohomolo-
gie des faisceaux arrive en géométrie algébrique à partir des années 1950 : c’est
d’abord Serre (1955) qui montre comment adapter la cohomologie de Čech, puis
Grothendieck (à partir de 1957) qui développe la cohomologie des foncteurs dé-
rivés. L’évolution des théories cohomologiques (catégories dérivées, structures
diverses : action de Galois, structures de Hodge...) et la profusion de leurs ap-
plications en géométrie algébrique s’est poursuivie sans interruption depuis, et
elles restent l’un des outils les plus puissants dont on dispose.

Figure 11 – Samuel Eilenberg (1913-1998)

Comment comprendre intuitivement la cohomologie ? La vérité est que l’éga-
lité d◦d = 0 qui définit un complexe d’objets d’une catégorie abélienne reste un
mystère pour les mathématicien.nes, comme en témoignent les propos de Henri
Cartan, Jean-Pierre Serre et John Gwyn Griffiths reproduits en épigraphe du
livre [GM03], voir figure 12. Il est plus facile de comprendre intuitivement les
idées qui motivent l’introduction du complexe de Čech ; la lectrice pourra lire

avec profit l’introduction du chapitre 2 sur l’homologie dans le livre de Hat-
cher [Hat02]. Pour cette raison, nous commencerons par présenter la cohomo-
logie de Čech, plus concrète, avant de passer à la cohomologie des foncteurs
dérivés. Aujourd’hui, on considère que la théorie la meilleure pour développer
la théorie est celle des foncteurs dérivés, que l’on appelle souvent simplement
cohomologie, et que la cohomologie de Čech est une sorte d’algorithme qui en
permet le calcul dans les bonnes situations.

10.1 Comment représenter un module ?

Toutes les branches des mathématiques, à commencer bien sûr par l’algèbre et
la géométrie, sont irriguées par les techniques surpuissantes de l’algèbre linéaire.
Lorsque les scalaires vivent dans un anneau commutatif unitaire A qui n’est
pas un corps, les objets qui jouent le rôle des espaces vectoriels de dimension
finie sont les modules de type fini. Leur étude est la généralisation naturelle de
l’algèbre linéaire. L’objectif de ce paragraphe est de montrer comment, dans
cette théorie, ont émergé les notions de complexe de modules et de résolution
d’un module. Pour cela nous allons énoncer le théorème des syzygies de Hilbert,
qui est l’un des points d’ancrage historique de l’algèbre homologique. Pour plus
détails, la lectrice peut consulter [Ei95, 1.10].

Les modules de type fini les plus simples sont les modules libres M ≃ An.
Pour eux, une bonne partie de l’algèbre linéaire habituelle s’étend sans grand
changement : les morphismes entre modules libres sont représentées par des
matrices, les endomorphismes ont un déterminant qui teste leur inversibilité,
etc. Pour les modules quelconques, les choses ne sont pas si simples mais on
peut essayer de se ramener à des modules libres de la manière suivante. Pour
un module M donné, le choix d’une partie génératrice (de cardinal disons r)
fournit une surjection depuis le module libre L0 = Ar :

L0 M 0.

(Nous anticipons un peu en utilisant les notations des suites exactes, voir
déf. 10.2.5.) Si ce morphisme est injectif, M ≃ L0 est libre et on a terminé.
Sinon, on considère le noyau de L0 → M qui (en supposant A noethérien ce
que nous supposons pour simplifier) est encore de type fini. Le choix d’une par-
tie génératrice de ce noyau fournit une surjection depuis un module libre L1.
On obtient une suite exacte :

L1 L0 M 0.

On itère ensuite avec le noyau de L1 → L0, etc. Lorsque A est l’anneau des
polynômes, David Hilbert a fait une percée décisive que nous illustrons avec un
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exemple typique de module non libre, à savoir un module quotient de A :

A = k[x1, . . . , xn] et M = A/(x1, . . . , xn) = k.

Dans les cas de dimension n = 1, 2, 3, en menant les calculs avec soin pour choisir
des générateurs « naturels » des noyaux, on voit que le procédé se termine :

0 A A k 0
(x1)

0 A A2 A k 0
( x2
−x1

) (x1 x2)

0 A A3 A3 A k 0

(
x1
x2
x3

) (
0 x3 −x2

−x3 0 x1
x2 −x1 0

)
(x1 x2 x3)

10.1.1 Exercice (très instructif). Effectuez ces calculs.

10.1.2 Théorème (des syzygies de Hilbert, 1890) Soit k un corps. Tout
module de type fini M sur l’anneau de polynômes k[x1, . . . , xn] peut s’insérer
dans une suite exacte de longueur k ⩽ n

0 Lk Lk−1 · · · L0 M 0.

où les Li sont libres de type fini. Une telle suite exacte est appelée une résolution
libre de M .

(La longueur maximale k = n est atteinte pour le module M =
A/(x1, . . . , xn) : on ne peut le mettre dans une suite exacte plus courte.) Une
manière moderne de lire ce théorème est qu’il permet de remplacer M par l’ob-
jet L• = (Lk → · · · → L0), qui est plus agréable à manipuler car c’est un objet
d’algèbre linéaire ; nous l’appellerons un complexe. La suite exacte de l’énoncé
du théorème est une résolution de M par L•. Pour les modules sur des anneaux
généraux, de telles résolutions libres ne sont pas toujours finies, mais cela im-
porte peu et le développement ultérieur de l’algèbre homologique a montré (et
les parties qui viennent vont montrer) le rôle capital joué par les complexes.

10.2 Catégories abéliennes

Pour tout schéma X, notons Mod(OX) la catégorie des faisceaux de OX -
modules sur X. Dans la suite du cours, nous allons étudier la cohomologie des
faisceaux, qui fournit un cadre théorique général pour étudier certains foncteurs
exacts d’un côté, comme les foncteurs

• de sections globales Γ : Mod(OX)→ Mod(A), où A = OX(X),

• plus généralement, d’image directe f∗ : Mod(OX)→ Mod(OY ).

Le contexte catégorique adapté est celui des catégories dites abéliennes. La
lectrice s’assurera facilement que les catégories Mod(A) et Mod(OX) ainsi que
les foncteurs Γ et f∗ vérifient les axiomes de la définition suivante.

Avant la définition suivante, il est bon de relire la définition d’un objet zéro ;
voir 4.1.14 et 4.1.15. Lorsqu’un tel objet existe, entre deux objets quelconques
existe un unique morphisme nul et à chaque morphisme on peut associer des
notions de noyau (voir 4.5.14)) et de conoyau (voir 4.5.5).

10.2.1 Définition (Catégorie abélienne) Une catégorie C est dite abélienne
si :

1. les ensembles de morphismes HomC (X,Y ) sont munis de structures de
groupes abéliens et les applications de composition sont bilinéaires ;

2. il existe un objet zéro ;

3. toute paire d’objets possède une somme et un produit ;

4. tout morphisme possède un noyau et un conoyau ;

5. tout monomorphisme est un noyau et tout épimorphisme est un conoyau ;

6. pour tout morphisme u, la flèche coker keru → ker cokeru est un isomor-
phisme.

Si C ,D sont deux catégories abéliennes, un foncteur additif est un foncteur
F : C → C tel que HomC (M,N) → HomD(FM,FN) est un morphisme de
groupes, pour tous objets M,N ∈ C .

10.2.2 Remarques.

1. On peut montrer que cette définition est équivalente à celle de Hartshorne
[Har77, III, § 1].

2. Les axiomes donnés ci-dessus sont redondants, mais il nous importe peu de
donner une liste minimale. Sous cette forme, la définition permet d’avoir
sous la main une liste des propriétés principales des catégories Mod(A) et
Sh(X,Mod(A )).
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3. Le premier et le dernier axiome sont conséquences des autres. Le premier
axiome est spécial car c’est une structure supplémentaire et non une pro-
priété ; mais on peut montrer qu’avec les axiomes 2 à 5, la loi d’addition
sur les HomC (M,N) existe et est unique. Il en résulte que le fait d’être
abélienne est une propriété. Pour des détails, voir [Fr64, chap. 2].

4. On peut montrer que la somme et le produit de deux objets A et B sont
isomorphes. On appelle parfois cet objet commun le biproduit et on le note
A⊕B. Pour plus de détails, voir MacLane [Mac78, chap. VIII, § 2].

10.2.3 Exercice (Catégorie abélienne opposée). Démontrez que si C est
une catégorie abélienne, alors la catégorie opposée C ◦ est abélienne.

10.2.4 Exercice (Image et coimage).

1. Soit f un morphisme de A-modules. On définit l’image im(f) =
ker(coker(f)) et la coimage coim(f) = coker(ker(f)). Démontrez qu’il
existe un isomorphisme canonique coim(f) ∼−→ im(f). Mêmes questions
avec un morphisme de faisceaux de A -modules sur un espace topologique
X. (En fait l’énoncé est vrai dans n’importe quelle catégorie abélienne.)

2. Soit C la catégorie des groupes abéliens sans torsion. On rappelle que
l’inclusion i : C ↪→ Ab possède un adjoint à gauche donné par le quotient
sans torsion F (M) = M/Tors(M), voir l’exercice 4.4.5. Démontrez que
les noyaux et conoyaux de morphismes existent dans C avec les formules
kerC (f) = kerAb(f) et cokerC (f) = F (cokerAb(f)). Démontrez que si f :
Z→ Z est donné par f(x) = 2x, alors im(f) = (0) alors que coim(f) = Z.

Le théorème des syzygies 10.1.2 a montré l’importance de la notion de suite
exacte, qui a un sens dans toute catégorie abélienne et que nous rappelons
maintenant.

10.2.5 Définition (Suites exactes) Soit C une catégorie abélienne. On ap-
pelle :

• suite exacte dans C une suite d’objets et de morphismes

· · · Xi−1 Xi Xi+1 · · ·fi−2 fi−1 fi fi+1

telle que im(fi−1) = ker(fi) pour tout i ∈ Z,

• suite exacte courte une suite exacte de la forme 0→ X → Y → Z → 0.

De nombreux foncteurs naturels préservent partiellement les suites exactes ;
voici les termes qui leur sont attachés.

10.2.6 Définition (Foncteurs exacts) Soient C → D deux catégories abé-
liennes et F : C → D un foncteur additif. On dit que F est :

• exact à gauche s’il préserve les noyaux :

0→ X → Y → Z exacte =⇒ 0→ FX → FY → FZ exacte.

• exact à droite s’il préserve les conoyaux :

X → Y → Z → 0 exacte =⇒ FX → FY → FZ → 0 exacte.

• exact s’il est exact à gauche et à droite :

0→ X → Y → Z → 0 exacte =⇒ 0→ FX → FY → FZ → 0 exacte.

10.2.7 Remarque. Cette notion d’exactitude coïncide, dans le contexte des
foncteurs additifs entre catégories abéliennes, avec la notion générale donnée
en 10.5.6. Ces faits sont énoncés dans [Mac78], chapitre VIII, fin de la section 3.
Dans la suite, nous utiliserons exclusivement la définition 10.2.6.

10.2.8 Exercice (Décomposer les suites exactes en suites exactes
courtes). On considère une suite exacte · · · → Xi−1 → Xi → Xi+1 → · · ·
dont on note fi : Xi → Xi+1 les morphismes. En utilisant les suites exactes
courtes 0→ ker(fi)→ Xi → im(fi)→ 0, démontrez les faits suivants.

1. Un foncteur exact préserve les suites exactes de longueur arbitraire (éven-
tuellement infinie).

2. Dans une suite exacte 1 → G1 → G2 → · · · → Gn → 1 de groupes finis,
le produit alterné de cardinaux

∏n
i=1 |Gi|(−1)i est égal à 1. (Ceci est vrai

même si les Gi sont non abéliens.)
3. Dans une suite exacte 0 → E1 → E2 → · · · → En → 0 d’espaces vecto-

riels de dimension finie sur un corps k, la somme alternée de dimensions∑n
i=1(−1)i dim(Ei) est égale à 0.

10.2.9 Exercice (Exemples de suites exactes à quatre termes).
1. Soiet a, b ⩾ 1 entiers, d leur pgcd et m leur ppcm. On considère la suite de

morphismes :

0 −→ Z/dZ i−→ (Z/abZ)∗ ∆−→ (Z/aZ)∗ × (Z/bZ)∗ p−→ (Z/dZ)∗ −→ 1

avec i(r) = 1 + mr, ∆(s) = (s, s) et p(t, u) = tu−1. Montrez qu’il s’agit
d’une suite exacte de groupes finis. Déduisez-en une formule pour φ(ab) où
φ est la fonction indicatrice d’Euler.
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2. Soit A un anneau intègre et K son corps de fractions. Montrez que pour
tout A-module M , de sous-module de torsion noté Mtor, on a une suite
exacte :

0 −→Mtor −→M −→M ⊗K −→M ⊗K/A −→ 0.

3. Soit C((z)) = Frac(C[[z]]) = {f(z) =
∑∞

n=−N fnz
n pour un entier N} le

corps de séries formelles de Laurent. Soient D : C((z)) → C((z)) la déri-
vation et Res : C((z)) → C l’application résidu, définie par Res(f) = f−1.
Démontrez qu’on a une suite exacte :

0 −→ C −→ C((z)) D−→ C((z)) Res−→ C −→ 0.

4. Soit (M,d) un module différentiel, voir définition 10.3.3. Démontrez qu’on
a une suite exacte :

0 −→ H(M) −→M/B(M)
d−→ Z(M) −→ H(M) −→ 0.

10.2.10 Exercice (Hom est exact à gauche). Soit C = Mod(A). Démontrez
les fais suivants :

1. Pour tout P ∈ C , le foncteur F = Hom(P,−) : C → C est exact à gauche.
2. Pour tout I ∈ C , le foncteur F = Hom(−, I) : C ◦ → C est exact à

gauche. (Comme ici F est contravariant, il est important de se rappeler
des conventions de 4.2.3. Précisément, il faut montrer : X → Y → Z → 0
exacte ⇒ 0→ Hom(Z, I)→ Hom(Y, I)→ Hom(X, I) exacte.)

3. Il existe P ∈ C tel que Hom(P,−) n’est pas exact à droite et il existe I ∈ C
tel que Hom(−, I) n’est pas exact à droite.

4. Mêmes questions dans une catégorie abélienne C arbitraire.

10.2.11 Exercice (Le foncteur des points fixes est exact à gauche).
Soient A un anneau et G un groupe. On note C la catégorie des G-A-modules,
c’est-à-dire les A-modules munis d’une action A-linéaire de G. (Lorsque A est
un corps, il s’agit de représentations linéaires au sens usuel.)

1. Montrez que le foncteur F : C → Mod(A) défini par F (M) = MG, le
sous-A-module des points fixes de G, est exact à gauche.

2. On suppose que A est un corps k et on prend le groupe G = (k,+). On
considère le G-k-module M = k2 où G agit par λ · (a, b) = (a+λb, b) (c’est
l’action naturelle de la matrice

(
1 λ
0 1

)
sur k2). Montrez que N := {(a, b) ∈

M ; b = 0} est une droite G-stable. Montrez que F n’est pas exact à droite
en regardant son action sur la suite exacte 0 → N → M → M/N → 0 de
C .

10.2.12 Exercice (Un foncteur exact à droite sans adjoint à droite).
Soit Vect la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k. On considère l’espace
vectoriel E = k(N) := ⊕n⩾0k, sous-espace de kN :=

∏
n⩾0 k composé des familles

(xn)n⩾0 telles que tous les xn sont nuls sauf un nombre fini. Enfin on note
F : Vect→ Vect le foncteur défini par F (V ) = Hom(E, V ).

1. Démontrez que F est exact à droite.

2. Démontrez que F ne préserve pas les sommes directes infinies dénom-
brables, c’est-à-dire que l’application canonique c : ⊕n⩾0Hom(E, k) →
Hom(E,⊕n⩾0k) n’est pas un isomorphisme. Pour cela, démontrez que
l’image de c est composée des applications linéaires E → ⊕n⩾0k de rang
fini ; en particulier idE ̸∈ im(c). (Indication : notez Hn = Hom(E, k) le n-
ième terme de la source de c. Quelle est l’image par c d’une forme linéaire
φ ∈ Hn ?)

10.2.13 Exercice (Un foncteur exact à gauche sans adjoint à gauche,
1). On garde les notations de l’exercice précédent et on note F : Vect → Vect
le foncteur défini par F (V ) = V ⊗k E.

1. Démontrez que F est exact à gauche.

2. Démontrez que F ne préserve pas les produits infinis dénombrables, c’est-
à-dire que l’application canonique d : (

∏
n⩾0 k)⊗kE →

∏
n⩾0(k⊗kE) n’est

pas un isomorphisme. Pour cela, montrez que l’image de d est composée
des familles (vn)n⩾0 de vecteurs vn ∈ k ⊗k E = E qui engendrent un sous-
espace de dimension finie. (Indication : les vecteurs de la source de d sont
des sommes finies de tenseurs élémentaires ai ⊗ vi.)

10.2.14 Exercice (Un foncteur exact à gauche sans adjoint à gauche,
2). Soit X = A1

C la droite affine complexe et x = 0 son origine. On considère le
foncteur fibre F : Sh(X,Ab)→ Ab, F 7→ Fx = F0.

1. Démontrez que F préserve les limites finies.

2. Démontrez que F ne préserve pas les produits infinis dénombrables, en
considérant les faisceaux Fn = O×

X pour tout n ⩾ 1 et en démontrant que
le morphisme (

∏
n⩾1 Fn)x →

∏
n⩾1 Fn,x n’est pas surjectif. (Indication :

notant fn,x ∈ Fn,x le ferme de la fonction fn = 1 − nx, démontrez que la
collection (fn,x) ne provient pas d’un germe du faisceau F =

∏
n⩾1 Fn.)

10.3 Complexes

L’application d’un foncteur additif à une suite exacte fait perdre l’exactitude
en général ; elle crée naturellement des objets plus généraux : les complexes.
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10.3.1 Définition (Complexes) Soit C une catégorie abélienne.

• Un complexe (de cochaînes) est une suite M• = (M•, d) d’objets et de
morphismes

· · · M i−1 M i M i+1 · · ·di−1 di

telle que di+1 ◦ di = 0 pour tout i ∈ Z. Les di sont appelées différentielles.
Un complexe est dit positif lorsque M i = 0 pour i < 0 et négatif lorsque
M i pour i > 0.

• Un morphisme de complexes f :M• → N• est une collection de morphismes
fi :M

i → N i

· · · M i−1 M i M i+1 · · ·

· · · N i−1 N i N i+1 · · ·

di−1

fi−1

di

fi fi+1

di−1 di

tels que fi+1di = difi pour tout i ∈ Z.

10.3.2 Remarque. La donnée de M• est équivalente à la donnée de l’objet
Z-gradué ⊕i∈ZM

i muni de l’application graduée d : ⊕i∈ZM
i → ⊕i∈ZM

i définie
par d|M i := di, vérifiant d2 = 0.

• Lorsque deg(d) = +1, comme dans la définition 10.3.1, on parle de complexe
de cochaînes. Un exemple est le complexe de de Rham 0 → Ω0(Rn) →
Ω1(Rn)→ Ω2(Rn)→ . . . .

• Lorsque deg(d) = −1, on parle de complexe de chaînes. Un exemple est
fourni par les résolutions libres d’un module apparues dans le théorème
des syzygies 10.1.2.

La convention habituelle est d’utiliser l’indexation en haut M• = ⊕M i pour les
complexes de cochaînes et l’indexation en bas M• = ⊕Mi pour les complexes
de chaînes.

Le défaut d’exactitude d’un complexe est mesuré à l’aide de sa cohomologie,
qui est associée à la différentielle et à son intrigante propriété d2 = 0 (voir
figure 12). Pour présenter cette notion, la graduation ne joue pas de rôle et
nous la laissons donc de côté jusqu’à la fin de cette sous-section.

10.3.3 Définition (Cohomologie des complexes) Soit (M,d) un objet dif-
férentiel de C , c’est-à-dire un objet M muni d’un endomorphisme d : M →M
tel que d2 = 0. On note :

... utinam intelligere possim rationacinationes
pulcherrimas quae e propositione concisa de
quadratum nihilo exaequari fluunt.
(... if I could only understand the beautiful
consequence following from the concise propo-
sition d2 = 0.)
From Henri Cartan Laudatio on receiving the
degree of Doctor Honoris Causa, Oxford Univer-
sity, 1980.

Figure 12 – Épigraphe du livre Gelfand et Manin, Methods of homolo-
gical algebra [GM03]

• Z(M) = ker(d) l’objet des cocycles,

• B(M) = im(d) l’objet des cobords,

• H(M) = Z(M)/B(M) l’objet de cohomologie de M .

La notation emprunte les initiales des mots allemands Zyklus, Begrenzung,
Homologie. Par ailleurs, très souvent on notera avec la même lettre d les différen-
tielles de tous les objets en présence, lorsque cela n’engendre pas de confusion.

Un morphisme d’objets différentiels f : (M,d) → (M ′, d′) est un morphisme
f : M → M ′ tel que d′ ◦ f = f ◦ d. Un morphisme d’objets différentiels en-
voie Z(M) dans Z(M ′) et B(M) dans B(M ′) et induit donc un morphisme en
cohomologie

H(f) : H(M) −→ H(M ′).

Une des propriétés fondamentales de la cohomologie est son comportement par
rapport aux suites exactes, que voici :

10.3.4 Lemme (du serpent). Considérons le diagramme en traits pleins ci-
dessous, qui représente un morphisme (α, β, γ) de complexes. On suppose que les
deux lignes sont exactes. Alors, il existe une suite exacte indiquée en pointillés,
où le morphisme ∂ est défini par ∂(c) = (f ′)−1βg−1(c).
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0 ker f kerα kerβ ker γ

A B C 0

0 A′ B′ C ′

cokerα cokerβ coker γ coker g′ 0

f g

f ′ g′

α β γ

Démonstration :
□

10.3.5 Proposition. Soit 0 −→ M ′ i−→ M
p−→ M ′′ −→ 0 une suite exacte

d’objets différentiels d’une catégorie abélienne. Alors il existe un morphisme ∂ :
H(M ′′)→ H(M ′) appelé morphisme connectant (connecting homomorphism en
anglais) tel que le triangle suivant soit exact :

H(M)

H(M ′) H(M ′′)

H(p)H(i)

∂

c’est-à-dire qu’en chaque sommet, le noyau de la flèche qui part est égal à l’image
de celle qui arrive.

Démonstration : Comme B(M) = im(d) ⊂ ker(d) = Z(M), la différentielle de
M induit un morphisme dont le noyau et le conoyau sont la cohomologie (voir
exercice 10.2.9.4) :

0 −→ H(M) −→M/B(M)
d−→ Z(M) −→ H(M) −→ 0.

La même chose vaut pour M ′ et M ′′. En appliquant le lemme du serpent au
diagramme

M ′/B(M ′) M/B(M) M ′′/B(M ′′) 0

0 Z(M ′) Z(M) Z(M ′′)

d d d

on obtient le morphisme connectant et l’exactitude annoncée. □

Notons que pour un complexe de cochaînes M• = ⊕M i, les modules Z(M•),
B(M•) et H(M•) sont gradués avec

Zi(M•) := Zi(M i), Bi(M•) := B(M i), Hi(M•) := H(M i).

Si la suite de la proposition 10.3.5 est une suite exacte de complexes de co-
chaînes, la formule explicite pour le connectant (voir l’énoncé du lemme du
serpent) montre que ∂(Hi(M ′′)) ⊂ Hi+1(M ′). Le triangle exact prend donc la
forme d’une suite exacte longue :

· · · −→ Hi(M ′) −→ Hi(M) −→ Hi(M ′′)
∂−→ Hi+1(M ′) −→ · · ·

Figure 13 – Le lemme du serpent démontré par Jill Clayburgh dans le
film It’s my turn (1980)

Pour voir la démonstration : https://youtu.be/aXBNPjrvx-I

10.3.6 Exercice. Une homotopie h : f → g entre deux morphismes f, g :
M• → N• est une collection de morphismes hi :M i → N i−1

· · · M i−1 M i M i+1 · · ·

· · · N i−1 N i N i+1 · · ·

di−1 di

hi hi+1

di−1 di

tels que fi − gi = di−1hi + hi+1di pour tout i ∈ Z.
On dit que f et g sont homotopes s’il existe une homotopie entre eux. Dans

ce cas ils induisent le même morphisme en cohomologie.
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10.4 Résolutions

Nous introduisons maintenant les objets injectifs et projectifs, qui vont servir
à « résoudre » les objets quelconques d’une catégorie abélienne.

10.4.1 Définition (Injectifs, projectifs) Soient I, P deux objets d’une ca-
tégorie abélienne C . On dit que :

• I est injectif si Hom(−, I) est exact.

• P est projectif si Hom(P,−) est exact.

• C possède assez d’injectifs si pour tout X ∈ C , il existe un injectif I et un
mono X ↪→ I.

• C possède assez de projectifs si pour tout X ∈ C , il existe un projectif P
et un épi P ↠ X.

10.4.2 Exercice (Cf figure 14). Compte tenu de l’exactitude à gauche (exer-
cice 10.2.10), les objets I resp. P sont injectif resp. projectif si et seulement si
Hom(−, I) resp. Hom(P,−) est exact à droite. Vérifiez que cela équivaut aux
énoncés en apparence plus forts suivants :

1. L’objet I est injectif si et seulement si pour toute suite exacte 0→ X → Y ,
tout morphisme X → I s’étend en un morphisme Y → I.

2. L’objet P est projectif si et seulement si pour toute suite exacte Y → Z →
0, tout morphisme P → Z se relève en un morphisme P → Y .

10.4.3 Exercice (Projectif ssi facteur direct d’un libre). Soit A un an-
neau et P un A-module. Démontrez que P est projectif si et seulement s’il est
facteur direct d’un module libre, c’est-à-dire qu’il existe un module libre L et
un module C tels que L ≃ P ⊕ C.

La présence d’assez d’injectifs et de projectifs dans une catégorie abélienne
est un fait crucial pour développer l’algèbre homologique. Pour l’heure, nous
allons vérifier que c’est bien le cas dans la catégorie des A-modules.

10.4.4 Théorème. Soit A un anneau. Alors la catégorie C = Mod(A) possède
assez de projectifs.

Démonstration : D’abord observons que tout module libre P est projectif. En
effet, on peut écrire P = ⊕j∈JAej où (ej)j∈J est une base. Soit une suite exacte
Y → Z → 0 et un morphisme u : P → Z. Par propriété des modules libres,
la donnée de u équivaut à la donnée des images zj = u(ej). Soit yj ∈ Y un

I

0 X Y

Tout morphisme depuis un sous-objet s’étend

P

Y Z 0

Tout morphisme vers un quotient se relève

Figure 14 – Propriétés de définition des objets injectifs et projectifs

élément qui relève zj , alors le morphisme v : P → Y défini par v(ej) = yj relève
u, comme désiré. Or tout module est quotient d’un module libre : en effet, pour
un module M on peut prendre le module libre de base M , noté P = ⊕m∈MAem
et considérer l’application surjective P →M qui envoie em sur m. On en déduit
que C possède assez de projectifs. □

Pour démontrer que Mod(A) possède assez d’injectifs, nous utiliserons un
important théorème dû à Baer qui permet de simplifier la vérification du fait
qu’un module I est injectif en se limitant aux suites exactes 0→ X → Y dans
lequelles Y = A (et donc X est un idéal). Voici l’énoncé :

10.4.5 Théorème (Critère de Baer) Soit A un anneau. Un A-module I est
injectif si et seulement si pour toute suite exacte 0 → a → A, tout morphisme
a→ I s’étend en un morphisme A→ I.

Démonstration : La démonstration est un simple argument d’extension basé
sur le lemme de Zorn. Nous renvoyons à Rotman [Rot09, th. 3.30] ou Wei-
bel [Wei94, 2.3.1] pour les détails. □

10.4.6 Théorème. Soit A un anneau. Alors la catégorie C = Mod(A) possède
assez d’injectifs.

72



Démonstration : Supposons d’abord que A = Z. Démontrons que dans ce
cas, tout Z-module divisible D est injectif. Pour cela, utilisons le critère de
Baer 10.4.5. Considérons une suite exacte 0 → (n) → Z et un morphisme
u : (n)→ D. Comme D est divisible, il existe d ∈ D tel que u(n) = nd ; alors le
morphisme v : Z→ D défini par v(x) = dx étend u, ce qui conclut. Maintenant
montrons que tout Z-module M se plonge dans un injectif. Pour cela exprimons
M comme quotient d’un module libre : M = (⊕j∈JZej)/N . Celui-ci se plonge
dans le module D = (⊕j∈JQej)/N qui est divisible car quotient d’un module
divisible, voir 4.1.12. Comme un divisible est injectif, ceci conclut.

Passons au cas A quelconque. Dans l’exercice 4.4.11, à tout Z-module D on a
associé un A-module HomZ(A,D) où la structure de A-module est donnée par
(af)(x) = f(ax) pour tous a ∈ A et f : A → D, et la lectrice a démontré une
adjonction :

HomA(X,HomZ(A,D)) = HomZ(X,D).

Ceci implique que si D est un Z-module injectif, alors HomZ(A,D) est un A-
module injectif : en effet, étant donnés une suite exacte 0 → X → Y et un
morphisme A-linéaire u : X → HomZ(A,D), par adjonction il lui correspond
un morphisme Z-linéaire u′ : X → D, qui s’étend en un morphisme v′ : Y → D
par Z-injectivité de D, et par adjonction de nouveau fournit une extension
v : Y → HomZ(A,D) pour u. Nous allons utiliser ce fait pour montrer que tout
A-module M se plonge dans un injectif. Pour chaque m on définit φm : A→M ,
φm(a) = am. L’application φ : M → HomZ(A,M), m 7→ φm est A-linéaire et
injective car m = φm(1). D’après la première partie de la démonstration (cas
A = Z) on peut plonger M dans un Z-module injectif D, d’où un morphisme
composé :

M ↪−→ HomZ(A,M) −→ HomZ(A,D).

La dernière flèche est injective par exactitude à gauche de HomZ(A,−), et le
but est un A-module injectif d’après ce qui précède, d’où le plongement cherché.
□

10.4.7 Exercice (Les adjoints à droite préservent les injectifs). Re-
visitez la deuxième partie de la démonstration de 10.4.6 pour montrer plus
généralement que l’adjoint à droite G : D → C d’un foncteur exact F : C → D
préserve les objects injectifs : I ∈ C injectif ⇒ G(I) ∈ D injectif.

10.4.8 Définition (Résolutions) Soit M un objet d’une catégorie abélienne
C .

• Une résolution à gauche de M est un complexe P• tel que Pk = 0 lorsque
k < 0, avec un morphisme P0 →M tel que la suite suivante est exacte :

· · · P2 P1 P0 M 0.d d d d

C’est une résolution projective si tous les Pk sont projectifs.

• Une résolution à droite de M est un complexe I• tel que Ik = 0 lorsque
i < 0, avec un morphisme M → I0 tel que la suite suivante est exacte :

0 M I0 I1 I2 · · ·d d d d

C’est une résolution injective si tous les Ik sont injectifs.

10.4.9 Corollaire. Tout A-module M possède une résolution projective

· · · P2 P1 P0 M 0.

et une résolution injective

0 M I0 I1 I2 · · ·

— objet projectif, objet injectif. Montrer que Mod(A) en a assez.

— résolution. Homotopies. Foncteurs dérivés.

— δ-foncteur.

10.5 Exactitude (cas non abélien)

Cette sous-section est indépendante du reste du texte et sa lecture n’est pas
strictement nécessaire pour le comprendre. Les seules notions dont nous aurons
besoin concernant l’exactitude des foncteurs seront développées dans le contexte
des catégories abéliennes, dans la sous-section 10.2 qui fournira également les
exemples principaux pour nos applications.

Allons-y, pour le bénéfice de la lectrice intéressée.

10.5.1 Préservation des (co)limites. Les produits, produits fibrés, égalisa-
teurs, noyaux apparaissent constamment en algèbre et ailleurs, et c’est donc une
information très intéressante de savoir si un foncteur les préserve. Par exemple,
dans la catégorie des A-modules, un morphisme f : N1 → N2 est un noyau si et
seulement s’il est injectif (il est alors le noyau de la projection N2 → N2/f(N1)).
Pour un A-module M , demander si le foncteur de produit tensoriel par M pré-
serve les noyaux revient à demander : si un morphisme N1 → N2 est injectif,
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le morphisme induit N1 ⊗A M → N1 ⊗A M est-il injectif ? C’est vrai pour
certains M et faux pour d’autres. Pour un autre exemple, si une application
continue d’espaces topologiques pointés (X,x) → (Y, y) est injective, le mor-
phisme de groupes fondamentaux π1(X,x)→ π1(Y, y) est-il injectif d’image un
sous-groupe distingué ? Dualement, il est très intéressant de savoir si un foncteur
préserve les sommes, coégalisateurs, et autres colimites.

La proposition qui suit énonce un fait remarquable : les foncteurs adjoints
jouissent de telles propriétés de préservation pour les limites arbitraires ou les
colimites arbitraires.

10.5.2 Proposition ([Le14, Th. 6.3.1]). Soit F :C ⇆ D :G une adjonction.
Alors :

1. Le foncteur F préserve les colimites : pour tout foncteur X : I → C tel que
X et F ◦X possèdent des colimites, l’application canonique colimFX →
F (colimX) est un isomorphisme.

2. Le foncteur G préserve les limites : pour tout foncteur X : I → C tel que X
et G◦X possèdent des limites, l’application canonique G(limX)→ limGX
est un isomorphisme.

(On dit aussi que F commute avec les colimites et G commute avec les limites.)

Si l’application canonique colimFX → F (colimX) de l’énoncé n’est pas
claire pour la lectrice, elle pourra lire le détail de sa construction dans la re-
marque suivante avant de passer à la démonstration.

10.5.3 Remarque. Avec les notations de la proposition, soit u : X → ∆C la
colimite de X. Par composition on obtient une transformation naturelle :

Fu : FX −→ F∆C = ∆F (C)

entre foncteurs I → D . Par propriété universelle de la colimite v : FX →
∆colimFX , il existe un unique morphisme f : colimFX → F (C) = F (colimX)
tel que Fu = ∆f ◦ v.

Démonstration : Par dualité, il suffit de démontrer 1. Pour tout objet D ∈ D ,
on a :

Hom(colimF (Xi), D) = limHom(F (Xi), D) par déf. 4.5.13(i) de la colimite,

= limHom(Xi, G(D)) par adjonction,

= Hom(colimXi, G(D)) par déf. 4.5.13(i) de la colimite,

= Hom(F (colimXi), D) par adjonction.

Ces isomorphismes étant fonctoriels en D, par le lemme de Yoneda ils pro-
viennent d’un unique isomorphisme f : colimF (Xi) → F (colimXi). Un petit
exercice de déroulement des définitions, fastidieux mais sans difficulté, permet
de voir qu’il s’agit du morphisme décrit dans 10.5.3. □

10.5.4 Exercice (Les limites commutent avec les limites (et idem avec
co-)). Soient I, J deux petites catégories. Supposons que dans C , les limites
de tous les foncteurs indicés par I ou J existent. Démontrez qu’alors les limites
de tous les foncteurs X : I × J → C existent, et que l’on a des isomorphismes
canoniques :

lim
i∈I

lim
j∈J

Xi,j lim
(i,j)∈I×J

Xi,j lim
j∈J

lim
i∈I

Xi,j .
∼ ∼

(Indication : procédez soit par calcul direct, soit par application de la proposi-
tion 10.5.2.)

10.5.5 Préservation des (co)limites finies. Les propriétés de 10.5.2 sont
d’autant plus utiles que les adjoints abondent, comme nous l’avons vu dans la
section 4.4. Il existe cependant de nombreux exemples de foncteurs qui ont un
comportement intermédiaire : ils ne préservent pas les colimites arbitraires (resp.
les limites arbitraires), mais préservent celles qui sont indicées par des catégories
qui sont finies c’est-à-dire avec un nombre d’objets et de morphismes finis. Pour
des exemples, nous renvoyons la lectrice aux exercices 10.2.12, 10.2.13, 10.2.14.

La préservation des limites ou colimites finies est de fait assez courante en
algèbre et en géométrie, car les objets qu’on y étudie sont la plupart du temps
définis par un nombre fini de données (par exemple : un ensemble muni de
certaines lois internes...), satisfaisant un nombre fini d’axiomes (associativité,
commutativité...), ou possédant des propriétés de finitude intrinsèques (être une
algèbre de type fini sur un corps, être défini comme lieu de zéros d’un nombre
fini de polynômes...). Non contente d’être assez courante, cette propriété est
assez utile, pour les mêmes raisons que précédemment : le plus souvent les
(co)limites qui apparaissent en situation portent sur un nombre fini d’objets,
vérifiant un nombre fini de relations entre eux ; bref, ce sont des (co)limites
finies. En résumé, l’omniprésence de la finitude en géométrie algébrique amène
naturellement la définition que voici.

10.5.6 Définition. Soit F : C → D un foncteur. On dit que F est :

• exact à gauche s’il préserve les limites finies,

• exact à droite s’il préserve les colimites finies.
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Il n’est pas apparent à ce stade que les foncteurs exacts à droite ou à gauche
ont des propriétés particulières et qu’il est possible de développer un arsenal de
techniques très puissantes pour les étudier. Nous verrons ceci dans la deuxième
partie du cours, dans le cas de foncteurs entre certaines catégories dites abé-
liennes (voir définition 10.2.1), où ces techniques portent le nom de cohomologie.

10.5.7 Des réciproques. Nous avons découvert trois propriétés importantes,
ainsi reliées :

F possède un adjoint à gauche
(i)
=⇒ F préserve les limites

(ii)
=⇒ F est exact à

gauche.

(On dispose bien sûr d’implications en version « à droite »). Pour terminer cette
courte discussion de l’exactitude, voici quelques indications sur les implications
réciproques.

(i) Sous certaines hypothèses qui affirment que les catégories en jeu ne sont pas
« trop grosses », des théorèmes connus sous les noms de GAFT et SAFT (Gene-
ral / Special Adjoint Functor Theorem) établissent qu’un foncteur qui préserve
les limites est un adjoint à gauche. Ces hypothèses sont peu contraignantes, de
sorte qu’il est sage de garder en mémoire que dans la pratique le résultat est
toujours vrai. Il est à noter toutefois que la construction des adjoints fournie par
la démonstration de GAFT et SAFT n’a pas d’intérêt autre que pour établir
l’existence ; même dans les cas où l’adjoint est connu, on peine à le reconnaître
dans cette construction. On renvoie à [Le14, Th. 6.3.10 et 6.3.13] où ceci est
discuté.

(ii) Ici aussi, on dispose d’un résultat permettant de comprendre l’implication
réciproque :

10.5.8 Proposition. Soit F : C → D un foncteur exact à gauche (c’est-à-
dire qui préserve les limites finies). Si F préserve les produits, alors F préserve
toutes les limites.

Démonstration : [Le14, Prop. 5.1.26]. □

Exemple, le foncteur sections globales, est exact à gauche mais pas à droite,
c’est cette obstruction à relever globalement des choses qui se relèvent locale-
ment qui est riche géométriquement. C’est le point de départ de la cohomologie,
qu’on verra dans la 2ème partie du cours.

Dans cet exemple, la catégorie en jeu est particulière, on dit abélienne, comme
le sont les catégories de groupes abéliens ou modules, et faisceaux de groupes
abéliens ou modules. Dans ces catégories, un foncteur additif est exact à gauche
ssi il préserve les noyaux i.e. les injections (cf MacLane page 201). C’est la
définition habituelle de foncteur exact à gauche.

11 Cohomologie de Čech

Soit X un espace topologique. Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert
de X. Pour chaque ensemble d’indices {i0, . . . , ip} de I on notera Ui0,...,ip :=
Ui0 ∩ · · · ∩ Uip .

11.0.1 Définition. Soit F ∈ Sh(X,Ab) un faisceau de groupes abéliens sur
X. Fixons un ordre total sur I. On définit un complexe de groupes abéliens
C•(U,F ) en posant, pour tout p ⩾ 0 :

Cp(U,F ) =
∏

i0<···<ip

F (Ui0,...,ip).

avec les différentielles d = dp : Cp(U,F ) → Cp+1(U,F ) définies pour α =
(αi0,...,ip) ∈ Cp(U,F ) par :

(dα)i0,...,ip+1 =

p+1∑
k=0

(−1)kαi0,...,̂ik,...,ip+1
.

11.0.2 Remarques.

1. Deux précisions sur la formule dans le membre de droite :

(a) pour simplifier nous avons noté αi0,...,̂ik,...,ip+1
au lieu de sa restriction

à l’ouvert Ui0,...,ip+1 ,

(b) le chapeau signifie que l’indice situé dessous est omis.

2. Par exemple : (dα)i,j = αj −αi si α ∈ C0 et (dα)i,j,k = αj,k −αi,k +αi,j si
α ∈ C1.

3. Il existe une variante utile, le complexe de Čech « total » C•
tot(U,F )

dans lequel Cp est indicé par tous les uplets (i0, . . . , ip) ∈ Ip+1. Les deux
approches sont essentiellement équivalentes ; pour la comparaison entre
les deux, voir [Har77, III, Rem. 4.0.1] ou [SP23, Tag 01ED] et [SP23,
Tag 01FG]. Avantages respectifs des deux complexes :

(a) le complexe ordonné est plus petit et donc plus agréable pour les
calculs explicites ; dans les exemples I sera un ensemble fini {1, . . . , N}
muni de son ordre naturel ;

(b) le complexe total est plus intrinsèque, donc plus facile à utiliser pour
certaines questions théoriques, par exemple lorsqu’on considère des
raffinements de recouvrements.

11.0.3 Lemme. C•(U,F ) est un complexe, i.e. d ◦ d = 0.
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Démonstration : Soit β = dα = (βi0,...,ip+1) avec βi0,...,ip+1 =∑p+1
k=0(−1)

kαi0,...,̂ik,...,ip+1
. On calcule :

(dβ)i0,...,ip+2
=

p+2∑
k=0

(−1)kβi0,...,̂ik,...,ip+2

=

p+2∑
k=0

(−1)k
(∑

l<k

(−1)lαi0,...,̂il,...,̂ik,...,ip+2
+
∑
l>k

(−1)l−1αi0,...,̂ik,...,̂il,...,ip+2

)
=
∑
k<l

((−1)k+l + (−1)k+l−1)αi0,...,̂ik,...,̂il,...,ip+2

= 0.

Ceci montre que (d ◦ d)(α) = 0. □

Par exemple, pour d1 ◦ d0 nous avons β = dα, βi,j = αj − αi puis

(dβ)i,j,k = βj,k − βi,k + βi,j = (αk − αj)− (αk − αi) + (αj − αi) = 0.

11.0.4 Définition. Avec les notations précédentes, on appelle p-ième groupe
de cohomologie de Čech de X à coefficients dans F relatif au recouvrement U
le groupe

Ȟp(U,F ) = hp(C•(U,F )).

11.0.5 Exemple. Soient A un anneau et n ∈ Z un entier. Calculons la cohomo-
logie de la droite projectiveX = P1

A à coefficients dans le OX -module F = O(n),
relativement au recouvrement standard U = {U0, U1}. Rappelons que celui-ci
est composé des deux droites affines U0 = Spec(A[x]) et U1 = Spec(A[y]) avec
y = 1/x (dans les notations de 6.3.7, on a x = t1/t0 et y = t0/t1). On a :

• C0 = Γ(U0,F )× Γ(U1,F ) = (t0)
nA[t1/t0]× (t1)

nA[t0/t1],

• C1 = Γ(U0 ∩ U1,F ) = (t0)
nA[t1/t0, t0/t1],

• d : C0 → C1, ((t0)nf(t1/t0), (t1)ng(t0/t1)) 7→ (t1)
ng(t0/t1)− (t0)

nf(t1/t0).

Calculons Ȟ0(U,O(n)) = ker(d). Si n ⩾ 0, l’égalité (t1)ng(t0/t1) = (t0)
nf(t1/t0)

implique que (t1)
ng(t0/t1) est un polynôme en t1 donc deg(g) ⩽ n, puis que

f(x) = xng(1/x). Ceci montre que Ȟ0(U,O(n)) = A[t0, t1]deg=n qui est un
A-module libre de rang n + 1. Si n = −m < 0, cette même égalité fournit
(t0)

mg(t0/t1) = (t1)
mf(t1/t0). On voit qu’il ne peut exister de monôme µ ̸= 0

dans cette écriture, car en regardant le membre de gauche (resp. de droite) on
aurait degt0(µ) > 0, resp degt0(µ) ⩽ 0. Dans ce cas f = g = 0 et Ȟ0(U,O(n)) =
0.

Calculons Ȟ1(U,O(n)) = coker(d). Le A-module libre C1 a pour base l’en-
semble des monômes (t0)

i(t1)
j avec i, j ∈ Z et i + j = n. L’image de

d est le sous-module libre de base le sous-ensemble des monômes tels que
i ⩾ 0 ou j ⩾ 0 (puisque f, g sont des polynômes). Si n ⩾ 0, le conoyau
de d est donc nul. Si n = −m < 0, le conoyau est égal au module libre
de base {(t0)−1(t1)

−m+1, (t0)
−2(t1)

−m+2, . . . , (t0)
−m+1(t1)

−1} qui est de rang
m− 1 = −n− 1. Voir figure 15.

i+ j = 1

i+ j = −3

Figure 15 – Base du module Ȟ1(U,O(n)) = coker(d : C0 → C1)

En degré 0, la cohomologie de Čech est explicite et fournit le « bon » groupe
de cohomologie :

11.0.6 Lemme. Pour tout faisceau abélien F sur X et tout recouvrement ou-
vert U, on a :

Ȟ0(U,F ) = Γ(X,F ).

Démonstration : Par définition Ȟ0(U,F ) = ker(d : C0 → C1). Un élément
de ker(d) est une famille (αi)i∈I , αi ∈ F (Ui), telle que αj − αi = 0 pour tous
i, j. D’après la condition de faisceau, ceci implique que les αi se recollent en une
unique section α ∈ F (X). Ceci conclut. □

En degré 1, la cohomologie de Čech d’un recouvrement fixé peut être pa-
thologique, mais la situation s’améliore si l’on prend en compte tous les recou-
vrements ouverts possibles de X. Pour ceci, on appelle raffinement de U un
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recouvrement ouvert V = (Vj)j∈J muni d’une application λ : J → I telle que
Vj ⊂ Uλ(j) pour tout j ∈ J . (Si on travaille avec les complexes ordonnés, I et
J sont munis d’ordres totaux et on doit supposer λ croissante.) On note alors
V ≺ U ce qui définit une relation d’ordre sur l’ensemble des recouvrements ou-
verts de X. On définit alors le p-ième groupe de cohomologie de Čech de X à
coefficients dans F par :

Ȟp(X,F ) := colim
U

Ȟp(U,F ).

Dans la sous-section suivante, on constuira un morphisme canonique

can : Ȟp(X,F ) −→ Hp(X,F )

vers le p-ième groupe de cohomologie au sens des foncteurs dérivés. Dans cer-
tains cas favorables, ce morphisme sera un isomorphisme, par exemple si p = 1
(voir [Har77, II, Exercice 4.4] ou [SP23, Tag 09V0]) ou si X est un schéma
séparé, voir ? ?.

Comment construire le morphisme can ? Le point de départ pour faire le lien
avec la cohomologie des foncteurs dérivés sera la résolution de Čech obtenue en
faisceautisant le complexe de Čech.

11.0.7 Définition. On note C •(U,F ) le complexe de faisceaux abéliens défini
par :

C p(U,F ) =
∏

i0<···<ip

f∗(F|Ui0,...,ip
)

où f : Ui0,...,ip ↪→ X est l’inclusion ouverte, avec différentielle d : C p → C p+1

définie par la même formule que précédemment. On dispose d’un morphisme
ε : F → C 0(U,F ) obtenu en prenant le produit des morphismes d’adjonction
F → f∗(F|Ui

).

11.0.8 Lemme. Le complexe C •(U,F ) est une résolution de F , c’est-à-dire
qu’on a une suite exacte :

0 −→ F
ε−→ C 0(U,F ) −→ C 1(U,F ) −→ C 2(U,F ) −→ . . .

Démonstration :
□

11.1 Cohomologie de Čech des schémas affines

11.2 Cohomologie de Čech de l’espace projectif
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