Université de Rennes 1 Année 2017-2018
ISTIC Mathématiques 1 (L1)

Chapitre 4 : Intégration

Intégrale et aire

Exercice 4.1. Par un calcul d’aire, donner la valeur des intégrales suivantes :

(a) /:ﬂdx; (b) /3|x—2]dx.

-1

(a) Demi-disque de rayon 2, aire = 1722 = 27 (b) Deux triangles : aire % + % =5

Tableau de primitives

Exercice 4.2. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes.

(a) (322 + 4z — 2) (b) V3r—1 (©) \3}5
W) s (e) €23 (1) 27 (8) (e — 32%) - cos(e® — a¥)

Dans toutes les solutions de cette geuille, la constantezd’intégration “+(C” dans les primitives
est supprimée.  (b) F(z) = 23z —1)2, (c) F(z) =323, (d) F(z)=+22+3 (e) F(z) =

1e223  (f) = e~ donc F(z) = 1;(;) -27%  (g) F(x) = sin(e® — 2?)

Linéarisation

Exercice 4.3. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

2
(a) (z° — 2)2 (b) < ! + 4) (c) cos?(z) (d) sin(2x) - sin(5x)

2 a3

(a) F(z) = & — 2% + 4z, (b) F(z) = —% —

e
Py
@]
N—
I

$(1 + cos(2z)) donc F(z) =
% n i ssin(2z)  (d) = %(cos(?x) — cos(3x)) donc F(zx) = I—i sin(7z) + %Sin(&’c)

Intégrales impropres



. . - o b . .
Exercice 4.4. Dans certains cas, on peut définir une intégrale fa f(z) dx méme si a et b n’appar-
tiennent pas au domaine de définition de f! Dans tous les cas suivants, décider si I’expression a un
sens, et si oui, déterminer sa valeur numérique :

oo q 1

(a)/1+001d95 (b)/1+ooldx (c)/1 s (d)/olxdx (e)/olx/lb%daz

3 x

(a) = 3 Dessiner le graphe et montrer la région non-bornée d’aire finie. ~ (e) = 2

Intégration par parties

Exercice 4.5. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des

fonctions données par les formules suivantes :

(b) 22 - cos(3z) (c) arctan(x) (d) e*sin(x)

(a) x - sin(x)
(b) F(x) = ("’“"—2 — 2)sin(3z) + 2z cos(3z)  (c) avec ' =1,

(a) F(x) =sin(z) — x - cos(x) 5

3 27
v = arctan(z), on obtient F/(z) = z-arctan(z) — 1 In(1+2%) (d) ipp deux fois. F(z) = & (sin(z) —

cos(z))
Exercice 4.6. Calculer les intégrales suivantes :
2 e
(a) / 2% e dx (b) / z - (In(z))? da
0 1

(a) Deux fois ipp. F(x) = (22 — 2z + 2)e”. Réponse 2¢? — 2.  (b) Deux fois ipp. F(z) =
: Het—1)

122In*(z) — [ - In(z) dz = $22(In*(z) — In(z) + 3). Réponse 1

Changement de variables

Exercice 4.7. Calculer les intégrales suivantes :

4 X z 3
(a) /3 z(2® — 6)3 dx (b) /0 cos(x) sin’(z) dx (c) /2 z-exp(x? — 2) dx

(@2 —6)3. [ = 3(105 —33). [ =L (b) u=sin(z), F(z) =

(a) u=2?—6, F(z) = 3(2?
7) = Sexp(a® — 2), [ = Hexp(7) - exp(2)).

%sin8(x). (c) u=2%-2, F(
Exercice 4.8. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des fonc-

tions données par les formules suivantes :

72
(a) 3z%(x3 + 4)%° (b) 92515 (c) 22 cos(2z?)
cos(In(z)) e’
@ =5 © ZoT3



(8) F(x) = 5@+ 4™ (b) Déf pour z # — /3. F( n(223 +5)). (¢) F(z) =
+sin(22%).  (d) F(z) =sin(In(z)). (e) F(z) = Ve + 3.

Exercice 4.9. A 'aide d’un changement de variable approprié, calculer les intégrales suivantes
2 w/2
(a) / 2 exp(x?) dz (b) / sind(z) - cos?(z) dz (c) / cos(z)y/sin(z) dx
0 0 0

V2o
(d) / -5 dx
0 xT +2

(a) F(z) = sexp(z®). [ = L(exp(8) —1) (b) Un peu plus difficile! Avec u(z) = cos(z),
on trouve fOW/Q sin®(x) cos?(x) dx fo sin(z)(1 — cos?(x)) cos?(x) dz = —flo(l —u?)u? du =
—Fud -t =1 -1=2 (c) ulx)= sm( ), primitive F'(x) = %Sin%(:c). J = 0. Le fait que

Iintégrale vaut 0 se voit aussi par un argument de symétrie.  (d) Motivation : on connait déja

une primitive de

L —1. 1 1. 1 isi — Z Primiti
21 ! Or, x2+2 =2 Tph T 2 On choisit donc u(z) = NE Primitive

F(z) = ?arctan (%) ). [ = NG

Intégration des fractions rationnelles

Exercice 4.10. (Comparer avec I'exercice 2.14) En précisant sur quels intervalles elles sont définies,
calculer les primitives des fonctions données par les formules suivantes :

1

(a) T 2(;_11) + 2(11_3). Primitive —7ln(]x —-1)) + 1 (|lz = 3|) = In( \—;::ﬂ) (b)
3z —11 5 9 223 — 92% 4+ 10z — 5 2

T 5 2 w14 5 2

2 bzi6 2 w3 (O 2 50+ 6 Tritim T

Primitives se ramenant a des primitives de fractions rationnelles

Exercice 4.11. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

1 1
—— (Indication : u = e”. Indication : v = si .
(a) T (Indication : u = €*.) (b) tan(@) (sm(@) £ 1) (Indication : u = sin(x).)
(C) e%j—fﬁ (Indication LU= ex.)
T sin(b
(a) F(x) = arctan(e®) (b) Défini pour z ¢ {0,5,7}+27Z. f m - fsin((a)) u(u+1) du =

sin(z)+1

f:iinn(g))) 1_ u%rl du... donc F(z) = In(| sin(z) ) (c) défini pour e* ¢ {1, — 2}, c.a.d. pour = # 0.
o

Resumé des techniques d’intégration



Exercice 4.12. Calculer les intégrales suivantes :
1 2
(a) /_1 x - arctan(x) dx (Indication : intégration par parties, et utiliser 5 =1 — ﬁ)

1
(b) / arccos(z) dx (Indication : intégration par parties.)
0

(c) /04 sin®(z) cos®(z) da.

2 1 22 1,2 2

(a) Primitive 32%-arctan(z)— 3 HIQ = 1% arctan(z)— % [1—

2 4+ Larctan(z) = 3(1 + 2?) arctan(z) — 2. Donc [ =% —1 (b) [arccos(z) dz = x - arccos(z) —

dz = $2? arctan(z) —

1+x2

1 . . .
[ Vit arccos(z) — V1 — 22 f = 1. Ce dernler resultat peut étre aussi obtenu par un
simple argument géométrique : fol arccos(z) dr = fo cos(z) dr = 1. (c) Avec u = sin(x) et en

g 2 _ ;02 : 1 id 1 6 =Ll_L=1
utilisant cos® = 1 — sin” on obtient la primitive 7 sin®(z) — gsin®(z). [ = {5 — 15 = 51-

Exercice 4.13. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

(a) cos(2x) cos(3x) (b) —— (¢) In(z? —1) (Indication : v/ = 1.)
x
1 1
(d) Vot (e) xt (f) 22V/1 + 3
x e
(a) = (cos(5z) + cos(x)) donc primitive & sin(5z) + 3 sin(z), (b) u = In(z), F(z) = 1 In*(z),
(c) Difficile, demande division de polynomes et décomposition en éléments simples? F(x) =
z-In(z? —1)— [ 5 20 dw:x-ln(x —1) - [24+ Fqde=x-In(z? - 1) -2z — [ L5 — qde =
2
z - (In(z? — 1) — 2) + In|ZH d) [a~ 3 4 ln(‘r dx = 2/x + w Pour voir une primitive de
lng(f), on peut par exemple faire intégration par parties v’ = % et v=1In(z). (e) Avecu' =e " et

v=(z+1) on trouve F(z) = —(z +2)e"® (f) avec u =1+ 23 on trouve F(z) = 2(1+ :1:3)%
COMPLEMENTS
Intégrale et aire

Exercice 4.14. Par un calcul d’aire, donner la valeur des intégrales suivantes :

2 3
(a) / (3x —2) dx; (b) / |(]z — 2| — |z + 2|)| d.

-3 —4
Exercice 4.15. Calculer les intégrales ci-dessous, et en déduire la valeur de certaines aires.

(a) / Cnh(x)de (b /0 " sin(20) da

-2



Linéarisation

Exercice 4.16. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

2
(a) (\/5—1—3:2)3 (b) sin(z) cos(x) (c) <x2 + ;) . (d) sinh?(z)

Intégration par parties

Exercice 4.17. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

(a) 2% -cos(z) (b) x-cos*(z) () (x+1)-e®-In(x) (d) In(x) (e) e cos(bx)

Exercice 4.18. Soit

I, = /1633 - (In(x))" dx.

€
Etablir une relation de récurrence entre I,,11 et I,,. Puis calculer / z - (In(z))* dz.
1

Exercice 4.19. Soit .
3
I, ::/ cos"(x) dx.
0
En écrivant cos™(z) = cos(x) - cos™ ! (x), démontrer que

n—1
I, = I, _o.
n

Calculer alors fog cos®(z) dz.

Exercice 4.20. Calculer I'intégrale

dans le cas ou n = 3.

Changement de variables

Exercice 4.21. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes

2

(a) (1‘2 + 1) m (b) € (C) 9 SiH(%) Cos(x)ecos(Zx)

4 4 6



Exercice 4.22. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes

(a) V2 — 22 (b) V1 + 2z — 22 (c) Vaz—4
(d) Va?+4xz -5 (e) v2x%+ 32 (f) V222 —4dx +4

Exercice 4.23. Calculer

In(26)
/ e*/1 + e* dx
1

n(7)

Exercice 4.24. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes

1 1 x2 1

Werey S ey PN

1 T z2
(e) T (f) Norpw] (2) m (h) V4x? — 8z + 24

(a)

Exercice 4.25. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions données par les formules suivantes :

cos(z) e’

V2 + sin(z) + sin?(z) (b) V2 — e

Intégration des fractions rationnelles

Exercice 4.26. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fractions rationnelles suivantes

3r—11 3r—1
v b) 2
(@) = 5.6 0 4

Primitives se ramenant a des primitives de fractions rationnelles

En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des fractions ration-
nelles suivantes

L 1
(c) P ye— (Indication : u = e*.) (d) T vz (Indication : u =1+ /z.)
sine - cosx L ) 1
©) Gy (dicationsu=24sine) () Z—pp

Exercice 4.27. En précisant sur quels intervalles elles sont définies, calculer les primitives des
fonctions suivantes (on pourra utiliser le changement de variable ¢ = tan §).



1 1
b

(&) 5+ 3 cos(z) (b) cos(z) + sin(z) + 2

Exercice 4.28. Calculer les intégrales suivantes (on pourra utiliser le changement de variable
t=tan%).
2

2 1 2 1
(a) /0 2 + cos(x) du (b) /0 3+ 3 cos(x) — sin(z) dx

Fonction définie par une intégrale

Exercice 4.29.

1. Soit f une fonction continue sur un intervale I, a(t) et b(t) des fonctions dérivables et F' une
primitive de f. Montrer que la dérivée par rapport a t de la fonction définie par

b(t)
G(t) = x)dz
W=, 1w
est f(b(t))V () — f(a(t))d(t). Indication : Utiliser G(t) = F(b(t)) — F(a(t)).

2. Déterminer de deux facons la dérivée par rapport a ¢ de la fonction définie par

t3
G(t) :/ e’ dz.
t2

(a) Intégrer d’abord, puis dériver.

(b) Utiliser la formule pour la dérivée vue en cours.



