
The crystals associated to Barsotti-Tate groups :

with applications to abelian schemes

Detailed contents

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Conventions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Chapter I. Definitions and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

I.1. Truncated Barsotti-Tate groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1. Flatness of fppf sheaves over Z/pnZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2. Definition of truncated BT groups of level n > 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3. Definition of truncated BT groups of level n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4. Notation G(n) = ker(pn : G→ G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5. Flatness of G(n) vs flatness of G(1). Characterization of epimorphy of pi . . . . . . . . . . . . . . . 13

I.2. Barsotti-Tate groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1. Definition of BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2. Notation BT(S) = category of BT groups over S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3. Remarks ; height of a Barsotti-Tate group ; equivalence with the definition of Tate . . . . . . 14
2.4. Sorites : BT(S) is an fpqc stack with quotients, extensions, not kernels. Serre duals . . . . . 15

I.3. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.1. Finite flat group schemes of multiplicative type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2. Infinitesimal BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3. Definition of abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.4. BT groups of abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.5. BT groups of tori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.6. Formal Lie groups with p : G→ G an isogeny (p loc. nilpotent on the base) . . . . . . . . . . . . . 20
3.7. Ind-étale BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.8. Toroidal BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.9. The connected-étale sequence over an Artin local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Chapter II. The relation between Barsotti-Tate and formal Lie groups . . 23

II.1. Formal Lie varieties and groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.0. Infinitesimal neighbourhoods InfkY (X) of a sheaf along a subsheaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23

1.0.1. Definition of InfkY (X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.0.2. Compatibility with the definition for schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.0.3. Compatibility with base change . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.1. Ind-infinitesimal pointed sheaves, formal Lie varieties, formal Lie groups . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.1.1. Definition of an ind-infinitesimal pointed sheaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.1.2 -1.1.3. Infinitesimal neighbourhoods Infk(X) and conormal sheaf ωX . . . . . . . . . . . . . . 25
1.1.4. Definition of a formal Lie variety. Sheaf ωG of a formal Lie variety . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.1.5. Definition of a formal Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.1.6. If G is a sheaf of groups then G := lim−→ Infk(G) also . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26



II.2. Formal Lie group of a BT (base of characteristic p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27
2.1. Properties of Frobenius and application to the construction of G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

2.1.1. Notation G[n] = ker(fnG : G→ G(pn)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
2.1.2 -2.1.4. For G finite loc. free : equivalence of flatness and epimorphy of Frobenius . . . 28
2.1.5. Further equivalence in terms of the structure of ωG and OG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.6. Definition of f -torsion and f -divisible sheaves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1.7. A sheaf is a formal Lie group iff f -torsion, f -divisible, with finite loc. free G[n]’s . .31
2.1.8. If G is a BT then G is a formal Lie group equal to lim−→G[n] (p = 0 in S) . . . . . . . . . . 33

II.3. Formal Lie group of a BT (base where p is locally nilpotent) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1. Infinitesimal lifting criterion for smoothness along a section . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2. Relative cotangent complex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.1 -3.2.3. Cartier dual of a finite locally free group scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38
3.2.4. Definition of the scheme U(G)× of invertible elements of the hyperalgebra . . . . . . . . 39
3.2.5 -3.2.6. The regular closed immersion G ↪→ U(G)× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.7 -3.2.8. Definition of the relative cotangent complex L
G/S
• via U(G)× . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.9. Isomorphism π∗e∗GL
G/S
• ' LG/S

• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40
3.2.10. General lemma on descent data on torsors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.11. Compatibility of L

G/S
• with base change . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.12. Functoriality of L
G/S
• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.13. Definition of the co-Lie complex `G• = e∗GL
G/S
• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3. Formal Lie group of a BT (p locally nilpotent) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43
3.3.1 -3.3.2. Criterion of formal smoothness for a colimit of finite loc. free groups . . . . . . . .43
3.3.3. Definition of ωG = H0(`G• ) and nG = H1(`G• ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.4. Exact triangle of co-Lie complexes of an exact sequence of finite loc. free groups . . 46
3.3.5. For G finite loc. free : ωG loc. free ⇒ nG also, of the same rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3.7 -3.3.10. Elaboration on the criteria of 3.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3.11 -3.3.12. Some facts on Frobenius and Verschiebung of BTn’s in char. p . . . . . . . . . . . 52
3.3.13. Formal smoothness of BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3.14. Counterexample when p is not locally nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.3.15 -3.3.17. Preparations for 3.3.18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3.18. If G is a BT then G is a formal Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.3.19 -3.3.20. Definition of ωG for a BT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

II.4. Relations between formal Lie groups and BT groups (p locally nilpotent) . . . . . . . 59
4.1 -4.7. Conditions for a BT to be a formal Lie group and conversely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.1 -4.2. A formal Lie group is p-torsion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 -4.6. Formal Lie groups over an Artin local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60, 62
4.4. Equivalent conditions for a BT to be a formal Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.5. Equivalence {BT groups ; G(1) radicial}↔{formal Lie groups ; G
p→ G isogeny} . . . . 62

4.6. The case of an Artin base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .62
4.7. A BT group is ind-étale iff G = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.8 -4.11. Conditions for the formal Lie group of a BT to be a BT again . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.8. Local constancy of the separable rank of fibres of a finite loc. free scheme map . . . . . 63
4.9. For G ∈ BT(S) : equivalent conditions for G to be a BT group again . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.10. Exactness of short exact sequences of finite loc. free group schemes and fibres . . . . . 71
4.11. Exactness of G 7→ G for BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.12 -4.16. Algebraization of formal Lie groups and BT groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.12. Formal Lie varieties and groups can be algebraized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .72
4.14. The formal Lie group of a BT over a p-adically complete base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74
4.15 -4.16. BT groups can be algebraized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



Chapter III. Divided powers, exponentials and crystals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

III.1. Divided powers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
1.1 -1.2. Definition of (nilpotent) divided powers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
1.3 -1.4. Divided power algebra Γ(M) of a module. Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78
1.5. Definition of morphisms of divided power rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
1.6. exp : I ←→ (1 + I)∗ : log for nilpotent divided powers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
1.7. Globalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
1.8. Extension of divided powers to extended ideal on a flat algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

III.2. Exponentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.1. Cospec of a cocommutative coalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2.1.1 -2.1.4. Definition and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.1.1. Products of coalgebras and Cospec(U ⊗ V ) = Cospec(U)× Cospec(V ) . . . . . . . 82
2.1.2. Cospec(A∨) = Spec(A) for a finite locally free algebra A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.1.3. Commutation of Cospec with filtered colimits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83
2.1.3. (Cont’d) Representing BT groups and formal Lie varieties as Cospec . . . . . . . . .84
2.1.4. Coalgebra structure of Γ(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.1.5 -2.1.10. The exponential expM : M → Cospec(Γ(M)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.1.5 -2.1.6. The formal group M of a quasi-coherent OS-module M . . . . . . . . . . . . . . . . 84
2.1.7. Definition of expM : M → Cospec(Γ(M)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.1.7. (Cont’d) Cospec(Γ(M)) is an abelian sheaf and expM is additive . . . . . . . . . . . . .85
2.1.8. If M is flat then expM is an isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.1.9. Counterexample when M is not flat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.1.10. Cospec(Γ(M)) is an OS-module and expM is a homomorphism . . . . . . . . . . . . . 87

2.2. Construction of exp : Γ(S, I · Lie(U))
∼−→ ker [Γ(S,Cospec(U))→ Γ(S0,Cospec(U))] . . . . . 87

2.2.1. Primitive elements and Lie algebra of an augmented coalgebra U . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
2.2.2. Lie algebra of Cospec of a filtered colimit of finite locally free coalegbras . . . . . . . . . 87
2.2.3 -2.2.5. Exponential defined by a flat bi-algebra and a PD nilideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.2.6 -2.2.7. Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.3 -2.6. Construction of exp : Hom(M, I · Lie(G)) ↪→ ker [Hom(M,G)→ Hom(M0, G0)] . . . . . . 90
2.3. Preparation : exp with values in Hom(M,G) (cf 2.3.5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.4. First case : groups G such that G is a formal Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
2.5. Isomorphism exp : {primitive elements} ←→ {group-like elements} : log . . . . . . . . . . . . 95
2.6. Second case : some groups including E(G)×G G(n) as in IV.2.6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

2.7. Relation with the set of prolongations of a homomorphism along a thickening . . . . . . . . . .102
2.7.1 -2.7.2. Definition of linear compatibility/equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .103
2.7.3. Discussion : lifting sub-vectorgroup V0 ⊂ G0 versus lifting map V0 → G0 . . . . . . . . 103
2.7.4. Lemma that enlightens 2.7.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
2.7.5 -2.7.6. Two liftings of the inclusion V0 → G0 are linearly equivalent . . . . . . . . . . . . . . .104
2.7.7. Lifting a sub-vectorgroup with a given lift of its Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

III.3. Crystals (naive version) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .106
3.1. Remark on the notions of crystal and crystalline site used . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.2. Definition of the crystalline site Crys(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.3 -3.4. Description of sheaves. Structure sheaf, quasi-coherent modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .107
3.5 -3.7. Definition of crystals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.8. Inverse image of crystals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109



Chapter IV. The crystals associated to Barsotti-Tate groups . . . . . . . . . . . . . . .112

IV.1. The universal vector extension 0→ V (G)→ E(G)→ G→ 0 (p locally nilpotent) 112
1.2. Viewing quasi-coherent modules M as fppf sheaves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
1.3 -1.6. The map αG : G→ ωG∗ of finite locally free group schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

1.3. Representability of M 7→ Hom(G,M) by the module ωG∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
1.4. Notation αG : G→ ωG∗ for the universal morphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
1.5. Description of αG when ωG∗ is locally free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
1.6. Functoriality of G 7→ αG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

1.7 -1.12. The universal vector extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
1.7, 1.9. Extensions of a BT by a quasi-coherent module have no automorphism . . . . . . . 119
1.8. Definition of the universal vector extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
1.10, 1.14. Existence of the universal vector extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120, 122
1.10 -1.12. E(G) = GqG(N) ωG(N)∗ and V (G) = ωG(N)∗ if pN kills S . . . . . . . . . . . . . 120, 121

1.13 -1.22. Properties of the universal vector extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
1.13. Compatibility with base change . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .121
1.15. Functoriality of G 7→ E(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
1.17. Representability of Infk(E(G)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
1.18. E(G) is formally smooth (S affine) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
1.19. E(G) is a formal Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
1.20. Definition Lie(E(G)) = Lie(E(G)) = Lie(E(G)×G G(N)) if pN kills S . . . . . . . . . . . 125
1.21. Exactness of 0→ V (G)→ E(G)→ G→ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
1.22. Exactness of 0→ V (G)→ Lie(E(G))→ Lie(G)→ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

1.23. Adaptation to abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

IV.2. The crystals E(G), E(G) and D(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
2.1. Notations of the basic setup (Note : BT′(S0) = BT(S0) by Illusie) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
2.2. Lifting a morphism u0 :G0 → H0 to v :E(G)→ E(H) along a PD thickening S0 ↪→ S . . 129
2.4 -2.5. Corollaries of 2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

2.4.1. Functoriality of ES : u0 7→ v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
2.4.2 -2.4.3. ES takes isomorphisms to isomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .131
2.4.4. Compatibility of ES with base change on S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
2.5. Construction of the crystals E(G), E(G), D(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .132

2.6. Proof of 2.2, preparations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
2.7. Proof of 2.2, conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
2.8. Adaptation to abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Chapter V. The deformation theory and applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

V.1. Lifting G0 along S0 ↪→ S vs lifting the admissible filtration Fil1 ⊂ D(G0)S . . . . . . . . . 150
1.1 -1.3. Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
1.4. Definition of admissible filtrations Fil1 ⊂ D(G0)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
1.5. The category of pairs (G0,Fil1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
1.6. Statement of the Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
1.7. Remarks on the sheaf of prolongations of V (G0) ↪→ E(G0). Relation with III.2.7.7 . . . . . 151
1.8. Proof of 1.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
1.9 -1.10. Adaptation to abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

V.2. The Serre-Tate theorem on liftings of abelian schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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