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Théoréeme

Le groupe PSL(n, k) est simple, sauf dans les deux cas suivants :
1)n=2 k=F,,
2) n =2, k= F3.

Nous suuvons [Perrin, Cours d'algébre, Ellipses, Chapitre 1V, §4].
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Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soit N un sous-groupe distingué de
PSL(E), non réduit & I’élément neutre. Par image réciproque il lui correspond un

sous-groupe distingué N de SL(E), contenant le centre Z de SL(E), et distinct
de Z, et il faut montrer que 'on a N = SL(E).

Comme les transvections engendrent SL(E) (cf. 2.11) et sont toutes conjuguées
(cf. 2.17), il suffit de montrer que 1'une d’elles est dans N.

L’idée est la suivante : on dispose au départ d’un élément o € N, non trivial. On
fabrique de nouveaux éléments de N comme commutateurs :

sit € SL(E), alors p=o(te~!771) € N.
Si T est une transvection d’hyperplan H, o7o~! est une transvection d’hyperplan
o(H), donc p = (6706~ 1)77! est produit de deux transvections et sera méme une

transvection si on a o(H) = H et p # Id. On va donc chercher & construire un
élément de N qui laisse globalement invariant un hyperplan.



Précisons maintenant tout cela : soit ¢ € N, ¢ € Z. Comme o n’est pas une
homothétie, il existe a € E tel que b = o(a) ne soit pas colinéaire & a. Soit 7 une
transvection de droite <a> et posons p = o7o~!r71. Soit H un hyperplan de E
contenant le plan <a,b> (il en existe, puisqu’'on a n > 3).
On a alors les trois propriétés suivantes :

1) p€ N et p#1d,

2)VzeE, p(z)—z€H,

3) p(H ) =H.
En effet, il est clair que p est dans N. Si on avait p = Id, on aurait 7 = 0701, mais
ces transvections ont respectivement pour droites <a> et <b> et on a <a>#<b>.
Pour le point 2), on remarque (cf. 2.2.5) qu'on a p(z) — z €<a,b>C H et 3) en
résulte aussitot.

Deux éventualités sont alors possibles :

a) Il existe une transvection u, d’hyperplan H qui ne commute pas 3 p.
Alors, si on pose v = pup !u~!, ona v € N, v # Id et v est produit des
transvections ©~!, d’hyperplan H et pup™!, d’hyperplan p(H) = H, donc v est
une transvection non triviale de N.

b) Sinon, p commute & toutes les transvections d’hyperplan H. Soit f € E*
une équation de H et u une transvection de vecteur ¢ € H qui s’écrit :

u(z) =z + f(z)e
On a pu = up, donc, pour tout = de F :
p(z) + f(z)p(c) = p(z) + f(p(z))c.
Soit z ¢ H, comme p(z) —z € H, on a f(p(z)) = f(z) # 0, d'olt p(c) = c. Mais
ceci vaut pour tout ¢ € H, donc on a p|g = Id et, comme p est de déterminant 1,
p est déja une transvection.

Dans les deux cas, on voit que N contient une transvection, donc N = SL(E), ce
qui achéve la démonstration du cas n > 3.



