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CHAPITRE IHt

Approfondissement
de la structure affine

1. iIntroduction.

Pour bien comprendre la structure affine, et ne pas se laisser
paralyser par son apparente complexité, il est bon de la replacer dans
le cadre plus général des espaces homogénes @, Ce sera aussi P'occasion
de rappeler que Ia notion de groupe est issue, par abstraction, de celle
de groupe de transformations, et qu’elle ne retrouve sa pleine signifi-
cation que lorsqu’on fait agir le groupe sur un ensemble,

La définition des groupes abstraits étant bien connue, nous po-
serons

p» DerniTioN 110 Soit G un groupe quelconque noté multipli-
cativement, et ¢ son ¢&iément neutre,

On dit que G agit (ou opére) 2 gauche sur un ensemble X si on a
défini une application ¢ : G X X — X, (g, X) = ¢ (g, x) telle que les
applications ¢, : X -> X, x> @(g, x) vérifient

Qe = Idx et Y g, h} = G? @z O Op = Qun. (1)

De méme on dit que G agit (ou: opdre) a droite sur X st on a
défini une application ¢ : X X G—= X, (x, g) =» Y (x, g) telle que les
applications g : X — X, x> Y(x, g) vérifient

be=Idxy et ¥V (g h e G dypody={gu. (1)

Les relations (1) [resp. (1')] montrent que les ¢, [resp. les ;]
sont des bijections de X sur X, et que o3 = @ 1 [resp. ¢3! = ],

1. La lecture de ce § n’est cependant pas indispensabie pour la suite.
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Par exemple tout groupe G agit sur lui-méme & gauche par trans-
lations gauches avec g(x) = gx; et il agit sur lui-méme par translations
droites avec Y (x) = xg.

Le groupe G agit aussi sur lui-méme 4 gauche par automorphismes
intérieurs, avec @gz(x) = gxg~\.

Par convention, si le mode d’action d’un groupe sur un ensemble
n'est pas précisé, il sera sous-entendu qu’il s'agit d’une action a gauche.

Bien entendu, si G est commutatif, les deux modes d’action
coincident; mais il faut noter qu'un méme groupe peut agir dg plusieurs
manidres sur un ensemble, et en particulier, sur lui-méme!

DépiNiTioN 1.2. Soit G un groupe agissant 3 gauche sur un
ensemble X suivant la loi 9. On dit que G agit transitivement sur X
si, pour tout couple (x,y) de points de X, il existe au moins un
élément g de G tel que vy = o(g, x) = @gx); et on dit que 'action de
G est simplement transitive si cet élément g est toujours unigue.

Exemple. Le groupe linéaire GL(n,IR), formé des automor-
phismes de IR®, agit transitivement sur IR™\{0}, mais il n’est simple-
ment transitif que si o = 1.

DEFINITION 1.3, Soit G un groupe agissant 3 gauche sur un
ensemble X. Le stabilisateur d'une partie A de X est I'ensemble
Ga = {g & G| 9,(A) = A},

On voit immédiatement que Gu est un sous-groupe de G. Si A
se réduit a un point a, ce sous-groupe est appeié le groupe d’isotropie
de a.

Remarque. Le stabilisateur Ga est l'intersection des deux en-
sembles Gf = {ge GlofA)CA}et Gi={g € G| ofA) DA} =
= {g & G|9'(A)c A} qui ne sont pas nécessairement des sous-
groupes de G. Par exemple, si G = (IR, +), agissant sur lui-méme
par translations, et s A = IR, est le demi-axe positif, on a Gt = IR,
qui n’est pas un sous-groupe, et Gz = {0}. Pour une étude de Gi
voir exercice I11.1.

DEFINITION 1.4. Soit G un groupe agissant 3 gauche sur X;
Vorbite d’'un point a de X est Uimage de G par I'application @*:
g olg, a).

Si G agit transitivement sur X, les orbites sont égales a X.
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Remarque. On cobtient une relation d'équivalence sur X en
posant ¥y = x s'il existe un élément g de G tel que v = @q(x); les
classes d’équivalence sont les orbites des points de X; I'espace quotient
est appelé l'espace des orbites.

Espaces homogénes.

DérinktioN 1.5, Un espace homogéne associé a un groupe G est
un ensemble X sur lequel G agit transitivement,

Exemple type. Quotient d’un groupe par un sous-groupe ®.

Soit G un groupe, H un sous-groupe de G, et G/H lensemble
quotient @ formé des classes & gauche modulo H: deux éléments X,y
de G sont équivalents s’il existe b & H tel que y = xh, et la classe
d’'un élément x est I'ensemble xH des éléments de la forme xh, ol
he H.

On définit une aciion & gauche de G sur G/H en posant g (xH) =
= gxH et cette action est évidemment transitive: 1’ensemble quotient
G/H est donc un espace honogéne pour cette action.

Nous allons voir que tout espace homogéne se raméne, par une
bijection, 2 un espace de ce type.

THEOREME 1.1. Soit X un espace homogéne associé au groupe
G, et pour tout a & X, soit G, le groupe d'isotropie de a. I existe
alors une unique bijection f, de G/G, sur X telle que, pour tout
ge G, f.op(g) = o(g,a), ol p: G- G/G, désigne la projection
canonique, et ¢ 'action de G sur X.

Démonstration. La relation o(g’,a) = ¢@(g,a) équivaut 2
o{g'g’, 8) = a, donc & g'g’ & G., soit encore p{g)) = p(g): Pappli-
cation ¢* : G-> X, g 9(g, a) passe donc au quotient et se factorise
en 9* = f,op, ob f, : G/G.—> X est une bijection. [ ]

Cas particulier.

Si le groupe G agit de fagon simplement transitive sur X, les
groupes d’isotropie G. se réduisent 3 Videntité; pour chaque a & X,

2. Ceite construction a été utilisée pour définir le quotient d’un espace
vectoriel par un sous-espace vectoriel.

3. Rappelons que G/H w'admet une structure naturelie de groupe que si
H est un sous-groupe invariant de G. '
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Papplication ¢* : G — X, g (g, a) est donc une bijection vérifiant
9(e) = a.

» Cette bijection @* permet de iransporier sur X la structure de
groupe de G, mais elle dépend du choix du point a, image de 1'élément
neutre: en termes intuitifs, X admet une structure de groupe isomorphe
& G, dont Vélément neutre peut étre choisi arbitrairement.

Clest ce qu1 va 5S¢ passer dans le cas de la “structure affine”.
}

2. Espaces affines.

» DEérniTioN 2.1. Scit E un espace vectoriel sur un corps quel-
conque K. Un espace affine associé & E est un ensemble & sur lequel
le groupe abélien (E, +) agit de fagon simplement transitive. Cette
action est notée habituellement:

EX&E-28E Ui x<4+u

pour tout u € E, la bijection ©,: 6> &, x+>x + u est appelée

translation de vecteur u; et, pour tout couple a,b d’éléments de &,
—

Punigque vecteur u tel que b = tu(a) est noté ab.

Par la suite, pour des raisons typographiques, nous éviterons au
maximim d'utiliser des fleches; et pour distinguer les éléments de &
{appelés points) des éléments de E (appelés vecteurs) nous désignerons
de préférence les “points” par des majuscules telles que A, B, M etc. ...,
et les “vecteurs” par des minuscules, telles que a,u,v... les lettres
grecques étant affectées aux “scalaires”.

De la définition posée, on déduit les deux types de définition
usuels, qui ne font pas appel 2 la notion d™action de groupe”.

DEFINITION EQUIVALENTE 2.2. Un espace affine associé d E est
un ensemble & muni d'une famille (t,)..z de bijections telles que:

a) TQE = Ids et V (ll, V) = E >< E, Tuo'tv = "ru-”,'.

b) pour tout couple (A, B) & 8 x &, il existe un unique vecteur
u & E tel que B = t4(A).

DEFINITION EQUIVALENTE 2.3, Un espace affine associé & E est

un ensemble & muni d’une application & X & — E, notée (A, B) > AB,
telle que:
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@) pour tout A € &, I'application 8 —» E, M > AM est bijective.
b) pour tous points A,B,C de &, on a la relation de Chasles

AC = AB + BC.
On notera que ces conditions impliquent, pour tout A & &, la

relation KK = Qg.

On passe de la définition 2.3 & 2.2 en désignant par Tu(A)

P'unique point B tel que AB = u et en remarquant que la relation de
Chasles équivaut alors & T, 0 Ty = Tuwv. Le passage de la définition
2.2 3 2.1 est immédiat.

Quelle que soit la définition adoptée, le fait essentiel & retenir est
que, pour tout A  §, V'application fa : E-— 8, ui> A + 1 = tu(A)
est une bijection; et cette bijection permet de transporter sur & la struc-
ture vectorielle de E.

B Notations. La structure vectorielle ainsi obtenue sur & sera ap-
pelée structure vectorielle d’origine A; et 'ensemble 6, muni de cette
structure vectorielle, sera noté &a.

En termes intuitifs un espace affine apparait donc comme un
espace vectoriel dont lorigine n’a pas encore été choisie; et les
propriétés affines de & sont les propriétés de Pespace vectoriel &a
qui ne dépendent pas du choix du point A.

On pourrait donc, sans inconvénient, ignorer la structure affine,
et ramener tous les problémes de géométrie affine 3 des problémes
vectoriels par choix d’une origine: c’est ce que font couramment les
mathématiciens. Mais il peut éire plus satisfaisant pour lesprit de
travailler de fagon intrinséque, sans choisir d’origine, et de dégager
ainsi plus clairement les propriétés affines de &. C'est ce que nous
allons faire, mais sans oublier que Vintroduction d'une structure
vectorielle d’origine convenablement choisie peut bien souvent éclairer
les choses!

Dimension d’un espace affine.

Soit 8 un espace affine associé i V'espace vectoriel E. Par défini-
tion, la dimension de & est égale & celle de E.

En particulier, tout ensemble réduit 3 un point admet une unique
structure affine de dimension Q, associée a 'espace vectoriel nul.
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Exercice

Pour le
résoudre
utiliser :

3. Sous-espaces affines {ou variélés linéalres affines).

Soit & un espace affine associé & I’espace vectoriel E. Chagque
sous-espace vectoriel V de E constitue un sous-groupe de (E, )
agissant sur & par translations. Par définition, les orbites de Vaction de
V sur & somt appelées variétés lindaires affines (en ebrégé: vl.a.)
de direction V. Le groupe (V, +) agissant de fagon simplement Yransi-
tive sur chacune de ces orbites, celles-ci sont canoniquement munies
d’une structure affine associée & V: nous les appellerons donc aussi
sous-espaces affines de &.

8i @) est une v.l.a, dirigée par V, et A un point de &, % admet
une structure vectorielle %, d'origine A, et %, est un sous-espace
vectoriel de &, (voir § précédent). Inversement, tout s.e.v. de 64 est
une v.la. passant par A; nous énconcerons

p  ProrosiTion 3.1. Les sous-espace affines de & passant par un
point A sont les sous-espace vectoriels de V'espace vectoriel 64.

Cette courte étude montre bien que la direction dune v.l.a. o)
de & est entiérement déterminée par Ia donnée de l'ensemble 9,

Autres définitions.

La proposition 3.1 montre 1’équivalence de la définition ci-dessus
avec la définition élémentaire suivante:

DEérmiTION 3.1, Une partie non vide & de Vespace affine & est
une variété linéaire affine s'il existe un point A de % tel que 1’ensem-

ble Va = { AM IM & 9} soit un sous-espace vectoriel de E.

Si on adopte la définition 3.1 on doit établir directement la pro-
position suivante:

PrOPOSITION 3.2. Soit 9 une partie non vide de &, et A un
point de @ tel que Va = {AM |M & 9} soit un sous-espace vectoriel

de E. Alors, pour tout point B de ), ’ensemble Vi = {.I?I'\Tl |M e %}
est égal & V.

Démonstration. Va est I'ensemble des vecteurs Eﬁ = K& — AB,
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ol ﬁ:ﬁ € Va; donc Vs est I'image de V. par la bijecﬁon 1:E—E,

u+>»u — AB; et puisque AB & Va, ©(Va) = Va.

Ce résultat étant acquis, on voit facilement que % a une structure
d’espace affine associé & ’espace vectoriel V = V., cet espace vectoriel
étant indépendant de A.

Au lieu de partir de la structure vectorielle de Vi, on peut
aussi s’appuyer sur la relation d’équivalence associée a l'action de V
sur 0 (voir § 1): les v.La. de & sont les classes d’équivalence corres-
pondantes, ce qui conduit & définition suivante:

DErFINITION £QUIVALENTE 3.2. Soit V un sous-espace vectoriel
de E, et #v la relation d’équivalence définie sur & par:

ASBo AB & V;

les variétés linéaires affines de direction V sont les classes d'équiva-
lence moduio Ryv.

Il existe d’autres fagons de définir les v.l.a. de & (cf. exercice
111.4); mais il semble que les définitions données ci-dessus soient celles
qui conduisent aux modes d’exposition les plus simples.
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mension 1) et de plan affine (v.l.a. de dimension 2). Les v.la. de di-
raension O sont les points de 6.

De méme une v.la. sera appelée un hyperplan affine si elle est
dirigée par un hyperplan vectoriel.

Intersection de variéités linéaires affines.

» PropositioN 3.3. Soit ()i une famille quelconque de sous-
espaces affines de &, et, pour tout i € 1, soit V; la direction de ;.

Si Dintersection € = N 9); n'est pas vide, ¢'est un sous-
iel
espace affine de & dirigé par V= 1 V.
iel

La démonstration est immédiate si on adopte la définition 3.1.
Avec les mémes notations, on a:

Cas d’un espace vectoriel.

Tout espace vectoriel E est canoniquement muni d’une structure
affine, puisque (E, +) agit sur lui-méme par translations; dans ce cas,
le vecteur nul O est appelé aussi “origine” de E, et on a:

—
V (p,q) = E? pq =q — p.

Les v.la. de E passant par O sont les sous-espaces vectoriels de
E; les v..a. passant par un point a de E sont les images des s.e.v. de
E dans la translation =..

Pour abréger, les v.la. ne passant pas par l'origine seront dits
proprement daffines (car ce ne sont pas des s.e.v. de E).

Dimension d’une variété linéaire affine.

Revenons au cas d’un espace affine quelconque &; I’étude qui pré-
céde nous permet de définir la dimension d’une v.l.a. comme étant celle
du s.ev, qui la dirige: d’oill les notions de droite affine (v.l.a. de di-

ProrosiTioN 3.4. Pour que lintersection % N1 9 de deux
v.l.a. de & soit non vide, il faut et il suffit qu'il existe un point A, de @

et un point Ax de 9 tels que AjAz = V) + V,, et on a alors
(VM €9 (VM M) MM = V) + V.

Démonstration. 8i A & 9 N 9, on a pour tout M; € 9 et

—_—

tout Mz & 95 gl:h e Vet /:lch & Vi done MiM; = AM; — K;h e
< Vi + V.

Inversement, s'il existe A, = 9, et A, & @) tels que A:Rz =
& Vi + V,, on peut décomposer A_:f\; en 1;1:12 = + u, olt uy & Vi
et w € V. Alors le point A défini par m = 1 appartient & 9, et

vérifie A;A == — u;, ce qui prouve que A appartient aussi & &y: donc
S N €Y, est non vide. [

De la proposition 3.4 on déduit des exemples de v.la. dont
Pintersection est vide, et aussi:

ProvosiTiON 3.5. Si 9, 9, sont deux sous-espace affines de
& dont les directions sont supplémentaires dans E, alors ; et 8, ont
un unique point commun.
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Parallélisme.

DériniTioNn 3.3. On dit que deux variétés linéaires affines
), 9, sont fortement paralléles si elles ont méme espace directeur
V) = V..

Plus généralement, on dit que SV, est faiblement paralléle 3 %,
si les espaces directeurs V,, Vi de )y, O, vérifient 'inclusion V; < Va.

On vérifie que la relation: “@ est fortement {resp. faiblement]
parallele a 9),” équivaut & V'existence d’une franslation © de & telle
que (V) = O {resp. (V) < ™1

Sous-espace-affine engendré par une partic X de 8.

» ProposiTioN 3.6. Si X est une partie non vide de &, il existe
un snique sous-espace affine de &, noté Aff(X), contenant X ei possé-
dant la propriété suivante:

Tout sous-espace affine de & contenunt X contient Aff(X).
La v.La. Afi(X) est dite engendrée par X.

Une maniére rapide de démontrer 3.6 est d’appliquer la proposi-
tion (3.3): Affi(X) est l'intersection de toutes les v.l.a. contenant X.

a0 Les fondements de la géométrie

En particulier, si X = { Ao, A1,...,An} est un ensemble fini,
Pespace vectoriel Vi = Vect(mj);,.; est indépendant de i, donc égal a

Vo = vect(AcAj)mjgn et & Vect(AiAj)af.isn

fsjidn
On en déduit
ProrosiTiON 3.8. Le sous-espace affine engendré par n -4 1
poinis Ay, ..., An de & est au plus de dimension n; et il est de dimen-
—

sion n ssi les n vecteurs AcA; (1 € i € n) forment une famille libre.

Les autres propriétés des v.l.a. seroni étudiées en ligison avec la
notion de barycenire.

“Llinconvénient de cette méthode esl de faire intervenir 1a famille de
“toutes les v.l.a. contenant X" sur laquefle on sait peu de choses, et
qui n'est, dans les cas usuels, méme pas dénombrable!

Il est plus élémentaire et plus constructif de prendre pour origine
un point A de X et de vuir que le probléme se raméne a ta recherche
du plus petit sous-espace vectorief de &a contenant X (puisque les v.l.a.
contenant X sont des s.e.v. de 84): donc Afi(X) est le sev. de 8a
engendré par X; et la nature du probléme posé monire que cef ensemble
est indépendant du choix de A dans X. Si nous remarquons que ia
direction de Aff(X) est le s.ewv. de E engendré par les vecteuts

——t
(AM)y.x nous obtenons ainsi:

ProrosiTion 3.7. Soit X une partie non vide de &, et pour

ut A € X, soit Va = Vect(AM)u.x. Alors I'espace vectoriel V, est
indépendant de A, et Aff(X) est la v.la. dirigée par V. passant par A.

On peut en donner une démonsiration directe, analogue a celle
de la proposition 3.2.

4, Barycentres; applications 4 V'études des sous-espaces
affines.

Dans ce qui suit, & désigne toujours un espace affine associé a
un espace vectoriel 3 gauche E sur le corps K (non nécessairement
commutatif). Un “point pondéré” est un élément (A, 1) de & X K.

» TuforEME 4.1. Pour toute famille finie (ou: systéme) (Ai, Midies

de points pondérés telle que I A = 0, il existe un unique point
iel

G vérifiant I'une des trois conditions suivanies a} b} ¢), et il vérifie

alors les deux autres:

a Z MGA =0
iel
by A8 (X MAG= I MAA
il 1el

O VAeS (Z MAG= E MAA
e | iesl

Ce point G est appelé le barycentre du systdéme (A:, hi)ie1. Nous
le noterons $B(Ai, Ni)ier.

Cette équivalence se démontre facilement par application de la
relation de Chasles.
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PropriETES. a) Homogénéité (& gauche)

ProposITION 4.2, Pour tout ) & K*, on a:
B(AL, AADier = B(A:, Midier

b) Associativité

ProposiTiON 4.3, Soit (§,...,I;) une partition de 1, c'est-a-
dire un ensemble de parties disjointes et non vides de I telles que
U I.=L
1€Sa<p
8i, pour tout @ = {1,...,p}, le scalaire p, = X A est non
e la
nul, et si on pose Gz = B(hi, Aidier, alors

B(A:, M = B(Gu, Ba)r<asp

Les démonstrations sont immédiates. []

B  Notations. D’aprés la proposition 4.2 on peut toujours se ra-

mener au cas o la “masse totale” du systdme (A;, Mdier, 50it = A
iesl

est égale & 1. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, on peut poser

Notation : | #AsMia= X IL-A.. lorsque I Ai =1.
1 E

a2 Las fondements de ia géométrie

La proposition suivante montre que la construction d’un bary-
cenire se raméne, sauf exception, & des constructions successives de
barycentres de couples.

ProrosiTioN 4.4. Soit {A;, M) une famille finie de poinis pon-

dérés vérifiant M; = O pour tout i I, % A = 0 et Card(l) 2 3.
iel

8i K n'est pas de caractéristique 2, il existe une partition (J, K)

de I telle que
T M=0et Z h=0.
ie]J iek
Démonstration. Si U'une des sommes py; = z M est non

nulle, il suffit de poser J = {j}, et K = n\{j}. @ = M}

Si toutes les sommes ; sont nulles, les A; sont tous égaux a un
Slément A de K* tel que (n — 1) A = 0, avec n == Card(l).

Si K n'est pas de caractéristique 2, on a 2A »= Q0 et puisque
{n —2)h = — Xk est non nul on obtient la partition cherchée en

partageant [ en un ensemble & deux éléments et un ensemble 4 n — 2
éléments. [ ]

CoroLLAIRE. Si K n’est pas de caractéristique 2, la construction
du barycentre de n points se raméne 2 la construction successive de
n — 1 barycentres de couples.

Pour bien utiliser cette notation, i! faut noter que la relation

G = I M A;équivaut & chacune des assertions suivantes:
el
L M=1cet (3AEB) AG=IhAA o)
il
(VA& AG= I khAA; )
iesl

car la relation (2) implique I M =1.
iel

L’équibarycentre d’une partie finie (A de & est le point
B(A;, D)ier; il n'existe que si la caractéristique de K n'est pas un
diviseur de Ventier n = Card(I).

Application aux variétés linéaires affines.

THEOREME 4.5. Si X est une partie non vide de 8, Aff(X) est
Pensemble des barycentres des familles finies de points pondérés a
support dans X.

Démonstration. Précisons d’abord que fe support de la famille
(A1, Mdie1 est Uensemble { A ki1

Cela étant, choisissons un point A dans X. Les barycentres des
familles & support dans X sont les points G vérifiant une relation de
la forme

— n U
AG = I MNAA (3)
n i=1
avec T =1 et (Vi) A eX; et la relation (3) implique
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AG € Vect{AM)u.x donc G = Af(X) (cf. Prop. 3.7). Inversement si
G est un point de Aff(X), il existe des points A, .. A, de X et des sca-
laires hi..A: (de somme non nécessairement égale a 1) tels que
——— n —
AG = X M\ AA;; cette relation peut aussi s'écrire
i=1
— n — n
AG= % MAA avec a=1— Z A et Ap= A;
i=0 i=1

donc G est le barycentre d’un systéme & support dans X. [}

p DérNiTiON 4.1. Une partie X de 8 est dite affinement généra-
trice si Afi(X) = 6; elle est dite affinemeni libre si tout point M de

n n
Aff(X) s’éerit d'une seule maniére M = % MAjavec X =1

Et’ pour tout i, Aj = X. P =1 =1

Une partie affinement libre et génératrice est appelée un repére
affine.

En choisissant une origine A dans X et en posant Xa = {AM|
IM < X}, on voit facilement que X est affinement libre [resp. généra-
trice] ssi Xa est libre [resp. génératrice]. (Rappelons ici que Vect(Xa)
est indépendant du choix de A). On en déduit:

ProrosiTiON 4.6 Pour qu'une partie X de & soit affinement
génératrice, il faut et il suffit qu’il n’existe aucun hyperplan affine
contenant X.

Enfin, par application de la proposition 3.7, on a:

PropPosITION 4.7. Si & est un espace affine de dimension finie
n, tout repére affine de & est formé de n 4 1 points.

Inversement, pour que n + 1 points Ag, Ay, ..., Ay de & forment

un repere affine, il faut et il suffit que les n vecteurs AgA; (1 €1 € n)
forment une base de E — ou (condition équivalente): que Aq, ..., Aq
n’appartiennent pas & un méme hyperplan affine.

Notons que si 9 est une v.la. de dimension finie de &, et
(Aq, A1, ..., Ap) un repére affine de P, 9 est 'ensemble des points

o4 tes fondements de la géométrie

P P

E MA avec X X =1. Ce mode de paramétrisation est sou-
i=0 = {
vent utile. En particulier la droite affine joignant deux points A, B
de & est I'ensemble des points MA + (1 — MB (A & K).

Une caractérisation des sous-espaces affines.

Le théordme suivant justifie ia définition élémentaire des plans
que l'on donne au début de la géométrie, & savoir “un plan est un
ensemblie P de points tel que toute droite contenant deux points de P
est contenue dans P

» THEOREME 4.8. Pour qu’une partie non vide @ de ¥ soit une
variété linéaire affine, il faut et il suffit que:

a) si K Z/2Z: toute droite joignant deux points de V) soit
contenue dans ).

by si K= Z/2Z: Péquibarycentre de trois points quelconques
de 9 soit dans ).

Démonstration. Nous savons déja que la condition énoncée
est nécessaire. Pour prouver qu'elle est suffisante, choissons A dans

% et ‘montrons que V = {AM | M & 9} est un s.ev. de E.

) Supposant K s Z/2Z, montrons d’abord que (ue V et
l < K) implique Au e V: par b hypothése, il existe B = % tel que

AB = u; le point C défini par AC Ju appartient 3 la droite (AB),
donc a 92, d'ott il résulte que Ju & V.

—

Considérons ensuite deux é£léments quelconques u = AB et

v = AC de V, et choisissons k & K\{0, 1} (ce qui est possible puisque
K ne se réduit pas 2 {0,1}. Les points B' = A + k"'u et ¢ = A +
4+ (1 — k)y"'v (voir figure 1) appartiennent respectivement aux droites
(AB) et (AC) donc a 9. En conséquence le poimt D = kB’ +
+ {1 —KC = A+ u+v appartient 2 %, ce qui prouve que
u-+ v € V. Donc V est bien un s.e.v. de E.
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by Si K= Z/22Z, il est trivial que (b, u) € KxV implique

Au e V {car A ne peut prendre que les valeurs 0, 1); et si u = AB,

v = AC sont deux éléments de V, le point D défini par AD = u + v
est I'équibarycentre de A, B, C, d'olt le résultat. [ ]

Fig. 1
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Exemples : translations ; applications constantes.

» Notations. L'application ga sera noté L{f) et appelée partic semi-
{inéaire {resp. linéairel de f{.

Interprétation. Fixons un point A de & et munissons 6, § des
structures vectorielles obtenues en prenant A pour origine dans &,
et f(A) pour origine dans F: alors f est semi-affine {resp. affine] si,
et seulement si, { est une application semi-linéuire [resp. linéaire] de
8a dans Fuy.

En particulier ’étude des applications semi-affines [resp. aflines]
de & dans lui-méme qui admettent un point fixe A se raméne a P'étude
des applications semi-lindaires [resp. linéaires] de 8. dans lui-maéme.

C'est le cas des homothélies, projections et symétries (voir plus
loin).

» Il est important de noter qu’une application semi-affine [resp.
affine] est emtierement déterminée par la donnée de sqa partie semi-
linéaire [resp. linéaire] et de I'image d'un point,

Si E,F sont deux espacesvectoriels, une application semi-affine
[resp. affine] de E dans F est une application de la forme f : x>
> @(x) + k, olt @ est semi-linéaire [resp. linéaire] et k = £(0) une
constante.

5. Applications affines et semi-affines,

» DfrFniTion 5.1, Soit &, F deux espaces affines respectivement
associés aux espaces vectoriels E, F. Une application f: & > F est
dite semi-affine [resp. affine] s'il existe un point A de & tel que 'appli-

cation @a: E-—=>F, uf(A) f(A + u) soit semi-linéaire {resp. Ii-
néairel. Donc f(A+u)=f(A)+(p/5(‘u)

ProrosiTiON 5.1. S'il existe un point A de & vérifiant la con-
dition ci-dessus, il en est de méme pour tout point de &, et 'appli-
cation @a est indépendante de A.

Démonstration. Pour tout couple (u, B) € E X &, on a, puisque
@a est linéaire:

f(B +u) = f(A + AB + u) = £(A) + oa(AB + u) =

= £(A) + Qa(AB) + () = £(B) + @a(w)
d’oir le résultat. | ]

Propriétés immédiates. Sif : 6> § est semi-affine:

1) L’image d’'une v..a. de & est une v.l.a. de &.

2} L'image réciproque d’une v.l.a. de & est une v.la. de 8, ou
Pensemble vide.

3) Pour tout systeme (A, Midier de points pondérés de &, I'image
du barycentre $B(A), MiJia1 est le barycentre B(f(A;), 8(0:))ier, ot § dé-
signe l'isomorphisme de corps associé & f.

Utilisation de repéres affines,

» TuforEME 5.2. Soit 6,F des espace affines sur les corps K, K',@
un isomorphisme de K sur K’, (Ai)icr un repire affine de 8, et (Biia
une famille de points de § indexée par le méme ensemble 1.

Il existe alors une unique application semi-affine f de & dans &
associée & I'isomorphisme 8 et vérifiant f(A) = Bi pour i € L

De plus f est bijective [resp. injective, surjective] si et seulement
si la famille (Bi)ier est un repére affine [resp. une famille libre, une
famille génératrice] de &.
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Démonstration, On se rameéne au théoréme [l 4.5 en prenant Pun
des points A; pour origine dans &, et son correspondant B; pour origine
dans &: Papplication f est définie par

f( Z xA)= Z 0(x)B

iel iel]
pour toute partie finie J de I et tout systéme de scalaires (xi)iq: tels que
Z ox=1 D
=]

»  En particulier, une application affine de & dans & est déter-
minée par la donnée de 'image d’un repére affine de 8.

Application: équations d’un hyperplan affine ou d’une v.la.

p En sappuyant sur 1'"étude faite au § 11.6 on a facilement:

ProprositioN 5.3. Soit & un cspace affine sur le corps K.

a) si f: &~»K est une application affinc non constante, f-40)
est un hyperplan affine de &6, dirigé par Ker L{f);

by inversement, si H est un hyperplan affine de &, il existe
une application affine f telle que ¥ = f-'(0); et les applications
affines de & dans K vérifiant cette méme condition sont les appli-
cations fk:x+>f) k. ot k & K*.

Si & est un espace affine de dimension finie n, on démontre de
méme que toute vl.a. de dimension p de & admet un systéme
d’équations cartésiennes de la forme fi(x) =0 (1 €i<n-p)
olt les f; sont des applications affines de & dans K dont les parties
linéaires sont indépendantes.

Une caractérisation des applications affines.

»  TuEorEME 54. Soit 6, F deux espaces affines sur le méme
corps K. Pour qu’une application f : & — & soit affine, il faut et il
suffit que:

a) si K= Z/27Z
(VIABLM € 8 X8 XK) f((1—-MA+AB) = ({1 =WM(A) + M(B)

b) Si K= Z/2Z, Pimage de Péquibarycentre de trois points
quelconques de & soit I'équibarycentre de leurs images.
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Démonstration (analogue & celle du théoréme 4.8.).
a) Le point A de & étant fixé, la relation {a) montre que, pour
tout élément u = AB de l’espace directeur E de &, on a:

——— ey

fA + Au) = £((I — MY A + AB) = £{A) + L f{A) i(A + u).
L'application ¢ : ur» f(A) f{A + u) vérifie donc p(Au) = Ap(u).

Pour prouver qu’elle vérifie aussi o(u + v) = p{u) 4 ¢{v} pour
tout (u,v) & E X E, choisissons B, C tels que AB = u, AC = v, puis
»e K\{0,1} et B, C tels que AB’ = Ay, AC’ = (1 — A)"'v. Par
application de (a) on a alors f(A + u 4 v} = f(AB" + (1 — WC) =
= M(B) + (I — W) (), dob

oy + v) = Mp(AB) + (1 — W) 9(AC) =
= Mpd'u) + (1 — M) e((1 — N)V) = ou + v).

Le cas b) est laissé au soin du lecteur {exercice IIT 7). ]

On peut aussi énoncer le théoreme 5.4 en disant qu'une appli-
cation de & dans & est affine ssi sa restriction & toute droite affine de &
est affine.

Nous donnerons plus loin une caractérisation purement géomé-
trique des applications semi-affines (§ 9).

Points fixes des applications affines ou semi-affines.

p TuforEMmE 5.5. Si f: & —> 6 est semi-affine, et si I'ensemble
If) = {M = 6 | (M) = M} des points fixes de f est non vide, c’est
une vla. dirigée par lensemble I{L{f)) = Ker(LAf} — 1dg) des élé-
ments fixes de L{).

D’autre part, si & est de dimension finie, et si L{f) n’a pas d'autre
point fixe que O, alors f admet un point fixe unique.

Démonstration. Le point A de & Stant fixé, la relation f(M) = M

———

équivaut 2 f(A) f(M) = {(A)M, donc 2 9(AM) — AM = f(A)JA, avec
¢ = I(f).
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® Si A est un point fixe de f, M & I(f) équivaut 2 AM & Ker(g — Idg),
d’ol la premugre assertion.

® Si Ker{p — Idg) = {0}, l'application ¢ — Idg est injective, done
bijective si E est de dimension finie, et il existe un unique point

M de & tel que o(AM) — AM = f(A)A, d'od la seconde
assertion. [ ]

»  Remarque importante. Sif : & —> 6 est une application quelcon-
que, et g : 6§ — & une bijection, alors Hgofog!) = g(l)).

Cette remarque générale est particulidrement utile dans le cas
des applications affines.

Les groupes affines et semi-affines.

Sif: 6 — & etg: & — 6 sont deux applications affines [resp.
semi-affines], alors gof est affine [resp. semi-affine] et on a
I{g o f) = L{g) o L(f). On en déduit:

THEOREME 5.6. Soit & un espace affine associé & Pespace vecto-
riel E. Les bijections affines [resp. semi-affines] de & sur & constituent
un groupe, que nous noterons GA(H) [resp. GSA(S)]. L’application
L(partie linéaire ou semi-linéaire) est un homomorphisme de GA(8)
sur GL(E), et de GSA(6) sur le groupe GSL(E) des bijections semi-
linéaires de E sur E.

Enfin, pour tout point P de &, la restriction de L au groupe
d’isotropie de P dans GA(&) [resp. GSA(6)] est un isomorphisme de
ce groupe sur GL(E) [resp. GSL(E)].

La derniére assertion s’obtient en prenant P pour origine dans &.

CoroLLAIRE. Si H est un sous-groupe de GL(E) {resp. GSL(E)],
L-YH) est un sous-groupe de GA(E) [resp. GSA(8)]; et si H est
invariant, il en est de méme de L-(H).

» En particulier: si H = Idg, L-'(H) est le sous-groupe invariant
de GA(8) constitué par les translations.

5i H == { & Ide}, L-'(H) est le sous-groupe invariant de GA(&)
constitué des translations et symétries centrales.

Si H est le sous-groupe invariant de GSL(E) formé des homo-
théties vectorielles (voir § 11.4), L-'(H) est un sous-groupe invariant
de GSA(8) appelé groupe des dilatations.
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Si f est une dilatation ne se réduisant pas a4 une translation,
L{f} est une homothétie vectorielle de la forme ur»ku avec k = 1.

——

Dans ce cas { admet un point fixe unique I défini par (k — DAl =

= f(A) A oll A est un point arbitraire de & Donc { est de la forme

Mie—=TJ + kIM. Une telle application est appelée une homothétie
de cenire 1 et de rapport k.

Nous énoncerons:

» ProrosiTiON 5.7. Les tfranslations et homothéties de & consti-
tuent un sous-groupe invariant de GSA(&), appelé groupe des dila-
tations de &. Nous le noterons Dil(&).

Pour une caractérisation purement géométrique de ce groupe
voir exercice 111.8.

Si le corps de base K est commutatif, Dil(&) est un sous-groupe
invariant de GA(8).

Projections.

Appelons projection de & toute application affine p de & dans &
vérifiant pop = p.

Une telle application admet pour point fixe tout point A de
p(&): en prenant pour origine un tel point A, on s¢ raméne donc
au cas d'une projection de l'espace vectoriel b,a; d'oli Vexistence de
telles applications p, et la caractérisation géométrique suivante:

ProrosiTioNn 5.8. Une application p: & — 6 est une projec-
tion s'il existe un s.e.v. W de E, et une v.la. % de & dirigée par un
supplémentaire V de W, tels que pour tout M e &, p(M) soit le
point d'intersection de %) avec la v.la. de direction W passant par
M {voir figure 2).

Symétries affines,

“

> Tuforbme 5.9. Soit & un cspace affine associé & un cspace
vectoriel E sur un corps K dec caractéristique == 2%,

4. Le résultat énoncé tombe en défaut st K est de caractéristique 2 (voir
exercice 111 5.
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M
\ P (M)
&y K

» (M)

Fig. 2.

P Pour qu'une application affine f : & — & soit involutive, il faut
et il suffit qu'elle admette au moins un point fixe, et que sa partie
lindaire soit une symétrie vectorielle de E.

Une telle application est appelée une symétrie affine.

Démonstration. Si fof = 1d;, et si A = 6, l'image par f du
milieu de [A, f(A)] est le milieu de [f(A), f o f{(A)] = [f(A}, A]; ce
point I doit donc étre invariant par f, et on est ramené au cas vecto-
riel en prenant I pour origine. { ]

ProrosiTion 5.10. Une application s: &> & est une symé-
trie affine s'il existe un s.e.v. W de E, et une v.1.a. 9 de § dirigée par
un supplémentaire de W, tels que, pour tout M & & (voir figure 2):

—_—

i MsiM) = W,
i) le milieu de [M, s(M)] appartient a ).

Si 9 se réduit 3 un point A, W = E, et s est la syméirie centrale
de centre A.

Théoreme de Thalés,

Soit toujours W un s.e.v. de E, et Oy, O, deux sous-espaces affines
de &, respectivement dirigés par des supplémentaires Vi, V; de W.
Notons p; [resp. p:] la restriction & 9; {resp. %] de la projection
de & sur & [resp. ;] paraliélement & W, 1i est alors facile de voir
que p: est une bijection affine de @, sur 9 dont la réciproque est pi;
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I'image M: = p(M;) d’'un point M, de 9 est déterminée par les
conditions M; & 9, et MiM:; & W (voir figure 3).

= |t

w
N
Mi --‘-N\\
Fig. 3.

> Sous sa forme la plus générale, le théoréme de Thalés n'est pas
autre chose gue affirmation du fait que la correspondance ainsi établie
enire N et ®); est affine.

En particulier, si W est un hyperplan vectoriel, on a:

» TuforiMe 5.11. Les hyperplans affines paralitles & un hyper-
plen fixe découpent des divisions semblables sur deux droites quelcon-
ques non paralléles & cet hyperplan.

6. Plongement canonique d'un espace affine dans un espace
vactoriel. Applications.

Soit toujours & un espace affine associé & un espace vectoricl E.
Nous avons vu que le choix d’une origine dans & permet d'identifier &
a E; nous allons maintenant prouver que & s’identifie canoniquement a
un hyperplan affine d'un espace vectoriel F, lui-méme isomorphe a
E XK

La méthode consistera a associer, & chaque point A de &, I'appli-

cationfgzﬁaE,MHm. Ex

LEMME PRELIMINAIRE. Soit E un espace vectoriel & gauche sur
le corps K, et X un ensemble quelconque. Alors P'ensemble & des
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applications de X dans E est un espace vectoriel @ gauche sur X pour
les opérations usuelles d’addition des fonctions et de multiplication 2
gauche par un scalaire,

f+g:x>fR) 4+ gx) et Af: x> AfE).

(La vérification est immédiate.) %

Cela étant, l'espace vectoriel cherché F va étre le se.v. de & e
engendré par les fa. Nous commengons donc par étudier cet espace F.

» ProposiTiON 6.1. Soit F le sous-espace vectorie! de ﬁ engendré =
——

par les fonctions fa : & —> E, M > MA; et soit f : &§ ~» E,

Mi> T X MA; un élément de F®. Alors Yy 9\ f

iel
teLlfim *
@) La somme £ A\ ne dépend que de la fonction f, et c’est
iel
une fonction [linéaire de f, c’est-a-dire une application linéaire de F
dans K, que nous noterons L.

b) Si u(f) == 0, il existe un unique point G de & tel que
f= p.(f) fs.

¢} Si pf) = 0, { est constante.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’assertion )
n'est pas évidente, car il peut exister plusieurs systdémes (A;, M) de
points pondérés tels que f = £ A fa;; mais elle résulie facilement du
fait que, pour toui couple (M, P) & &% on a:

P —~iM=( Z MPM 1)
il
relation qui prouve lUexistence et la linéarité de la fonction f > p(f).

By 8i T )i =0, choisissons P arbitrairement dans &. La
iel
relation (1) montre qu'il existe un unique point G de & tel que

f(G) = 0, ce point étant déterminé par { T X)) PG = {(P); et
il

5. Signalons ici que les éléments de F sont appelés « fonctions de Leibniz »
et souvent utilisés dans la théorie des barycentres: mais remarquens que ti K
n’est pas commutatif, ces fanctions sont seulement semi-affines.
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elle montre aussi que ce point G est le seul a vérifier (V M & 8)

fMY=( £ M) MG nous voyons ainsi que le barycentre de la
iel
famille (A, M) ne dépend que de 1a fonction f.

¢) Enfin la dernitre assertion résulte aussi de {1). {7}

CoroLLAIRE F est la réunion ensembliste de Uespace vec-
toriel des fonctions constantes, et de Uensemble des fonctions
MMy 0, A) € K* X 8).

ProrosiTiON 6.2. Soit j l'application & - F, A > fa; et soit
jo lapplication de E dans F qui, & tout v & E, associc la fonction
constante égale 2 u sur 6.

Alors j est affine, de partie linéaire j, donc injective; et j(&)
est 'hyperplan affine Fy de F, d'équation f) = I.

Démonstration. Pour tout coupIe (A B) e &':, HB)Y — j(A) est
la fonction constante fg— (A M~ MB MA AB soit j{B) — (A} =

—_—

= jo (AB). Donc j est affine, L{j} = jo, et j est injective comme jo.

D’autre part la proposition précédente montre que les fonctions
fa sont les ¢léments f de F vérifiant () = 1. []

p  ThEOREME 6.3. A tout espace afline &, associé au K-cspace
vectoriel E, on peut canoniquement attacher:

® un espace vectoriel F, isomorphe 2 E X K
® une forme linéaire non nulle p sur F.

® une injection affine j : & — F telle que j(&) soit Uhyperplan affine
de F d’équation p(x) = 1.

Démonstration. Seul Visomorphisme de F avec E X K reste a
prouver. Il suffit de remarquer que, pour tout A e &, 'application
E X K~F, (u,A) > jo(u) + Afy est linéaite et bijective; l'isomor-
phisme ainsi défint dépend évidermment du choix du point A. [}

Notons que hyperplan affine Fy est dirigé par Phyperplan vecto-

riel Fo = Ker{n) = jo(E) constitué par les fonctions constantes, qui
sidentifie a E.
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Remargues. 1) 1] est possible de définir directement une struc-
ture vectorielle sur U'ensemble E U (K* X &) sans passer par l'inter-
médiaire de l'espace vectoriel 8%; mais on est conduit & des vérifica-
tions pénibles.

2) L'intérét du théoréme 6.3 est de fournir un plongement cano-
nigue j, déterminé de maniére unique par la donnée de &.

» Notations. L’espace vectoriel F ainsi construil sera appelé le

e
prolongement vectoriel de &, et noté &.

St & est de dimension n, & est de dimension n + 1. Nous allons
voir que lintroduction de cet espace permet d'éclairer beaucoup de
questions.

7. Appiications du théoréme de plongement.

Interprétation vectorielle des barycentres.

Reprenons les notations du § 6. L’injeciion j nous permet d’iden-
tifier & & hyperplan affine F; = p~¥(1) de F, tandis que sa partic
linéaire j, nous permet d’identifier E 4 Phyperplan vectoriel Fy = Ker p.

ProPosiTION 7.1. Soit {Ai, M)ier une famille finie de points
pondérés de &, les points A; étant identifiés & des éléments de F.
Pour que I'élément I A; A de F appartienne & Fy [resp. Fy] il faut

iel
etilsuffitque £ A =1 [resp. £ N =0].
iel iel
Démonstration. Cela résulte de la relation p(X i A) = % A [

» Régle. L'identification de & & une partie de F = & permet

d’écrire sans précaution des combinaisons linéaires finies quelconques

¥ ki A; d'éléments de &. Mais une telle combinaison ne représente un

élément de & que si TAi = 1 {(cet élément étani le barycentre du

systeme (A, M)); et si T A == 0, T A A; représente un ¢élément de E,
—

égal & TN AA, pour tout A = 8.

Applications. 1) Pour que trois poi'nts A,B,C, de & soienl

108 Ltes fondements de la gdométirie

alignés, il faut et il suffit qu'il existe des scalaires A, p, v, non tous
nuls, tels que
A+p+v=0 e M+uB+vC=0 (1)

La relation (1) équivaut en effet 3: ACA + nCB = 0; son
intérét tient au fait qu'elle est symétrique en A,B,C et qu’il est
possible d’additionner de telles relations.

2) 8i ¥ M= 0, le barycentre du systéme (A;, Mg est le

iel
point d'intersection avec F, de la droite vectorielle dirigée par
I’élément X ) A; de F,

3) Pour qu'une famille (A)icx de points de & soit affinement

libre [resp. génératrice], il faut et il suffit que la famille (Ai)e soit
libre [resp. génératrice] dans l’espace vectoriel F.

P En particulier: un repere affine de & est une base de F contenue
dans Fy.

Interprétation vectoriclle des applications affines.

Nous commencerons par établir un résultat général, indépendant
de la théorie des prolongements vectoriels.

PropositTion 7.2. Soit F,F' deux espaces vectoriels sur le
méme corps K, et F; [resp. F(1 un hyperplan affine de F [resp. F']
ne passant pas par lorigine; notons Fy [resp. Fo] I'hyperplan vectoriel
paralléle & Fy {resp. Fil.

a) §8i ¢ : F— F’ est une application linéaire teile que (F) CF,,
la restriction de o & F; est une application affine de Fi dans F; dont
la partie linéaire est la restriction de ¢ & Fo.

b) Inversement, si f : F;—» F; est une application affine, il existe
une wnigue application linéaire ¢ : F~>F dont la restriction a F
soit égale 2 f.

Démonstration. a) Si ¢ : F—>F' est linéaire, et si o(F) < Fj,

on a pour tous points A,B de F, : ¢(B) — ¢(A) = ¢(AB); et AB € F,,
La restriction de @ 3 Fi est affine, de partie linéaire égale & ¢y : Fo—> Fo,
U > plud,
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b) Inversement, soit f: Fi— F; une application affine. Fixons
un point A de Fj, et désignons par D {resp. D’] la droite vectorielle
de F [resp. F'] engendrée par A [resp. f{A)] (voir figure 4}. On a alors
F=F®D, FF=¥F®D'" et Pspplication linéaire cherchée doit
vérifier les deux conditions suivantes:

i} o(A) = £(A)

i) la restriction de ¢ a Fy, est égale 3 la partie linéaire de f,

Or il existe une unique application linéaire ¢ de F dans ¥
vérifiant ces conditions (¢ étant déterminée par ses restrictions aux
s.e.v. supplémentaires Fy et D de F); la restriction de ¢ &4 F, est alors
une application affine de méme partie linéaire que f et prenant méme
valeur que f en A, donc égale 2 f, d’olt le résultat. [}

» 1l existe donc une correspondance bijective enire les applications
affines de F, dans F, et les applications linéaires de ¥ dans F’ vérifiant
o(F)) < F.

D’autre part, si F* = F et F; = F,, cette correspondance respecte
la composition des applications (le composé des restrictions de deux
applications étant égal a la restriction de leur composée). Enfin, si @
est un automorphisme de F, et F; un hyperplan affine de F, Uinclusion
o(Fy) < Fy, implique ¢(F;}) = Fi: en effet ¢(F;) est un hyperplan affi-
ne de F, et il suffit d’appliquer le corollaire du théoréme I1 6.2, en
nous ramenant au cas vectoriel par un changement d’origine dans F,

Nous pouvons donc énoncer:

ProprosiTION 7.3. Soit F un espace vectoriel, et Fy un hyperplan
affine de F ne passant pas par l'origine. 1] existe un isomorphisme du
groupe des bijections affines de F, sur le stabilisateur de F, dans
GL(F) (sous-groupe de GL(F) formé des automorphismes ¢ vérifiant
o(F) = Fy).

» Ces résultats s’appliquent en particulier au cas ot F, F’ sont les
prolongements vectoriels de deux espaces affines &, &', et Fi, Fi les
images de 8,8’ dans les plongements canoniques j: 6 > F, j: 6’ —> F:
toute application affine de & dans &' s’identifie donc a une application
linéaire ¢ de F dans F' vérifiant @(F) < Fi; et le groupe des bijeclions
affines de & s'identifie au sous-groupe de GL(F) conservant "hyperplan
affine Fi.
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1] LN

Fig. 4.

Cas de dimension finie,

Si lespace affine & est de dimension finie n, on peut choisir une

P
base (e;,...,€n41) de F= & telle que e, = Fo pour 1 Si€<n et
tusr & Fiy alors (&x01; €1 ...€4) est un repére cartésien de F = &,
d’origine e, (voir figure 4).
n+ 1
Dans ce cas F; est 'ensemble des points x = X xie; de F
1
tels que x ~ e, € Fo = Vect (g1 .. e5); c’est donc 1'hyperplan affine
d’équation X, = ¥ dans la base (eh<icns1. Les endomorphismes ¢
de F qui vérifient o(F))  F, sont ceux dont la matrice dans la base
{e;) est de la forme
_ by -
b,
A : 2
b.
0... 0 1

ol A = (ay) est une matrice carré d’ordre n. A ’endomorphisme ¢,
de matrice (2), correspond l'application affine f: Fi — Fi dont les

coordonnées dans le repére cartésien (ens1; €1,...,€q) sont
n
fix) = Z xkax+b (1<i<n (3}

=1

On pourrait vérifier par le calcul matriciel que cette correspon-
dance respecte bien la composition des applications. D’autre part
'endomorphisme ¢, de matrice (2), est inversible ssf fa matrice A est
inversible, et vérifie alors @(F)) = F,. On a donc:
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» THEOREME 7.4. Le groupe des bijections affines d'un espace
affine de dimension n est isomorphe au sous-groupe du groupe linéaire
GL{K**") constitué des matrices de la forme (2), ob A appartient 2
GLEK".

En particulier, le groupe des bijections affines x> ax + b de
K est isomorphe au sous-groupe de GL(K?) formé des matrices de la

-y
orme o 1t |’

8. Caractérisation géoméirique des applications semi-affines
injectives.

Dans ce qui suit nous désignons par &, & deux cspaces affines,
respectivement associés aux espaces vecloucls E,E’ sur des corps
quelconques K, K’ et nous allons donner une caraciérisation pure-
ment géométrique des applications semi-affines de & dans 8 ©. Pour
plus de clarté, nous commencerons par le cas d’applications injectives.

» Tuforkme 8.1. Supposons dim(8) = 2. Pour qu'une applice-
tion iefective f: & — & soil semi-affine i1 laut et il suflit qu'clie
vérifie les deux conditions suivantes:

) 'image de toule droite affine de & cst une droile affine de &,
i} les images de deux droites paralldles sont deux droites paralleles.

Démonstration. 1l est évident que ces conditions sont nécessai-
res. Pour prouver qu'elles sont suffisanies, nous procéderons par
Stapes en supposant toujours que [ vérific ) ot i),

a4) Les images par f de deux droites distinctes D), D; de & sont deux
droites distincies.

Soit en effet D D: des droites d¢ & ayant méme image
(D) = f(Dy), et soit, A, B deux points distincts de leur image com-
mune .Alors A, B ont des antécédents £ '(A), F-(B) appartenant 3 la
fois & D( et Dy, et distincts (puisque f est injective), d'olt Dy = Du.

6. Les démonstrations des §8 8 et 9 uttlisent ocn partic celles données dans
[FRI; mais elles se situent dans un cadre plus général {corps quelcongues, di-
miension non nécessairement finie). D'aulre pare Putilisation de théoréme 4.8
simplific 1o présentation (voir § 9,

kx [1] Les fondemants de ia géométrie

by Lapplication 9x : E— E, u> {(A) f(A + u) est indépendante du
choix de A dans &.

Soit en effet B un auire point de &, et C,D tels que Xé =

= EB = u. 8i (ABDC) est un parallélogramme non aplati, il résulie
de i) et de a) que son image (f(A) {(B) f{ID) £(C)) est aussi un vrai
paralfélogramme, donc que

HAY £(C) = {(B) f(D), soit oa(u} = u(v).

Si les points A,B,C,D appartiennent a une méme droite 9,
Uhypothese dim(8) = 2 nous permet de choisir P, Q dans 8\D de

maniére que PQ = u. D’aprds V'étude du cas précédent, on a alors:

——rap

{(A) E(C) = £(P) [Q) = £(B) {(D)
d’olt pa(u) = @s(u).

Cette application o sera désormais notée o.

¢} Lapplication ¢ : E-> E est injective et vérifie:
(Vv eE) o+ )=o)+ o). (M
L'injectivité de ¢ résulte immédiatement de celle de f. D’autre
part, v, v étant donnés, choisissons A, B, C dans & tels que Kﬁ =u

——

et BC = v. On a alors

o(u + v) = f(A) F(C) = £(A) {(B) + £(B) 1(C) = o(u) + o(v).

d) Il existe une application p : K-> K’ telle que:
(VO,uyeKXE | ¢Qu) = p(d) p(u). (2)

Démonstration. 11 nous suffit de trouver p vérifiant (2) pour
uzg Le couple (A, u} étant donné, choisissons A, B, C dans & iels

que AB = u, AC Au, Les pomts A= f{A) B’ = f(B) et C’' = ()

étant alignés, les vecteurs A C = p(lu) et A B' = @(u) sont colinéai-
res, d'olt Uexistence d'un scalaire, soit B(X,u), tel que o{hu) =

= 8(, u) @(u). 1l reste a prouver que B(A, u) ne dépend pas du vecteur
u {(supposé non nul).
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1} §i u, v sont deux vecteurs non colinéaires, il en est de méme
de (u) et 9(v): sinon les images de deux droites Dy, D;, passant par
un méme point A et respectivement dirigées par u, v, seraient confon-
dues, ce qui est impossible d’aprés ).

Pour tout A & K on a par ailleurs:

o(Mu + v)) = g(du) + e(Av) = (A, u) p(u) + 8\, v) @(v) =
=000, u + V) o(u + v) = 8(&, u + V) (p(u) + o(v))

d’oli, puisque (p(u), p{v)) est libre:
B(A, u) = 6k, u + v) = B8(A, V).

2) 8i u,v sont colinéaires et non nuls, Phypothése dim(E) = 2
permet de choisivt w & E tel que (u, w) et (v, w) soient libres. On en
déduit

(ViekKy G, uw =0, w) =B,v). -

Pour tout A & K, I'application E\{0} — K, u > (), u) est donc
constante, et il nous suffit de désigner cette constante par p(A).

d) La fonction p : K—>» K’ est un isomorphisme de corps.
Choisissant u & E\{0}, on voit d’abord que les relations
o((2 + 1) = ¢(du) + oluw) et pOuy) = p(Ap) olu) = M) pu) =
= p(A) p(p) @(u) impliquent (puisque @(u) = 0):
PO+ u) = p(A) + p() et p(h) = p(A) p(1)
ce qui prouve que g est un homomorphisme de corps.

Enfin, pour tout A & &, Vapplication A > A + Au est une bijec-
tion de K sur une droiie D; et la restriction de f & D est une
bijection de D sur la droite £(D). L'application composée K — (D),
A f(A + M) = £(A) + p(A) p(u) est donc bijective: il en résulte
que 'application p : K—» K’ est bijective.

En conclusion, p est un isomorphisme de corps, ¢ est semi-
linéaire associée & p, et { est semi-affine. ]

Cas du plan.

Si & et & sont de dimension 2, la condition if) du théoréme 8.1
est une conséquence de i) et de l'injectivité de f. Nous pouvons donc
£gnoncer:
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p COROLLAIRE. Si 8, & sont des plans affines et f : & — & une
application injective telle que l'image d’une droite quelconque de &
soit une droite de &, alors f est semi-affine.

Remarque. Les hypotheses du théoréme 8.1 sont vérifiées en
particulier si { est une application injective de & dans lui-méme, tetle
que I'image de toute droite D soil une droite parallele a D. Dans ce
cas, on peut prouver dircctement que T est une dilatation (cf. exercice
[11.8).

9. Le théoréme fondamental de la géométrie affine.

En partant du théoréme 8.1 et en nous appuyant sur la caracté-
risation des variétés linéaires affines fournie par le théoréme 4.8,
nous allons établir:

» TuaiorEME 9.1. Soit &, & des espaces affines sur des corps K, K’
différents de Z /2Z. Pour qu'une application { : & — &' soit semi-
affine, il suffit que

i) L'image d'une droite quelconque de & soit une droite de &” ou se
réduise & un point,

if} Le sous-espace affine de & engendré par £(8) soit de dimension 2 2.

Nous décomposerons la démonstration en sept lemmes (les énon-
cés supposant toujours que f vérifie i) et i),

LemME 1. Si 9 est une v.l.a, de &, f(°Y) est une v.la. de &',

Démonstration.  Soit A" = f(A) et B" = £(B) deux points distincts
de f(9N. Alors la droite (A'B") est U'image de la droite (AB) d’aprds i);
et puisque la droite (AB) est contenue dans 9, la droite (A'B") est
contenue dans f(%); le résultat découle alors du théortme 4.8. []

LEMME 2. Si @ est une v.la, de &', et si I'ensemble % =
= [~I(®Y") est non vide, c'est une v.).a. de 6.

Démonstration. 51 % se réduit & un point, ¢’est évident, Sinon,
pour tout couple (A, B) de points distincts de 9, PVimage de la droite
(AB) est contenue dans € d’apres i}, Donc la droite (AB) est contenuc
dans D, et le théordme 4.8 montre que % est une v.La, []
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LEMME 3. Pour toute partie non vide X de &, on a:
AFE(X)) = fAF(X)). (1}

Démonstration. Afl(X) est une v.l.a. de & contenant X; d’apréds
le lemme 1, f(AB(X)) est une v.la. de & contenant £(X), ce qui impli-
que l'inclusion AR({(X)) < f(AGZ(X)).

De méme, d’aprés le lemme 2, (A {(X)) est une vla. de &
contenant ! (f(X)), donc contenant X, d'ot Pinclusion
Aff(X) < {1 (Aff f(X)), et en prenant les images par f:

flARF (X) — Aff (£(X)).
Au total, on a bien Uégalité (1). ]

LeMME 4. 3oit Dy, D: deux droites paralléles de &. Si f(Dy) se
réduit & un point, il en est de méme de £f(D.). Si f(Dy) est une droite,
f(ID;) est une droite paraliele a 1(Dy).

Démonstration. Nous pouvons supposer Dy = D, Alors @ =
= Af(D; U D;) est une v.la. de dimension 2 de &, engendrée par
deux points A, B de Pune des droites et un point C de Pautre: d’aprés
les lemmes 2 et 3, {(9) = Aff(f(A), {(B), f(C)) est une v.la. de di-
mension < 2.

@) Montrons d’abord que 'on a f(Dy) = £(D2) ou {(Dy) N (D) = &.

Supposons en cffet que £(D)) et £(DD.) alent un point commun. Il
existe alors un point A; de D; et un point A; de Ds tels que f(A) =
= f(A,). Choisissant B, & Di\{A:} et B, & D:\{ A;}, et posant toujours
% = Afl(D, U 1Dy), on a, par application du lemme 3:

(W) = AfI(f(A), {(A), E(B1)) = AfE(f(A)), £(B)) = f(D:) et de méme
() = Aff(f(A), f(A2), 1(By)) = Af({(A)), f(By)) = (D) dou
HD)) = {(Dy).

Le rvésultat annoncé étant évident si [(D;) = {(D.), nous suppo-
serons désormais f(D)) = f{D3), donc f{Dy) et £(ID,) sans point commun.

b) Supposons gue f(D)) soit une droite de &" et que f(D)) N f{Dy)
soit vide: alors F(%) est de dimension 2.

S’il existait deux points B,C de D: tels que f(B) = f{C), nous
aurions, pour fout A & D & = Aff{A,B.C) et (V) = Aff(f{A),f(B));
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donc f(°V) ne serait pas de dimension 2, contrairement 2 ce qui a été
supposé. 1l en résulte que £(D,) est une droite.

Alors f(Dy) et f(D2) sont deux droites sans point commun et con-
tenues dans une méme v.la. de dimension 2, donc paralleles.

¢) Si f(D,) se réduit A un point, on voit, en permutant les rbles de
Dy, D: et en appliquant le résultat b), que f(D2) se réduit aussi 2 un

point. ]

LEMME 5. Si (P, Q) est un couple de points de & tel que les
ensembles f-1(P) et {~(Q) soient non vides, f~(P) et £~*(Q) sont des
v.la. ayant méme direction.

Démonstration. D’aprés le lemme 2, nous savons que f~'(P) et
f-'(Q) sont des v.l.a. de 8. Supposant P = Q, fixons un point A de
e} = {~1(P) et un point B de W = f-1(Q), et notons 7 la translation

de vecteur ;&—1-?: Pour tout M e o, la droite (B x(M)) = (t(A) t(M))
est parallele & la droite (AM); et puisque I'image de la droite (AM) se
réduit au point P, celle de la droite (B (M) se réduit au point
Q = f(B). Donc M & & implique (M) & W, et on a t(O) < W,

En permutant les rlles de @ et 9 on obtiemt Vinclusion
T YW < W, doit (V) = W; et O, QW oni méme direction. [ ]

LEmmEe 6. Désignons par V la direction commune des v.1.a. non
vides de & de la forme f-Y(P), ot P & &’; et soit 6/V le quotient de &

par la relation d'équivalence & définie par: ARB& AB e V.

Alors 8/V a une unique structure affine telle que la projection
canonique p : & — 8/V soit affine.

Démonstration. En prenant une origine A dans & on se raméne
au quotient de l'espace vectoriel &a par le sous-espace vectoriel V,
et il suffit alors d’appliquer le théordme 11.4.3, en prenant le point
p(A) pour origine dans &/V. [}

On pourra noter que &/V est I'espace des orbites de Paction du
groupe de translations (V, +) sur &: c'est I'ensemble des v.la. de
direction V (voir § 2).
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LEMME 7. Avec les notations du lemme 6, f se factorise en
f=gop,olig: &/V-> & est une application injective et semi- affine;
d’oti il résulte que f est semi-affine.

Démonstration. L’existence et 'injectivité de g résultent du fait

que la relation f(A) = f(B) équivaut & AB & V (voir lemme 5) donc 2
p{A} = p(B). Pour prouver que g est semi-affine, nous allons montrer
que g vérific les hypoth2ses du théoréme 8.1.

Soit donc 9 une droite affine quelconque de 6/V, engendrée
par deux éléments distincts o, f§ de &/V; on vérifie sans peine que
pi(D®) est la v.la. de & engendrée par p~'(e) U p~'(B).

D’aprés te lemme 3, g(D) = fH{p~ (D)) est la v.L.a. engendrée par
ftp(@) U f(p™'(B) = {gle), g®)}: donc (puisque g est injective)
(D) est une droite affine de 5.

Enfin 8/V ne peut se réduire & un point ou une droite, car alors
g8(&/V) = f(8) se réduirait & un point oll & une droite, contrairement
a la condition if). On a donc dim(&/V) = 2.

Il en résulte que g vérifie les conditions i) et if) présentement
imposées & f, & condition de remplacer & par &/V. Le lemme 4 montre
alors que les images par g de deux droites parallgles Dy, D, de &/V,
sont deux droites paralléles, Finalement g vérifie toutes les hypothéses
du théoréme 8.1 (en remplacant & par 6/V). Donc g est semi-affine,
et il en est de méme de f. [ ]

Le théortme 9.1 est ainsi complétement établi. [7]

Ce résultat est particulidrement intéressant lorsque les corps K, K’
sont confondus et n’admettent pas d’autre automorphisme que Pidentité
(par exemple si K = [R ou K = Z, avec p = 2): dans ce cas nous
obtenons une caractérisation purement géométrigue des applications
affines de & dans &'

Par ailleurs il est évident que le théoréme 9.1 cesserait d’étre vrai si
on omettait la condition if): car toute application de & sur une droite
vérifie trivialement la condition ).

De méme si K=K = Z /2 Z, la condition i) est vérifiée par toute
application de & dans &  (puisque toute droite de & a &' se réduit &
deux points). Le théoréme 9.1 n’est donc pas valable dans ce cas.
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Enfin on ne peut remplacer ’hypothése “I'image d’une droite est
une droite ou un point” par Vhypothése plus faible “les images de
points alignés sont des points alignés”, méme en supposant { bijective.

Par exemple

f:R®™ s €7 (X1, c0r s Xy Yts vre s ¥o) #» (X1 + i¥1, o0y Xn 4 i¥0)

est une bijection du IR-espace vectoriel IR™ sur le C-gspace vectoriel
C*, et I'image de toute droite de IR™ par f est contenue dans une droite
de C"; mais f n'est pas semi-linéaire {puisque IR et € ne sont pas
isomorphes}.



