
Préparation Agrégation Externe UPMC Matthieu Romagny

Trouver tous les groupes G tels que Aut(G) = {1}.

Corrigé au dos. Prière de ne pas le regarder trop vite...
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Parmi les automorphismes d'un groupe, il y a toujours les automorphismes intérieurs.
Plus précisément, l'ensemble des automorphismes intérieurs forme un sous-groupe distingué
de Aut(G), isomorphe à G/Z(G) où Z(G) est le centre de G. Donc si Aut(G) = {1} alors
G = Z(G), c'est-à-dire, G est abélien. On écrit donc G en notation additive.

On observe ensuite que l'application x 7→ −x est un automorphisme (si G n'est pas abélien,
l'application x 7→ x−1 n'est pas un morphisme.) Si Aut(G) = {1}, on a donc −x = x pour tout
x ∈ G, c'est-à-dire 2x = 0, donc G est un F2-espace vectoriel (en détails : on a une application
bien dé�nie F2 × G → G qui à (n, x) associe nx.) De plus les automorphismes de G comme
groupe sont exactement les automorphismes de G comme F2-ev (c'est immédiat à véri�er). Si
dimF2(G) ≥ 2, alors G possède une base ayant deux éléments distincts e1, e2, et on peut dé�nir
un automorphisme non trivial qui échange e1 et e2, et �xe tous les autres éléments de la base.
Donc si Aut(G) = {1}, on doit avoir dimF2(G) ≤ 1. Si la dimension est 0 on a G ' {1} et si la
dimension est 1 on a G ' Z/2Z. Il est clair que ces deux groupes véri�ent Aut(G) = {1}.

Conclusion : à isomorphisme près, les deux seuls groupes G tels que Aut(G) = {1} sont
G = {1} et G = Z/2Z.

2


