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Somme des traces dans une représentation

Exercice. Soit p : G — GL(V) une représentation d’un groupe fini G dans un espace vectoriel
complexe de dimension finie V. Montrez que la quantité > . tr(g) est un entier relatif.

Solution. Nous utiliserons le fait suivant.

Lemme. Si d | n, le morphisme (Z/nZ)* — (Z/dZ)* est surjectif.

Preuve. Traitons d’abord le cas ot n = p® est puissance d’un nombre premier p. Alors d = p?
pour un certain 3 < «, et la classe de e € Z modulo p” est inversible si et seulement si e est
premier & p, si et seulement si la classe de e modulo p® est inversible. Ceci montre le lemme dans
ce cas. Ein général, soient n = Hp p*? et d = Hp pP les décompositions en facteurs premiers,
avec 3, < ay,. Le théoréme des restes chinois donne des isomorphismes

(z/nz) =~ [[(@/p*2)* , (Z/dZ)=]](2Z/p"2)"

par lesquels 'application de réduction 7 : (Z/nZ)* — (Z/dZ)* est le produit des applications
7w, (Z)p**Z)* — (Z/p*Z)*. Le résultat se déduit alors du cas particulier. O

Passons a 'exercice proprement dit.

Premiére solution. Notons g au lieu de p(g), pour simplifier. Soit n le cardinal de G. Comme
g" = 1 pour tout g € G, on obtient ¢g" = id dans GL(V') donc toutes les valeurs propres de
g sont des racines n-iémes de 'unité. Notons i, (resp. u°) 'ensemble des racines (primitives)
n-iémes de l'unité dans C. Notons m,(A) la multiplicité de A dans le spectre de g; on convient
que my(A) = 0 si A n’est pas valeur propre. On a alors :

D otr(g) =D > mgWA=D Y my(MA=) Y (Z mgu)) A

geG g€G AEpn Aepn g€G dln Aeu; geG

Montrons que, pour A € u, la quantité N(\) := dec mg(A) ne dépend que de d. En effet, si
A\, i € py alors il existe un entier ¢ premier a d tel que u = A". D’aprés le lemme ci-dessous, on
peut choisir ¢ premier a n et dans ce cas, application g — ¢* est une bijection de G, d’inverse
g — ¢’ ou j est un inverse de ¢ modulo n. Comme par ailleurs m,i(\") = mgy(\), on a :

N = 30 my(0) € 3 my8) = 3 ) = 3 myli) = N
geG e geG geG

Par symétrie, on a aussi N(u) < N(A) donc finalement ces quantités sont égales a un entier Ny
ne dépendant que de d. Alors :

dotrlg) =D > NaA=> Na> A

geG din )\E/L;; dln Aeu§



On reconnait que z/\eu§ X est lopposé du coefficient de X#@-1 dans le polynéme cyclo-
tomique ®4. Or on sait que @, € Z[X], donc ce coefficient est entier relatif et on a terminé.

Deuxiéme solution, sur une idée de Lionel Fourquaux. Comme G est d’ordre n, la
formule i.g := ¢* définit une action du groupe U = (Z/nZ)* sur G par bijections. Pour montrer
que ) . tr(g) est entier, il suffit de montrer que chaque somme »_ _ tr(g), portant sur les
éléments d'une orbite w pour 'action ci-dessus, est un entier. Supposons que w est ’orbite d’un
élément v € G d’ordre d. Le stabilisateur H de v est I'ensemble des i € (Z/nZ)* tels que
7t = 7, c’est-a-dire tels que d divise i — 1, ou encore que i est congru a 1 modulo d. Autrement
dit, H est le noyau du morphisme de réduction (Z/nZ)* — (Z/dZ)*. Comme H est distingué,
le groupe quotient U/H agit sur w qui devient alors une orbite libre sous ce groupe, c’est-a-
dire que I'application U/H — w, i — 7" est une bijection. Comme le morphisme de réduction
(Z/nZ)* — (Z/dZ)* est surjectif (par le lemme), le quotient U/H s’identifie & (Z/dZ)*. Ces

réflexions montrent que :
dowlg) = Y. (¥
gew i€(Z/dZ)*

Comme les 7' commutent entre eux, ils sont simultanément diagonalisables. Aprés diagonal-
isation, un élément de la diagonale est un A € pX avec e | d. La somme sur ¢ nous méne a
considérer 3 . 47« A, qui est égale a :

card (ker((Z/dZ)* — (Z/eZ)*)) x Y N.

JE(Z/eL)>

Enfin on note que Zje(Z/eZ)X M est un coefficient du polynéome cyclotomique ®., donc ¢’est un
entier. Ceci termine la démonstration.

Troisiéme solution, sur une idée de Pierre Charollois. Cette solution est a la fois la
plus simple et celle qui donne le résultat le plus précis. Notons A = ) e p(g), ou plus sim-
plement A = deG g, la somme des endomorphismes de V' associés aux éléments de G par la
représentation. Le carré de cet endomorphisme vaut :

A% = (Zh) (Zk) =Y hk=n) g=nA

heG keG h,keG e

puisque le nombre de couples (h, k) tels que hk = g est égal & n. Ainsi A est annulé par le
polynéme X? —nX = (X — n)X, donc les facteurs irréductibles de son polynéme minimal
sont dans la liste {X — n, X}. Son polynome caractéristique, qui posséde les mémes facteurs
irréductibles, est donc de la forme (X —n) X% ou d = dim(V) est le degré (ou dimension) de
la représentation, et 0 < 7 < d. La trace est I'opposé du coefficient de X4~! dans ce polynome,

c¢’est-a-dire :
Z tr(g) = tr(A) = in.

geG

On voit ainsi que >, tr(g) est en fait un entier naturel, divisible par le cardinal de G.



