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Représentations linéaires des
groupes finis

Réf : Serre, Représentations linéaires des groupes finis, Hermann.

On considére un groupe fini G et des C-espaces vectoriels de dimen-
sion finie V, V1, Vo, etc. On note Hom(V3, V2) l'espace vectoriel des ap-
plication C-linéaires de V; dans V5 et End(V') la C-algébre Hom(V, V).

1 Introduction

L’étude de la réduction d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel
V est le tout premier pas de la théorie des représentations. L’étude
classique de familles d’endomorphismes f; qui commutent entre eux
(codiagonalisabilité, cotrigonalisabilité) améne au second pas, qui est
I’étude de familles quelconques.

Bien sir, on gagne en structure et en souplesse en prenant pour objet
d’étude la sous-k-algeébre A de End(V') engendrée par les f;. Le bon
cadre abstrait pour faire cela est de considérer une k-algébre abstraite
A et d’étudier les morphismes A — End(V'), appelés représentations
linéaires de A.

Si les f; sont inversibles, il est naturel de considérer, plutét que A,
le sous-groupe G de GL(V) qu’ils engendrent. Le bon cadre abstrait
pour faire cela est de considérer un groupe abstrait G et d’étudier les
morphismes G — GL(V'), appelés représentations linéaires de G.

2 Notions de base

Les notions de cette partie font sens pour un groupe G pas nécessaire-
ment fini, un corps de base k pas nécessairement isomorphe & C, et
des espaces vectoriels pas nécessairement de dimension finie.

2.1 Définitions. Soient G un groupe et V, Vi, V5 des k-espaces vec-
toriels.

(1) Une représentation de G dans un k-espace vectoriel V' est un mor-
phisme de groupes p : G — GL(V), c’est-a-dire une action de G sur V/
par automorphismes k-linéaires.

(2) Un morphisme de p' : G — GL(V7) dans p? : G — GL(V3) est une
application linéaire f : Vi — Vs telle que f o pl = p? o f, pour tout
seq.

(3) Une sous-représentation W de V' est un sous-espace vectoriel qui
est G-stable, c’est-a-dire tel que ps(W) C W pour tout s € G. La
représentation quotient de V par W est la représentation p : G —
GL(V/W) telle que p, : V/W — V/W est le morphisme induit de
ps:V =V.

(4) Soit R un espace vectoriel de base (et);cq, par exemple R = k¢
et e; égal a lindicatrice de {t}. La représentation réguliére est la
représentation p : G — GL(R) définie par ps(e;) = es.

2.2 Remarque. On utilise souvent des notations et une terminolo-
gie simplifiées : une représentation est désignée par la seule lettre V,
Paction p étant sous-entendue ; on note s(v), s.v ou sv au lieu de
ps(v) ; un morphisme de représentations f : Vi — V, est souvent ap-
pelé G-morphisme de V; dans V5 et on note Homg (V7, V) 'ensemble
de ces morphismes.

2.3 Exemples. * Les définitions de base de la théorie comprennent
d’autres notions importantes, mais que nous utiliserons moins ici (nous
utilisons les notations simplifiees de 2.2) :

(1) La représentation duale d'une représentation V' est la représenta-

tion d’espace vectoriel sous-jacent le dual V' définie par s.p = pos™ 1.

(2) Etant données deux représentations Vi et Vo, leur somme di-
recte est la représentation d’espace sous-jacent Vi @ Vo définie par
s.(v1®vg) = s(v1)Ds(ve). La représentation Hom est la représentation
d’espace sous-jacent l’espace des applications linéaires Hom(V7, V3)
définie par s.p = so@osTL.

2.4 Exercice. * On reprend les notations de 2.3. Si V' est un espace
vectoriel quelconque, on appelle représentation triviale d’espace V et
on note V¥V la représentation de G sur V définie par s.v = v, pour



tout s € G. Si W est une représentation de G, on note W& = {v €
V, Vs € G, s.v = v} l'espace vectoriel des points fixes. Montrez que :

(1) il existe une bijection canonique
Homg (VY'Y W) = Hom(V, WY),
(2) on a Homg(Vi, Vo) = Hom(Vy, V2)¢

2.5 Lemme. Soit f : Vi — Vo un morphisme de représentations
de G. Alors, le noyau ker(f) est une sous-représentation de Vi,
limage im(f) est une sous-représentation de Vo, et lisomorphisme
Vi/ker(f) ~im(f) est un isomorphisme de représentations.

Preuve : C’est une vérification facile. O

3 Semi-simplicité

A partir de maintenant, les hypothéses faites au début du texte de-
viennent véritablement importantes : G est fini, le corps de base est
k= C, et les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Dans toute la suite, on dira simplement représentation au lieu de
« représentation linéaire de dimension finie ». La dimension d’une
représentation est aussi appelée son degré.

3.1 Théoréme. Soit V une représentation de G. Alors, toute sous-
représentation W C V' admet un supplémentaire stable, c’est-a-dire un
supplémentaire en tant que représentation.

Preuve : Rappelons la correspondance entre supplémentaires de W
et projecteurs sur W, donnée ainsi : a W’ on associe le projecteur sur
W parallélement & W’ et & p on associe son noyau.

Partons d’un projecteur p : V. — V sur W. Définissons une nouvelle
application linéaire par

P’ = Z tpt 1.

Comme t(W) C W pour tout ¢, on voit que p°(V) C W. De plus, si
reWona

Z |G\Z (t~ x—x

tEG teG

donc p° est un projecteur sur W. Enfin po est un G-morphisme car

sp Z stpt_l 1= |G\ Z uUpU, 1= 0.

teG

Donc W0 = ker(p°) est un supplémentaire stable de W. O

3.2 Définition. Une représentation V d'un groupe G est dite
wrréductible ou simple si elle est non nulle et si ses seules sous-
représentations sont 0 et V. Une représentation est dite semi-simple
si elle est somme directe de sous-représentations simples.

Bien stir, il y a une analogie avec le concept de simplicité pour les
groupes : on cherche & décomposer les représentations en morceaux
plus petits. Par ailleurs, il y a un lien direct avec le concept
d’endomorphisme semi-simple d’un espace vectoriel : il est équivalent
de dire que u € End(V) est semi-simple au sens habituel, ou que V
est semi-simple comme représentation de l’algébre Clu] des polynémes
en u, ou encore, que V est semi-simple comme représentation du groupe

(infini) G = Clu] N GL(V).
3.3 Théoréme. Toute représentation est semi-simple.

On prendra garde que ce résultat n’est plus vrai sur corps de carac-
téristique divisant I'ordre de GG, ou si G n’est pas fini.

Preuve : Soit V=V ®--- @V, avec s < dim(V), une décomposition
maximale (i.e. s maximal) en somme directe de sous-représentations
non nulles. Par le théoréme précédent, s’il existe un indice ¢ et une
sous-représentation stricte W; C V;, celle-ci posséde un supplémentaire
stable W/. On a alors V; = W;@®W/ en contradiction avec la maximalité
de s. g



Cette décomposition n’est pas unique : par exemple si V est triviale
(voir 2.4), une décomposition en sous-représentations n’est rien d’autre
qu’une décomposition en somme directe de droites et il y a une infinité
de fagons de faire cela. Mais on verra (théoréme 6.4) que le nombre
de sous-représentations isomorphes & une représentation irréductible
donnée est, lui, unique.

4 Caractéres et fonctions centrales

4.1 Définition. Soit p : G — GL(V) une représentation de G. Le
caractére de V' est la fonction x, : G — C définie par x,(s) = tr(ps).
On dit qu'un caracteére est irréductible si la représentation lest.

L’intérét des caractéres vient du fait remarquable qu’ils détermi-
nent les représentations & isomorphisme prés, comme nous le verrons
(corollaire 6.5).

Voyons maintenant quelques propriétés élémentaires des caractéres.
Dans la suite, on notera parfois sy au lieu de p;.

4.2 Proposition. Si dim(V) =n et x = x,, alors :

1) x(1) =n,

(2) x(s71) = x(8)* ot 2* est le complexe conjugué de z,

(3) x(tst™h) = x(s)-
Preuve : Le point (1) vient de ce que x(1) = tr(Id) = n. Le point (2)
vient du fait que si I'on note d = |G|, on a (s1/)? = Id. Ainsi sy est

diagonalisable & valeurs propres \; racines d-iémes de 'unité, de sorte
que )\i_l = A% Alors (sy)~! a pour valeurs propres les \¥, donc

X5 =u((sv) ) =D A =0 )" =tr(sv)" = x(s)"

Enfin (3) est une propriété élémentaire de la trace. O

4.3 Proposition. Soient V1, Vy deuz représentations de G de carac-
téres x1,x2. Soit V.= Vi & Vo la représentation somme directe, de
caractére x. Alors, on a x = x1 + X2-

Preuve : En effet, pour tout s € G on a sy = sy, & sy,. Matricielle-
ment, aprés choix d’une base adaptée a la décomposition Vi & Vs, cet
endomorphisme se représente par une matrice diagonale par blocs. On
trouve alors x(s) = tr(sy) = tr(sy,) + tr(sy,) = x1(s) + x2(s). O

On voit que l’ensemble des caractéres est un sous-ensemble de
Pespace vectoriel de fonctions F(G, C) qui est stable par somme, mais
n’est stable ni par passage & 'opposé, ni par multiplication par un
scalaire A € C (& cause de la propriété x(1) = n de 4.2). Maisil y a un
candidat naturel & étre un plus petit sous-espace vectoriel contenant
les caractéres, c’est 'espace des fonctions centrales :

4.4 Définition. Une fonction f : G — C est centrale si elle vérifie
f(tst™') = f(s) pour tous s,t € G, ou de maniére équivalente, f(uv) =
f(vu) pour tous u,v € G.

Ainsi, une fonction centrale est une fonction qui est constante sur
les classes de conjugaison de G. Elle passe donc au quotient en une
fonction sur G/ ~, ot ~ désigne la conjugaison, et réciproquement.
En conclusion, 'ensemble des fonctions centrales sur G est un sous-
espace vectoriel de F(G, C) isomorphe a F(G/ ~,C). En particulier,
sa dimension est égale au cardinal de G/ ~, le nombre de classes de
conjugaison de G.

Nous allons étudier les caractéres et les fonctions centrales a 1’aide
de deux formes binaires naturelles : si ¢, 1 sont des fonctions sur G,
on définit

(1) une forme bilinéaire symétrique par (p, ) = ﬁ S o) h),
teG

(2) un produit scalaire hermitien par (p,) = ‘—é' > (t)w(t)*.
teG

Noter que (—, —) est bilinéaire alors que (—, —) est linéaire en la pre-
miére variable et semi-linéaire en la seconde variable. Par ailleurs, si
X est un caractére, alors on a (@, x) = (¥, X)-

5 Lemme de Schur

5.1 Lemme de Schur. Soient V1,Vo deuzr représentations irré-



ductibles de G. Alors :

0 Sivlﬁ‘/é,

Homg(Vl,Vg) ~ { C siVi~V,

Preuve : Soit f : V3 — V5 un morphisme de G-représentations. Si
f # 0, alors ker(f) # V4 donc ker(f) = 0 par irréductibilité de V.
Dans ce cas, im(f) # 0 donc im(f) = Va par irréductibilité de V5.
Alors f induit un isomorphisme de Vi sur Vo. Par contraposée, ceci
donne Homg (Vi, V2) = 0si Vi % Va.

SiVp ~ Vo >~V alors f : V — V posséde au moins une valeur propre
A. Le morphisme f — AId : V' — V est encore un G-morphisme ; son
noyau est non nul par choix de A, donc égal & V par irréductibilité.
Ainsi f = A 1d. g

5.2 Corollaire. Soient V1, Vs deux représentations irréductibles de

G et h : Vi — Vs une application linéaire quelconque. Posons hY =
‘—é' S ieq tTEht. Alors :

(1) h0=0si Vi # Vs,
(2) h% = Ltr(h) si Vi =Va =V, ot n = dim(V).

Preuve : On a tout fait pour que h° soit un G-morphisme. Par
le lemme de Schur, dans le cas (1) on a h® = 0. Dans le cas (2),
il existe un A tel que A’ = AId, et en prenant la trace on trouve
nA = tr(hY) = tr(h). O

5.3 Corollaire. Soient Vi, Vs deux représentations irréductibles de G
données, aprés choix de bases sur Vi et Va, par les matrices p; = ty,

2 :
et p; =ty :
(Tigjy (£))
ot les 14,4, , Tinjo SONt des fonctions sur G. On a, pour tous i1, J1,12, j2 :

(1) <Ti2j2771j1i1> =0 si Vl ;ﬁ ‘/'2’
(2) <Ti2j27 Tj1i1> = 512216J2J1 siVi=Va=V, oun= dim(V).

P% = (ri1j1 (t)) et P? =

Preuve : Dans les bases (e;,) et (€;,) choisies sur V} et V5, une ap-
plication linéaire h : Vi — V5 est déterminée par h(e;,) = ziz Tigiy iy -
Sa matrice est alors Mj, = (2, ). De méme Myo = (29, ) on

1

0 -1
Ligiy = 6 Z Tiaga (t )xj2j1rj1i1 (t>
‘ ‘terj%jl
|G\ Z (Z Tigjs ( l)rj”-l (t)> Tjaj1-
j2.J1 \teG

Le corollaire 5.2 au lemme de Schur dit que si Vi % Vs, on doit avoir

0 _ . . o s .
z;; = 0 identiquement en les z;,j . Il s’ensuit que chaque terme de
la somme ci-dessus doit s’annuler, c’est-a-dire

Z 7‘12]2 t_l 7“J111( ) =0.

teG

C’est le contenu du point (1). On déduit le point (2) du corollaire 5.2
de maniére identique. O

6 Orthogonalité des caractéres

On rappelle (¢f4.1) qu'un caractére irréductible est le caractére d’une
représentation irréductible.

6.1 Théoréme. Les caractéres irréductibles de G sont

e denorme 1 : (x,x) =1,
e orthogonaux : (x1,x2) =0 si Vi % Va.

Preuve : On reprend les notations du corollaire 5.3. On a :

(x1,x2) = (X1, Xx2) = G Z x1(t)x2(t™ 1
6] &=
1

= @ Z Tiyiy (DT (t_l) = Z<Ti1i1ari2i2>'
teG,i1,12 11,12

Si Vi % Vo, ceci vaut 0. Si V) = Vo =V, ceci vaut ), —-1. 0

11,82 117i2



6.2 Corollaire. Le nombre de caractéres irréductibles est fini, in-
férieur ou égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Preuve : En effet, les caractéres irréductibles distincts sont orthogo-
naux dont linéairement indépendants dans 'espace des fonctions cen-
trales, qui est de dimension égale au nombre de classes de conjugaison
de G. O

6.3 Notation. Dans toute la suite, on note xi,..., xn les différents
caractéres irréductibles de G. Pour chaque ¢, on choisit une représen-
tation W; de caractére x; et on note n; = dim(W;).

6.4 Théoréme. Soit V une représentation de G, de caractére o,
et soit V= wy ® --- ® Wy une décomposition en somme directe de
représentations irréductibles. S1 W est une décomposition irréductible
de G de caractére x, le nombre des W; isomorphes a W est égal au
produit scalaire (@, x) = (@, x). En particulier, il est indépendant de
la décomposition choisie ; on l'appelle la multiplicité de W dans V.

Preuve : Soit x; le caractére de W;. D’apreés la proposition 4.3, on a
¢ =x1+ "+ Xk Ansi (¢, x) = (X1, X) + - + (X&; x). D’apres le
théoréme précédent, le i-iéme terme de cette somme vaut 0si W; 2 W
et 1 s1i W; ~ W. Le résultat en découle. O

6.5 Corollaire. Deuz représentations de méme caractére sont iso-
morphes.

Preuve : En effet, d’aprés le résultat précédent, elles contiennent le
méme nombre de fois toute représentation irréductible W donnée. [J

6.6 Théoréme. Si ¢ est le caractére d’une représentation, alors
(@, ) est un entier positif, et (p,o) = 1 si et seulement si ce car-
actére est irréductible.

Ceci donne un critére pratique d’irréductibilité.

Preuve : Soit V une représentation dont ¢ est le caractére, et soit
m; = (¢, xi) le nombre de fois (multiplicité) que W; apparait dans
V. La représentation V est isomorphe & la somme directe des m; W,
ou l'on note mW la somme directe de m fois une représentation W.
D’aprés les relations d’orthogonalité des caractéres, on a

(¢, 0) = Z miXi, Z mix; | =Y (mi)*.

%

Par ailleurs, ce nombre vaut 1 ssi I'un des m; est égal & 1 et les autres
sont nuls, ssi V' est isomorphe & ['une des W;. O

7 Décomposition de la représentation réguliére

Rappelons que la représentation réguliére est la représentation p : G —
GL(R) dans ’espace vectoriel R = Vect(e,t € G) avec ps(er) = est.

7.1 Proposition. Le caractére r = rg de la représentation réguliére
est donné par

r(1) =G|
r(s) =0

(s) sis# 1.

Preuve : Si s =1, on a ps = Id donc (1) = dim(R) = |G|. Si s # 1,
on a st # t pour tout ¢, donc les termes diagonaux de la matrice de pg
dans la base (e;) sont tous nuls et r(s) = tr(ps) = 0. O

7.2 Corollaire. Awvec les notations de 6.3 pour les caractéres irré-
ductibles distincts de G, on a :

(1) la multiplicité de W; dans la représentation réquliére est égale a n;.
+(n)? = |G.

(3) pour tout s € G distinct de 1, on a nix1(s) + -+ + npxa(s) =0.

(2) les dimensions n; vérifient (n1)? + - -



Preuve : D’aprés le théoréme 6.4, la multiplicité de W; dans R est

égale a
) = g 3l
tEG

=xi(1l) = n,.

On en déduit que r = nix1 + - -+ + npxn- Compte tenu de la propo-
sition 7.1, en évaluant en s = 1, on trouve |G| = (n1)? + - + (np)%
En évaluant en s # 1, on trouve nixi(s) + -+ + npxa(s) = 0. O

8 Nombre des représentations irréductibles

8.1 Proposition. Soit f une fonction centrale sur G, et soit p :
G — GL(V) une représentation de G. Soit l'endomorphisme py =
e fA)t ou t = ty désigne Uimage de t dans GL(V). Si V est
irréductible, de dimension n et de caractére x, l'endomorphisme py est
une homothétie de rapport

EI(f,x*)-

n

A:

Preuve : Pour tout s € G, on a

spfsfl = Z f(t)sts™t Z f(s lus)u = Z f(u)u = py

teG ueG ueG

donc p; est un morphisme de représentations. D’apres le lemme de
Schur, py est une homothétie. Soit A son rapport, de sorte que AId =
pf = tec J(t)t. En prenant les images par x on trouve

M= x(Ald) =) f(Ox(t) =G| (£,x"),

teG

comme annoncé. O

8.2 Théoréme. Les caractéres irréductibles x1, ...
base de ’espace des fonctions centrales sur G.

,Xn forment une

Preuve : On sait déja par le théoréeme 6.1 que les x; sont linéaire-
ment indépendants. Soit H lespace qu’ils engendrent. 11 suffit de
montrer que H+ = 0, oit l'orthogonal s’entend pour le produit scalaire
hermitien (—,—). Soit ¢ une fonction centrale orthogonale aux x;,
et f = ¢* qui est orthogonale aux x;. Pour une représentation p
variable, posons py = > ..o f(t)t. La proposition 8.1 montre que
py = 0 lorsque p est irréductible. Comme toute représentation est
somme directe d’irréductibles, on conclut qu’on a toujours py = 0. En
particulier, si p est la représentation réguliére, on trouve

0=psler) =) fB)t(er) =) f(t)er

teG teG
donc f(t) = 0 pour tout ¢t € G. Ainsi f =0, donc ¢ =0, cqfd. O

8.3 Corollaire. Le nombre des classes d’isomorphisme de représen-
tations irréductibles de G est égal au nombre de classes de conjugaison
de G. O

Pour finir, nous allons donner de toute représentation V une dé-
composition moins fine qu’une décomposition en représentations irré-
ductibles, mais qui a 'avantage d’étre unique ; on ’appelle la décom-
position canonique. Pour I'obtenir, on part d’une décomposition en
irréductibles V =U; @ - - - @ U,, et pour chaque i = 1,...,h on appelle
V; la somme directe des U; qui sont isomorphes a W;.

8.4 Théoréme. La décomposition V =V, & --- © Vy ne dépend pas
de la décomposition initiale de V en somme de représentations irré-
ductibles. Le projecteur sur V; associé & cette décomposition est

pi= > xilt
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Preuve : Il suffit de démontrer la deuxiéme assertion. Posons
g = % Y iec Xi(t)*t. La proposition 8.1 montre que si W C V est
une sous-représentation irréductible de caractére y et dimension n, la
restriction ¢;|y est une homothétie de rapport 2 (x;, x). C’est donc 0
si x # Xi et 1 si x; = x. En conséquence g;|y; est égale & 0 si j # i et
a Idy, si j =i, donc ¢; est bien le projecteur p;. O



