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“ J’etais en proie a la mathématique,
Temps sombre! enfant ému du frisson poétique,
Pauvre oiseau qui heurtais du crane mes barreaux,
On me livrait tout vif aux chiffres, noirs bourreaux ;
On me faisait de force ingurgiter ’algebre ; ”

Victor Hugo (Besancon 1802 - Paris 1885) , Contemplations (1856).



Nous rappelons quelques faits d’algebre commutative qui nous servirons par
la suite. Tout nos anneaux seront commutatifs uniféres. Par une extension de
corps L/K on entend la donnée d’un morphisme de K vers L. L est alors une
algébre sur le corps K et on dit que 'algébre L est de type finie s’il existe des
éléments x1,xa, ...,x, € L tel que K[z1,x2,...,x,] = L. Le résultat suivant est
dia a Samuel Zariski.

Proposition 1 Toute extension de corps de type fini en tant qu’algébre est de
dimension finie.

Démonstration Notons L/K une extension de corps satifaisant les hypotheses
du théoreme. Donc il existe des éléments x1,xs2,...,xxy de L tels que L =
Klx1,x9,...,xN]. Montrons le résultat par récurrence sur l'entier N. Puisque
K(z1) = Klz1] équivaut a x; algébrique sur K, on déduit le cas N = 1.
Supposons le résultat vrai pour N fixé. Donc sous cet hypothese : L =
Klz1,22,...,xN+1]. Si n41 est un nombre algébrique sur K, alors on applique
I’hypothese de récurrence a la formule :

[L : K] = [K($N+1)[$1,$2, ...,LL'N] : K(CL‘N+1)][K($N+1) : K]

Si xn41 n’est pas un nombre algébrique alors ceci n’est pas possible. En effet,
soit ¢ = 1,..., N, il existe un polynoéme P; & coefficient dans K(xn4+1) tel que
P;(z;) = 0. Notons a; un élément non nul de K|[z;] tel que le produit de tout
coefficient de P; par celui-ci soit dans K[z x41], a le produit de tous les a; et y un
élément de K(zy41). Donc il existe un entier p > 1, tel que ya? soit un entier
algébrique sur K[xyi1]. Or K[zyy1] est isomorphe en tant qu’anneau aux
polynémes K[X] a une variable X, donc K[z 1] est intégralement clos. Donc
si y =1/b avec b un élément de K[z xn+1] premier avec a alors a? /b € K[z n41],
ce qui est une contradiction.

Définition Soit R un anneau et a un idéal de R. On appelle racine de a que
I'on note y/a, Pensemble des éléments b de R tels qu'’il existe un entier N > 1
tel que bN. Par suite, on appelle idéal radical tout idéal égal & sa racine.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que v/a est un idéal de R.

Lemme 1 Soit R un anneau. Si S est une partie multiplicative ne contenant
pas 0 alors il existe un idéal premier p tel que pN S = ().

Démonstration Soit X I'ensemble des idéaux a tels que SNa = . X est
non vide car il contient 'idéal nul et est inductif pour I'inclusion. Donc par le
lemme de Zorn, X possede un élément maximal p. Il reste & montrer que p est
premier. Soient a,b deux éléments de R n’appartenant pas a p tels que ab € p.
Donc il existe s1,$2 € S tels que s1 € (a,p) et so € (b,p). Or en ecrivant s; et
so comme combinaisons linéaires sur R de a,b et d’éléments de p, on observe
que s182 € p, ce qui est absurde. D’ou le résultat.



Proposition 2 Soit R un anneau et a un idéal de R alors la racine de a est
exactement l’intersection de tous les idéaux premiers de R contenant a.

Démonstration En passant aux quotients, on est amené a montrer qu’un
élément est nilpotent si seulement si il appartient a tout idéal premier de R. Si
a n’est pas nilpotent alors par le lemme précédent la partie mutiplicative des
puissances positives de a est dijointe d’un idéal premier. La réciproque se déduit
par définition d’un idéal premier.

Soient K un corps algébrique clos,
X = (Xla X27 (X3} Xn)

un systéme d’indéterminées et P un polynéme de K[X]. Un élément a € K™
est un zéro de P si P(a) = 0.

Définition Soit S une partie de K[X], on note Z(5) les zéros communs aux
éléments de S. Un partie Y C K™ est algébrique s'il existe une partie S’ C K[X]
telle que Y = Z(S”). Si T est un sous-ensemble de K™ alors on note I(T) I'idéal
des polynomes s’annulant sur 7', nous ’appelons 1'idéal associé a T'.

L’assertion suivante est le théoreme des zéros (Nullstellensatz) de Hilbert.

Théoréme 1 Les idéaux mazimauz de K[X] sont exactement les idéauz de la
forme

(X1 —a1,Xo —ag, ..., X, —ay)
En particulier, si a est un idéal de K[X] alors

IoZ(a)=+a

Démonstration Soit a un idéal maximal de K[X] et notons L = K[X]/a.
Puisque K[X] est noethérien, 'extension L/K est de type finie. Donc L/K est
finie par une proposition précédente. En outre, K est algébriquement clos et
tout élément de L est algébrique sur K. Donc K = L. On a donc une suite de
morphismes naturels :

K[X] — K[X]/a — K

Notons a; 'image X; par cette composition. Donc 'idéal propre (X1—ayq, ..., X,,—
ap) contient a. D’ol la premiere affirmation. Montrons la deuxieéme. Soient
f € IoZ(a) et Py, Ps,..., Py des polynémes tels que a = (P, P, ..., Py).
Nous allons utiliser ’astuce de Rabinovitsch. Notons par le fait précédent et le
théoreme de Krull que Z(a) est vide si et seulement si 1 € a. Donc l'idéal de



K[X,Y] (avec Y une indéterminée ) engendré par Pi,..., Py,1 — Y P contient
1. Donc il existe des polynomes Qq, @1, ..., @n tels que

1= Py(X)(1 — YP(X)) + Qu(X,Y)Pi(X) + ... + Qn(X,Y)Py(X)

Ensuite en remplagant Y par 1/P et en éliminant les dénominateurs par la
multiplication de P?® pour s un entier strictement positif assez grand, il vient :
P# € a. Donc I o Z(a) C v/a. Enfin linclusion inverse se déduit des définitions
de I et Z.
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1 Introduction

1.1 Schéma
1.1.1 Schéma affine associé a une variété algébrique

Soit n un entier > 1.

Le but de ce paragraphe est de donner une intuition géométrique de la notion
de schéma affine. Soit X = (Xi,..., X,,) un systéme a n indéterminées. Nous
notons pour 'instant R = K[X] 'anneaux des polynémes & plusieurs variables

sur un corps K algébriquement clos. Du préliminaire d’algébre précédent, on
en tire des résultats de géométrie :

Proposition 3 L’application Z définit une application bijective de ’ensemble
des idéauz radicaur vers les ensembles algébriques de K™. FEn particulier, la
restriction de Z aux idéauxr mazrimaux est une bijection avec K™.

Démonstration Tout d’abord 'ensemble des idéaux radicaux est non vide
car il contient toutes les racines de tous les idéaux. Soit a un idéal radical de
K[X]. Donc :

IoZ(a)=+va=a
Si Y est un ensemble algébrique alors :
ZoIY)=Y

D’ou la premiere assertion. Montrons la deuxiéme. A nouveau par le théoreme
des zéros de Hilbert, 'application

(Xl — aq, aXn - an) L — (ab "'7an)

est une bijection.

Notons que 'application Z renverse les inclusions, en ce sens que si I C I
sont deux idéaux alors Z(I3) C Z(I).

Définition On appelle fermé de Zariski dans K™ tout ensemble algébrique
de K™. Les fermés de Zariski forment une topologie sur K™ dite topologie de
Zariski.

Définition Un ensemble algébrique Y de K™ est une variété algébrique si son
idéal assoccié est premier. En outre, on dit que T est une sous-variété de Y si
T est une variété de K™ incluse dans Z.



Ainsi une variété Y est solution d’un systeme polyndmial :
P(X)=P(X)=..=Pn(X)=0

ou Pi,..., Py engendre un idéal premier. Puisqu'un idéal premier est égal a
sa racine, il s’ensuit que la correspondance entre varitétés algébriques de K™
et idéaux premiers associés a celles-ci est bijective. Par ailleurs, ’etude des
ensembles algébriques est réduite a celle des variétés :

Proposition 4 Tout ensemble algébrique sur un corps algébriquement clos s’écrit
comme union finie de variétés déterminées de maniére unique.

Démonstration
Soit Y une variété de K™.

Définition Si Y est associée a un idéal premier p alors on note Oy ’anneau
R/p dit des fonctions régulieres sur Y.

Des remarques précédentes, il s’ensuit :

Proposition 5 L’ensemble des idéaux premiers Spec(Oy) de Oy, dit spectre
de Oy, est en bijection avec l’ensemble des sous-variétés de Y. En particulier,
les points de Y s’identifie avec les idéaux mazimaux de Oy .

Définition Soit S un sous-ensemble de Oy, on note V(S) lensemble des
idéaux premiers contenant S. On appelle topologie spectrale sur Spec(Oy )
la topologie dont les fermés sont de la forme V(S). Par suite, Spec(Oy) muni
de la topologie spectrale est appelé schéma affine associé a la variété Y.

La proposition suivante montre la proximité entre topologie de Zariski et
topologie spectrale :

Proposition 6 Si l'on identifie Specm(Qy) avec l’ensemble des sous-variétés
de'Y alors la topologie de Zariski sur'Y est la topologie spectrale induite par son
schéma affine associé.

Démonstration Soient F un fermé de Y et p = I(Y). Donc il existe un idéal
radical a de K[X] tel que F = Z(a). 1l suffit de montrer que Z(a) N V(p) =
Z(a). L’inclusion Z(a) N V(p) C Z(a) est toujours vraie. Soit p un point de
Z(a), {p} est associé & un idéal maximal m contenant a et appartient & V (a),
d’ot I'inclusion inverse.

Donnons quelques exemples :



Exemple 1: Composantes irreductibles D’apres le théoréeme de transfert
de Gauss que K[X] est factoriel. Donc un élément de K[X] est irreductible
si et seulement si il engendre un idéal premier. De plus, si T est un ensemble
algébrique T = Z(P) alors on écrit :

N
p=][r"
=1

avec P; des polynomes irreductibles. En appliquant Z

N N N N

r=z([r" =]z =/ Z(\/E) =Jzwp)

=1 i=1 i=1 =1

et T a pour composantes irreductibles les Z(P;).

Exemple 2: Intersection de courbes Si P,(Q sont deux polyndémes non
nuls, non inversibles de K[X7, Xa] et sans facteurs communs alors le systéme

P(X1,X2) =Q(X1,X2) =0

n’a qu'un nombre fini de solutions. En effet, comme K (X;)[X2] est principal il
existe des éléments R, S de celui-ci tels que : RP+SQ = 1. Soit D € K[X;] tels
que DRP,DSQ € K[X;, Xs]. Donc si (x,y) est solution du systéme d’equation
ci-dessus alors

DRP(z,y) + DSQ(x,y) = D(x) =0

Il y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour x. Enfin, on intervertit les
variables X1, X5 dans les raisonnements précédents.

Exemple 3 : Courbe algébrique plane

(a) Si C est une courbe algébrique plane (i.e une variété de K2 de di-
mension 1) alors I(C) est engendré par un seul élément. En effet, notons
I1(C) = (P1, P2, ..., Py) avec Py, Py, ..., Py des polynoémes non nuls de K[X7, Xo|
tels que leurs facteurs irreductibles ne soient pas dans I(C') (On peut toujours se
ramener & ce cas). Or I(C) est premier, donc chaque P; est irreductitble. Sup-
posons que Py, P, ..., Py n’aient pas de facteurs communs alors par I’exemple
précédent ceci est absurde. Donc P, Ps, ..., Py ont un facteur commun S que
l'on peut & nouveau supposer irreductible et il vient : I(C) = (5).

(b) Déterminons les sous-variétés de C. Soit T une sous-variété de C de
dimension 1. Donc il existe un polynome irredicutible U tel que I(T) = (U).
Donc S = UP pour P € K[X1, Xz]. Donc par irreductibilité de S, I(C) = I(T)
et T =C.



(c) Si M est une sous-variété de C' de cardinal fini alors M est un singleton.
En effet, écrivons M comme union disjointe de singletons :

{1‘1} U {mg} U {.’L’k}

Donc :
k
100) = () 1)

Si k > 1, notons R; un générateur de I({z;}). Donc le produit des R; est
élément de I(M) mais chaque R; n’appartient pas & I(M). Ce qui contredit
que I(M) est premier. En résumé, on a déterminé entiérement le schéma affine
Spec(K[X1, X2]/I(C)) qui est composé de points M et du point générique I(C).

Exemple 4 : Plan affine On note A% le schéma affine Spec(K[X1, X3)).
Les points de A% sont donc de trois types différents. Les singetons donnés par
les idéaux maximaux de K[X7, X5], les sous-variétés de dimension 1 données
par une seule équation (voir I'exemple 3) et le point générique correspondant a
I’idéal nul qui est dense partout.

Exemple 5 : Lemniscate Considérons ’ensemble algébrique L sur les com-
plexes défini par I’equation :
P=Y?- X"+ (X*+Y?)?=0

En fait, L est une courbe algébrique plane. (i.e une variété algébrique de di-
mension 1 sur le plan C2?). Car en développant :

P=27>+2Z2Y*-1)4+Y?*4+Y*

avec le changement de variables Z = X?2. Supposons qu'’il existe deux polynomes
S1,S55 en les variables Z)Y tels que 5152 = P. Si les degrés de Sp,52 en Z
sont strictement positifs alors il existe deux polynémes Py (Y), P,(Y) tels que :
S; = Z — Pi(Y) pour i = 1,2. Donc en multipliant S; par Sy et en identifiant,
il s’ensuit :

Pl+P=-2Y2+1

PP, =Y"+Y?
Et on obtient ’equation :
PP+ Pi(2Y? — 1)+ Y +Y?
que I'on met sous forme canonique :

(P —1/2—1)2 =2(Y -



Mais cette derniere equation contredit 'unicité de la décomposition en irréductibles
dans C[Y]. Par conséquent, le degré de 'un des S; en Z est nul, disons S;. En-
suite, on conclut en remarquant que P(Z,Y) est unitaire et que le degré de Sy
en Y est forcément nul. En fait la courbe L sur les réels est appelée lemniscate.
On peut montrer que sa longueur d’arc est donnée par l'intégrale elliptique :

" 1
2(r) = /0 7@
dont I'inverse appelé sinus lemniscatique se prolonge en une fonction méromorphe
de developpement en O :

1 5 1 9 11 13
7 10° T 1207 T 156007

Exemple 6 : Cubique de Fermat On suppose que K est de caractérisque
nul. Considérons la surface donnée par l'equation : X3 + X3 + X3 et ¢ une
racine cubique non réelle de I'unité. De l'identité :

—X35 = (X1 + X2)(X1 4 (X2)(X1 + (* Xy)

On déduit que Spec(K|[X1, Xo, X3]/(X3 + X5 + X3) a des éléments associés
des variétés de dimension 1. En effet, l'idéal a; = (X3, X1 + (*X>3) avec s un
entier est premier puisque ’'on a la suite d’isomorphismes :

K[X1, X5, X3]/as — K[X1, Xs]/(X1 + (°Xs] — K[X5]
Ces morphismes étant donnés par la factorisation des morphismes surjectifs :
P(X1, X2, X3) — P(X1,X3,0)
et :
P(X1,X5) — P(—(° X5, X5)

1.1.2 Faisceaux d’anneaux

Nous allons définir la notion de schéma, pour cela nous faisons une disgression
sur les faisceaux. On suppose que le lecteur est accoutumé au langage fonctoriel.
Soit X un espace topologique. On note Top(X) la catégorie dont les objets sont
les ouverts de X et les morphismes sont les inclusions.

Définition On appelle préfaisceau d’anneaux sur X un foncteur contravariant
O de la catégorie Top(X) dans la catégorie des anneaux.

Ce qui signifie que pour tout ouvert U, on associe un anneau O(U) et pour
toute inclusion ¢ : U — V entre deux ouverts de X un morphisme d’anneaux
pviuv = 0(@) : O(V) — O(U) dit restriction de V' & U vérifiant la regle dite de
cocycle :

pPV,U © PW,V = PW,U

pour toutes inclusions d’ouverts U C V. C W. On convient que O(0) = {0}.
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Définition Un préfaisceau d’anneaux O sur X est un faisceau d’anneaux sur
X si O vérifie 'axiome suivant dit des faisceaux :

(FAI 1) Si pour tout recouvement d’ouverts {Uq }o €t si pour tous indices
a, (il existe des sections s, € O(U,) de sg € O(Up) telles que leurs restrictions
a U, N Upg soient égales alors il existe une unique section globale s € O(Z) telle
que pour tout indice « la restriction de s & U, soit égale a s,,.

L’anneau des sections globales doit étre vu comme un “anneau de fonctions”,
I’axiome des faisceaux traduisant une propriété locale de ces fonctions. Donnons
des exemples pour illustrer cette derniére remarque.

Exemple 1 : Distributions On considére R™ muni de sa topologie usuelle.
Soit U un ouvert de R™, on note D'(U) 'espace des distributions sur 8. On
observe que D’ est un préfaisceau de modules sur C*°. Ensuite, en faisant une
partition de I'unité pour tout recouvement d’ouverts de R™, on déduit que D’
vérifie ’axiome des faisceaux. Nous utiliserons cette derniere astuce pour définir
la notion de schéma affine.

Exemple 2 : Variétés algébriques Soient T une variété algébrique de K™
et U C T un ouvert. On note O(U) 'anneau des fonctions régulieres sur U.
Donc f: U — K est réguliere si pour tout point y € U, il existe un voisinage
ouvert W de y tel que f|W soit une fraction rationnelle de K (X) sans pole sur
W. On remarque que le caractere local de la régularité implique que O est un
faisceau d’anneau sur 7. On notera que O(T') = Or.

Définition Soient 07,05 deux faisceaux d’anneaux sur X. On appelle mor-
phisme de faisceaux de O; vers Oy une transformation naturelle de O; vers

Os.

De maniére plus concrete, un morphisme F' : O; — O; de faisceaux est la
donnée pour toute inclusion ¢ : U — V d’ouverts d’'un morphisme d’anneaux
F(U): 01(U) — O3(U) tel que :

Os(i) o F(V) = F(U) 0 O1(i)

Exemple 3 : Morphisme de variétés algébriques Cette derniere définition
nous permet de définir les morphismes entre variétés algébriques. Soient (Y, Oy),
(Z,09) deux variétés algébriques munient de leurs faisceaux d’anneaux des fonc-
tions régulieres. Une application continue o : ¥ — Z est un morphisme de
variétés algébriques si la composition de chaque section par « induit un mor-
phisme de faisceaux de Oy vers a.O;. (ol l'on note a,O; le faisceau sur Z
tel que pour tout ouvert U de Z, a,O1(U) = O1(a~1(V)).) Par ailleurs, nous
notons Yar(K) la catégorie des variétés algébriques sur le corps K.
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Définition Soit O un faisceau d’anneaux sur X et z un point de X. On
appelle anneaux des germes en x 'anneau O, formé de classes d’equivalences
[U, f] de couples (U, f) avec U un ouvert contenant = et f € O(U) une section
de U ot 'on identifie deux couples (U, f) et (V, g) sl existe un voisinage ouvert
W de x contenu dans UNV tel que les restrictions de f et g sur W soient égales.

Si z € U alors on a un morphisme d’anneaux :
oU)— O,
qui & tout section f € O(U) associe la classe [U, f].

En fait, la notion de germe de fonctions est connue :

Exemple 4 : Fonctions holomorphes Considérons le faisceau O d’anneaux
des fonctions holomorphes sur le plan complexe. Si z est un nombre complexe
alors O, est 'anneaux des classes de fonctions holomorphes au voisinage de z,
ou l'on identifie deux fonctions si elles sont égales sur un disque contenant z.

Donc intuitivement par une germe de fonctions en z, on entend une fonction
ayant la propriété locale donnée par O seulement au voisinage de .

Exemple 5 : Espace étalé Soit O un faisceau d’anneaux sur X. On con-
sidére 'union disjointe O des O, ou = € z. Sur O on peut défnir une topologie
de la maniere suivante. Si l’on note s, un élément de O, représenté par une
section s et U un ouvert de x alors on considere la topologie engendré par les
ouverts :

U(s) = U Sz

xz€l

On a ainsi la projection naturelle continue :
m:0—zx

On peut montrer que les sections du faisceau O s’inditifient avec les applications
s telles que 7o s soit identité, ce qui justifie la nomemclature section. Pour cela,
il suffit de correspondre a une section s sur un ouvert U 'application qui a tout
x € U associe Sg.

Exemple 6 : Morphisme induit Si F: O; — O3 est ulN morphisme de
faisceaux sur X alors pour tout € X, on a un morphisme naturel :

Fz : Ol,z — 02,1

Proposition 7 Soit O presfaisceau sur X. On note O le presfaisceau dont
une section s’ est définie par Uapplication :

s : U022+ [0,s] €O,
pour U un ouvert de X et s € O(U). Alors O est un faisceau sur X.
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Démonstration Soient {U,} un recouvrement ouvert de X et s € O'(X)
une section globale telle que s|U, = 0 pour tout a. Montrons que s = 0. Soit
x € X, il existe «a tel que z € U, et donc s(z) = [V, s| = 0. Maintenant, soit
{8a} une famille de sections telle que s,|Un N Vg = s3]0, NVg. pour tous «, [.
Montrons qu’il existe s tel que s|U, = S, pour tout . On définit alors s par :

s(7) = [Oa; 8a)

si € Uy. s est bien définie par hypotheése sur {s,} et vérifie ce que 1'on veut.
Enfin, s est déterminée de manieére unique par ce qui précéde.

Soient O, 05 deux faisceaux sur X. La proposition précédente nous donne
les constructions algébriques suivantes :

Exemple 7 : Somme directe Soit X un espace topologique et O, Oy deux
faisceaux sur X. On note O; ® Oy le presfaisceau sur X défini par

01 @ 02(0) = 01(0) ® 02(V)

pour tout ouvert U C X. Soient en effet {U,} un recouvrement ouvert de X et
(far9a) € O1 ® O(U,) des sections tels que

fa|Ua N Ug = fﬁ|Ua N U,@
En particulier,

fa|Ua N Ug = fﬁ|6a N Ug

ga|Ua n U@ = g5|Ua n Uﬁ

Aprés, on applique 'axiome des faisceaux & {fo}, {ga} et I'unicité de l'ecriture
en somme directe.

Exemple 8 : Produit tensoriel On définit le produit tensoriel de O; par
O3 comme étant le faisceaux O sur X définit par :

O(0) = 01(V) ® 02(V)

pour tout ouvert U de X. Neanmoins on peut montrer que le presfaisceau O
n’est en général pas un faisceau.

Exemple 9 : Quotient Supposons que pour tout ouvert U on ait un idéal
Z(U) de O1(0) alors on définit le quotient de Oy par Z comme le faisceau F’
donné par :

F(U) = 01(0)/1(0)
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pour tout ouvert & C X. On dénote F' par O1/Z. Ainsi tout morphisme de
faisceaux F : O; — O3 se factorise en un morphisme F : O /Ker(F) — Oy
ou ’on note

Ker(F)(U) = Ker(F(U))

pour tout ouvert U C X.

En s’aidant des exemples précédents on peut vérifier que :
Proposition 8 La catégorie des faisceaux sur X est abelienne.

Soit B une base d’ouverts sur X. (i.e tout ouvert de X est réunion d’éléments
de B) Supposons que tous éléments U C V de B on ait des anneaux O(U) et
des applications restrictions py,y : O(V) — O(U) vérifiant 'axiome suivant.
Pour tout recouvrement d’ouverts {U,} de X par des éléments de B, si pour
tout a, B il existe so € O(Ua) et sg € O(Up) tels que leurs restrictions & un

élément de B inclus dans U, NUpg soit égal alors il existe un unique s € O(Z) tel
que sa restriction a U, soit s,. Par suite, sous I’axiome précédent ’assignation

B3>0 — OU)

est appelée faisceau sur la base B.

Exemple 10: Limite inductive Soit O un faisceau sur la base B. Puisque
Pensemble des applications restrictions est un systéme inductif (voir la régle
de cocycle), on peut donc définir la limite inductive limy O(W) du systeme
{pv,w} ot les indices V' C W parcourent les éléments de B inclus dans U. Ainsi
on pose :

lim O(W) = O(v)

c’est donc l'anneau des familles {fyw, W C U} telles que pour toute suite
d’inclusions W C V. C U avec W,V € B on ait :

pvw fv = fw
Cette derniére observation nous donne le resultat suivant :

Lemme 2 Tout faisceau sur une base s’étend en un unique faisceau.

Démonstration On note O la régle obtenue par limite inductive comme ci-
dessus. Soient U C V deux ouverts quelconques, on définit le morphisme py ¢ :
O(V) — O(U) par :

pvuolfr, T CV}={pvufr,T CV}
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Donc, si W est un troisieme ouvert contenant V' alors :

pvu o pwyvifr, T CW}={pvuopwyvfr,T CU}=

{owufr,T CU} = pwu{fr, T C W}

Ce qui montre que O est un presfaisceau. Ensuite, si {U,} est un recouvrement
ouvert de X et {f, € O(U,)} une famille de sections telle que les restrictions de
fa et fz & UqNUg soient égales alors en rafinant la famille {U,} & des éléments
de B, on a le résultat par définition des faisceaux sur la base B.

1.1.3 Partition de ’unité

Soit R un anneau quelconque. On note Spec(R) I'ensemble des idéaux pre-
miers de R et pour une partie S de R, V(S) 'ensemble des idéaux premiers
contenant S. Puisque

V(S) = V{DH

fes

les V(.S) forment une topologie dite spectrale. Cette topologie est parfois appelée
topologie de Zariski pour la raison suivante. Soit f un élément de R, on sous-
entend f comme une “fonction” de Spec(R) dont la valeur en un idéal premier
p est 'image de f par les morphismes canoniques

R — R/p — k(p)

ou k(p) est le corps de fraction de anneau R/p. Ainsi “I’ensemble algébrique”

{p € Spec(R)|Vf € S, f(p) = 0}
est V(5).

Définition Soit S une partie multiplicative de R. On appelle localisé de R par
rapport & S I'ensemble S~! R des fractions a/s o1 on identifie deux représentants
(a,s),(b,r) € Rx S de a/s s'il existe u € S tel que u(ar — bs) = 0.

S~1 R munit des régles d’addition et de multiplication habituelles sur les frac-
tions est un anneau. On rappelle qu’un anneau local est un anneau qui posséde
un unique idéal maximal et que le quotient par celui-ci est appelé corps résiduel.

Proposition 9 Si S est le complémentaire d’un idéal p alors ST'R est un an-
neau local d’idéal mazximal pS™' R dont le corps residuel est le corps de fractions
k de R/p.

Démonstration On observe que le complémentaire de pS~! R est inclus dans
les inversibles SR, car si a/s ¢ pSTIR alors a € S et s/a € ST'R. Donc
S~1R est local. Ensuite, soit ¢ le morphisme qui & chaque a/s € S~ R associe
a/s € k. Alors ¢ est surjectif de noyau pS—!R.
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Pour alléger les notations, on dénote par V(f) le fermé V({f}), D(f) le
complémentaire de V(f) et Ry le localisé de R par rapport & la partie multi-
plicative des puissances de f. Notons que Ry est un anneau local.

Lemme 3 D(f) forme une base d’ouverts de Spec(R). Il existe une bijection
naturelle entre Spec(Ry) et D(f).

Démonstration Soit U un ouvert de Z = Spec(R). Donc il existe une partie
S C Z telle que le complémentaire de U soit V(S). Donc

v=z-vS)=z-VviHh=Uz-vH= DU
fes fes fes

D’ou la premiere assertion. Soit f € R. Ensuite on considére 'application
D(f) > a—— aRy € Spec(Ry)

qui est bien définie et est une bijection.

L’observation suivante est importante :
Lemme 4 Spec(R) pour la topologie spectrale est un espace topologique quasi-

compact.

Démonstration On remarque par le lemme précédent que tout recouvrement
d’ouverts se ramifie en un recouvrement des ouverts distingués D(f). Soit S un
sous-ensemble de R tel que

7 = Spec(R) = | J D(f)
fes

Donc en passant au complémentaire I'expression ci-dessus V(S) = ). Donc S
engendre 'idéal unité. Donc il existe des éléments a1, ..., ay de R et des éléments
f1, f2, ..., fn de S tels que

l=a1fi+axfo+...+anfn

Donc V({f1,-.., fn}) =0, ce qui s’ecrit encore :

N

z=JDf)

i=1
D’ou le resultat.

Lemme 5 Soient f,g deuz éléments de R. Si D(f) est inclus dans D(g) alors
on a un morphisme d’anneaux ppg).p(f) : Ry — Ry naturel que l'on appelle
restriction.
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Démonstration Par hypothése, en passant au complémentaire on a : V(g) C
V(f). Donc

V= ) rc () =V
peVH{fH peV({g})

Donc il existe un entier N > 0 et a € R tel que f¥ = ag et on pose :

i) _ akb
g*"  (ag)k

PD(9).0()
Ce qui définit bien un morphisme d’anneaux de R, vers Ry.

On note D la base d’ouverts de Spec(R) formé par les ouverts D(f). Pour
tout f € R on note O(D(f)) = Ry et par la proposition précédente on a une
application restriction :

PD(9).0(f)  O(D(9)) — O(D(f))

lorsque D(f) est inclus dans D(g), il s’ensuit :

Théoréme 2 O est un faisceau d’anneauz sur la base D de Spec(R) et s’etend
donc en un unique faisceau que l’on appelle faisceau structural.

Démonstration Nous faisons la démonstration en deux étapes :

(1) Soit {f,} une famille de R telle que les D(f,) recouvrent Z = Spec(R).
On peut supposer que cette famille est finie et qu’elle engendre R. Soient f,g
deux éléments de R égaux dans Ry, pour tout a, montrons que f = g dans R.
Donc pour tout a, il existe un entier positif N(a) tel que

fNg—f)=0
Comme :
D(sM)=Z-V(")=Z-V(H/(sN)=Z-V(\/(s)) =Z—V(s) = D(s)

pour tout entier N posifif et tout s € R, il s’ensuit que les f,iv (@) engendrent

l'idéal unité. Donc il existe une famille finie {e,} de R telle que
Zeaf(iv(a) =1

Ce qui donne :

F=9=0 et g-f)=0

a
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(2) Montrons que si pour tous a,b, on ait des fonctions gq, g, respective-
ment sur D(f,) et D(fy) telles que leurs restrictions & D(f,) N D(fp) = D(fufb)
soient égales alors il existe g telle que sa restriction & D(f,) soit égale & g,

pour tout a. Tout d’abord, pour tout a, il existe un entier N(a) positif tel que

év (a) go soit un élément h, de R. Puisque que le nombre d’indice a est fini,

quitte a changer h, par un autre élément de R, on peut supposer que N (a) est
N = maz,N(a). Ainsi par hypothese :

flfvha = (fbfa)Nga = (fafb)Ngb = févhb
pour tous a et b. En outre, par (1), il existe d, € R pour tout a tel que
gy =1
a
Donc on pose :
9=">_ daha
a
Par suite, en utilisant un calcul précédent :
févg = Zdabeha = (Zdafc]bv)hb =My
a a
Donc la restriction de g a D(f,,) est égale a g,

Epilogue Enfin, en utilisant (1), on observe que g est déterminé de maniere
unique et donc que O est un faisceau sur la base D.

Définition On appelle schéma affine le spectre d’'un anneau muni de son fais-
ceau structural.

1.1.4 Schéma

Soit X un espace topologique et @ un faisceau d’anneaux sur X. Pour
définir la notion de schéma et de morphisme de schémas, nous avons besoin
des définitions :

Définition On dit que (X, O) est un espace localement annelé si pour tout
point x € X l'anneau O, des germes en x est un anneau local d’idéal maximal
mg.

Soient z un point de X et f une section globale de O(X). On appelle valeur
de f au point z que l'on dénote par f(z) l'image de f par les morphismes
canoniques

O(X)— 0, — k(z) =0, /m,

En particulier, on dit que f s’annule en x lorsque f(x) = 0.
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Exemple 1: Fonctions holomorphes On munit C du faisceau O d’anneaux
des fonctions holomorphes. Si w est un nombre complexe alors O,, est un anneau
local d’idéal maximal m formé des fonctions f de O, telles que f(w) = 0. En
effet, si f(w) # 0 alors on peut trouver un petit disque D C C contenant
w tel que pour tout z € D, f(z) # 0 et la classe [D, f|D] a pour inverse
[D, f~1|D]. Ainsi, le morphisme qui & toute germe [U, f] associe f(w) induit un
isomorphisme entre O,,/m et les nombres complexes C.

Soient R un anneau et p un idéal premier de R. On dénote par R, le localisé
de R par rapport au complémentaire de p.

Proposition 10 Un schéma affine est un espace localement annelé.

Démonstration On remarque que O, est la limite inductive des O(U) ou U
parcourt les ouverts contenant p. Pour cela on se restreint aux ouverts D(f)

avec f € p.
La proposition suivante montre ’analogie entre variétés algébriques et schémas
affines.

Proposition 11 Soient X = Spec(R) un schéma affine et U un ouvert de X.
Alors f € O(U) si et seulement si pour tout point p de U, il existe un ouvert
W C U contenant p et a,s € R avec s(q) # 0 pour tout q, tel que : f =a/s.

Démonstration En fait, si O est le faisceau structural de Spec(R) alors O’ =
O et donc le résultat est une conséquence de la déscription des sections de O’ (U)
pour tout ouvert O.

Définition Soient (X, ) un espace localement annelé. Pour toute fonction
[ € O(X), on note Uy l'ensemble des points y tel que I'image de f par le
morphisme naturel

0(X) — 0O,
soit un élément inversible de O,. L’espace (X, O) est dit affine si :
(AFF1) pour toute section globale f, Uy est un ouvert et O(Uy) est iso-
morphe & O(X)y.
(AFF2) pour tout point 2 de X le morphisme d’anneaux
9:0X)— O,

induit un homéomorphisme entre Spec(O(X)) muni de sa topologie spectrale et
I’espace topologique X définit par

X 5z ¢~ (my) € Spec(O(X))

ou m, est I"idéal maximal de I'anneau local O,.
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Un schéma affine est donc un espace localement annelé affine. De ce fait
puisque la restriction a un ouvert d’un espace localement annelé est un espace
localement annelé, on peut définir la notion de schéma en général comme un
espace recouvert par des “ouverts affines”.

Définition On appelle schéma un espace localement annelé (X, O) tel que
pour tout point x de X, il existe un ouvert U contenant x tel que l’espace
localement annelé (U, O]0) soit affine.

Donnnons quelques exemples :

Exemple 2: Spec(Z) - Chaque idéal premier de Z est engendré par un entier
premier ou nul. Si p est un nombre premier alors :

Z(p) = {a/b S Q|b/\p = 1}
et
Zoy = Q

D’ot, on tire : k((0)) = Q et k((p)) = Z/pZ. Ce qui montre que chaque point
de Spec(Z) a des germes de natures differentes.

Exemple 3 : Spec(C[T]) - On considére 'anneau des polynémes C[T] a
une indéterminée. Les idéaux premiers de C[T] sont representés par 0 et les
polynomes de la forme T' — a avec a € C. Par conséquent :

ClT](r—a) = {P/Q € C(T)|Q(a) # 0}
qui représente les fractions rationnelles sans poles en a et
C[T) = C(T)

Neanmoins a la difference de Spec(Z) chaque corps residuel est isomorphe aux
fractions rationnelles C[T].

Définition Soient X,Y deux schémas on appelle morphisme de schémas un
couple (1, ¢*) formé d'une application ¢ : X — Y continue et d’un morphisme
de faisceaux ¥ : Oy — 1, Ox tels que pour tout point x € X et tout ouvert
U C Y contenant t(z), une section de s de Oy (U) s’annule si et seulement si
la section ¥*(U)(s) de 1.0x (V) = Ox (11 (V)) s’annule.

Soient z € X et y = ¥*(z). La condition précédente traduit que ¥* induit un
morphisme d’anneaux :

wg:(’)y—>(’)x

tel que wg (my) = m,. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que I’application
identité et la composée de deux morphismes de schémas est un morphisme
schémas.
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Exemple 4 : Morphisme d’anneaux Si g: R — S est un morphisme
d’anneaux alors ¢ induit un morphisme de schémas de Spec(S) vers Spec(R).
En effet, on remarque (avec les mémes notations que ci-dessus) que :

W = Spec(g) : p € Spec(S) — g~ (p) € Spec(R)

et que :
YH(D(f)) = g5 : Ry 3 a/ N — g(a)/g(f)N € Sy(y)

En particulier, 1*(Spec(R)) = g. On conclut en utilisant la limite inductive.
Ainsi la régle F' de la catégorie des anneaux vers la catégorie des schémas telle
que F(R) = Spec(R) et qui & tout tout morphisme g : R — S associe

(Spec(g), (lim g7)es) - Spec(S) — Spec(R)

est un foncteur contravariant. Notons F° le foncteur construit a partir de F' de
la catégorie opposée des anneaux vers celle des schémas affines. F'° admet un in-
verse donné par G(Spec(R)) = R et pour tout morphisme (¢, %) : Spec(S) —
Spec(R) associe

[*(Spec(R))]°: S — R

On obtient ainsi un résultat qui sera important par la suite :

Théoréme 3 La catégorie des schémas affines est equivalente a la catégorie
opposée des anneau.

Notons que deux spectres d’anneaux peuvent étre isomorphe en tant qu’espaces
topologiques mais pas en tant que schémas affines. En effet, Spec(Q) et Spec(Fs)
sont deux espaces topolgiques identiques mais il n’existe pas de morphisme
d’anneaux entre Q et Fs.

Exemple 5 : Droite réelles et complexes Soient T une variable et f :
R[T] — CJ[T] V'inclusion. Alors f induit un morphisme de schémas de

Spec(CIT]) —> Spec(RIT))
défini de la maniere suivante :
Y : Spec(C[T)) > (T — a) — f~Y(T — a) € Spec(R[TY])
Si a est réel alors :
(T = a)C[T]) = (T — a)R[T]
Sinon a = a F i n’est pas réel (avec a, 5 € R) et :

V(T — a)C[T]) = (T? — 2aT + o? + R[]

22



Donc la droite réelle Spec(R[T]) moins le point générique (0) s’identifie au plan
superieur des nombres complexes de parties réelles positives. En outre si P €
R[T] alors :

W (D(P)) : R[T]p — C[T]p

Exemple 5 : Schéma sur Spec(K) Soit K un corps. On note £ la catégorie
dont les objets sont des morphismes f : Spec(R) — Spec(K) de schémas
affines et les morphismes entre deux objets f et g : Spec(S) — Spec(K) sont
les morphismes de schémas h : Spec(R) — Spec(S) tels que ho g = f. Soit
Z = Spec(A) un schéma affine. Par ailleurs, on vérifie que u : Z — Spec(K)
est un morphisme si et seulement si u est un morphisme de K vers kz(p) pour
tout p € Spec(A).

Exemple 6 : Parabole Soient K un corps et X,Y,T des indéterminées.
Alors la parabole Spec(K[X,Y]/(Y — X?)) est isomorphe & la droite affine
Spec(K|[T]). En effet, on considére le morphisme d’anneaux :

f:K[X,Y]>P(X,Y)— P(T,T?) € K[T]

est surjectif, de noyau (Y —X?) et induit donc un isomorphisme de K[X,Y]/(Y —
X?2) vers K|[T). Ensuite, on conclut par le théoréme précédent.

Corollaire 1 La catégorie opposée des algébres sur K est equivalente a la
catégorie G(K) des schémas affine sur Spec(K).

Exemple 7 : Groupe de Galois Soit K/L un extension galoisienne de
groupe de Galois Gy, alors I'ensemble des automorphismes de Spec(K) —
Spec(L) dans la catégorie &(L) est un groupe isomorphe & G /1. En particulier,
si L est un corps premier, G,z s'identifie aux automorphismes de Spec(K).
Donc bien que Spec(K) ait un seul élément, il possede en gén éral plus d’un
automorphisme.

Exemple 9 : Spec(Q[T]) - Soit T une variable et Q la cloture algébrique de
Q. Alors pour compléter 'exemple 5 le lecteur pourra vérifier que Spec(Q[T])
moins le point générique est en bijection avec les orbites de ’action du groupe
de Galois absolue Gg /Q Sur les nombres algébriques Q.

Exemple 10 : Ouvert Soit U un ouvert d’un schéma X alors I’espace locale-

ment annelé (U, Ox|U) est un schéma. En effet, on peut recouvrir X et donc U
par des ouverts affines W, = Spec(R,). Ensuite, on écrit :

Wy = U Da(f)

fERA
Z =|JRa
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Aprés, on note S 'ensemble des couples (a, f) ot f € Z tel que D,(f) C U.
Donc pour tout (o, f) € S :

Ox[0(Da(f)) = Ox(Da(f)) = Ra.f

Ce qui montre que U est recouvert par des espaces affines.

Exemple 11 : Fermé Si Spec(R) est un schéma affine et a un idéal de R
alors on a une inclusion

V(a) = Spec(R/a) — Spec(R)

qui provient du fait que les idéaux de R/a sont en bijection avec les idéaux
contenant a. Donc Spec(R/a) est donc un sous-schéma fermé de Spec(R). De
maniere général on peut définir la notion de sous-schéma fermé a l'aide de
quotient de faiceau d’anneaux.

Nous donnons maintenant des exemples de schémas non affine
Exemple 12 : Recollement

Exemple 13 : Schémas projectifs

24



1.2 Schéma en groupe affine
1.2.1 Produit fibré et somme almalgamée

Nous introduisons une notion qui permet de généraliser les notions ensemb-
listes de produit catésien, intersection, union et préimage au sein de diverses
catégories.

Soient 2 une catégorie et X,Y des objets de .

Définition On note 2Ax y la catégorie dont les objets sont des paires de mor-
phismes

f:5—X

g:S—Y

pour tous objets X, Y, S et dont un morphisme (f, g) vers (f/,¢'): S’ — X,V
est un morphisme h : S — S’ tel le diagramme suivant

g
S , Y
A
f q
) Iz
X . g

soit commutatif

Définition De maniere similaire, on note A%Y la catégorie formée des couples
de morphismes (f,g) : X, Y — S tels qu'un morphisme de (f,g) vers (f',¢) :
X,Y — S’ soit un morphisme h : S — 5’ tel que le diagramme suivant
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S . Y
A
f q
I’ \
X . g

soit commutatif.

Les produits et de sommes apparaissent comme objets universels au sein des
catégories 2Ax y et AXY .

Définition Un produit X par Y dans 2 est la donnée d’un objet (f,g) : P —
X,Y de Ax y tel que pour tout objet (u,v) : S — X,Y, il existe un unique
morphisme de (u,v) vers (f,g).

L’unicité des objets universaux a isomorphisme pres montre que notre définition
a un sens :

Proposition 12 Sl existe un produit (f, g) dans A formé par deuzx objets X, Y
de A alors un autre produit de X parY est isomorphe a (f,g) dans la catégorie

leyy,

Donnons un exemple :

Proposition 13 Le produit direct est un produit dans la catégorie des groupes.

Démonstration Soient G, S, T des groupes, S x T le produit direct de S et
T, (u,v) : G — S, T une paire de morphisme et (p1,p2) : S x T — S, T les
projections naturelles. Donc le morphisme de groupes

w:G3x— (u(x),v(x) e SxT
est un morphisme de (u, v) vers (p1,p2). Si f est un autre morphisme de (u,v)

vers (p1,p2) alors il doit satisfaire p; o f = u et pa o f = v ce qui force f = w.
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Définition Une somme de X par Y dans 2 est la donnée d’un objet (f,g) de
AXY tel que pour tout objet (u,v), il existe un unique morphisme de (f, g) vers

(u,v).

Pour 'unicité de la somme les mémes arguments s’appliquent. Par ailleurs,
des définitions ci-dessus on a :

Proposition 14 P est un produit de X parY dans 2 si et seulement si P est
une somme de X parY dans la catégorie opposée A°.

Voici un exemple fondamental de somme :

Proposition 15 Le produit tensoriel est une somme dans la catégorie des an-
Neaur.

Démonstration Soient A,S,T des anneaux et (u,v) : A — S, T un couple
de morphismes d’anneaux. On considére les morphismes naturels :

s1:892zr—2x®1eS®T

So:To>yr—1yesST

et le morphisme w de (u,v) vers (s1, s2) définit par :

w:S®T3Y za@ys— Y u(za)v(ys) € A
o o

Soient x,y € A. Si s est un autre morphisme de (u,v) vers (s1,s2) alors s
satisfait s(z ® 1) = u(z) et s(1 ® y) = v(y). Donc :

s(z@y) =s((ze (1 @y)) = u(@)o(y)
Doncsi Yz, ®ys € S®T alors
sQ_ra®ys) =) s(wa®ys) = Y ulza)vlys) = w(d_ wa ®yp)
D’ou s = w.

Définition Soit S un objet de 2. On appelle catégorie des objets de 2 au-
dessus de S la catégorie notée Ag dont les objets sont des morphismes f : X —
S et les morphismes de f vers g : Y — S est un morphisme h : X — Y tel
que g o h = f. De maniere analogue, on note A° la catégorie opposée de Ag
dite des objets de 2 en-dessous de S.

On vient & la notion centrale :
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Définition Soit S un objet de A et f,g deux éléments de Ag. On appelle
produit fibré de f par g dans 2 un produit de f par g dans la catégorie 2g. De
méme, on appelle somme amalgamée une somme dans la catégorie A°.

Dans la catégorie des ensembles Ens ceci se traduit par :

Proposition 16 Soit (f,g) : X,Y — S un objet de Ens™Y . Si l'on note
X xgY Uensemble des couples (x,y) de X XY tel que f(x) = g(y) et px,py :
X xgY — X,Y les projections naturelles alors (p1,p2) est un produit fibré.

Démonstration On considere le diagramme commutatif :

g
S . Y
/‘
f XXY v
/ h
u
X< 7z

qui est bien défini par définition de X xg Y. Notons (u,v) : Z — X, Y les
fleches ci-dessus, il s’agit de montrer que h est déterminé de maniére unique.
Puisque 'image de u et v est contenu dans celle des projections naturelle X xg
Y — X,Y. Pour tout x € Z, on a :
fou(@) = gou(x)
ce qui montre que ’application :
Z 3> xr— (u(z),v(z)) € X x5V

est bien définie et est par commutativité du diagramme h.

En fait, le produit fibré véhicule beaucoup d’informations :

Proposition 17 Soient XY, S des ensembles et X xgY le produit fibré donné
par les applications (f,g) : X, Y — S. Si S est un singleton alors X xgV =
XxY. SiX,Y CS etf,g sontles inclusions alors X xgY = XNY. SiY CS
et g est Uinclusion alors X xgY = f~1(Y).
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Si 2Ann désigne la catégorie des anneaux et S un anneau alors Ann” correspond
a la catégorie des algébres sur S.

Proposition 18 Le produit tensoriel des algébres sur S est une somme amal-
gamée.

Démonstration La démonstration est identique a celle faite pour les anneaux.

Puisque I'image d’une somme par un foncteur contravariant est un produit, la
proposition précédente implique 'existence d’un produit dans la catégorie des
schémas affines sur un autre :

Corollaire 2 Si est R un anneau et S(R) la catégorie des schémas affines
au dessus de Spec(R) alors le produit deux morphismes Spec(S), Spec(T) —
Spec(R) est donné par Spec(S @r T) — Spec(S), Spec(T).

Donnons un exemple concret. Soient X, Y deux variables et K un corps. Alors
on a l'isormorphisme naturel K[X|® K[Y] 2 K[X,Y] qui & X ® Y associe XY
Donc on obtient Spec(K[X]) x Spec(K[Y]) = Spec(K[X,Y]). Ce qui sinifie que
le produit de deux droites affines est le plan affine.

1.2.2 Foncteur de points

Nous partons de lintuition suivante. Si R est une algébre (commutative
unifére) sur un annneau B alors R est construite a l'aide d’une famille de
polynémes. En effet, soient {z,} des générateurs de R (On peut prendre
{za} = R) et X = {x,} une famille d’indéterminées toutes indexées sur le
méme ensemble. Donc le morphisme

B[X] — R

envoyant X, sur z, est surjectif et de noyau N engendré par une famille de
polynoémes {Ps}. Donc B[X]/N = R. Soit maintenant A une autre algébre sur
B alors les morphismes d’algébres Homp(B[X]/N, A) correspondent bijective-
ment aux solutions a = (a,) dans A telles que pour tout 3, Pz(a) = 0. Car tout
morphisme est uniquement déterminé par les valeurs des classes X, modulo N.
De plus, une solution donne un morphisme de la méme fagon. Par ailleurs, pour
le cas ou B = K est un corps algébriquement clos, R de type fini et A = K, on
a la bijection :

Homg(R,K) — Z(N)
Définition Un foncteur d’une catégorie 2 vers les ensembles Ens est dit

représentable s’il est isomorphe a un foncteur dont 'assignation entre objets
est :

A+ hg(A) = Homgy(S, A)
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et dont celle entre fleches est :
fr—hs(f):g— fog

Soit B un anneau. Nous rappelons que toute nos algébres sont associatives,
commutatives et uniferes

Définition On appelle foncteurs de points sur B un foncteur représentable de
la catégorie des algébres sur B vers celle des ensembles.

L’approche des foncteurs de points est justifiée par le lemme suivant dit de
Yoneda :

Lemme 6 Si F' : 2 — €ns est un foncteur covariant alors on a une bijec-
tion entre les transformation Hom(ha, F) vers les points de F(A) donnée par
Uapplication :

¥ — (A)(ida)

En outre; on a : Hom(A, B) = Hom(hp,ha) pour tout objet B de 2.

Démonstration L’application donnée par ’enoncé admet pour inverse I’application
F(A)

Pour le deuxiéme point, il suffit de remplager F par hp dans ’expression
Hom(ha,F) = F(A).

Corollaire 3 La catégorie des foncteurs de points sur B est équivalente a celle
des schémas affines au dessus de B.

Démonstration Par le lemme de Yoneda et par les axiomes de foncteurs on
a: RS siet seulement si hg & hg et Hom(R,S) = Hom(hg, hr) pour toute
algébres R et S sur B.

Nous pouvons a présent définir les schémas en groupe affine ainsi que leurs
morphismes :

Définition Un schéma en groupe affine F de base B est un foncteur de points
sur B a valeurs dans la catégorie des groupes. En d’autres termes pour toutes
algébres R, S et morphisme s : R — S, E(R) est un groupe et le morphisme
naturel

h(f): E(R) — E(S)

est un morphismes de groupes.
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Définition Soient F, F' deux schémas en groupe affines. Un mophisme de F
vers F est une naturelle transformation ¢ : E — F. Ce qui sinifie que pour
toutes algébres R,S et morphisme s : R — S sur B on a des morphismes de
groupes ¥ (R) : E(R) — F(R) tels que le diagramme

soit commutatif.

Définition Soient 9, : E — G et ¥y : F — G des morphismes entre
schémas en groupe affines. On appelle produit fibrés de E par F selon les
morphisme ci-dessus le foncteurs de groupes défini par :

E xc F(R) = {(a,b) € E(R) x F(R)[tb1(a) = 2(b)}

Par suite, on a la conséquence directe provenant du paragraphe précédent :

Proposition 19 Si E, F, G sont des schémas en groupe affines représentés par
des algébres R, S et T alors le produit fibrés E xc F selon les morphismes
1, % comme ci-dessus est un schéma en groupe affine représenté par le produit
tensoriel R xp S des algébres R, S sur T issues des morphismes 1 et 1.

1.2.3 Algébre de Hopf

Bien que le résultat suivant se démontre par des arguments abstraits, nous le
faisons explicitement afin d’effectuer des calculs uterieurement.

Proposition 20 Si F' est un schéma affine en groupe de base B représenté par
une algébre S alors on a lisomorphisme

ba: F(A) x F(A) — Hom(S ® S, A)
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qui tout couple de morphisme (f,g) associe le morphisme
S®S23s@s — f(s)g(s) e A

pour tout algébre A sur B.

Démonstration Soit A une algébre sur B. Supposons que ¢ 4(f,g) = 0 pour
f,g € F(A) alors pour tous s,s" € S

9(s) = dalg,h)(s @ 1) =0 =da(g,h)(1®s") = h(s)

Donc ¢4 est injectif. Soit s € S. Si maintenant f : S x § — A est un
morphisme alors on pose g(s) = f(s®1) et h(s) = f(1®s). Donc ¢pa(g,h) = f.
Donc ¢4 est un isomorphisme.

Définition On appelle algébre de Hopf la donnée d’une algébre A sur un
anneau B et de morphismes M : A — A® A, [ : A — Aete: A— B
( dits respectivement comultiplication, coinverse et augmentation ) satisfaisant
les conditions suivantes. Soit a € A. Si l'on note M(a) = Y aq ® by avec
® = ®p alors :

(AH1)
> M(aa) ®ba =) aq ® M(ba)
(AH2)
ZS(aa)bg = ¢(a)
( AH3)

Z e(an) ® by

[e%

(AH1),(AH2) et (AH3) sont appelés les axiomes de coassociativité, de coinverse
et de coneutralité.

Le résultat suivant nous simplifie les calculs dans la partique :

Proposition 21 Soit A une algébre de type finie sur B. Alors A est une algébre
de Hopf si et seulement si les relations (AH1), (AH2) et (AH3) sont vérifées
sur ses générateurs.

Démonstration
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Définition Soient R,S deux algébres de Hopf sur le méme anneaux. Un
morphisme s : R — S d’algébres est un morphisme d’algébres de Hopf si pour
tout x € R: Mos(x) = soM'(x), ou M' et M sont respectivemement les
comultiplications de R et S.

Proposition 22 Les schémas affines en groupe de base B sont anti-équivalents
aux algébres de Hopf sur B.

Démonstration Soit E un schéma affine en groupe de base B. Alors d’apres
le paragraphe précédent, FE est un foncteur représentable de points muni des
morphismes m : E(A)x E(A) — E(A),i: E(A) — E(A) et u: {e} — E(A)
avec A une algébre sur B et e un élément de E(A) tels que l'on ait les diagrammes
commutatifs :

(m,id) m

ou pour tous g,h,k € E(A), m(g,h) est noté gh, (id,m)(g,h, k) = (g, hk),
(m,id)(g, h, k) = (gh, k),
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E(A) . E(A)?
{e} - E(A)

(id,i)(g) = (9,9~ ) pour tout g € E(A)

proj

(u,id)
{e} x E(4)

B(A)?

et (u,id)(g) = (e, g) pour tout élément g de F(A). Apres puisque les algébres
sont anti-équivalentes aux schémas en groupe affines, en retournant les dia-
grammes, on obtient :
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2
A . ®L,A
M id M
) M ®id Y
- A . 3
@it i A
M 2
A - ®i A4
€ d® 1
Y j Y
B - A

(j: B — A étant le morphisme munissant A d’une structure d’algébre )
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B® A

e®id

®i 4

Ces derniers traduisent les axiomes d’algébres de Hopf. Enfin, on conclut
en remarquant qu’'un morphisme entre schéma en groupe est un morphisme
qui préserve la multiplication ce qui correspond de maniere bi-équivoque a un
morphisme d’algébre préservant la comultiplication.

De la proposition précédente, on en déduit des propriétés analogue a celle des
groupes que nous laissons en exercice :

Proposition 23 Soit A une algébre de Hopf munie de ses morphismes M, I, ¢.
Alors : Tol =id, e o M = ¢ et Uapplication “cotranslation a droite” :

ARASY aa®bar— > (6o @ 1)M(bs) € Ax A
est un isomorphisme d’algébres de Hopf.

Définition Soient A une algébre de Hopf muni de la comultiplication M et
T:A® A— A x A le morphisme qui & tout tenseur élémentaire a ® b associe
b® a. A est dite cocomutative si T o M = M.

La vérification suivante est laissée aux lecteurs.

Proposition 24 Soit E un schéma en groupe affine de base B représenté par
une algébre de Hopf A. Alors E(R) est commutative pour toute algébre R sur
B si et seulement si A est cocomutative.

Dans le cas de la proposition précédente, E est dit abélien. Notons S =
Spec(B). Afin de faire le lien ultérieurement avec les groupes algébriques nous
proposons la définition suivante :
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Définition alternative On appelle schéma en groupe affine de base B un
schéma affine X au dessus de S muni de morphismese: S — X, p: X — X
et u: X xg X — X appelés respectivement identité, inverse et opération de
groupe tels que les diagrammes :

XXSXXSX idXSﬂ
- XXSX
pXgid 7
Y 12 Y
XXSX - X
idXSp
X . X xgX
proj I
\ e A
s - X

( La projection proj étant induite par le morphisme j : B — A comme
précédemment. )
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En appliquant le foncteur A — Spec(A) aux algébres de Hopf sur B, il
s’ensuit :

Proposition 25 La catégorie des schémas en groupe affines de base B définie
comme ci-dessus est anti-équivalente a celle des algebres de Hopf.

Donnons un exemple :

Exemple 1 : Le schéma en groupe GG, On considere le schéma en groupe
affine G, qui a toute algébre R associe le groupe additif R. G, est représenté
par B[X] et on pour comultiplication : M(X)=X®1+1® X.

Exemple 2 : Le schéma en groupe GG,;, Le schéma en groupe affine G, as-
socie & toute algébre R le groupe des éléments inversibles R*. G, est représenté
par B[X,Y]/(XY —1) = B[X,1/X] et a pour comultiplication : M(X) = X®@X.

Exemple 3 : Le schéma en groupe «, On suppose que B est de car-
actérisique un nombre premier p. Pour toute algébre sur R, on note c,(R) le
groupe additif des éléments x € R tel que 2” = 0. «,, est un schéma en groupe
affine représenté par B[X]/(X?) est de comultiplication : M(X) = X®@1+1®X.

1.2.4 Le schéma en groupe GL,

Le présent paragraphe est en lien avec la théorie des représentations. Nous
proposons donc aux lecteurs de lire 'appendice sur les représentations com-
plexes.

Soit B un anneau et n un entier > 0. On considere le foncteur de groupes qui a
toute algébre R sur B associe le groupe des matrices GL,,(R) inversibles de type
(n,n) & coefficients dans R. En effet, si S est une autre algébre et ¢p : R — S
un morphisme d’algébres alors celui-ci induit une application GL,, (1) qui a
toute matrice (a; ;) associe (¥(a; ;)). Soit (a; ;) € GL,,(R). Alors ceci équivaut
a

det(ai;) = Y el0) [[ aioe
ce6, =1

inversible dans R et en appliquant ¢ on déduit que GL,, () est bien définie. En
outre, puisque la multiplication de matrices est polyndémiale en les coefficients
de ses facteurs, il s’ensuit que GL(t)) est un morphisme de groupes.

En fait, on peut étre plus précis :

Proposition 26 GL,, est un schéma en groupe affine.
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Démonstration Par ce qui précéde, il suffit de montrer que GL,, est un fonc-
teur de points. Pour 7,j des entiers compris entre 1 et n, on note X;; une
indetérminé, X le systeme d’indéterminées fomé par tous les X;; et Y une vari-
able distincte des autres. Soit P le polynéme de B[X, Y] défini par :

P(X,Y)=Ydet(X)—1=Y > ¢ ﬁxi,o(i) —1
ced, 3

Notons C' = Bldet(X)™!]. On a l'isomorphisme naturel :
B[X,Y]/(P) — C[X]
Si maintenant R est une algébre sur B alors on a l’isomorphisme de groupes :

Homp(C[X],R) > ¢ — (¢¥(X;,;)) € GL,(R)

Nous conservons la notation X = (X; ;;4,j = 1,...,n) de la preuve ci-dessus.
Proposition 27 Le schéma en groupe affine GL,, a pour algébre de Hopf B[ X, det(X)
de comultiplication M définie par :

n
M(Xi5) =Y Xip® Xp
k=1

pour tous entiers i,j compris entre 1 et n.

Démonstration 1l reste & montrer que la comultiplication M définie comme
ci-dessus est celle que 'on recherche. En effet, M est coassociative :

n

S OMXir) @ Xej =Y Xt @ X1 @ Xy j = ZX”MX;”)
k=1 k=11=1 =

Ensuite, soient f,g : B[X,det(X)™!] — R deux morphismes vers une algébre
R sur B. Posons f(X; ;) = (a; ;) € GLn(R) et g(X;;) = (b; ;) € GL,(R). Donc
on a la suite de morphismes :

2
BIX,det(X)™'] 3 X; ; — M(X; ;) € (X) BIX, det(X Zal kbr; € R
i=1
Ce qui montre que la matrice (X; ;) est envoyée sur le produit (a; ;)(b; ;). Enfin,
les morphismes coinverse et augmentation sont définis par :

e(Xi ;) = (04,5)

1

I(Xy5) = det(X,)

COf(XiJ)T

ot Cof(X; ;) est la matrice des cofacteurs de (X;;). Ceci montre que B[X, det(X)™?]
est une algébre de Hopf, les morphismes ¢ et I étant unique.
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Ainsi par cette méme méthode, on retrouve le fait que I'inverse de (X, ;) est
un polynéme de Bldet(X)™!][X]. Soit maintenant V un module sur anneau
B. Pour tout algébre R sur B, on note GLy(R) le groupe Autr(V ® R) des
automorphismes linéaires sur R. On observe que si u € GLy(R) alors u est
entierement déterminé par sa restriction a V ® 1r. Par suite, si x € V,

u(lz® 1) = Zxa@)aa

et 1 : R — S est un morphisme d’algébres sur B alors on pose :

GLY)(u)(z®1g) = Zxa@)w agy)

Apres, si v est un autre élément de GLy (R) tel que :

v(Ta ®1) = Zya,ﬂ ® ba,p
B

pour tout « alors :

GLy () (wou)(z®1) ZZyamwaa ba,3)

=Y (@) GLy (V) (v) (20 @ 1) = GLy () (1) (Y 76 @ P(aa))

[

= GLy(¢)(v) o GLy () (u)(z @ 1)

De plus,

Proposition 28 SiV est un module libre de type fini alors GLy est un schéma
en groupe affine.

Démonstration En effet, si n est le rang de V alors GLy = GL,.
Désormais, V sera toujours un module libre de type fini.

Définition Une représentation d’un schéma en groupe affine G sur V est la
donnée d’'un morphisme p: G — GLy.

Ce qui signifie que pour chaque algébre R, S, on a un morphisme p(R) :

G(R) — GLy(R) tel que pour tout morphisme d’algébre ¢ : R — S on ait
le diagramme commutatif :

40



G(R) ~ GLy(R)

G(¥) GLy (¥)
p(S) \

G(S) > GLy(S)

Par ailleurs notons X le foncteur :
R+— X (R) =V xR

Dés lors, une repésentation peut étre définie comme une transformation naturelle
G x X — X ou telle que pour toute algébre R sur B

G(R) x X(R) — X(R)

soit une action linéaire.

Exemple 1 : Une représentation de GG, Supposons que V soit de rang
égal a 3. On considére la représentation p donnée :

g(avy + bug + cvs) = (a + cg)vr + (a + b+ ¢)va + avg

avec v1, vy et v3 des vecteurs de base de V', a,b,c € R et g € G,(R). La matrice
associée est :

1 1
M(g)=| 1 0
1 0

o =

Cette derniere est inversible puisque son déterminant est égal a 1. En outre,
ceci nous donne un morphisme entre algébres de Hopf :

B[Xiﬁj, det(X)*l] — B[T]

qui & tout (X ;) associe M(g).

Soient A une algébre de Hopf sur B et M sa comultiplication.
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Définition Soit W un module sur B. Une application linéaire p : W —
W ® A selon les scalaires B est un comodule si elle vérifie les conditions suivantes.
Si 'on pose p(v) = wa ® aq pour v € W alors :

(CO1)

Z Wae(aq) = v

(CO2)

Zwa ® M(aq) = Zp(wa) ® aq

[e%

Par conséquent, on résume les axiomes (CO1) et (CO2) par (id®¢)p = id et
(id®@ M)p = (p ®id)p.

Exemple 2 : comultiplication L’application M : A — A®®A est linéaire
sur B et est un comodule.

Exemple 3 : Somme directe Soient p; : W — W@ Aet po: T —TRA
des comodules. Alors on pose :

p1® pg(u, U) = (Pl (u)a pz(’l)>)

On vérifie de maniere aisée que cela définit un comodule.

Définition Soient p: W — W ® A un comodule et 7' C W un sous-module.
On dit que T est un sous-comodule si p(T) C T ® A.

On remarque alors que la restriction de p a T est encore un comodule. Le
résultat suivant est important :

Théoréme 4 Si E est un schéma en groupe affine représenté par A alors il
existe une correspondance entre les représentation de E sur le module V' et les
comodule de la forme p:V — V Q A.

Démonstration Nous allons nous inspirer du la preuve de lemme de Yoneda.
Soit ¢ : E — GLy une représentation. On pose p = (id4)|V. Sig: A— B
est un morphisme d’algébres alors en restreignant V@ Aet V® R a V, on
obtient le diagramme commutatif :
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1% . VaA

id 1d®g
¥(g) \

4 ~ V®R

Donc 9(g) = (id ® g) o p. Ensuite on utilise le fait que (e) = 1, ¥(gh) =
¥(g)w(h) pour tous g,h € E(A) et la relation précédente, on tire les axiomes
de comodule pour p.

Lemme 7 Supposons que B soit un corps. Si vy, ..., v, est une base de V alors
pour toute algébre R sur B les vecteurs vy ® 1R, ..., v, @ 1g forment une famille
libre sur R.

Démonstration Soient aj,as,...,a, des éléments de R et (e,) une base sur
B de R. Supposons que

MNRa+vaR®Ras+...+v,Qa, =0
Posons a; = Za ba,ieq pour i = 1,...,n. En remplagant, il vient :
n
DD baivi®ea =0
=1 «

Enfin, les v; ® e, forment une famille libre sur B. Donc b, ; = 0 pour tous ¢, c.
Donc a; = 0 pour i = 1,2, ...,n, ce qui montre notre résultat.

Lemme 8 Supposons que B soit un corps. Soient vi,va, ..., v, des vecteurs de
base de V et p : V. — V ® A un comodule. Si p(v;) = >, v; ® a;; alors
M(a; ;) =3 aix ®ag; pouri,j=1,....n

Démonstration De la relation : (p®id) o p = (id ® M) o p, on obtient :

(id ® M)p Zm@Ma” Zm@Zam@am
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pour tout j = 1,2,...,n. Ensuite, on retranche et on utilise le fait que v; ®
lagA,--Un ® laga est une famille libre de A ® A par le lemme précédent.

Lemme 9 Supposons que B soit un corps. Soit p: T — T ® A un comodule
sur B. Alors tout vecteur v de T appartient a un sous-comodule W de dimension
finie sur B.

Démonstration Soit (a,) une base de A. Ecrivons
v:Zan@aa: Zva®aa
«a acZ

avec Z un ensemble fini. Alors nous affirmons que 'espace vectoriel W engendré
par la famille {vy|a € Z} convient. En effet, en utilisant (id®@ M)p = (p®1id)p,

il vient :
ZP(UW) ®ay = Z ZUOA ® Sa,8,708 ® Ay
S

a€Z B,y
avec

M(ao) = Sap~as @ ay
By

Puis, en comparant les deux décompositions :

P(Uv) = Z Zva ® Sq,8,703

a€Z By

Donc p(W) C W.

Définition Soient E, F' deux schémas en groupe affines de méme base représenté
respectivement par les algébres de Hopf A et B. On dit que F est un sous-groupe
fermé de F' s’il existe un morphisme surjectif B vers A.

Notons que dans la définition précédente, si E et F' sont représentés par
Spec(A) et Spec(B) alors Spec(A) est un sous-schéma fermé de Spec(B). Par
ailleurs, nous appelons schéma en groupe algébrique sur B tout schéma en
groupe affine représenté par une algébre de Hopf de type fini sur B. Les lemmes
précédents aboutissent au résultat remarquable :

Théoreme 5 Tout schéma en groupe algébrique sur un corps est sous-groupe
fermé d’un certain GL,,.

Démonstration Supposons que B soit un corps. Soient £ un schéma en
groupe algébre représenté par une algébre de Hopf A = Blxq,zs, ..., 2y] vu
comme comodule. Par le lemme précédent chaque x; est dans un sous-comodule
de dimension W; de dimension finie sur B. Notons

W=WwyeWy®.. W,
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C’est un sous-comodule de dimension finie. Soient alors vy, vo, ..., v, des vecteurs
de base de V,

M(v;) =) vi®ai
=1

et X = (X ;) pour tout entier ¢,j = 1,...,n. Donc le morphisme
Y B[X,det(X)7!] — A

qui & X associe (a; ;) est un morphisme d’algébre de Hopf puisque M(a;;) =
> or_q @ik ® ag,j pour tous i,j. En outre, image de ¢ contient W et donc les
générateurs de A. Donc ¢ est surjectif.

1.2.5 Le schéma en groupe pu,

Soient B un anneau, n un entier > 0 et G un groupe abélien. G est noté
additivement.

Pour toute algébre R sur B, on note u,(R) le groupe des éléments de R
solution du polynéme X" — 1. Si ¢ : R — S est un morphisme d’algébres
alors pour tout a € u,(R), ¥(a)” = ¥(a™) = 1, ce qui définit un morphisme
naturel u,(R) — pu,(S). Par suite, u, est un schéma affine représenté par

Hom(BIX]/(X" — 1), R) = .

Le dessin ci-dessous représente p5 sur les complexes :

¢
C2r/

63\

<-4
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Définition On note B[G| lalgébre sur B définie comme le module libre :
@ e

muni du produit e,eg = eq4g sur pour tous a, 3 € G sur les vecteurs de base
(ea)aeG-

On définit une structure d’algébre de Hopf sur B[G] en posant M(e,) =
€a ® €q, €(eq) =1 et I(e,) = e_, pour tout a € M.

Définition Un schéma en groupe affine est dit diagonalisable s’il est représenté
par une algébre de Hopf de la forme B[G].

Proposition 29 pu, et G, sont diagonalisables.

Démonstration Tout d’abord, on a les isomorphismes d’algébres :

1 : B[X]/(X™ — 1) — B[Z/nZ]

9 : BIX, — BJ[Z]

%!
qui tous deux envoie la classe de X sur e;. Apres :
P o M(XP) =11 (XP @ XP) =e,Qe, = M(ep)

pour 1 > p > n. Ce qui montre que ¥ est un isomorphisme d’algébres de Hopf.
Pour 15, le reaisonnement est analogue.

Lemme 10 Si Gy et Gy sont deux groupes albéliens alors on a l’'isomorphisme

d’algébres de Hopf :

B[Gl D Gg] — B[Gl] ® B[GQ]
Démonstration Le morphisme d’algébres

(U @ Be(a,5) D €(a,p) — €a ®eg € @ Be, ® eg
(a,8)€G18G: (a,8)€G10G:

envoie une base sur une autre, c’est donc un isomorphisme. Enfin, on conclut
par :

'L/) (e} M(e(aﬁ)) = M(ea ® 65)

Notation Soit A une algébre de Hopf sur B. On note x(A) le groupe des
éléments a € A tels que M(a) =a ® a.
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On aura remarqué que si A = B[G] alors tous les éléments (e,, € G) sont
exactement les élément de x(A).

Proposition 30 Supposons que B soit un corps. Si A est une algébre de Hopf
alors x(A) est une famille linéairement indépendante sur B.

Démonstration Puisque 'anneau de base est un corps, il existe une sous-
famille non vide maximale T" de x(A). Supposons par contradiction qu’il existe
a € x(A) tel que a ¢ T. Donc a appartient au sous-espace vectoriel engendré
par T, ce qui s’ecrit : a =), \;(; avec ¢; € x(A). Donc :

1:E(CL):Z)\Z'

> ANG G = M(a) = Z AiM (a;) = Z AiGi @ N

2]

Donc A\jAj = 0;;A;. Donc A\; € {0,1} et comme ), \; = 1, on déduit que
seulement un seul \; est égal a 1. Donc a € T, ce qui donne notre contradiction.

Lemme 11 Si B est un corps alors la catégorie des groupes abéliens est anti-
équivalente a celle des schémas en groupe diagonalisable.

Démonstration Soit R foncteur qui a tout groupe abélien T" associe 1’algébre
de Hopf B[T] des schémas en groupe diagonalisable. Montrons que son inverse
est donné par la regle S : A — x(A). Soit T un groupe abélien. Donc
S o R(T) = x(B[T]). Notons encore T les éléments e, avec o € T. Donc T C
X(B[T]). Donc par le lemme précédent et comme est T est une base de B[T] on
a x(B[T]) = T. Ensuite par un argument analogue si A = B[T] alors T' = x(A)
et RoS(A) = A. Enfin, si A’ est une algébre représentant un schéma en groupe
diagonalisable alors on a directement Hom(A, A") =2 Hom(B[x(A")], Blx(4)]).

Théoréme 6 Supposons que B soit un corps. Tout schéma en groupe affine
diagonalisable d’algébre de Hopf A de type fini sur B s’ecrit de maniére unique
a permutation des facteurs prés comme produit

k l

HGm X H/Jdi

i=1 i=1
avec d1‘d2|...‘dl_1|dl.

Démonstration Par hypothese, il existe x1,zo,...,z, € B tels que A =
Blxy,x2,...,x,]. Pour tout ¢ = 1,2,...n écrivons A = B[G] avec G un groupe

abélien, x; = Zan,; Gq i avec Z; C G en partie finie,

U=A{esa e UL Z;}
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et G’ le sous-groupe engendré par 'ensemble fini U. Donc puisque B[G] = B[G'],
on a G’ = G. Donc G est de type fini sur Z et s’ecrit comme produit

k l
PzoPz/iz
1=1 1=1

avec dj|da|...|d,,. L'unicité provient du lemme précédent.

Définition Soit F un schéma en groupe affine représenté par une algébre de
Hopf libre A de dimension fini. On appelle ordre de E la dimension A.

Corollaire 4 Tout schéma en groupe diagonalisable d’ordre fini sur un corps a
pour ordre le nombre d’éléments de son groupe abélien correspondant.

Démonstration Supposons que B soit un corps. Si E est un schéma en
groupe diagonalisable représneté par A = B[G] une algébre de dimension finie
alors notons o(E) son ordre et F Hiﬁ:l g, pour des entiers di|ds|...|d;. Donc

l l

o(E) = dim(A) = dim() BIX]/(X% — 1)) = [[ d:

i=1 i=1

qui est le cardinal de G.

Définition Soit 7' un groupe fini abélien ou non. On considere I'algébre de
Hopf

BT = @ Be,,
a€eT

avec les régles :

(GC1)
€aes = 0 B€a
(GC2)
Z e =1
a€T
(GC3)

M(ea)= Y es®e,
a=pvy

pour tous a, 8 € T. Le schéma en groupe affine associé a ’algébre BT est appelé
constant et lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités, on le dénote par T'.
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La proposition suivante est a titre d’exemple :

Proposition 31 Si 2 est un élément inversible dans B alors Z./27 et us sont
isomorphes.

Démonstration On considere le morphisme d’algébres
¢: BX]/(X> 1) — B’

qui & la classe de X associe (1,—1). Désignons par X la classe de X et par a,b
des éléments de B. Si ¢(bX +a) =0 alors (a+b,a —b) =0 et donc a =b =0
puisque 2 est inversible. Donc ¢ est injectif. De méme si (¢,d) € B? alors
¢(%X + C;d) = (¢,d). Donc ¢ est un isomorphisme. Enfin, ¢ préserve la
comultiplication :

poMBX +a)=(a+ba—-b)®(a+ba—b)=Mop0bX +a)

nous nous plagons dans le contexte des modules projectifs, pour plus de détails
voir I’appendice a ce sujet.

Définition Un schéma en groupe affine représenté par une algébre V est dit
fini si V' est un module projectif de type fini.

Soit E un schéma en groupe affine abélien fini représenté par une algébre V.
On consideére la multiplication m : V@ V. — V qui a tout tenseur élémentaire
a®b associe ab, ’application coinverse I : V. — V et le morphisme j : B — V
munissant V' d’une struture d’algébre. En dualisant ces morphismes, il s’ensuit

Théoréme 7 V* munie de m*, I'* et j* est une algébre de Hopf pour la multi-
plication M* et représente un schéma en groupe affine que l’'on dénote par E*. Si
F est un schéma en groupe affine abélien fini alors Hom(E, F) =2 Hom(F*, E*)

Démonstration Supposons que I soit représenté par W et ¢ : V — W soit
un morphisme d’algébres sur B. Donc ¢ om = m o ¢ ® ¢. Donc en dualisant :
m*og* = (¢®¢)* om™ et puisque les morphismes (¢*)* s’identifie naturellement
aux morphismes ¢, on déduit que l'on a un isomorphisme naturel entre les
morphismes V' vers W d’algébres et les morphismes de W* vers V* préservant
m*. Ce dernier point montre que m* et M* sont respectivement coassociative
et associative. En effet, il suffit de dualiser les diagrammes d’associativité et
de coassociativité de m et M. De méme, la multiplication M™* préserve m* en
remplagant dans le raisonnement précédent ¢ par m. Il reste a montrer que
I* est bien un morphisme préservant M™*. Mais cela est équivalent a M o I =
(I ®1I)o M qui est vrai puisque E est un schéma en groupe affine abélien.

Proposition 32 Les schémas en groupes affines Z/nZ* et w,, sont isomorphes.

49



Démonstration Soient k,l, o des éléments de Z/nZ. Pour alléger les nota-
tions, notons (eq, €1, ...en—1) la base duale de la base canonique. On vérifie que

M*(ex @er)(ea) = > 0pk0q
a=B+y

Sia = k41 alors M*(ep®e;)(eq) = 1. Si a # k+1 alors dans la somme ci-dessus
si B # k alors v # [ car sinon on aurait a = k+1, donc M*(er ® ¢;)(eq) = 0. Le
raisonnement est analogue pour v = [ et le dernier cas (v, 8 # 0) donne encore
0. Donc le produit de e par e; donne ex;. Donc on a un morphisme d’algébres

¢:(B")" — B[X]/(X" - 1)

qui a la classe de X associe e;. C’est un isomorphisme puisque qu’il envoie une
base sur une base. En outre, ¢ préserve les comultiplications :

pRdo(m*(e) =0Rd(e®e) =X @ X =pX")=po¢

ou p désigne la comultiplication de .

Le résultat ci-dessus se généralise directement :

Corollaire 5 Supposons que B soit un corps. Le passage au dual donne une
anti-équivalence de catégories entre les schémas en groupe constants et les schémas
en groupe diagonalisables. Par conséquent, la catégorie des schémas en groupe
constants est équivalente a celle des groupes abéliens finis.

1.2.6 Produits semi-directs de schémas en groupe affine

Nous rappelons la notion de produit direct de groupes abéliens. On note par
la lettre e ’élément neutre de tout groupe concerné.

Soient H et K deux groupes. Nous allons montrer que ’on peut trouver un
groupe G tel que la suite :

{e¢} — H— G — K — {e}

soit exacte. La définition suivante répond & ce probleme.

Définition Le produit semi-direct de H par K selon le morphisme 9 : K —
Aut(H) a valeur dans les automorphismes de groupe de K est ’ensemble H x K
muni de la multiplication :

91-92 = (hatp(k1)(h2), k1ks2)

avec g1 = (h1, k1) et go = (ha, ko) des éléments de H x K.
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Vérification La vérification de I'associativité est laissée aux lecteurs. L’inverse
de (h,k) € H x K est donné par :

(U [ N

et Pélément neutre est (e,e). Donc G est un groupe. En outre si (u,v) € G
alors :

(u,v)(h, €)(u,v) " = (uab(v)(R)u=',e) € H x {e}

Donc H x {e} est un sous-groupe distingué. Une autre maniére de le voir est de
considérer la projection naturelle p : G — K qui est un morphisme de groupes
surjectif de noyau H x {e}. Ainsi G/H x {e} = K. Enfin H x {e} est isomorphe
a H puisque :

(h, e)(u, e) = (hy(e)(u), e) = (hu,e)

Notons qu’en général K n’est pas distingué dans G.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note Hx K le produit semi-direct de H
par K. Pour une partie Z C GG, on note < Z > le sous-groupe engendré par Z.

Proposition 33 Soient G un groupe et H, K des sous-groupes. G est iso-
morphe ¢ HXK si et seulement si H est distingué dans G, < HK >= G et
HNK ={e}.

Démonstration Pour le sens direct, on se place dans le cas G = HXK en
identifiant respectivement H et K par H x {e} et {e} x K. Inversement,
notons (h,k),(u,v) € H x K, ¢ : K — Aut(H) le morphisme défini par
Y(k)(h) = khk~!, Hx K le produit semi-direct selon ¢ et p: Hx K —< HK >
Papplication qui & (h, k) associe hk. Donc

p((h, k)(u, v)) = hp(k)(u)kv = hkuv = p(h, k)p(u, v)

Tout élément de < HK > s’ecrit comme produit d’'un élément de H par un
élément de K. En effet, on raisonne par recurrence sur la longueur ! des mots.
Sil < 2 alors 'affirmation est vrai. Supposons que cette derniére est vraie pour
l+1=2p+1>2fixé. Notons :

P
H hlkl = hlkthkQ...hp_le(kp_lhpk'p) = ,u(kp_lhpk:p)
i=1

avec (hi, h;) € Hx K. Donc on applique ’hypothése de récurrence & p. Ensuite
kp—1hpky = (kpflhpk;:l)kpflkp

s’ecrit comme produit d’'un élément de H par un élément de K. Aprés, on
applique & nouveau ’hypothése de récurrence a la concaténation. Pour le cas [
impair, on rajoute I’élément neutre. Ceci nous montre que p est surjectif. Enfin
Ker(p) = {e} puisque H N K = {e} et on a un isomorphisme.
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Pour n un entier > 1, notons C), le groupe Z/nZ noté multiplicativement et
G, le groupe libre a n générateurs.

Définition Le groupe diédral D,, est le groupe G5 engendré par les lettres o
et 7 sous les contraintes : 62 =e, 7" =e et o7 =7 10.

Proposition 34 D,, est produit semi-direct de C,, par Cs.

Démonstration On remarque le groupe H engendré par 7 est d’indice 2 dans
D,, donc H est distingé dans D,,. Ensuite si 'on note K le sous-groupe engendré
par o alors H N K = {e}. Enfin par la relation o7 = 770, on a HK = D,,.
Puisque H et K sont isomorphes respectivement a C, et C, on obtient le
résultat par la propositon précédente.

Revenons maintenant a la théorie des schémas en groupe affines.

Définition Soit E un schéma en groupe affine. Une immersion férmée F' de
E est dite normale si pour toute algébre R sur B, F(R) est un sous-groupe
distingué de E(R).

Soient E un schéma en groupe affine et F,G deux immersions fermées de F
tel que F soit normale. Les résultats précédents sur les produits semi-directs
inspirent la définition suivante :

Définition On dit que E est produit semi-direct de F et G si la multiplication

F(R) x G(R) — E(R)

est bijective pour toute algébre R sur B.

Définition Soit v : E — E’ un morphisme de schémas en groupe affines. On
appelle noyau de ¢ noté Ker(v) le foncteur de groupes défini par Ker(y)(R) =
Ker(y(R)) pour toute algébre R sur B.

Proposition 35 Si v : E — E’ est un morphisme entre schémas en groupe
affines alors Ker(y) est une immersion fermée de E.

Démonstration Supposons que E et E’' soient représentés par R et S. Alors
Ker(y) est le produit fibré des morphismes ¢ et {¢} — E’ que l'on note
E x g {e}. Donc Ker(1) est un schéma en groupe affine représenté par R®g B.
Les structures d’algébres sur S étant donné par le morphisme s : S — R induit
par 9 et 'augmentation € : S — B. Notons I le noyau . Donc le morphisme
naturel surjectif R — R ®g B donne un isomorphisme entre R/IR et R®gs B.
Enfin, on transporte la comultiplication de R®g B sur R/IR afin de munir cette
derniere d’un structure d’algébre de Hopf.
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La proposition suivante nous sera fort utile beaucoup plus tard :

Proposition 36 FE est produit semi-direct de F' et G si et seulement si il existe
un morphisme ¢ : E — G dont sa restriction sur G est lidentité et dont le
noyau est F.

Démonstration Soit R une algebre sur B. Donc la multiplication :
F(R) x G(R) — E(R)

est bijective. Ce qui équivaut & : F(R) N G(R) = {e} et E(R) = F(R)G(R).
Donc E(R) = F(R)xG(R). Donc par un argument précédent la projection
naturelle p(R) : E(R) — G(R) est de noyau F(R). Inversement, soit v :
E — G un morphisme verifiant : Ker(y)) = F et |G = idg. Soit a € E(R).
La décomposition a = atp(a=1)1(a) montre que E(R) = F(R)G(R). Soit b €
F(R) N G(R) et lintersection de F(R) et G(R) est réduite a {e} puisque si
be G(R)NF(R) alors b = 1(b) = e. D’ou le résultat.

Donnons maintenant un exemple :

Soient p un nombre premier et K un corps de caractéristique p. On considere
lalgébre de Hopf A = K[X,Y]/(X? — 1,Y?) de comultiplication :

MX,Y)=(X@X,Y @1+ X®Y)

On dénote par E le schéma en groupe affine associé. Si R est une algébre sur
K alors E(R) est en fait le groupe des matrices de type (2,2) :

(5 7)

Proposition 37 Le schéma en groupe affine E comme ci-dessus est produit
semi-direct de oy, par pi,.

avec a € pp(R) et b € a,(R).

Démonstration Soient R une algébre sur K et M une matrice de E(R).
Donc on écrit :

o= 4)=(4 ) (3 ) -rowe

avec a € pp(R) et b € a,(R). On observe que les éléments de la forme T'(b) et
U(a) forment respectivement des groupes isomorphes a,(R) et p,. Soit main-
tenant 1 : £ — oy, le morphisme de schéma en groupe affine qui a toute
matrice M (a,b) associe T'(b). Enfin, on a le résultat puisque : |a;, = idq, et
Ker($) = py.
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1.2.7 Schémas en groupe affines d’ordre 2

Nous allons décrire les schémas en groupe affines d’ordre 2 sur un anneau
principal integre. Pour cela nous considérons un anneau principal B et A une
algébre de Hopf qui soit un module libre sur B de rang 2. On note comme
d’habitude € : A — B l'augmentation de noyau I et M la comultiplication.

Lemme 12 A est somme directe de I et B.

Démonstration Soit z un élément de I N B. Alors :
x=uxe(l) =¢(x) =0
Ensuite, comme € est I'identité sur B, si w € A alors on a la décomposition :
z=(r—¢e(z))+e(x) e A+ B
Proposition 38 Tout élément x de I vérifie la congruence :
M) =z1+1®«z
modulo I ® I.

Démonstration Notons f(z) = M(z)-1@z—z®@let M(x) =) 2o ®Ya-
Donc :

(e ®1id) o f(x) :Zs(:ra)@)ya71®z:1®(25(:17a)ya7x) =0

[} [e3%

De méme, (e®¢)o f = (id®¢e) o f = 0. Notons J l'intersection des noyaux de
e®e, e®id et id ® e. Soient u, v les vecteurs de base de A et considérons :

Z2=AMUQU+ AUV + A0 QU+ \v R

un élément de J. Donc en appliquant id o €, on déduit A\yx + A2y, Azx + \gy
appartient a I. Donc z € A ® I. Similairement, en faisant le raisonnement
avec €oid, on a z € I ® A. Par la théorie des module de type fini sur un
anneau principal, il existe d € B tel que disons (du) soit une base de B. Donc
(u®du,v®du), (du®u,du®v) sont respectivement des bases de A® T et I® A.
Donc en décomposant z dans ces deux bases, on en déduit que z est un multiple
de du ® u. Or par intégrité de B, e(du) = 0 implique £(u) = 0. Donc u € I.
Donc z € I ® I. D’ou le résultat.

En particulier, en posant w = du, il existe b € B tel que
Mw)=w®l+1lw+bwew

Lemme 13 Si X est une indéterminée alors il existe un élément a € B tel
que A soit isomorphe a B[X]/(X? + aX). En outre, si I = wB et si M(w) =
wR1+1®w+bw®w alors on a lidentité : (2 — ab)? = 2 — ab.
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Démonstration Avec les mémes notations que précédemment, w? € I = wB.
Donc il existe a € B tel que w? + aw = 0. Cette égalité est non triviale, i.e
a # w puisque dans le cas contraire, cela implique w = 0. Ensuite A = Blw].
Considérons le morphisme :

W : A= B[X] — Bu]

qui & X associe w. Donc (X2 +a) C Ker(¢). Soit P € Ker(psi). Comme
X? 4+ aX est unitaire, il existe un polynéme S € B[X] et ag,a; € B tels que :

P:S(X2—|—aX)+a1X+a0

En appliquant v, il vient aqw + ag = 0. Or ag est nul puisque a9 = —ajw €
BN 1. Aprés, a; = 0 puisque (w) est libre. Donc P € (X2 + aX) et ¢ se
factorise en l'isomorphisme voulu. La deuxiéme affirmation provient du calcul
M (w?) — M(w)? = 0 et en appliquant : w? = —aw.

Lemme 14 Avec les mémes notations que précédemment, on a : ab = 2.
Démonstration Notons S le morphisme coinverse de A. S est un automor-

phisme linéaire de A vérifiant S o S = id. De ce fait S(w) € I et donc il existe
u € B tel que S(w) = uw. Ainsi I'identité :

w= 8o S(w)=u’w

donne u = +1. Montrons que dans tous les cas on a S(w) = w. En effet, si
S(w) = —w alors :

0 = (id, S) o M(w) = bw? = —abw

Donc ab = 0 et par lidentité (2 — ab)?> = (2 — ab), on 2 = 0. Ce qui donne
S(w) = —w = w. Donc ayant S(w) = w, il vient :

0= (id,S) o M(w) = (2 — ab)w
D’ou 2 = ab.

La vérification suivante est laissée aux lecteurs :

Lemme 15 Sia,b sont des éléments de B tels que ab = 2 alors R = B[X]/(X?+
a) muni du morphisme M : R — R x R défini par :

Muw)=w®l+1l®w+bw

est une algébre de Hopf.

On note E,; le schéma en groupe affine représenté par ’algébre R comme
ci-dessus. Les lemmes précédents mis bout a bout nous donnent :

Théoreme 8 Tout schéma en groupe affine d’ordre 2 est isomorphe d un Eqp
avec a,b € B tels que ab = 2
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Par une vérification standard on a :

Lemme 16 Soient a,b,c,d des éléments de B tels que ab = cd = 2. E, et
E. q sont isomorphes si et seulement si il existe un élément inversible v de B
tel que a = uc et b= u"'d.

Il y a donc deux possibilités lorsque B = Z ...

Théoréme 9 Les seuls schémas en groupe affines d’ordre 2 sur Z sont us et
Z7)2Z.

et une seule lorsque B est un corps de caractéristique impaire ou nulle.

Théoréme 10 Tout schéma en groupe affine d’ordre 2 sur un corps de carac-
tristique impaire ou nulle est isomorphe a ps.
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2 Groupe versus Schéma en groupe affine

2.1 Schéma en groupe affine fini et étale
2.1.1 Idempotents et connexité

Soit S un anneau.

Si X est un espace toplogique, nous rappelons que X est connexe s’il ne
)

peut pas s’ecrire comme union disjointe de deux fermés non triviaux. Dans ce

paragraphe nous étudions les composantes connexes des schémas affines :

Définition Un élément e € S est dit idemptotent si €2 = e.

On a ainsi directement le résultat :

Proposition 39 Soit e un élément idempotent de S alors S est le produit direct
des anneauz eS et (1 —e)S.

Ce qui se traduit en terme de schémas affines par :
Lemme 17 Soit e un élément idempotent de S alors Spec(S) est union dis-

jointe des fermés V(e) et V(1 —e).

Démonstration Siaest un idéal contenant eet 1 —ealorsl =e+1—e € a.
Ainsi a ne peut pas étre premier et donc V(e) N V(1 — e) est vide. Ensuite :

V(e)UV (1l —e)=V(e(l—e)) = Spec(S)

Corollaire 6 Spec(S) est connexe si et seulement si S ne posséde pas d’éléments
idempotents autres que 1 et 0.

Lemme 18 Deux éléments idempotents e, f de S sont égauz si et seulement si

Vie) =V(f)

Démonstration SiV(e) = V(f) alors par ce qui précéde :
Spec(S)=V(e)UV(1—e)=V(f)UuV(l—e)=V(f(1—c¢))

Donc il existe un entier N positif tel que fV(1 —e)¥ = 0. Mais cela implique
f(1 —e) = 0 puisque f(1 — e) est idempotent. Donc f = fe. En faisant le
raisonnement dans ’autre sens, on obtient e = fe. D’ou e = f.

Théoréme 11 Les éléments idempotents de S correspondent bijectivement aux
composantes connezes de Spec(S)
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Démonstration Par les lemmes précédents, on a montré que ’application
e—Vi(e)

de I'ensemble des idempotents vers les composantes connexes de Spec(S) était
injectif. Il reste & montrer la surjectivité. Soit V'(a) une composante connexe.
Alors il existe un idéal b tel que V(a) UV (b) = Spec(S) et V(a) NV (b) = 0.
Donc il existe a € a et b € b tels que a +b = 1 et (ab)V = 0 pour un certain
enteir positif N. Apres, puisque aucun idéal maximal contient & la fois a® et
b", il existe u,v € ab tel que ua™ + vb" = 1. Enfin, V(a) = V(e) avec e = ua®¥
qui est idempotent.

Proposition 40 Si S est un anneau noethérien alors il ne posséde qu’un nom-

bre fini d’idempotents.

Démonstration En effet, si A possede une infinité d’idempotents alors par
le théoreme précédent on peut trouver une suites strictement décroissante de
composantes connexes :

Spec(S) =V(a1) D V(az) D ... > V(ag) D V(ags1) D ...
Ce qui nous donne suite d’ideaux stricte :
(0)=a1 Cay C...Cay,C ..

On a donc notre contradiction.

Donnons des exemples :
Proposition 41 Si X est une indéterminée alors Spec(R[X]/X"™ —1) n’est pas

un espace topologique connexe pour tout entier n > 1.

Démonstration Tout d’abord, remarquons que :
X" 1=X-DA+X+X*+. . +X"H=(X-1T

et que X" — 1 dans C est scindé & racines simples. Donc (X — 1) et T n’ont
pas de racines communes sur C. Or puisque R[X] est principal, il existe un
polynéme D € R[X] tel que (D) = (X —1,T). Donc D divise & la fois X — 1 et
T, ce qui force par les remarques précédentes : D inversible. Donc X — 1 et T
sont permiers entre eux et par le théoreme Chinois, on a 'isomorphisme :

¢ A=RX]/(X - 1) xRIX]/(T) — R[X]/(X" - 1)

Enfin, comme (1,0) est un élément idempotent non trivial de A, il en est de
méme de ¢(1,0) dans R[X]/(X™ —1).

Le lecteur aura remarqué dans le cas n un nombre premier que Spec(R[X]/(X"—

1)) a exactement deux composantes connexes.
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2.1.2 Algebres séparables

Nous abordons ce paragraphe par un préliminaire d’algébre commutative :

Un anneau S est dit artinien si pour toute chaine d’idéaux :
pDa; D2 D ... D0y D Uptl D ...
il existe un entier positif n tel que a, = a,41.

Lemme 19 Dans un anneau artinien tout idéal premier est maximal.

Démonstration Soit p un idéal premier d’un anneau S artinien. Donc S/p
ne possede pas d’éléments nilpotents autre que 0 et donc si x € S est non nul,
2™ est non nul pour tout entier n > 0. Or la suite :

xS/p D 2?S/p O ... D a"S/p D" S/p D ..

k k+

doit étre stationnaire. Donc il existe un entier £ > 1 tel que x La pour

a € S/p et comme S/p est integre, x est inversible.

=X

Lemme 20 Tout anneau artinien posséde un nombre fini d’idéaux premiers

Démonstration Supposons qu'il existe une suite (p,,)nen d’idéaux premiers
deux & deux distincts. Alors pour tout entier m > 0, aucun des p; n’est inclus
dans I'un des Py, ..., Pi—1,Pit1s s Pm+1 pour ¢ = 0,1,2, ..., m+ 1 puisque chaque
p; est maximal. Donc il existe z; € p; tel que z; € p,1 pour tout j =
0,1,2,...,m. Donc z = zgx;...x,, appartient a tous les pg, ..., P, mais pas a
Pm+1. Donc la suite d’ideaux :

m m+1
PoDPoMp1 O...0 ﬂpi:) ﬂ pi D ...
=0 =0

est strictement décroissante et ceci contredit le fait que notre anneau est artinien.

Lemme 21 Toute algébre de dimension finie sur un corps est artinienne en
tant qu’anneau.

Démonstration Soit A une algébre de dimension finie sur un corps K. Sup-
posons que 'on ait une suite d’idéaux strictement croissante :

o D01 D ... 00y D Apy1 D ...

Soit By une base de ag sur K. Donc a; admet une base incluse dans By. Ainsi
de proche en proche, on a une suite strictement décroissantes d’ensembles :

Byo>B;D...0B,D>Bp11D ...
ou pour tout i € N, B; est une base de a;. Or ceci est contradictoire puisque

By est un ensemble fini.
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Théoréme 12 Toute algébre non nulle de dimension finie sur un corps est
produit fini d’anneaux locauxr dont chacun d’entre euxr a pour idéal mazximal
l’idéal engendré par les éléments nilpotents.

Démonstration Soit A une algébre de dimension finie sur un corps K. Par
ce qui précéde, Spec(A) est un ensemble fini de points fermés {p1,pa,...,pn}
Supposons n > 1, le cas n = 1 se vérifie aisément. Soit e; un élément idempotent
tel que V(e;) = {p;}. Puisque

{pr}nfp2} N {pn} =10

il existe uy,us, ..., up tel que > i, u;e; = 1. Ensuite, u;e; est un idempotent et
on l'isomorphisme :

A— ﬁuieiA = f[Bz
i=1 i=1

Donc en examinant les idéaux premiers de A, B; a un seul idéal premier qui est
donc maximal. Enfin, on conclut puisque dans un anneau l'intersection de tous
les idéaux premiers est 1’idéal des nilpotents.

Définition Un anneau est dit réduit s’il ne posséde pas d’éléments nilopotents.

Corollaire 7 Toute algébre réduite non nulle de dimension finie sur un corps
K est produit fini de corps dont chacun d’entre euz est une extension finie de
K.

Nous rappelons maintenant quelques faits de la théorie des extensions de
corps. Pour tout corps D, on note D® la cloture algébrique de D. Soit E/K
une extension algébrique. Si L et L’ sont deux corps algébriquement clos con-
tenant K, alors on peut montrer que lon une bijection entre Homyg (E, L) et
Hompg(E, L") et que lorsque [E : K] est fini égal & n , Homg (FE, L) a au plus
n éléments. Le cardinal de Homg (E, L) est dénoté par [E, K|s.

Définition Si E/K est de dimension égale & n alors elle est dite séparable si
[E, K]s a exactement n éléments.

En fait cette derniere notion est liée a la notion d’éléments séparables :

Définition Soit o un élément de E. « est un élément séparable sur K si son
polynome irreductible sur K n’a pas de racines multiples dans K.

Lemme 22 Soit « un élément de E. Alors K(a)/K est séparable si et seule-
ment si « est séparable.
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Démonstration Soit P le polynome irreductible unitaire de « sur K. 1l
suffit donc de se rappeler qu'un morphisme ¢ : K (o) — K® est déteminée de
maniére bijective par t(«). Ainsi puisque les («) décrivent toutes les racines
de P, « est séparable si et seulement si le cardinal de Hom(K(«), K?) est égal
au degré de P. Or le degré de P est celui de K(o)/K.

Ensuite si K C F C E est une tour de corps avec [E : K] fini alors on vérifie
que [E : K]s = [E: F]s[F : K]s ce qui nous donne le résultat :

Théoréme 13 Une extension de dimension finie est séparable si et seulement
si tous ces éléments sont séparables.

La définition suivante est inspirée du résultat ci-dessus :

Définition Une extension E/K de dimension finie ou non est dite séparable
si tout élément de celle-ci est séparable. Ainsi la composée de deux extensions
séparables est séparable et on appelle cloture séparable la composée de toutes
les extensions D/FE séparable dans E%/E, on la dénote par E*.

Pour une extension galoisienne L/K on note G,k son groupe de Galois.
Nous utiliserons aussi les résultats :

Théoréme 14 Le groupe des automorphismes de corps de K* laissant fire K
est égal a la limite inductive limp G/ ot L/K parcourt toutes les extensions
galoisiennes finies.

Proposition 42 Soient T/K et M/T des extensions de corps et A une algébre
sur K alors on a la régle de changement de bases

ARk M= (A T)®r M

Nous pouvons maintenant parler d’algébres séparables :

Proposition 43 Soit A une algébre de dimension finie sur le corps K. Il y a
équivalence entre les propositions suivantes :

(AS1) L’algébre A ® K est réduite.

(AS2) A® K@ est isomorphe a un produit K x ... x K¢

(AS3) le cardinal de Homg (A, K®) est égale o la dimension de A sur K.
(AS4) A® K*® est isomorphe & un produit K° x ... x K*

Démonstration Tout d’abord le fait (AS1) implique (AS2) provient des
résultats précédents. (AS2) implique (AS3) provient de la bijection :

Y:Homg(A, K% > fr— Zaa ® Ao Zf(aa)@)/\a € Homg(A® K¢ K®)

Ensuite en utilisant, dimg.(A® K*) = dimg(A) = n, il vient A® K* = (K*)"
et Homga(A ® K% K®) a exactement n morphismes. Le point délicat est de
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démontrer (AS3) implique (AS4). On observe qu’il suffit de montrer que A est
un produit fini d’extensions de corps séparables. Ecrivons A = A; x...x A,,, avec
A; un anneau local d’idéal maximal o; pour i = 1,2,...,m. On observe qu'un
mophisme de A vers K envoie un et seul idempotent de A vers un élément non
nul qui est 1. Ce qui montre que I'on a les unions disjointes :

Homy (A, K*) = Homg (A1, K*) U Homg (A, K*) U ... U Homg (A, K)

Soient i € {1,2,...,m} et ¢ : A; — K® un morphisme. Alors ¢ se factorise en
un morphisme overliney : L; — K® avec L;/K une extension de dimension
finie puisque o; est envoyé sur 0. Ensuite les conditions [L; : K]s < [L; : K] <
dimg (A;) et Y0 [L; © K], = dimg(A) forcent : [L; : K|, = [L; : K| =
dimg (4;). ce qui donne

Donc o; est nul et A est produit fini d’extensions séparables finies. Enfin, (A54)
implique (AS1) car :

(A®k K°) @k K* 2 A®k K*

Lorsque A vérifie (AS1), (AS2),(AS3) ou (AS4) alors A est dite séparable.

En résumé :

Définition alternative Une algébre de dimension finie sur corps K est dite
séparable si elle est produit d’extensions séparables finies de K.

Nous allons voir les algébres séparables sous un nouveau angle. Soit X un
ensemble fini et K un corps et notons G le groupes des automorphismes de corps
de K* laissant fixe K.

Définition Soit 7 : G — G x une action de groupe G sur X. On dit que w
est continue si X est I'union d’ensembles X1, X5, ..., X,,, stables par I'action de
G tels que pour tout 7 = 1,2,...m, le morphisme 7; : G — G, se factorise en
un morphisme 7; : G, 1k — Gx, avec L; /K une extension galoisiennne finie.

Pour alléger le discours, lorsque G opére continiiment sur X, nous dirons que
X est un G-ensemble et nous noterons g.2 = w(g)(x) pour tout z € X et g € G.

Définition Soient X,Y deux G-ensembles finis. Une application f: X — Y
est un morphisme de G-ensembles si pour tout g € G et pour tout z € X,

flg.z) = g.f(z).

Lemme 23 Tout G-ensemble fini est isomorphe au G-ensemble Hom g (A, K®)
muni de Uaction (0.f)(a) = oo f(a) pour tout a € A et 0 € G avec A une
certaine algébre séparable sur K.
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Démonstration Pour X un G-ensemble fini, montrons qu’il existe une algebre
séparable A sur K telle que Hom g (A, K®) soit un G-ensemble isomorphe & X.
Si O est une orbite d’un point x € X alors 'action de G se factorise en une
action de Gk 1, avec K/L une extension galoisienne finie. Ainsi, on se limite
pour I'instant au cas X = O. Soient S C G,k le sous-groupe d’isotropie de z,
D le sous-corps invariant sous l'action de S et g1, g2..., gn des représentants de
classes de G,/ modulo S. On a donc l'isomorphisme :

Y:Grg/S D gjrr——gjoi€ Homg(D,L)

En effet, 1 est bien définie puisque L/K est galoisienne, 'injectivité est déduite
directement et la surjectivité provient du fait que tout morphisme de D vers
L se prolonge en un automorphisme de L. Or Homg (D, L) s'indentifie a
Homg (D, K*®), on a donc résolu le cas X = O. Maintenant pour le cas général,
on considere toutes les orbites de O1,Os, ..., O,, et D1, Do, ..., D,, les sous-corps
de K? invariant par les sous-groupes s’isotopies sous-jacent, ainsi les unions
disjointes :

Hompg (D1, K°)U Homg (Da, K°)U...U Homg (D,,, K°) = Homg (A, K?)

nous déterminent 'isomorphisme de G—ensembles entre X et Homg (A, K*).

Soit X un G-ensemble fini. On considére I’algébres F'(X) 1’algébres des fonc-
tions de X vers K*. On munit F(X) d’une structure de G-ensembles en posant

(0.f)(@) =00 flo™"2)

pour tout o € G, pour tout f € F(X) et pour tout z € X. Le lemme nous
permet de déterminer A a partir de X :

Lemme 24 Pour tout G-ensemble fini X les éléments de F'(X) invariants sous
laction de G forment une algébre séparable.

Démonstration Par le lemme précédent, on peut donc poser X = Hom(A, K?).
Soit ¢ : A® K* — F(X) I'isomorphisme d’algébres qui & a ® X associe la fonc-
tion f telle que f(x) = x(a)\. Ainsi action définie par oc(a ® A) = a ® ()
pour tout o € G se traduit via ¢ par :

z(a)o(N\) = o.(c " .x(a)\) = (0.f)(x)

ce qui donne un isomorphisme de G-ensembles. Enfin, on conclut en remarquant
que lalgébre fixée par G de A ® K* est A.

Théoréme 15 Les G-ensembles finis sont anti-équivalents aux algébres séparables
de dimension finie sur K.
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Démonstration Soient A, B des algebres séparables sur le corps K. Il s’agit
de montrer que Homg (A, B) est eb bijection avec Homg(Xp, X4) ot Xa
désigne Hom g (A, K*) muni de l'action : (g.f)(z) = g o f(x) pour tout g € G,
pour tout f € X4 et pour tout x € A. Soit ) : A — B un morphisme entre
deux algébres séparables finies. Alors ¢ induit un morphisme X (¢) : Xp —
X4 en composant f € Xp par 9. Inversement, si T : Xp — X4 est un mor-
phisme alors cela donne un morphisme F(T') : F(X4) — F(Xp) et il s’ensuit
que les éléments invariants de F(X 4) sont envoyés vers les éléments invariant
de F(Xp) et par lemme précédent on a un morphisme de A vers B.

2.1.3 Schéma en groupe étale

Définition Un schéma en groupe affine fini sur un corps est étale s’il est
représenté par une algébre séparable.

On note comme ci-dessus G le groupe des automorphismes de K* laissant fixe
K.

Théoréme 16 Les schémas en groupes affines étales et finis sont équivalents
aux groupes finis munis d’une structure de G-ensembles.

Démonstration Soit A une algébre de Hopf séparable de dimension finie
sur un corps K. Alors la comultiplication M : A — A ® A, le morphisme
coinverse S : A — A et 'augmentation € : A — K munisse X 4 de morphismes
X(M): XaxXa— Xa, X(5): Xa — X4 et {id} — X4 qui conferent &
X 4 une structure de groupe.

Proposition 44 Pour tout entier n > 1, le schéma en groupe p, sur le corps
Q est étale.

Démonstration Montrons que Q[X]/(X™—1) est une algébre séparable pour
X une indéterminée. Pour cela, on a la formule :

X" —1=]]2(X)
pln

ou le produit parcourt tous les nombres premiers p divisant n. (®,(X) est le
p-ieme polynémes cyclotomique.) Or puisque tous les ®,(X) sont irreductibles
sur Q et deux a deux distincts, par le théoréme Chinois :

QX]/(x" —1) = ] QIx]/2,(X) = [[ Q)
pln

pln

avec (, une racine p-ieme de l'unité. Ensuite, on sait que Q({,)/Q est une
extension galoisienne.
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Le résultat suivant nous permettra de simplifier de nombreux raisonnements

Proposition 45 Si L/K une extension de corps alors une algébre A sur K est
séparable si et seulement si A® L est séparable sur L.

Démonstration Si A est une algébre séparable sur K alors :
(ARL)®L L* 2 (A® K) ®Kga L* = L x L* x ... x L*

Donc A ® L est séparable par la condition (AS2). Si A® L est séparable alors
par (AS1), A® L est réduite et il en est de méme de A ® K*. Donc A est
séparable.

Corollaire 8 Pour tout entier n, u, sur tout corps de caractéristique nulle est
étale.

Soit E' un schéma en groupe affine représenté par une algébre de Hopf A de
type finie sur un corps K.

Proposition 46 I existe une unique algébre dimension finie sur K qui soit
séparable, contenue dans A et mazximale pour linclusion.

Par les caractérisations précédentes, le quotient et produit tensoriel d’algébre
séparables est séparable. Pour abréger toute nos algébres séparables seront de
dimensions finies :

Démonstration Soit B une sous-algébre séparable. Donc B ® K® est une
sous-algébre séparable de A ® K et par (AS2), B® K est engendré par les
idempotents N. Donc dimg (B) = dimga(B ® K%) est majorée par le nombre
de nilpotents de A qui est fini puisque A est noethérien. Donc toute chalne
d’algébres séparables

BocBiCByC..CB,C Bn+1 C Bn+2...

est stationnaire a partir d’un certain rang. Soit maintenant X ’ensemble de
toutes les sous-algébres séparables. Alors X possede un élément maximal.
En effet, dans le cas contraire nous pouvons construire une chaine d’algébres
séparables non stationnaire. Il reste donc a montrer 'unicité. Si B, C sont deux
éléments maximaux de X alors la composée BC est un quotient B® C donc est
séparable. Si B # C alors B C BC est stricte, ce qui est une contradiction.

Pour toute algébre R de type fini sur K, on note mo(R) la sous-algébre
séparable maximale. Nous allons montrer ci-aprés qu’en fait my(R) est une
sous-algébre de Hopf.

Lemme 25 Soit R une algébre de type fini sur un corps K. Si R s’ecrit Ry X
Ry X ... X Ry, avec R; des algébres alors mo(R) = mo(R1) X mo(Rz2) X ... X mo(Ry)-
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Démonstration Montrons le resultat pour deux facteurs S et T, le cas général
s’effectuant par récurrence. Tout d’abord, on par définition de my, m(S) x
FQ(T) C FQ(S X T)

Lemme 26 Soit a un élément algébrique de polynome minimal P sur K.

(a) Si K est de caractéristique nulle alors P est a racine simple.

(b) Si K est de caractéristique un nombre premier p > 0 alors il existe un entier
p >0 tel que o?" soit séparable.

Démonstration Soient a, as, ..., ay, les racines distinctes de P. Donc P s’ecrit
(X —a)™(X —a2)™ (X —ag)™..(X —ap)™

Ensuite, le morphisme o : K(a) — K® envoyant « sur as se prolonge en un
automorphisme sur K et P s’ecrit également :

(X =)™ (X —a2)™(X —a3)™ .. (X —ay)™

En appliquant le méme raisonnement pour chaque facteur, il vient m = m; pour
i=2,3,...,n. Si K est de caractéristique nulle alors et m > 1 alors P’ est nul
et P'(a) = 0, ce qui est contradictoire. Donc m = 1. Maintenant si K est de
caractéristique p > 0 et P’ = 0 alors il existe un entier v > 0 tel que m = p” et

P=(X-a")(X—-—a)™. (X —a,)"=(X"=-a™).. (X" —a") =Q(X™)

Supposons qu’il existe R € K[X] tel que R divise Q. Donc R(X™) divise
Q(X™) = P et cela force R inversible. Donc @ est irreductible et enfin si Q) est
de degré d alors :

[K(aP"): K] =d=[K("): K],
Théoreme 17 Si L/K est une extension de corps alors :

7T0(A) QL= 71'0(14 X L)

Démonstration En premier lieu, m9(A) ® L C mo(A ® L) et écrivons A =
A1 x Ag X...x A, avec n le nombre de composante connexe de Spec(A). Puiqu’il
reste a vérifier ’égalité des dimensions, le résultat ci-dessus est vrai si l'on
suppose K et L séparablement clos. Par suite 7my(A4;) = K et mo(A) est engendré
par des idempotents, disons eq,es,...,e, € K* (car mp(4) =& F(X) pour un
certain ensemble fini.). Si K n’est pas algébriquement clos alors mo(A® K) est
également engendré par des idempotents fi, ..., f, et par un lemme précédent,
il existe un nombre premier p et un entier v > 0 tels que f/ appartienne &
mo(A). Donc sans perte de généralité, on pose e; = fipy et on suppose K et L
algébriquement clos. Enfin, puisque mp(A® L) = mo(4; ® L) X ... X mo(A,, ® L),
il reste & montrer que my(A; ® L) ne posséde pas d’idempotents non triviaux et
ceci est du au fait suivant :

Proposition 47 Tout ensemble algébrique irreductible sur un corps algébriquement
clos est connexe. Soient K/L une extension de corps avec K et L algébriquement
clos et a un idéal de K[Xq,...,Xn]. Si Zk(a) est irreductible alors Zp(a) est
irreductible.
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Démonstration Le premier point vient du fait qu’un anneau intégre ne possede
pas d’idempotents non triviaux. Notons X = (Xi,...,X,). Supposons que
Z1(a) ait pour composantes irreducitbles Si,Ss,...,Sy,. Alors pour tout i,
S; N K™ est irreductible et :

ZK(CLZSlﬂKnUSQOK"U...USmﬂKn
Ce qui est une contradiction.

Lemme 27 Soit S et T deuz ensembles algébriques connexes sur un corps
algébriquement clos alors S x T est un ensemble algébrique connexe.

Démonstration Soient K un corps algébriquement clos, X = (X1, Xa, ..., X,,),
Y = (Y3,...,Y,,) des systémes d’indéterminées, P (X) = P2(X) =...= P(X) =
0 les équations de S et @1(Y) = @Q2(Y) = ... = Qr(Y) = 0 les équations de T
Donc S x T est un ensemble algébrique de K2" et a pour équation :

PX)=PR(X)=..=PX)=Q1(Y)=Q2(Y) = ...=Qx(Y) =0

Ensuite, montrons que pour tous points p,q € S x T, il existe une partie connexe
C telle que p,q € C. Notons p = (s1,t1), ¢ = (S2,t2) et

C={s1} xTUS x{t1}U{s2} xTUS x {ta}
que nous dénotons dans le méme ordre par :
C=RiURy;URsURy
On a R; N R;y1 # 0 pour i = 1,2,3 et chaque R; est connexe, d’ou le résultat.
Théoréme 18 Soient R, S deux algébres de type fini sur le corps K. Alors

m(R® S) = mo(R) ® mo(S).

Démonstration Supposons K algébriquement clos comme précédemment.
On a: mo(R)®m(S) par définition de mg. Apres décomposons R = Ry X...X R,
et S =57 x ... xS, avec m,n le nombre de composantes connexes de R et S.
Donc pour tous 4, j, mo(R;) @ mo(S;) = K et il reste & montrer que m(A; x A;)
ne possede pas d’idempotents. Or cela est vrai par le lemme précédent.

Proposition 48 m(A) est une sous-algébre de Hopf de A.

Démonstration Soient B C A une sous-algébre séparable et M la comulti-
plication de A. Alors M (B) est isomorphe au quotient de B par le noyau de la
restriction de M & B. Donc M (B) est separable. Donc pour B = 7 (A)

(M|mo(A))(mo(A)) C mo(A® A) = mo(A) @ mo(A)
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Définition On note m(FE) le schéma en groupe affine représenté par my(A).

Proposition 49 7o (E) est réduit o élément neutre si et seulement si le schéma
affine Spec(A) est conneze.

Démonstration Si Spec(A) est connexe alors mp(A) est un corps L contenant
K (car mp(A) est produit d’extension séparable et n’a pas d’idempotents.) Donc
l’augmentation € : L — K est un morphisme de corps, ce qui contraint K = L.
La réciproque se vérifie aisement.

Définition L’inclusion de mp(A) vers A induit un morphisme surjectif de E
vers To(E). On note E° le noyau de ce morphisme, on I'appelle la composante
connexe de E.

Par le chapitre précédent, nous savons que le noyau du morphisme naturel
A — m(A) est une immersion fermée de A et est représenté par A/(INmpA).A
ou I est le noyau de 'augmantation ¢. Il s’ensuit :

Corollaire 9 E° est conneze.

Démonstration Ecrivons A = A1 X ... Xx A, avec n le nombre composantes
connexes et

la liste & n éléments avec 1 en i-eme position. Donc mo(A) = e;mo(A)
. @ epmo(A) qui est en fait la décomposition de 7p(A) en produit d’extensions
séparables. Soit alors ¢ 'unique entier tel que €(e;) = 1. Donc (1 — e;)mo(A4) =
I N m(A). Donc par la proposition précédente E° est représenté par A% =
A/((1 —e;)mgA)A =2 e; A. Ainsi, par factorisation de ¢, A° =2 K et donc E° est
connexe.

Proposition 50 Soient F' un schéma en groupe affine étale, ® : E — F un
morphisme et m : E — moE le morphisme naturel. Alors il existe un unique
morphisme ® : Mg — F' tel que ® = Pom.

Démonstration L’unicité est automatique puisque 7 est surjectif. Montrons
lexistence. Notons B l’algebre de Hopf représentant F et u : B — A le
morphisme déduit de ®. On observe que I'image de B par u est séparable car
est quotient de B. Donc u induit un morphisme @ : B — mpA qui & € B
associe u(z). Ainsi on a la suite :

u [
B—mA— A
avec i : mgA — A l'inclusion. Ce qui donne les morphismes :

E "B -2 F
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Nous pouvons étre plus précis lorsque le corps de base est parfait, pour cela :

Définition Un corps est dit parfait si toute extension algébrique de celui-ci
est séparable.

En utilisant la dérivée de polynémes, on en déduit que Q est un corps parfait
et donc tout corps de caractéristique nulle est parfait.

Proposition 51 Une algébre de dimension finie sur un corps parfait est séparable
si et seulement si elle est réduite.

Démonstration En fait seule la réciproque est a vérifier. Si R est une algébre
réduite de dimension finie sur K un corps alors R est produit de corps L X ... X
L,. Or L;/K sont des extensions algébriques car finies et donc si K est parfait,
L;/K est séparable.

Nous désignons par N l'idéal des éléments nilpotents de A. On rappelle que
N est l'intersection de tous les idéaux premiers de A

Lemme 28 Si K est parfait alors mo(A) est isomorphe a A/N.

Démonstration Montrons que mo(A) est isomorphe & mo(A/N). Puisque
mo(A) ne posséde pas de nilpotents il est donc contenu dans le supplémentaire
de N qui est isomorphe & A/N. Donc on a un morphisme injectif mo(4) —
mo(A/N). Ainsi, il suffit de montrer I’égalité des dimensions et on suppose
K algébriquement clos. Enfin, la dimension de my(A) correspond au nom-
bre de composantes connexes de A et puisque Spec(A) et Spec(A/N), on a
W()(A) = W(](A/N) = A/N

Nous cloturons ce paragraphe par le résultat suivant :

Théoréme 19 Tout schéma en groupe affine E fini sur un corps parfait est
produit semi-direct de mo(E) et de sa composante connexe E°.

Démonstration Montrons que mo(A) représente une immersion fermée de E.
Si M est la comultiplication de A alors on a la suite de morphismes :

A A9 A2 A/N® AN

se factorisant en un morphisme A/N — A/N ® A/N, d’ou la premiere af-
firmation. Notons m : A — A/N le morphisme de passage aux quotients et
i:mp(A) — ATlinclusion. On a donc la suite de morphismes pour toute algébre
R sur K :

Hom(A/N, R) 2% Hom(A, R) 22 Hom(mA, R)
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o ®1(¢p) = Y om et Py(a) = aoi pour tout » € Hom(A/N,R) et o €
Hom(A,R). Donc si ¢ € Hom(A/N, R) alors ®; 0o ®3(¢p) = omoi. Or moi
est un isomorphisme de mo(A) vers A/N et donc @1 o $y est isomorphisme &
Iidentité. On conclut par un résultat du chapitre précédent.

2.2 Schéma en groupe affine lisse
2.2.1 Formes différentielles

Soit A une algébre sur un anneau B et V un module sur A. En particulier,
V est un module sur B.

Définition Un morphisme D : A — V de module sur B est une dérivation
si pour tous z,y € A on a:

D(zy) = xD(y) + D(z)y

En particulier, on a pour tout a € B :
D(a) = D(alA) = aD(lA) = a(lAD(lA) + D(IA)IA) = 2D(a)

et D(a) = 0. On note D4 la catégorie des dérivations D : A — V avec V un
module sur A et dont un morphisme de D vers D’ : A — W est un morphisme
1 : V — W de modules sur A tel que : D’ =1 o D. Nous allons montrer que
® 4 posséde un objet universel :

Soit Q4,5 = Q(B/A) le module sur A engendré par les symboles formelles da
avec x un élément de A sous les seuls contraintes :

dlz+y)=dz+dy

d(zy) = xzdy + ydz

et da = 0 pour tous z,y € Aeta € B. {14, est un module sur B et I'application
d:A— Qyu/p quiatout z € A associe dr est une dérivation. {24, est appelé
le module des formes différentielles et lorsque la mention de B est claire on le
dénote par 24 = Q(A).

Théoreme 20 Pour toute dérivation D de A vers un module V sur A, il existe
un unique morphisme de d : A — Q4 vers D.

Démonstration Soient D une dérivation de A vers V et ¢ : Qy — V le
morphisme qui & dx associe ¥(dz) = D(z), 1 est bien définie et est unique par
définition de Q4. Donc d : A — Q est un objet initial dans ® 4, il est donc
unique a isomorphisme pres.

Corollaire 10 Soit V' un module sur A. Si l'on note D(A,V) le module des
dérivations de A vers V alors on a un isomorphisme naturel :

D(A, V) — Hom(Q4,V)
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Démonstration On considere Iapplication ¢ qui a tout morphisme ¢ €
Hom(Q24,V) associe ¢ o d. Par universalité de d, ® est injectif. De plus, P
est surjectif car pour une dérivation D, on prend ¢ € Hom(Q4,V) tel que
¥ (dx) = D(x) pour tout x € A.

Examinons le cas ou B est un corps K et A une algébre de type fini sur K.
Soit X = (X1, Xo, ..., X;,) un systéeme d’indéterminées.

Proposition 52 Sia = (Py,..., Py,) est un idéal de K[X] et A = K[X]/a alors
Q4 est le module libre sur A de vecteurs de base dxy,dxs,...,dx, modulo le
sous-module engendré par les vecteurs :

oF; 0P, 0P,

X, dxq1 + TAngm2 + ...+ ox,

dx,
pour tout entier i =1,2,...,m.

Démonstration 11 suffit de montrer que le Q4 proposé satifait la propriété
universelle. On observe que Qgix] est le module libre sur K[X] engendré par
dry,dxs,...,dx,. Notons (2 le module quotient de {(x] par le sous-module
I = aQkx)+ K[X]da et soit D : A — V une dérivation avec V' un module sur
A. Alors la composition :

KX = a2v

est une dérivation T' de K[X] vers V. Donc il existe un unique morphisme
Y Qgx) — V tel que T = 4 od. Donc par fonctorialité du passage aux
quotients :

D=roD=T=v¢od=1od

9 est donc déterminée de maniére unique et d : A — Q est la dérivation qui &
X; mod a associe dX; mod I. D’ou 2 = Q4.

Donnons quelques propriétes :

Proposition 53 Soient R et S deux algébres de type fini sur un corps K. Alors
on a les régles :

(a) Si L/K est une extension de corps alors Q(R @k L/L) = Qr @k L.

(b) AR xS)=Qr xNg

(c) Si U est une partie multiplicative de R alors QU 'R) =2 Qr g U™'R.

Démonstration Le point (a) se déduit de la proposition précédente. Mon-
trons (b). Soit V' un module sur le produit R x S. Notons Vi et Vg les modules
V sur R x {0} et {0} x S. Donc on a I'isomorphisme

V3> (ta;ba)va = (O (a0, 0)va, Y (0,ba)va) € Vi x Vs

[e3% e
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Soient alors D : R x S — V une dérivation et D1 : R — Vg, Dy : S — Vg
les dérivations déduites de D en restreignant & R x {0} et {0} x S. Donc
D = (D1, Ds) et il existe des morphismes uniquement déterminés ¢, : Qg —
VR, 2 : Qs — Vs tel que D = (¢1,12) o (dy,ds) avec dq,ds les dérivations
universelles de R et S. D’ou (b). Montrons (¢). On remarque tout d’abord
I’isomorphisme :

Homp(Qr, V)39 — Y Z—“ © 0 Y Z—“ ® ¥(va) € Homp(U'R® Qr, V)

o

dont I'inverse se calcule aisément.

2.2.2 Théoréme de Cartier

Soit B/A une extension d’anneaux, on rappelle qu’un élément o € B est dit
entier sur A g’il existe des éléments ag, a1, ..., a, de A tels que :

"M taa tan_1a" V. taa+ag=0

ce qui est équivalent & dire que Afa] est un module de type fini sur A. La
relation ci-dessus est dite de dépendance intégrale. B/A est dite entiere si tout
élément de B est entier sur A.

Le résultat suivant est appelé lemme de normalisation d’Emmy Noether.

Théoréme 21 Toute algébre R de type finie sur un corps K admet un sous-
anneau S isomorphe a un anneau de polynomes a plusieurs variables tel R soit
un module de type fini sur S. En particulier, R/S est une extension d’anneauz
entiere.

Démonstration Soit a unidéal de K[X| = K[X7,..., X,,] tel que A = K[X]/a.
Appelons liste une liste de polynémes Y = (Y1, Y5, ..., Y,) de K[X] tel que K[X]
soit un module de type fini sur K[Y]. On définit une relation d’ordre partiel
sur ’ensemble des listes en posant ¥ < W si W posséde plus de coordonnées
appartenant a. Soit alors S = (571, 953,...,5,) une liste maximale et quitte a
renuméroter, notons sy, Sa, ..., Sr, (1 < 7 < n) les images non nuls dans A des
S1,52,...,8,. Donc A est un module de type fini sur K[s] = K|[s1, S2, ..., Sy)
et il reste & montrer que si, So, ..., s, sont algébriquement indépendants sur K.
Supposons le contraire, il existe un polynéme de f € K[Xi,...,X,] tel que
wy = f(S1,52,...,.Sy) soit dans a. Pour tout entier ¢ = 2,3,...,r, w; = 5; — ST
avec m; des entiers > au degré total de f. Donc I'égalité f(S7,5a,...,Sr)—w1 =0
donne une relation de dépendance intégrale

YV +an 1 ()Y V4L ag (W)Y 4 ag(w) =0
avec ag, ..., ay—1 des polynoémes de Kw] = K[wy,ws, ..., w;] et comme K[S1,w]| =

K[S1,...,S:], K[S1,...,S,] est un module de type fini sur Klws, ...,w,]. Notons
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alors T = Klwy,...,wr, Sr11, .., Sp] et soient f1, fa, ..., frn € K[X] tels que les
classes f1,..., f,,, engendrent A sous K[s]. Donc K[X] est de type fini sur T' car
enendré par la famille (f;57,7 < N). Or la liste (w1, w2, ..., Wy, Spi1, -y Sn) €st

strictement plus grande que .S, ce qui est une contradiction.

Dans la démonstration ci-dessus, le lecteur aura remarquer qu’une liste existe
puisqu’il suffit de prendre (X2, X2, ..., X2) et vérifiera les cas 7 = 0 et r = n.
Nous avons également besoin du théoreme dit d’intersection de Krull.

Théoréme 22 Soit A un anneau noethérien local d’idéal maximal m alors

o0

ﬂ mn+1 _ {0}

n=0

Démonstration Notons m = (a1, az,...,a,), A[X] = A[X1, Xo, ..., Xp] et a
I'idéal des polynémes homogenes P tels que P(ay,as, ..., a,) € N,m"™. Comme
A[X] est noethérien, on peut écrire a = (Py, Pa, ..., Py,) et d le maximum des
degrés de ces générateurs. Soit & € N,m". Donc ¢ € m?*! et donc il existe
un polynéme homogéne P € A[X] de degrés d + 1 tel que P(ay,as,...,a,) = &.
Ensuite P € a. Donc il existe des polynomes s1, sa, ..., Sy, tels que

P281P1—|—82P2—|—...+Smpm

Or P est homogene donc ceci force si, ..., s, homogenes de degrés > 0. Donc
Eemnn,m”. Ce qui donne mNN,m” =N, m” et on conclut par le lemme de
Nakayama.

Soit A une algébre de type fini sur un corps K.

Lemme 29 Soitu: A — K un morphisme de noyau a. On note W un espace
vectoriel sur K qui est module sur A par le biais du morphisme u. Alors :
Dy (A, W) = Homg (a/a®>, W) avec D (A, W) les dérivations de A vers W,

Démonstration A toute dérivation D comme ci-dessus on associe sa foca-
torisée de D. En effet, si zy € a? alors :

D(z.y) = u(x)D(y) + u(y)D(x) = 0

Inversement, 1 : a/a? — W est un morphisme et 7 : A — a/a? est le
morphisme qui & £ +a € a @ K associe £ mod a? alors 7 0 4 est une dérivation
et m o1 =1, ce qui donne le résultat.

Corollaire 11 Toute algébre de dimension finie sur un corps est séparable si
et seulement si son module des formes différentielles est nulle.
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Démonstration Si A est séparable alors quitte a tensoriser, on peut supposer
que K est algébriquement clos. Donc A & K X ... x K et il s’ensuit : Q4 =
Qg %X ... x Qg = {0} puisque Qi = {0}. Réciproquement, A est de dimension
finie donc s’ecrit comme produit A; X As X ... X A, avec A; des anneaux locaux.
Maintenant comme {24 = {0} alors focément Q4, = {0}. Notons a; l'idéal
maximal de A; et m: A; — k; = A;/a; la surjection canonique. k; est donc
muni d’une structure de module sur A; par le morphisme 7. Donc par le lemme
précédent, Hom(Qa,, k;) = Hom(a;/a?,k;), ce qui force a;/a? = {0} soit a; =
a?. Ensuite A; est noethérien et donc a; est un module de type fini sur A;.
Donc par le lemme de Nakayama a; = {0}. Donc A est séparable.

Si V est un module sur A alors on note B = A®V ’algébre munie du produit
(a,v)(b,w) = (ab, aw + bv)
pour tous couples (a,v), (b,w) € A@ V.

Lemme 30 Pour toute algébre R sur K les morphismes de R vers B corre-
spondent aux couples de (¢, D) o v : R — A est un morphisme d’algébres (
donc V' est un module sur R selon ¢ ) et D: R — V une dérivation.

Démonstration Soient s : R — B une application et a,b € R. Donc s
s’écrit (¢, D) avec p : R — A et D : R — V des fonctions et on a les
identités :

s(a)s(b) = (¥ (a)y(b), ¢ (a)D(b) + 1 (b) D(a))
s(ab) = (¢(ab), D(ab))

Donc s est un morphisme si et seulement si 1) est un morphisme et D une
dérivation.

On suppose maintenant que A est une algebre de Hopf de comultiplication
M représentant un schéma en groupe affine E. Soit R une algebre de Hopf
représentant un schéma en groupe affine F. Sur G = Gg = Hom(R,A® V) on
définit une loi de groupe par :

(¥1, D1) (W2, D2) = (132,91 Do + 12 D1)
avec 1119 le produit dans F'(A) et pour tout a € R :

1Da(a) = 3 vr(aa) Da(ba)

avec Y aq ® by la comultiplication de a. Nous identifions F'(A) avec le groupe

{(,0)[y € F(A)}

Lemme 31 Le groupe G est produit semi-direct du groupe F(A) et du sous-
groupe normal :

N ={(e,D)|D € D(A,V)}
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Démonstration On considere le morphisme ® de G vers F'(A) qui a (¢, D)
associe (1,0). Alors la restriction de ® a F(A) est 'indentité et en reamrquant
que (g,0) est I'élément neutre de G, on a ker(®) = N.

Lemme 32 Si I est le noyau de 'augmentation de A et M(a) = Y aa ® by
pour a un élément de A alors Q4 = A® I/1? et la dérivation universelle dy :
A — Qg est donné par la formule :

do(a) =Y an @ d(bs)
avec d : A — I/I? le morphisme qui a c+& € A= K ® I associe & mod I2.

Démonstration Notons 1 'identité sur A alors la bijection :
Ga>(e,D)— (1,0)(e,D) = (1,1.D) € G4

induit une autre bijection des dérivations de A vers V. (ol V. est le module V
sur A par le biais de ¢) vers les dérivations de A vers V. Or :

D(A,V.) =2 Homy (I/T*,V) = Homa(A®g I/I%,V)

dont la dérivation universelle T est définie par T'(a) = 1 ® d(a) pour tout a € A
avec d : A — I/I? la dérivation de I’énoncé. Donc dy = 1.T est la dérivation
cherchée.

Lemme 33 [/I? est un espace vectoriel de dimension finie sur K.
Démonstration Tout d’abord puisque A est noethérien, I est engendré par
un nombre fini d’eléments ay,as, ..., a,. Notons 7 : I — I/I? le morphisme

de passage aux quotients et ¢ mod I? un élément de I/I? donc il existe des
éléments (by,u1)..., (bn,un) de I x K tels que :

f = (b1 + ul)al + (bg + UQ)(J,Q + ...+ (bn + un)an
Donc en appliquant 7, il s’ensuit :
m(§) = wim(ar) + ugm(az) + ... + upm(ay)

et donc I/1? est engendré sur K par 7(ay), ..., m(ay).

Le résultat suivant est le théoreme de Cartier
Théoréme 23 Toute algébre de Hopf de type fini sur un corps de caractéristique
nulle est réduite.
Démonstration

Corollaire 12 En caractéristique nulle, tout schéma en groupe affine fini sur
un corps est étale.
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2.3 Schémas en groupe affine fini plat et quotient

Soient E, F' des schémas en groupe algébriques sur un corps K représentés
par des algebres A et B.

Définition Un morphisme de ¢ : E — F' est un quotient si le morphisme de
B vers A induit par ¥ est injectif.

Proposition 54 Tout morphisme f : E — F' se factorise en une suite de
morphismes

EST- L F
avec w: E — T un quotient et g : T — F une immersion fermée.

Démonstration Soit u : B — A le morphisme induit par f. Alors u se
factrorise en :

B-LB/I-% A

Or on a déja vu que B/I est une algébre de Hopf et on note T le schéma
en groupe affine représenté par B/I. Donc la suite précédente induit les mor-
phismes voulus.

Pour aller plus dans ’etude des morphismes quotients nous devons faire un
préliminaire sur les modules plats.

2.3.1 Module plat

Soit A un anneau. La nomenclature suivante est di & Jean-Pierre Serre :

Définition Un module V sur A est dit plat ou tensoriellement exact si pour
toute injection

{0} — W —T
de modules sur A, la suite
{0} —WeV —TeV
est exacte.

Proposition 55 Si S est une partie multiplicative de A alors S™'A est un
module plat sur A.
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Démonstration Soit
oy —w-2r
une injection. Supposons que :

a a an
D(01) ® = +9(v2) ® = + o+ (0y) © T2 =0
S1 S9 n
avec v; €W, a; € Aet s; € Saveci=1,2,...,n. Comme W® S™1A=>= S~ 1V,
cela implique :
P(v1) Y(v2) P (vn)

ap + as + ... +
S1 52 Sn

a, =0

Ensuite, en réduisant au méme dénominateur, on obtient une expression de la
forme : ¥(v)/s =0avecv € W et s € S. Donc il existe u € S tel que ¢ (uv) =0
soit uv = 0. Il s’ensuit v/s = 0 et finalement :

a a a
V@ @ 24 v, @ —= =0
S1 52 Sn

ce qui montre notre résultat.
Soit V' une algebre plate sur A.
Définition V est dite pleinement plate si le morphisme T' — T'® V' envoyant

v €T vers v ® 1 est injectif pour tout module T sur A.
Proposition 56 Les conditions suivantes sont équivalentes.
(PP1) V est pleinement plate.
(PP2) Pour tout module T sur A, T ® V = {0} alors T = {0}.
(PP3) Sip : T1 @V — To ® V est un morphisme injectif induit par un
morphisme u de modules sur A entre Ty et Ty alors u est injectif.
Démonstration Montrons que (PP2) implique (PP3). On a U'injection
{0} — Ker(u) — Ty

Donc par platitude :

{0} — Ker(u)@V —T1 @V

est exacte. En outre, Ker(u) ® V est inclus dans Ker(y) = {0}. Enfin par
(PP2): Ker(u) = {0}. Montrons (PP3) implique (PP1). En effet, T @ V —
(T®V)®V est injectif puisque :

TeV)aVarRa®b—ovabeTV

est un inverse. Donc par (PP3): le morphisme T'— T ® V est injectif.

2.3.2 Quotient

2.3.3 Théoreme de Lagrange
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3 Application a la théorie des courbes elliptiques

3.1 Courbe elliptique en toute caractéristique
3.1.1 Equation de Weiertrass, discrimant et invariant modulaire
3.1.2 Loi de groupe et isogénie

3.1.3 Courbe elliptique sur les nombres complexes
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4 Appendices

4.1 Introduction aux représentations linéaires de groupes
finis

4.1.1 Définitions

Nous rappelons les rudiments de la théorie des représentations des groupes
finis. L’idée est simple on veut faire apparaitre les groupes finis comme quotient
d’un sous-groupe fini d’automorphismes linéaires d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Pour cela on définit une représentation comme un morphisme d’un
groupe G vers les automorphismes GL(E) avec E un espace vectoriel complexe
de dimension égale a n. L’entier n étant appelé le degré de la représentation.
Il est important de signaler que toutes nos représentations seront de degré fini.
Ainsi si p : G — GL(FE) est une représentation, g un élément de G et v un
vecteur de E alors on note

g-v=p(g)(v)

Ce qui laisse apparaitre E comme un module sur I’algébre de groupes C[G]. En
effet, les axiomes de représentations sous cette nouvelle ecriture s’ecrivent :

g.(av + bw) = ag.v + bg.w
(R2) g.(h.v) = (gh).w
1 v

Avec a,b des nombres complexes, g, h des éléments de G et v, w des vecteurs
de FE. Ainsi par abus nous désignons par F la représentation lorsque la mention
de p est claire.

Définition Soit E une représentation d’'un groupe fini G. Un sous-espace
vectoriel F' de E est une sous-représentation de F si pour tout élément g de G
et tout vecteur v de F', g.v appartient a F. Par conséquent, on vérifie que la
restriction a F' de la représentation de E sur G définit une représentation sur
F.

Définition Soient E, F' deux représntations d’un groupe fini G on appelle
morphisme de représentations une application linéaire f : E — F telle que
pour tout vecteur v € E et tout g € G, f(g.v) = g.f(v).

Donnons des exemples :

Exemple 1 : Groupes cycliques Soit N un entier > 1. On considere le
morphisme de groupes de Z/NZ vers GLy(C) qui tout entier n modulo N associe

la matrice
M- cos( —2]’(,” ) —sin( —2]7\1[” )
™\ sin( —QJ’\L,’T ) cos( —217\7“ )
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On a ainsi une représentation en composant les fléches
Z/NZ — GLy(C) — GL(C?)

Le premier morphisme est déja décrit, le second fait correspondre a toute matrice
M,, Vautomorphisme linéaire de C2

o (T ) ()

sin(={7)  cos( y

Le lecteur aura remarqué que toutes ces matrices sont diagonalisables dans la
méme base puisque que le polynome X™ — 1 les annule toutes et que chaque
matrice M,, commute deux a deux entre elles.

Exemple 2 : Noyaux et images Soient E, F' deux représentations d’une
groupe fini G et f : E — F un morphisme de représentations. En fait si
Ej est une représentation de F' alors 'image f(FEp) est une sous-representation
de F. De méme, si Fy est une sous-représentation de F alors f~1(Fp) est
une sous-représentation de F. En particulier, Ker(f) et Im(f) sont des sous-
représentations respectives de F et F.

Exemple 3 : Représentation unitée Soit E une représentation sur un
groupe fini G. On note E le sous-espace vectoriel invariant sous 1’action de G,
en d’autres termes les vecteurs de v de E€ vérifient g.v = v pour tout g € G. On
vérifie que E¢ est une sous-représentation de E. Par suite, on dit qu’une sous-
représentation F' de degré 1 'unité si le morphisme G — GL(F) est constant.
Ainsi, on remarque que E est somme de représentations unitées.

Exemple 4 : Représentations duales Soient G un groupe fini et E, F’ deux
représentations du groupe G. Nous allons maintenant parler de la représentation
duale. Pour cela il nous faut définir une structure de réprésentation sur 1’espace
vectoriel complexe des applications linéaires de E vers F' que nous dénotons
par Hom(E, F). Soit f un élément de Hom(E,F) et g € G, on note g.f le
morphisme de représentations défini par

g-f(v) =g.f(g""v)

pour tout vecteur v de E. Par conséquent, si 'on désigne par E* ’espace
vectoriel dual de F alors on définit une structure de représentation sur £* de la
méme maniere sauf que la représentation C est muni de la représentation unité.
De maniere plus explicite, si [ est une forme linéaire de E*, on note pour tout
veFE

gl(v) =1(g™"v)

Par ailleurs, on laisse le soin au lecteur de montrer que le sous-espace vecto-
riel des morphimes de représentations Homg(FE, F') est une sous-représentation
égale A Hom(E, F)©.
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Exemple 5 : Représentation régulieres Soit G un groupe fini et R
I'espace vectoriel sur C engendré par une base (e4)4cc indéxée sur les éléments
de G. Donc si v € R alors v s’écrit

v = E agey
geG

avec a4 des nombres complexes pour tout g € G. Soit h € G. Donc on définit
une représentation R en posant

hw= Z Qg€hg

geG

Cette représentation R est appelée représentation réguliere.
La catégorie des repésentations d’un groupe fini G est en fait additive :

Définition Soient E, F' des représentations d’un groupe G. On définit une
structure de représentations sur £ @ F' et £ ® F' de la maniere suivante. Pour
tout g € G et tous vecteurs v € E et w € F, on a

g.(vOw)=gvdgw

g.(vRw)=gv®gw

Par abus, nous appelons supplémentaire d’une sous représentation E; de E, une
sous-représentation Fs telle que F = E1 © Fs.

4.1.2 Représentations irréductibles

Nous avons maintenant les moyens pour aller dans le vif du sujet. Nous
commengons par une proposition qui se déduit des remarques de la sous-section
précédente. Comme précédemment, nous précisons que toutes nos représentations
sont complexes, de degrés finis et sur un groupe fini. On invite le lecteur a ver-
ifier ol ces hypotheses sont utilisées dans les résultats qui vont suivre.

Proposition 57 Toute sous-représentation admet un supplémentaire.
Démonstration Soit E une représentation et Ey une sous-représentation. On

considere une projection linéaire p : E — E sur Ey. Alors I'application linéaire
f définit par

1
flv) = @l g;;(g-p)(v)

pour tout vecteur v € FE est encore une projection linéaire et est un mor-
phisme de représentations. Donc Ker(f) est un supplémentaire de la sous-
représentation Fj.
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La définition suivante est importante :

Définition Une sous-représentation F est dite irréductible si ces seules sous-
représentations sont exactement {0} ou E. On convient que la sous-représentation
nulle n’est pas irréductible.

Exemple 1 : La dimension 1 Les représentations de dimension un sont
irréductibles. On remarque que le groupe des inversibles C* s’identifie na-
turellement & GL(C) par 'application qui & tout nombre complexe ¢ non nul
associe 'homothétie z — az. Ainsi I'etude des représentions de degré 1 d’un
groupe fini G se limite & celle des morphismes de groupes Hom(G,C*) de G
vers C*. On observe que Hom(G,C*) est muni d’une structure de groupe, on
lappelle le groupe dual, et que si G = Z/NZ alors G est isomorphe & son dual.
Par conséquent, en étudiant le comportement du dual avec le produit direct, on
en déduit que tout groupe abélien est isomorphe a son dual.

Exemple 2 : Permutations Soit F un espace vectoriel de dimension N.
Soient eq,eq, ...,en les vecteurs de base de E. Alors tout vecteurs de E s’ecrit
comme une combinaison linéaire

aie] + ageg + ... +ay_1eny—1 +anen

avec a1, as, ..., any des nombres complexes. Si o est une permutation de & alors
on définit une représentation en spécifiant a I’expression ci-desssus le vecteur

a1€s(1) + a265(2) + ... T aN—1€5(N-1) + ANEs(N)

Soit F' le sous-espace vectoriels formé des vecteurs dont la sommes des com-
posantes le long de e, eo,....,en est nulle. On verifie que F' est une sous-
représentation de E. On peut montrer a I'aide de la théorie des caractere que
F' est une sous-représentation irréductible.

Le lemme dit de Schur est essentiel dans la théorie des modules décomposables

Lemme 34 Soient E,F deuxr sous-représentations irréductibles. Alors la di-
mension de Homg(E, F) est un élément de {0,1}, si cette derniére est non
nulle alors il existe un isomorphisme de représentations f : E — F telle que

Homg(E, F) soit égales Cf.

Démonstration Soit f : E — F un morphisme de représentations non
nul. Alors Ker(f) et Im(f) sont égaux respectivement a {Og} et F par ir-
reductibilité. Donc f est un isomorphisme. Soit g un autre morphisme de
représentations de E vers F. Alors par le raisonnement précédent g est un iso-
morphisme. Puisque que le corps de base est le corps des complexes, il existe
une valeur propre a € C de g~ o f. Donc son sous-espace propre est une sous-
représentation de E. Donc par définition de a et par irrédutibilité de E, on
obtient g~! o f = a.1, soit f = ag.
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Théoréme 24 Toute représention E isomorphe a une somme directe d’un nom-

bre fini de sous-repreésentations irréductbles. En outre si on a deux décompositions

en irréductibles

N
E=PE
i=1

M
Ex @ FEm

alors N = M et il eriste une permutation o de &y telle que B; = Fy;y et
n; = Mg(;) pour tout entier 1 =1,2,..., N.

Démonstration Soient j, k des entiers compris entre 1 et N. Tout d’abord,
supposons que deux telles décompositions existent. Donc en utilisant le lemme
de Schur, si E; = Fj, alors

n; = dim[Homg(E, E;)] = dim[Homg(E, Fy,)] = my

et N = M. 1l reste a montrer I'existence. On raisonne par récurrence. Si le
degré de E, disons n, est égal a 1 alors F est irréductible. Supposons le résultat
vrai pour un entier n > 1. Soit F' une sous-représentation propre de E. Alors
d’aprés la proposition précédente, il existe un supplémentaire H de F'. Ensuite
on décompose F' et H en somme d’irréductibles par ’hypothése de récurence.
Enfin, on conclut en regroupant les deux sommes.

4.1.3 Caractéres

Nous allons maintenant définir un invariant numérique de classes d’isomorphie
des représentations irreductibles. Nous rappelons que toutes nos représentations
sont de degré fini.

Définition Soient G' un groupe fini et p : G — E une représentation. On
appelle caractére de la représentation F I’application qui & tout élément g de G
associe la trace xg(g) de 'automorphisme linéaire p(g).

En fait, les caractéres sont un cas particulier de fonctions centrales.

Définition On appelle fonction centrale sur G toute fonction de G vers les
nombres complexes C constante sur les classes de conjugaison de G.
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L’ensemble de toutes les fonctions centrales sur G est un espace vectoriel
complexe de dimension égale le nombre de classes de conjugaison de G, on le
dénote par F(G) = Fc(G). La proposition ci-dessus se déduit en utilisant des
bases de diagonalisations pour les automorphismes images des représentations £
et F. Notons tout de méme que si e, es, ...,ex et f1, fo, ..., far sont des vecteurs
de bases repectifs de E et F alors e; ® f; pour ¢ = 1,2,...,Net j =1,2,.., M
sont des vecteurs de base de E ® F. Enfin, puisque E ® F = Hom(E*, F), il
s’ensuit que Hom(E, F) est isomorphe & E* ® F.

Proposition 58 Si E, F' sont deuz représentations alors on a les régles

(C1) XEer = XE + XF

(C2) XBoF = XEXF

(C3) xe- =XE

(C4) XHom(B,F) = XEXF

Démonstration Par les remarques précédentes, on a (C1) et (C2). Ensuite,
si on suppose (C3) alors on obtient (C4) par (C2). Il reste donc & démontrer
(C3). Notons p: G — GL(F) la représentation E. Soient n le cardinal de G,
g € G et (e1,ea,...,en) une base de diagonalisation de p(g) de valeurs propres
(1,C2, ..., (n. Puisque tout élement de g de G verifie g™ = 1, on observe que (;
est une racine n—ieme de 'unité pour tout ¢ = 1,2,..., N . Ensuite I'image de
g par la représentation duale est p(g~1)7 et donc la matrice de celle-ci dans la
base ci-dessus est une matrice diagonale dont les valeurs propres sont les inverses
des (;. Enfin, on conclut en remarquant que l'inverse d’une racine a 'unité est
sa conjuguée.

Théoréme 25 Si E est une représentation d’un groupe fini G alors la dimen-
sion de EC est égale a

geG

Démonstration Soit p : E — E une projection linéaire sur E¢. Siv € E
alors

1
(v) |G\ng @Zg.v

geG

Soit s la dimension de E€ et ey, es, ..., e, des vecteurs bases de E“. Ainsi on
compléte celle-ci avec une base de Ker(f), on obtient une base (e1,es,...,en)
de F dont la matrice de '’endomorphisme f dans cette derniere base est donnée
par une matrice de la forme
I, O
(55)

84



avec I, la matrice identité de taille s x s. Donc en calculant la trace :

dim(EY) = =1al Z XE(g

geG

Définition Soient «, 8 deux fonctions centrales de F(G). On note
|G| 2> aly)
geG

Cela définit un produit scalaire sur 1’espace des fonctions centrales F(G).

En remarquant que Homg(E, F) = Hom(E, F)%, on obtient :

Corollaire 13 Soient E, F deux représentations d’un groupe fini G alors la
dimension de Homg(E, F) est égale d (XE, XF)-

Soient E1, Fs, ..., Ep; des représentants de classes d’isormorphie des représentations
irréductibles. Par abus de langage, nous les appelons les représentations irréductibles
de G et nous appelons caracteres irréductibles, les caracteres X g, , XEys ) X Ens -

En appliquant le corollaire précédent et le lemme de Schur, il s’ensuit que :

Corollaire 14 Les caractéres irréductibles forment une famille orthonormée
pour le produit scalaire des fonctions centrales.

En particulier, le nombre de caractere irréductible est inférieur au nombre de
classes de conjuguaison de G.

Définition Soient « une fonction centrale et x g un caracteére d’une représentation
E. On appelle transformée de Fourier de « la fonction & définie sur les caracteres
de représentations par

a(xp) = \/Iﬁ > alg

geG
On observe qu’avec les mémes notations que ci-dessus, &(xg) est en fait le

caractere de la représentation F, de '’endomorphisme de représentations qui a
tout élément g € G associe

TG >_aly
geG
ou on dénote par pg la représentation F.

En fait, on peut dire mieux que le corollaire précédent :

Théoréme 26 Les caracteres forment une base orthonormée des fonctions cen-
trales.
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Démonstration Soit a une fonction centrale. Il s’agit de montrer que si
pour tout caractere irréductible xr on a (o, xr) = 0 alors @ = 0. Soit F une
représentation irréductible. On observe que

fr = T =2 _aly
g€G
est un endomorphisme de représentations de F. Donc par le lemme de Schur,
fr est une homothétie. Donc en calculant la trace de fr, on obtient
1

\/@(O‘a XF)

Donc fr est nulle. Ensuite si E est une représentation alors E est isomorphe a
une somme représentations irréductibles, disons FY, Fy, ..., F)s et

tr(fr) = =0

fE=fr+fr+. ..+ fr, =0

Donc en choisissant £ = R la représentation réguliere, il vient

fr= 7 200
|G geG
Or (eg)gec est une base, donc a(g) = 0, pour tout g € G. Donc a = 0.

Donc le théoreme nous dit que le nombre de classes de congugaison est égal
au nombre de représentations irréductibles de G. En particulier, nous avons re-
marqué précédemment que les représentations irréductibles d’un groupe abélien
s’identifiaient avec son groupe dual qui est de méme cardinal que celui-ci. Ainsi
toutes les représentations d’un groupe abélien sont de dimension 1. Enfin, nous
définissons un invariant important dans la classification des groupes finis :

Définition Soit G un groupe fini et x1, X2, ..., Xn les caracteres irréductibles
et g1,92,...,gn des représentants des différentes classes de conjugaison de G.
On appelle table de caractere de G, la matrice carrée (xi(g;))i<i,j<n-

4.2 Modules

Le but de cette appendice est de compléter nos connaissance sur les modules.

4.2.1 Modules projectifs

Soit B un anneau. Dans notre contexte le mot suite désigne une suite de
morphismes de modules sur B.
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Nous rappelons qu’une suite

Pi Yit1

Vi — Vig — Vg — .
est un complexe si Im(1;) C Ker(i;41) pour entier ¢ et qu’elle est exacte si
les inclusions sont des égalités. Ainsi, u : V — W et v : V — W sont

respectivement injectif et surjectif si les suites :

(0} — V2w

VW — {O}
sont exactes.

Proposition 59 Soit
{0y — Vi 25 Ve 22 v — {0}

une suite exacte alors (SC1) : il existe un morphisme s : Vo — V3 tel que
o 0 8 = id si et seulement si (SC2) : il existe un morphisme r : Vo — Vi tel
que T o = id.

Lorsque que une suite exacte courte comme ci-dessus vérifie (SC1) ou (SC2)
on dit qu’elle est scindée.

Démonstration Supposons que I'on ait simultanément (SC1) et (SC2). Alors
le morphisme sur son image :

¢: Va3 awr— (soth(z),hror(z)) eVOW

est un isomorphisme. En effet, comme r et s sont respectivement surjectif et
injectif, on a V. = s(Im(12)) = Im(y2) et W = Im(yp1) = Ker(y)z). Par
ailleurs, supposons que l’on ait seulement (SC1) alors pour tout = € V5 on pose
pour r :

ror(z) =z —soiy(z)

r est bien définie puisque ¥ est injectif. Donc par exactitude :

Yroroy(x) =1(z) — soyothi(x) = P1(z)
et par injectivité de i :

royy(z)=x

L’implication inverse utilise des raisonnements analogues.
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Définition On dit qu'un module V sur B est projectif si toute suite
{0} —= Vi — Vo —V — {0}
exacte est scindée.
Soit F' un foncteur de la catégorie des modules sur B vers celle des groupes
abéliens. On dit que F' est exacte si étant donné une suite

i Pit1
..—>Viw—>‘/;+1—>‘/;+2—>,_.

exacte, la suite

s (V) 25 F(Vig) U5 F(Vigs) — ...

est exacte.

Voici diverses caractérisations des modules projectifs qui sont laissées aux
lecteurs

Proposition 60 Soit V un module sur B. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes

(P1) V est un module projectif.

(P2) Le foncteur W —— Hom(V, W) est exacte.

(P3) Il existe un module Z tel que V & Z soit libre

(P4) Sip: V. — W et w: V. — Z sont des morphismes de modules sur B
avec w surjectif alors il existe un morphisme uw:V — Z tel que : wou = 1.

Par (P3) on remarque tout module libre est projectif.

4.2.2 Modules plats
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