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Résumé

Etant donné une catégorie galoisienne, on construit en suivant [SGA1] le
groupe fondamental associé. On applique alors cette construction a la caté-
gorie des revétements étales d’un schéma connexe localement noethérien, en
vérifiant les axiomes nécessaires. On termine par le calcul du groupe fonda-

mental étale des courbes projectives lisses sur C, par voie transcendante, a
l’aide des théorémes GAGA.

La construction du groupe fondamental, de nature catégorique, est donnée
dans la premiére partie aprés un certain nombre de rappels.

La vérification du fait que la catégorie des revétements étales est galoisienne
est 'objet de la seconde partie. La démonstration de I'existence des quotients
par des groupes finis dans cette catégorie occupe notamment une place im-
portante.

Enfin dans la derniére partie on montre comment associer a tout schéma lo-
calement de type fini sur C un espace analytique, ce qui permettra via les
théorémes du type GAGA de Serre de ramener le calcul du groupe fonda-
mental des courbes projectives lisses sur C a des résultats de topologie.
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1 Le groupe fondamental d’une catégorie galoi-
sienne

On construit dans cette partie le groupe fondamental associé a une ca-
tégorie galoisienne. La construction est faite dans la quatriéme section. Des
rappels et définitions sont donnés dans les sections précédentes.

1.1 Actions de groupes profinis

Définition 1 Un groupe profini est un groupe topologique compact et totale-
ment discontinu.

Remarque 1 On montre qu’un groupe topologique est un groupe profini ssi
il s’écrit comme limite projective de groupes topologiques finis discrets.

Lemme 1 Si ((X;)ier,u; @ X; — X;) est un systéme projectif (filtrant)
d’espaces topologiques compacts non-vides alors

1'£1 X; # 0.
iel
Preuve : Pour tout j € I, soit Y; = {(x;) € [[ Xi ; auj(x;) = x;, Vi < j}.
Les X; sont non-vides donc par I’axiome du choix on a Y # (), et on montre
que ce sont des fermés (les X; sont séparés). Sij < 5/ on a l'inclusion Y, C Y,
donc une intersection finie de Y; est non-vide puisque I est filtrant, et par
Tychonoff on obtient
lim X; = ()Y; #0. O

el jel

Remarque 2 Dans la suite, par une action continue d’un groupe topologique
G sur un espace topologique X on entend une action telle que G x X — X
est continue. Si X est un ensemble fint muni de la topologie discréte, cela
revient & demander que les stabilisateurs pour l’action soient des sous-groupes
ouverts de G.

Proposition 1 Soit ((Gi)icr, ij - G; — G;) un systéme projectif (filtrant)

de groupes topologiques finis discrets avec les o surjectifs. Si le groupe profini

G = @ G, agit continiment sur un ensemble fini discret E, alors il existe
i€l

1 € 1 tel que l'action de G se factorise par Gj.



Preuve : Notons p; : G — G, les projections, et montrons que ce sont
des surjections. Fixons j € I, alors 'ensemble I; = {i € I;i > j} est cofinal
dans I, d’ou lgn G; = lgn G;. Ainsi on peut montrer que p; est surjective en

iel iel;
supposant ¢ > j pour tout i € I. Soit x; € G, et Y, = aj’il(xj) pour i € I.
Par hypothése les Y; sont des compacts non-vides, or si r,s € I avec r < s
on a a,4(Ys) C Y,. Par le lemme 1, la limite projective 1£1 Y; est non-vide.
iel
Or @ Y; C I&H G;, donc z; est dans I'image de p;. )

icl icl

Mairftenant sieG agit par
G5 6(E),

'action est continue donc Ker(y) < G est ouvert en tant qu’intersection des
stabilisateurs. Or les Ker(p;) forment une base de voisinages du neutre de
G, donc il existe ¢ € I tel que Ker(p;) C Ker(p) et on a la factorisation

G Y - &(E)

>

G- ->G/Ker(p)

puisque p; est surjective. [

1.2 Rappels catégoriques

Définition 2 Soit C une catégorie,

- (i) Soit

un diagramme dans C.
Si C = Ens le diagramme est dit exact si u induit une bijection de X
sur {y € Yiv(y) = w(y)}-
St C est quelconque, le diagramme est dit exact si pour tout T € C le
diagramme

X(T)——=Y(T)_—_ZZ(T)

est exact, ou X(T) = Home(T, X). On dit alors que u est un noyau de
(v, w).



— (it) Dualement, un diagramme dans C de la forme
XY ~ Z

est dit exact si le diagramme

[’est.

Définition 3 Soient C, C' deux catégories avec limites projectives finies, F' :
C — C" un foncteur. F est dit exact a gauche si F commule aux limites
projectives finies.

Remarque 3 Cela revient a demander que F' commute aux objets terminaux
et aux produits fibrés, ou encore que F' commute aux produits finis et aux
diagrammes de la forme (D) ci-dessus, sachant que dans une catégorie, il y
a équivalence entre existence

— (i) des limites projectives finies

— (i) d’un objet terminal et des produits fibrés

— (ii1) des produits finis et des noyauz.

Définition 4 Soit C une catégorie dans laquelle les produits fibrés existent.
On dit que u: X — Y est un épimorphisme strict si le diagramme

p1
X<”—Y<TX Xy X

est exact.

Remarque 4 -
— (i) Un épi strict qui est un mono est un iso.
— (it) Dans la catégorie des ensembles, un épi strict est simplement un
Epi.

Définition 5 Soient C une catégorie, X € C et G un groupe agissant a droite
par automorphismes sur X (i.e. muni d’un antimorphisme G — Aut(X)).
Considérons le foncteur

cC — Ens
7 — Hom(X,Z)G

(G agit a gauche sur Hom(X, Z) par composition). Un quotient de X par G
est un objet (Y,p) représentant ce foncteur.



1.3 Catégories galoisiennes

Définition 6 Une catégorie C est dite galoisienne si elle est essentiellement
petite et si elle vérifie les axiomes suivants :

~ (G1) C posséde un objet final et le produit fibré de deux objets au-dessus
d’un troisiéme existe dans C.

— (G2) Les sommes finies existent dans C (donc aussi un objet initial
Oc), ainsi que le quotient d’un objet de C par un groupe fini d’automor-
phismes.

- (G3) Tout morphisme u : X — Y dans C se factorise en un produit

u' u'’ L. . . .
X =Y =Y avec ' un épimorphisme strict et u” un monomorphisme
mduisant un isomorphisme sur un sommande direct de Y,

il existe un foncteur covariant F' : C — Ensf (ou Ensf est la catégorie des
ensembles finis) tel que

- (G4) Le foncteur F est exact a gauche (i.e. envoie un objet final sur
un objet final et commute aux produits fibrés).

- (G5) F commute aux sommes directes finies, transforme un épimor-
phisme strict en un épimorphisme (strict), et commute au passage au
quotient par un groupe fini d’automorphismes.

- (G6) Siu: X — Y est un morphisme dans C tel que F(u) est un
1somorphisme, u est un isomorphisme.

On dit alors que F est un foncteur fibre pour C.

Donnons des exemples de catégories galoisiennes :

— (1) Si B est un espace topologique connexe, localement connexe par arcs
et localement simplement connexe, la catégorie Cg’p des revétements
topologiques finis est une catégorie galoisienne pour lequel un foncteur
fibre est

C?  — Ensf
XLB — [0

avec b € B un point base fixé.
— (2) Si IT est un groupe profini, on note C(II) la catégorie des en-
sembles finis discrets munis d’une action continue de II. Alors C(II)

est une catégorie galoisienne, un foncteur fibre est le foncteur d’oubli
For : C(II) — Ensf. Il se trouve que toute catégorie galoisienne est de
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cette forme, c’est I'objet du théoréme 1.

— (3) On verra dans la suite que si S est un schéma connexe localement
noethérien, @ : Spec()) — S un point géométrique de S a valeurs dans
un corps algébriquement clos €2, la catégorie des revétements étales de
S (c’est & dire des morphismes finis étales X EN S) est une catégorie
galoisienne. Un foncteur fibre est

X
I — | X x5
S

1.4 Le théoréme principal

Théoréme 1 Soit C une catégorie galoisienne, F' un foncteur fibre pour C.
Alors il existe un groupe profini 7 tel que F se factorise en une équivalence
de catégories

Ensf .

C F
N

Preuve : On va avoir besoin d’un certain nombre de résultats intermé-
diaires.

Lemme 2 On a :

— (i) Un morphisme u : X — 'Y est un monomorphisme (resp. un épimor-
phisme strict) ssi F'(u) est un monomorphisme (resp. un épimorphisme
strict).

~ (it) Si X € C, X est un objet initial (resp. objet final) ssi F(X) l’est.

Preuve : En effet, u est un mono ssi la diagonale A, : X — X xy X est
un iso ssi F'(A,) est un iso (par G6) ssi Ap(, est un iso (par G4) ssi F'(u)
est un mono.
Maintenant si u est un épi strict, F'(u) aussi par (G5). Réciproquement, sup-

posons que F'(u) est un épi strict. On a alors une factorisation X LYy Sy,

F(u) est un épi (strict) donc F'(u”) aussi, c’est également un mono par ce
qui précéde, donce F'(u”) est un iso ainsi que u” par (G6). D’ou le (i).

Pour (ii), soit @¢ un objet initial de C, et pour tout X € C, notons uy
I'unique fleche de (¢ dans X. Soit Xy € C. Si F(Xy) =0, F(uy,) a pour but



f donc F(c) =0 et F(ux,) est un iso, donc uy, également.
Réciproquement si Xy est initial, on a 1’ isomorphisme (ux,, Idy,) : OcUXo =
X, done un iso F(0c) U F(Xy) = F(Xy) (par (G5)) et ainsi |F(0c)] = 0 et
F(e)=0.0

Corollaire 1 Tout objet de C est artinien.

ug Ul uo

Preuve : Pour toute suite de mono ... — Xy — X; — X; = X, on
obtient une suite de mono ... — F(X,) — F(X;) — F(Xy), mais F(X))
est un ensemble fini donc pour n > 0 les F'(u,,) sont des iso, ainsi que les u,
par (G6). O

On en déduit une décomposition des objets de C en sommes finies d’objets
connexes :

Définition 7 Un objet X de C est dit vide (noté X = () si c’est un objet
initial de C. X est dit connexe s’il n’est pas somme de deux objets non-vides

de C.

Proposition 2 Soit X € C. X est conneze ssi tout mono d’un objet non-
vide vers X est un iso. De plus si X # 0, X s’écrit de manicre unique a
lordre prés comme somme disjointe finie d’objets connexes non-vides.

Preuve : Si X est connexe et Y = X est un mono avec Y non-vide, on
utilise la factorisation Y — Y’ — X donnée par (G3). Y est non-vide donc
Y’ aussi (lemme 2), et comme Y’ — X est un iso sur un sommande direct de
X connexe, c’est un iso. Donc u est un mono et un épi strict, donc un iso, et
la condition est nécessaire.

Elle est suffisante : si X = YUY avec Y non-vide alors le morphisme Y — X
est un mono par le lemme 2, donc un iso et Y’ = 0.

Pour I'existence de la décomposition, le fait que X est artinien montre qu’il
existe un mono u : X; — X avec X; connexe non-vide. On raisonne alors
par récurrence sur |F(X)|. Si |F(X)| = 1, F(u) et u sont des iso et c’est
terminé. Si |F(X)| > 1, on peut supposer X non connexe, on factorise u en

X1 X' X et il existe X # () tel que X = X' U X". u est un mono donc
u' également et v’ est un iso, ainsi X’ est connexe. Alors |F(X")| < |F(X)|
et on a le pas de récurrence.
Enfin on montre l'unicité : si

i=1 j=1
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alors par (G5) si 1 < ¢ < r, il existe un unique (i), 1 < o(i) < s tel
que F(X;) N F(Y,4) # 0. L’axiome (G4) donne alors F(X; xx Y,4) =
F(X;) N F(Y,u) # 0, dot X; xx Y,(;) est non-vide. Or les projections sur
les deux facteurs de X; X x Y,(; sont des mono, car ce sont des tirés en ar-
riere des mono X; — X et Y;; — X. Donc par le début de la preuve ce
sont des iso et on a X; ~ Y,(;). On montre alors que o est une permutation. [J

Définition 8 Si X = [[,_, X; est une décomposition de X # () en somme
d’objets conneres non-vides, on dit que Xy,...,X, sonl les composantes
connexes de X.

On introduit maintenant une catégorie, appelée catégorie pointée associée
a C et F, que 'on note CP'. Les objets de CP* sont les couples (X, z) ou X
est un objet non-vide de C et z € F/(X), et ott un morphisme de (X, z) dans
(Y,y) est un morphisme u de X dans Y dans C tel que F'(u)(z) =y.Si X, Y
sont deux objets de C (resp. C?*) on dit que X domine Y et on note X > Y
s’il existe un morphisme de X dans Y.

Proposition 3 On a :
~ (i) Si (Xo,0),(X, ) € C*" avec Xy connexe, il existe au plus un mor-
phisme de (Xo, zo) dans (X, z).
— (i) Si (X1,11), ..., (X, x,.) sont des objets de CP*, il existe (X, xz) € C**
conneze tel que (X, x) > (X;, x;) Vi.
— (iii) Si X € C, il existe (Xo,19) € CP' connexe tel que lapplication
d’évaluation

evy, 1 Home(Xo, X) — F(X)
u:Xg—> X +— F(u)(xo)

soit bijective.

Preuve : (i) Si u, v sont deux tels morphismes, notons i : Y — X leur
noyau (qui existe par (G1)). Par (G4) F'(i) : F(Y) — F(X,) = Ker(F(u), F(v)).
On a F(Y) # 0 car zq est 'image d’un élément de F(Y). Donc Y # 0. X,
est connexe et ¢ est un mono donc i est un iso, et u = v.

Pour (ii), on se raméne a dominer un seul objet en considérant X' = [[] X,
et ' = (x1,...,2,). Alors si X’ = []X] est la décomposition de X’ en
somme de composantes connexes, on a F'(X') =[] F(X]), donc il existe i et
x, € F(X]) tel que la fleche canonique X! — X' envoie 2} sur 2.
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Enfin (iii) résulte de (i) et (ii). O
Pour les objets connexes on a également les propriétés suivantes :

Proposition 4 57 Xy est un connexe, on a :
— (i) Tout morphisme X — X, avec X # 0 est un épi strict.
~ (i1) Si Xo — X est un épi strict, X est conneze.
— (ii1) Tout endomorphisme de Xq est un automorphisme.

ul/

/
Preuve : (i) Appelons u le morphisme. II se factorise en X ~ X 5 X,
alors u” est un mono vers un connexe, et est donc un iso puisque X/ # 0.

Pour (ii) si X = X; U Xy avec X; # 0, soit z; € F(X;) et zp € F(Xy)
au-dessus (F'(u) épi). Par la proposition 3 il existe (X', ') connexe dominant
(X1,71) et (Xo,xg). Alors les composées X' — Xg — X et X' — X — X
envoient x’ sur x; donc coincident. Mais d’aprés ce qui précede X' — X est
un épi strict, donc X’ — X; — X est un épi strict, et F(X;) — F(X) est
un épi. Ainsi X, = 0.

Enfin pour (iii) si X est vide c’est clair. Sinon, X, — X, se factorise en

Xo 5 X 5 Xj par (G3). Alors X est non vide donc u” est un iso, ainsi u est
un épi strict. Donc F'(u) est une application surjective, or |F(u)| < oo donc
F(u) est un iso, et u aussi. [J

On a vu au-dessus que si (X, 1) € C?* est connexe, 'application

evy, : Home(Xo, Xo) — F(Xo)
u — F(u)(xg)

est injective, d’ou la définition :

Définition 9 On dit qu’un objet connexe non-vide X, est galoisien si evy,
est bijective pour un xo € F(X).

Remarque 5 La notion d’objet galoisien ne dépend pas du foncteur fibre F
choisi, malgré les apparences : pour un X connexe non-vide il y a équivalence
entre

- (i) Xy est galoisien

— (i1) Aut(Xy) agit transitivement sur F(Xy)

= (i) [Aut(Xo)| = |F(Xo)|

— (iv) Xo/Aut(Xy) est un objet final de C.

11



Le numéro (iv) donne une caractérisation intrinséque a C.

Proposition 5 Pour tout X connexe non-vide il existe un morphisme X' —
X avec X' galoisien et minimal pour ces propriétés, i.e tel que tout mor-
phisme X" — X avec X" galoisien se factorise par X' — X.

Preuve : on aura besoin de 1'unicité dans la factorisation donnée par (G3).

Lemme 3 Si X 5 Z5Y et X 5 7/ %Y sont deus factorisations comme
dans (G3) d’un morphisme X — Y alors il existe un unique iso « faisant
commuter le diagramme 7z
o
\ /

Z/

Preuve : Soit (X Xz X, pry,pra) un carré fibré de X au-dessus de Z. u
est un épi strict, donc le diagramme

Hom(Z,Z') — Hom(X,Z') = Hom(X xz X, Z")

est exact. On a v  ovopry = v ouopry = v ouopry = v owopry done
v o pri = v o pre puisque v’ est un mono. Donc il existe o : Z — Z’ tel que
v = o o u. En inversant les roles de u et v on montre qu’il existe 8 : 2/ — Z
tel que u = S ow. Alors a et § sont des isos inverses I'un de 'autre puisque
u, v sont des épis, et le diagramme commute. [

Revenons a la preuve de la proposition.
Soit (Xo, x¢) connexe dominant X tel que I'évaluation ev,, : Hom(Xy, X) —
F(X) soit bijective. Notons F(X) = {x1,...,2,}, u; : Xo — X l'unique
fleche envoyant xg sur x;, u : Xg — X" le morphisme induit, de coordonnées
pri ou = u;, ou les pr; : X™ — X sont les projections, et

X, B8 x4y xn

une factorisation de w.
On peut supposer que (X, xo) domine les (X',a), a € F(X') (quitte a le
remplacer par un connexe bien choisi et qui le domine).

Montrons que X' est galoisien : notons ag = fo(xo), fixons a € F(X') et
notons f, : Xo — X’ 'unique morphisme tel que f,(zo) = a. X’ est connexe
car Xy l'est, et ainsi f, est un épi strict.

On en déduit que Hom(Xo, X) = {prioio fa,...,prpoio f,}. En effet si s,
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sont tels que pryoio f, = pryoio f, alors pry o4 = pry o i puisque f, est un
épi, d’ott ug = pryoio fo = u; et s =1.

Donc il existe une permutation o telle que pryoio fo = pry(s oio f, pour tout
s. Notons ¥ : X™ — X" le morphisme tel que pry 03 = pry(s) (c’est donc un
iso). On obtient prgoio fo =prsoXoio f, et doncio fy =X oio f, pour
tout s. Donc par le lemme 3, il existe un iso a € Aut(X') faisant commuter
le diagramme b'd

X/
donc tel que a(ag) = a(fo(xg)) = fa(xo) = a. Donc Aut(X’) agit transitive-
ment sur F(X').

Enfin vérifions la minimalité : soit X” % X un morphisme avec X" galoi-
sien. Alors f, F'(f) sont des épis stricts, et pour tout s il existe 27/ € F(X")
tel que f(z?) = x,. Mais X" est galoisien, donc il existe ¢s € Aut(X")
tel que ¢(x]) = 2. Soit h = (fo¢1,...,fop,) + X" — X" et en-
fin soit X” % Z % X" une factorisation de h. Z est connexe et on a
jlg(z)) = (x1,...,x,) = i(ag) donc par la proposition 2 il existe une fléche
k telle que 7 o k = 7. Ainsi le diagramme

X" ! X

g\~\ j pr1

A X"

w7
X/

commute, et f se factorise par pry oi. [

Notons I ’ensemble préordonné filtrant des classes d’isomorphisme de
galoisiens pointés (X, x) (c’est un ensemble car C est essentiellement petite,
préordonné par la relation de domination définie plus haut, et filtrant par les
propostions 3 et 5), (P;, p;)icr un systéme de représentants.

Si ¢ < j, il existe un unique morphisme X; — P; envoyant p; sur p;, ainsi on
obtient un systéme projectif P = (P;);e;.

P est un élément de la procatégorie Pro(C) associée a C : les objets de
Pro(C) sont les systemes projectifs ((X;)jes, (fF);j<x) dans C et ensemble

des morphismes entre (X;); et (Yy)s est

1&1 thl Homc(Xj,Yk).
ko J
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En considérant un objet de C comme un systéme projectif indexé par un
singleton on définit un foncteur pleinement fidéle ¢ : C — Pro(C).

Proposition 6 Le foncteur F' est pro-représentable par P, plus précisément
on a un isomorphisme de foncteurs

Hompyoc)(P,u(.)) — F

induit par les morphismes d’évaluation ev,, : Home(P;, X) — F(X).
De plus on a
Hom(P,P) = @Aut(ﬂ) = Aut(P).
iel
Preuve : On a
HomPro(C) (P7 L(X)) = hﬂ HomC(Pia X)
iel

fonctoriellement en X € C.
Pour X fixé, les morphismes d’évaluation ev,, : Home(P;, X) — F(X) in-
duisent des applications

@Homc(H,X) — F(X)

iel
qui sont injectives car les ev,, le sont, surjectives par les propopositions 3 et
5. Ces applications varient fonctoriellement en X.

Pour la seconde partie, on a par définition
Hom(P,P) = limlim Home(F;, F;)
iel jel
= lim Hom(P;, P)
= lim Aut(P;)
la deuxiéme égalité provenant du fait que pour i fixeé, @jel Hom(P;, P;) =

Les morphismes de transition sont les morphismes de groupes
Aut(Py) — Aut(P;)

P, % P, —— [lunique v faisant commuter Py, — P,

L

P——b
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pour i <. O

Ainsi Aut(P) = Hm, Aut(P;) a une structure de groupe profini, notons
7 le groupe profini opposé a Aut(P) :

7= Aut(P)”.

Le foncteur F se factorise alors en C -5 C(m) " Ensf. En effet si X € C,
Aut(P) agit a droite sur Homp,oc)(P, (X)), donc 7 agit a gauche sur I'en-
semble fini F'(X) via I'identification Hompoc)(P, (X)) = F(X).

L’action de Aut(P) a droite est continue sur F'(X) : si l'on fixe i € I tel que
evy, - Hom(P;, X) — F(X) est bijective, Aut(P) agit sur F/(X) via Aut(P;),
ie.si o= (¢;)jer € Aut(P) et x = evy,(v) € F(X), on a x.¢ = ey, (v o ¢;).
Enfin si X = Y est un morphisme, F(u) est un m-homomorphisme car 1’iden-
tification Hompyo(c)(P, (X)) = F(X) est fonctorielle.

Il s’agit maintenant de construire un quasi-inverse G' pour F. Si E € C(r),
on va prendre pour G(E) un représentant du foncteur de C dans Ens

X — Homc(w) (E, HOmPro(C) (Pa L(X)))7

auquel on doit penser comme & un " produit contracté P x, E ". On procéde
en plusieurs étapes :

Proposition 7 Soient ) un objet de C sur un lequel un groupe fini K opére
a droite (i.e. muni d’un antimorphisme K — Aut(Q)) et E un ensemble fini
sur lequel K opére a gauche. Alors
~ (i) Le foncteur
X — Homg(E, Hom(Q, X))

est représentable.
— (1) Si (Q Xk E, f) est un représentant du foncteur donné en (i), alors
(F(Q xg E, f),Fo f) est un représentant du foncteur

E' — Hom(E, Homeq(F(Q), E')).

En particulier si F(Q) Xk E est un représentant du second foncteur, le
morphisme canonique F(Q) Xxg E — F(Q Xk E) est un iso.

Preuve : Supposons d’abord que K agit transitivement sur E (# (), fixons
a € E et soit H le stabilisateur de a. Alors on vérifie que Q xx E = Q/H
convient, c’est a dire représente le foncteur de (i). (ii) est également vérifié
pour E puisque le foncteur F' commute aux quotients (G5).
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Maintenant si F est quelconque on I’écrit comme somme disjointe de ses
orbites E = [ E; et on vérifie alors que Q xx E =[] Q xx E;. O

On note m; := Aut(F;)”, ainsi m = lim__ ;. Si £ € C(7) la proposition
1 montre que I’action de 7 factorise par I'un des 7; (les morphismes de tran-
sition m; — m; sont bien surjectifs).

Proposition 8 Soit E € C(m) et soiti € I tel que m; opére déja sur E. Alors
P, x,, E existe, E représente le foncteur

E'— Homg (E, Home (F(P;), E')).

De plus si i < j, Uhomomorphisme canonique Py X, B — Py X5, E est un
isomorphisme.

Preuve : On a déja montré que P; X, E existe, c’est un cas particulier de
la proposition précédente.
Pour I'assertion sur E, on a la bijection fonctorielle en E’,

Homg,(E, Homeq (F(PR,),E')) = Hom.(E,E')
7 E — E'
e = fle)(p).

Ainsi le morphisme canonique £ — F(P; X,;, E) est un iso.

Si4 < j, Phomomorphisme canonique P; X E' — P; X, E est un iso car son
image par I en est un, et F' est conservatif pour les iso (G6). O

Corollaire 2 Soit E € C(r) et soit i € I tel que m; opére déja sur E. Alors
P, x., E représente

X — Homc(ﬁ)(E, Homp,oc) (P, (X))

Preuve : Si X € C et j > i est tel que ev,, : Hom(P;, X) — F(X) est
bijective, on a

HOmﬂ-(E, HOmPro(C) (P> L(X)))

1%

Homg, (E, Hom(P;, X))
Home(Pj X4, E, X)
Home(P; Xx, B, X)

I

12
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et la bijection de Hom,(E, Hompoc)(P,1(X))) dans Hom(P; X, E, X) ob-
tenue ne dépend plus du j choisi, et est fonctorielle en X. [

On définit maintenant le foncteur G ainsi : pour £ € C(m) on pose
G(FE) := P, x5, E, i tel que m; opére déja sur E. On a ainsi une bijection
fonctorielle en E et X,

Home(G(E), X) = Hom,(E, Hom(P,(X))) = Hom,(E, F(X)).

Ceci nous donne des morphismes de foncteurs o : I'de(ry — FG et f: GF —
Ide.

Proposition 9 Les morphismes a et B sont des iso.

Preuve : Si F € C(w), le morphisme ag : E — F(G(E)) = F(P; X, E)
est le morphisme canonique induit par I'identification

Hom,(E, Homen (F(P;), E')) = Hom.(E, E"),

et on a vu dans la preuve de la proposition 8 que c’est un isomorphisme.
Donc « est un iso.

Si maintenant X € C, par définition de « et 3 le composé

FOXO) " parx) "8 pix)

est simplement Idp(x). Or « est un iso d’aprés ce qui précéde, donc F(Sx)
est un iso et fx est un iso par (G6). O

Cela conclut la preuve du théoréme principal : les foncteurs F' et G sont
quasi-inverses I'un de l'autre et F' : C — C(7) est donc une équivalence de
catégories. [

Concernant 'unicité, on a le résultat suivant :

Proposition 10 Soient G et G' deux groupes profinis. Alors tout foncteur
® : C(G) — C(G") qui est une équivalence de catégories est isomorphe & un
foncteur provenant d’un isomorphisme de groupes profinis ¢ : G' — G.

Preuve : Voir [Dou| 2.9.8, ou encore [SGA1| V 6.10. O
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2 Revétements étales

L’objet de cette partie est de montrer que la catégorie des revétements
étales d’un schéma connexe localement noethérien est une catégorie galoi-
sienne, ce qui est montré dans la troisiéme section.

On rassemble dans la premiére section un certain nombre de résultats utiles
dans la suite, en particulier on fait des rappels sur les morphismes étales pour
lesquels on référe a [EGA4|.

La deuxiéme section est consacrée a montrer ’existence de quotients catégo-
riques par des groupes finis dans la catégorie des revétements étales.

2.1 Reésultats préliminaires

Proposition 11 Soient S un schéma localement noethérien, X 5 S un
morphisme localement de type fini, v € X et s = f(x). On suppose de plus
que k(x) = k(s). Alors [ est étale en x ssi le morphisme Og s — Ox . induit
un isomorphisme sur les complétés.

Preuve : Voir [EGA4], 17.6.3. O

Lemme 4 Soit X 5 S un morphisme de schémas localement de présenta-

tion finie et S — S un changement de base plat. Alors si X' = X x5S’ L
est la projection et si ' € X' s’envoie sur x € X, f' est étale en x’ ssi [ est
étale en x.

Preuve : Le fait que f’ est étale en 2’ si f est étale en x est déja connu. Sup-
posons [ étale en 2/, et montrons que f est plat et non ramifié en x. On note
s’ € S"et s € S'les images. On a le carré commutatif oy .,  donc

platl lplat
plat

OS/,S’ e X'z
le composé Ogs — Ox, — Ox 4 est plat or Ox, — Ox , est plat et local
donc fidélement plat, ainsi f, est plat.

: : 1 —_ kOl
Concernant la non ramification on a QX,/S, =p QX/S en notant p la pre-
miére projection. Donc
1 _ 0l _
QX/S,:(: ®OX,:(7 OX/@/ - QX’/S/,x’ =0

d’ott Q&/Sx = 0 puisque Ox, — Ox s est fidélement plat, et f’ est non
ramifié en /. O
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Lemme 5 Soient f: X — X', g : X' = S des morphismes localement de
présentation finie, v € X et ', s ses images. Si go [ et f sont étales en x,
g est étale en x'.

Preuve : Montrons que g est plat et non ramifié en 2’. On a
OS,S — OX’,I’ — OX,x
—_—————

plat

(.

~
plat

donc g,/ est plat.

On a également k(s) — k(z') — k(z) finie séparable, donc k(s) — k(z')
est finie séparable. Enfin 9M;Ox/ ,» = M, puisque

(msz’,x’)OX,x - msOX,m = mm - mw’oX,m
mtsOX’,x’ g m:v’
Ox/ » — Ox 4 est fidélement plat

donc ¢ est non ramifié en 2. [

Lemme 6 Soient X %5 S un morphisme, x € X et s € S son image. Soit
S" — S un changement de base, x' € X' = X xg S au-dessus de x, s’ son
image. Alors si k(s) = k(x), k(s') = k().
Preuve : On se raméne a une situation affine :
gCE—FE®:D2rx

]

pCC DDO{

avec p, q, q et v des premiers s’envoyant par préimage les uns sur les autres.
Montrons que Frac(C/p) — Frac(D/q') surjective entraine Frac(E/q) —
Frac(FE ®¢ D/t) surjective.

En effet alors si §y = Ye; ® d; € E ®¢ D/t, pour tout i il existe ¢; € C/p,
¢ # 0 tel que ¢.d; € C'/p. Donc

= Z€i®Hdei
J
= ZHde¢€i®1 € E/q
J
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et on a la surjectivité. [J

Lemme 7 Soit f: X — S un morphisme fini plat, S localement noethérien.
Alors f.Ox est un Og-module cohérent localement libre de rang fini.

Preuve : f est fini et X, S localement noethériens donc f,Ox est cohérent.

Le reste de I’énoncé est de nature locale, on est donc ramené & prouver
que si A — B est un morphisme d’anneaux fini plat, avec A noethérien, alors
pour tout p € Spec(A) il existe a € A\ p tel que B, soit un A,-module libre
de rang fini.

Soit donc p € Spec(A). B, est fini plat sur A, local, donc est libre de rang
fini : il existe s € A\ p et by,..., b, € B tels que B, = @iAp%.

On a une suite exacte de A, modules

K est un Ag-module de type fini (A5 noethérien) donc Supp(K) = V(Ann(K))
est un fermé de Spec(As) ne contenant pas pA; (de méme pour Q). Ainsi
U = (Spec(As) \ Supp(K)) N (Spec(As) \ Supp(Q)) est un voisinage ouvert
de p dans Spec(A). 1l existe a € A\ p tel que D(a) C U, et ainsi B, est un
A, module libre de rang fini. [

Proposition 12 Soient X et X' des S-schémas. On suppose X conneze et
X' non ramifié et séparé sur S. Soient f, g deur S-morphismes de X dans
X etrxeX.

Alors si f(x) = g(x) = 2’ et si les homomorphismes résiduels k(z') — k(x)
définis par f et g sont les mémes, f et g coincident.

Preuve : On considére les morphismes f' = f x Id : X — X' xg X et
g =gxId: X > X xgX.Notons p: X' xg X > X'etqg: X' xg X —=>X
les projections.
Vérifions que f'(z) = ¢'(z). On a le diagramme commutatif

X

)
Spec(k(x)) X X' xg X

\ \ jp



et de méme pour ¢ puisque les homomorphismes résiduels k(z') — k(x)
coincident. D’out f'oa =g oa et f'(x) = ¢'(z).

11 suffit de montrer que f' = ¢’ pour avoir la proposition. Or, f' et ¢’ sont
des sections de ¢ qui est séparé non ramifié, ainsi f’ et ¢’ sont des immersions
fermées étales donc également des immersions ouvertes (car un morphisme
de type fini radiciel et étale est une immersion ouverte, voir [SGA1] I 5.1).
X est connexe donc f’ (resp. ¢') induit un iso f” (resp. ¢”) de X sur une
composante connexe C' (resp. Cy) ouverte de X’ xg X, et on a C' = Cj par
ce qui précéde. Mais alors

= (o) = ¢

et on a la proposition. [

2.2 Quotients de schémas

Définition 10 Soient X un schéma, G un groupe fini agissant & droite par
automorphismes sur X.

Si x € X, on appelle groupe de décomposition de x et on note Gy(z) le
stabilisateur de x. Gy4(x) opére a gauche sur k(x), on appelle groupe d’inertie
de x et on note G;(x) le sous-groupe de Gy(x) formé des éléments agissant
trivialement sur k(z).

On dit que G opére de fagon admissible si la condition suivante est vérifiée :
il existe un morphisme p: X — Y tel que

(E) p est affine invariant et Oy —— p,(Ox)C.

Dans la suite de cette section X est un schéma sur lequel agit (& droite)
un groupe fini G, par automorphismes.

Proposition 13 Sip: X — Y est un morphisme vérifiant (E), alors

— (i) p est un morphisme entier.

— (i) p est surjectif, ses fibres sont les orbites de G et la topologie de Y
est quotient de celle de X.

~ (iii) Six € X, y = p(x), alors k(x) est une extension algébrique nor-
male de k(y) et Uapplication canonique Gq(x) = Autyy)(k(x)) est sur-
jective.

~ (i) (Y,p) est un quotient de X par G.
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De plus si X = Spec(A) est affine, p: Spec(A) — Spec(AY) vérifie (E).

Preuve : Supposons d’abord X = Spec(A) affine et posons B = AY (G
agit a droite sur X donc a gauche sur A). Soit p : Spec(A) — Spec(B) induit
par l'inclusion. p est entier car B < A l'est. On renvoie a [Bou| Chap. V §1
th. 1 et §2 th. 2, pour le fait que p est surjectif, I’assertion sur les orbites et
pour (iii). p est alors un quotient topologique de X, car p est fermée par le
théoréme de Cohen-Seidenberg.

L’ isomorphisme canonique, si S est une partie multiplicativement stable de
B,

STHAS) — (571A)Y,
assure que p vérifie (E). De plus Iisomorphisme précédent et le point (ii)
entraine le point (iv). On a donc le cas affine.

Soit maintenant p un morphisme quelconque vérifiant (E). Comme p est
affine, pour les points (i), (ii) et (iii) on est ramené au cas affine : si Spec(B)
est un ouvert affine de Y et Spec(A) sa préimage par p, la restriction

Plspec(ay : Spec(A) — Spec(B)

vérifie (E), donc & isomorphisme prés on a B = AY et p est le morphisme
induit par I'inclusion B C A.

Le point (iv) découle alors de (ii) et de l'isomorphisme Oy — p.(Ox)C.
U

Remarque 6 Ainsi, si G opére de facon admissible, le quotient de X par G
existe. De plus sip: X — Y vérifie (E), alors pour toul sous-schéma ouvert
VdeY, p (V) = V vérifie (E) et est un quotient de p~*(V) par G.

Proposition 14 Supposons que X est un Z-schéma et que G agit par Z-
automorphismes (doncY est un Z-schéma). Alors X est affine (resp. séparé)
sur Z ssi'Y lest. S1 X est de type fini sur Z, il est fini sur'Y. Si de plus Z
est localement noethérien, Y est de type fini sur Z.

Preuve : Voir [SGA1] V 1.5. O

Proposition 15 Le groupe G opére de fagon admissible ssi X est réunion
d’ouverts affines invariants par G.

En particulier, st X est affine sur un schéma Z et si les opérations de G sont
des Z-automorphismes, G opére de facon admissible.
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Preuve : Voir [SGA1] V 1.8. O

Proposition 16 Supposons que G opére de fagon admissible sur X, et que
Y = X/G soit un schéma sur Z. Soit Z' — Z un changement de base et
notons X' = X xz 2", Y' =Y x5z Z'. G opére naturellement sur X' et si
p: X — Y estle morphisme naturel, p' est affine invariant sous action de
G. Si Z' — Z est plat, alors p' satisfait la condition (E).

En particulier G opére de fagon admissible sur X' et (X/G) xz Z' = (X x4
ZN/G.

Preuve : On peut supposer que Z = Y et qu’on fait un changement de
base plat Y’ — Y. Montrons que p’ satisfait (E). Pour cela on peut supposer
Y = Spec(B) et Y' = Spec(B') affines ce qui entraine que X = Spec(A) est
affine et p = Spec(i) avec i injective telle que i(B) = AY.

Soit 3 : B’ — A®p B'. Est-ce que f3 est injective et identifie B’ & (A®p B")¢
7 Oui, car la suite exacte

0 B—tsA AG

r— (9.0 — 2)4ec

de B-modules donne la suite exacte

0—=B L~ Aoy B (Aoy B)©)
e (g.(a® V) — a8 ¥)yeq

apreés tensorisation. []

Proposition 17 On suppose que p : X — Y wérifie (E) et que Y est un
Z-schéma. Soit Spec(Q)) — Z un morphisme avec Q0 un corps algébrique-
ment clos. Alors G opére sur X (), Uapplication naturelle X (2) — Y () est
surjective, et identifie Y (Q2) au quotient de X (Q2) par G. De plus, si x est la
localité de a € X (), alors le stabilisateur de a est G;(x).

Preuve : Il est clair que Iapplication X(Q) — Y (Q),u — pou est G-
invariante. Montrons la surjectivité : soit b € Y (Q2), alors b correspond & un
point ¥y € Y et & un morphisme de k(z)-algébres k(y) — €, ot z € Z est
donné par la fleche Spec(Q) — Z.

Le morphisme p est surjectif, soit donc x € X un antécédent de y. Par le
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point (iii) de la proposition 13, 'extension k(y) — k(z) est algébrique, ainsi
la fleche v se prolonge en un k(z)-morphisme k(x) — Q. Le point a € X ()
correspondant s’envoie alors sur b.

Vérifions maintenant que la fibre au-dessus de b est I'orbite de a sous ’action
de G. On a déja vu que la fibre est G-stable, prenons donc a’ dans la fibre, et
notons u : k(x) — Q et v’ : k(z') — € les morphismes correspondants a a et
a’. L'égalité y := p(x) = p(«’) entraine, par le point (ii) de la proposition 13,
qu'il existe g € G tel que ' = x.g. Ainsi d’ et a.g coincident sur les points,
mais pas sur les comorphismes a priori.

On a les diagrammes commutatifs

pe K
'/7”"
k(y)

) P
w0

Le fait que 'extension k(x)/k(y) soit algébrique et que 'extension k(x')/k(y)
soit normale entraine que I'm(u) = Im(u). Si donc v := u=! o' o g,, on
vérifie que 7 est un isomorphisme de k(y)-algébres. Donc par le point (iii)
de la proposition déja mentionnée, il existe ¢’ € G4(x) tel que g, = =, et on
vérifie alors que
!/ /
a'=al(g.g)

ce qui démontre 'assertion sur les fibres et montre que Y (Q2) = X(Q)/G.
Enfin, si g € G, on a

a=ag & xz.g=uxet gx:[dk(m)
& g€ Gi(z)

ce qui conclut la preuve. [

Corollaire 3 On suppose que p : X — Y vérifie (E) et que Y est un Z-
schéma. Soient Z' — Z un changement de base, X' = X x5z 7', 2’ € X' et x
son image dans X. Alors G;(2') = G;(x).

Preuve : Soient 2’ I'image de 2’ dans Z’ et €) une extension algébriquement
close de k(2') telle que

tr degp(.r)(2) > tr degp.ry(k(2")).
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Il existe donc a’ € X'(€2) de localité 2’. L'image a de o’ par la bijection
G-invariante X'(Q2) = X (Q) a alors pour localit¢ z. On a alors G;(2') =
Stab(a’') = Stab(a) = G;(z) par la proposition 17. [

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour que X — X/G
soit, étale :

Théoréme 2 On suppose que p: X — Y wérifie (E), que Y est localement
noethérien et X fini sur'Y . Soit H un sous-groupe de G, notons X' = X/H.
Soit x € X, 2’ son image dans X' et y son image dans Y .
Alors
~ (i) Si H O G4(x) et Uextension k(x)/k(y) est triviale, X' est étale sur
Y en 2.
- (i) Si H O Gy(x), X' est étale sur'Y en 2.

Preuve : Soit Y] = Spec(@), on fait le changement de base Y; —
Spec(Oy,) — Y. Y est localement noethérien donc Oy, est noethérien et

Oyy — 6y\y est (fidélement) plat. D’autre part Spec(Oy,) — Y est plat, le
localisé d’un anneau étant plat. Ainsi Y; — Y est plat et par la proposition
16, X7 = X xy Y; — Y] est un quotient de X; par G.

Il existe un unique point y; au-dessus de y, en effet la fléche naturelle
Spec(Oy,) — Y induit une bijection

Spec(Oy,) ~ {générisations de y}

—_

et envoie M, sur y, puis le fait que gﬁ\y = zmyoAy,y assure que y; = M, est
I'unique point de Oy, au-dessus de y.

On a k(y1) = k(y) donc la fibre de X en y est isomorphe & la fibre de
X; en y;. Soit donc x; 'unique point de X; au-dessus de x. Soit également
X{ = X' %y Y) (= Xy/H par la proposition 16), | I'image de x;. Le point
x| est au-dessus de z’. La situation est donc la suivante :

= X/H
X, X! =X,/H \ /

- o Y = X/G

Yi=X/G
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et on est ainsi ramené par le lemme 4 & montrer que g; est étale en x| (car
Y est localement noethérien et X’ — Y est de type fini par la proposition
14, donc est localement de présentation finie).

L’isomorphisme entre les fibres (X3),, et X, implique que I'application in-
duite p; '(y1) — p~(y) par la premiére projection X; = X xy Y] — X est
une bijection, c’est de plus un G-morphisme (les fibres sont bien G-stables).
On en déduit que G4(z1) = Gy(x).

Y] est noethérien et g, est de type fini donc par la proposition 11 il suf-

fit de montrer que Oy, y, — Ox; 4 est un iso (on a encore k(y1) = k(r1) par
le lemme 6).

Pour simplifier les notations, posons B = 6;72’,, donc Y7 = Spec(B) et
X, = Spec(A) — Y est le morphisme induit par l'inclusion B = A% C A,
enfin X| = Spec(A). A est un B-module de type fini donc est semi-local
(i.e. posséde un nombre fini d’idéaux maximaux) et ses idéaux maximaux
sont les premiers au-dessus de M p = ;. Notons Max(A) = {2&/, U )) [

1

On a B local complet donc hensélien
A fini comme B-module
et la fleche A — II; A; est un iso. L’isomorphisme d’anneaux

ILA — Homg, (G, Ay)
(ai)i = (G - A )

o +— o0.a; 8 1.0 =u1x;

donc (cf [Ray]) A est décomposée

donne un iso
A % Homg, (G, A

1)

( G — Al )

a +—> va
q

G agit sur le membre de droite par o’. f(t ) f(t.o")

Ainsi le morphisme

A X Homg, (G, A) 25 A

f — f(le)’
qui n’est rien d’autre que la localisation A — Ay, induit un iso
AY =B 5 AT

Maintenant on remplace (2 est un idéal premier de A¥)
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- A par Ay

- -Gpar H

~ - B par (A7),

— - Gy(zq) par Gy(zy) N H.

Comme précédemment on obtient un iso canonique
H ~ GgNH
Donc on a le carré commutatif

B=AG . (AH),

| |

AGd(xl) AGd(l‘l)ﬁH

1 inclusion 1

. . . . G
et le morphisme Oy, ,, — Ox; 4 n’est rien d’autre que U'inclusion A; al®n)

Afd(m)mH. Mais on a supposé que Gg4(z}) = Gg(x1) € H, donc Oy, ,, —
OX{@& est un iso et a fortiori induit un iso sur les complétés. Cela conclut la
démonstration de (i).

Pour démontrer (ii), on fait le méme changement de base Y7 — Y qu’au-
dessus, puis on fait un changement de base plat convenable Y5 — Y] afin que
I'extension k(z3)/k(y2) soit triviale, avec des notations évidentes.

Pour cela, considérons l'extension k(x1)/k(y;) et 'anneau local noethérien
B = 6y\y Par [EGA3] 0.10.3.1 il existe un homomorphisme local plat de B
dans un anneau local noethérien (C,M) tel que k(C) soit k(y;)-isomorphe a
k(x1). On pose alors Yo = Spec(C) et yo = MN.

On a un morphisme Spec(k(z1)) — X, donné par le diagramme

Spec(k(xl').”)”

N

Xo=X4 Xy1Y2 = X1

| l

Ys Y

ce qui défini un point x5 € X5 au-dessus de x;. L’image 77, de x5 dans XY est
au-dessus de x). Alors le composé k(y2) < k(z2) — k(x1) est un iso, donc

27



k(x2) = k(ya).

Le changement de base ne change pas l'inertie par le corollaire 3 : G;(x2) =
Gi(x). Mais comme k(xq) = k(y2) on a G;(x9) = G4(z2), donc (i) s’applique.
0

Corollaire 4 Soit X étale fini sur un schéma localement noethérien Z, G
un groupe fini opérant sur X par Z-automorphismes. Alors G opére de fagon
admissible et le schéma quotient X/G est étale fini sur Z.

Preuve : G opére de facon admissible par la proposition 15. Montrons
d’abord que p : X — X/G est étale. Pour cela on fait plusieurs réductions.

On peut d’abord supposer que Z est noethérien (remarque 6). On peut en-
suite se ramener au cas ol G agit transitivement sur les composantes connexes
de X :il y a en a un nombre fini puisque X est noethérien (car fini sur
Z) et posséde donc un nombre fini de composantes irréductibles. Ainsi les
composantes connexes de X sont ouvertes, et si on note w; les orbites de I’en-
semble des composantes connexes et X; = Uce,,C on obtient une partition
X = UX,; de X en ouverts stables par GG. On a alors un recouvrement ouvert
de Y = X/G par les p(X;), et on est ramené a nouveau par la remarque 6 a
montrer que les X; — X;/G sont étales.

On se raméne maintenant au cas ou X est connexe. Notons C,...,C, les
composantes connexes de X, «; : C; — X les injections, H; le stabilisateur
de Cj, et pour i = 1,...,7 soit g; € G tel que C;.g; = Cy (on prend g; = e).
Alors si le corollaire est démontré sous I’hypothése supplémentaire que X est
connexe, le morphisme quotient p; : C; — Cy/H; est étale. Montrons que
cela implique le résultat pour X. Pour cela, soit p : X — C}/H; définie par
poa; = p; o g;|c, pour tout i, et montrons que p est un quotient de X par G
(p est étale car p; l'est et les g;|c, sont des iso).

D’abord p est G-invariante : si g € G, on a si C;.g = C;

g’

gp=p & Vi, gpoa; =poq

< Vi, p1ogilc,, ©gle, = p1o gile
& Vi, g7 '99i, 01 = D1
N——

€H,

Il s’agit maintenant de montrer que ’application

Hom(Cy/H,,Z) — Hom(X,Z)%
U — uop
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est une bijection pour tout Z. L’injectivité découle du fait que p; est un épi.
Pour la surjectivité, si v € Hom(X, Z)¢ alors on a voa; € Hom(C,, Z)H
donc il existe w € Hom(C,/Hy, Z) tel que v o a; = w o py. Alors pour tout ¢
on a

(uop)oa; =uop;ogle, =(gv)oa; =voq

donc uop =w.
On est done ramené au cas ou X est connexe.

Enfin on peut supposer que G opére fidélement : si G opére via G A Aut(X)
ona X/G=X/(G/Ker(\)).

Sous ces hypothéses (G opére fidélement sur X connexe), les groupes d’iner-
tie des points de X sont réduits a ’élément neutre. En effet soit x € X et
g € G;(x). Alors par la proposition 12, g opére trivialement sur X et ainsi
g=e.

Le théoréme 2 s’applique donc et p : X — X/G est étale. Or p est surjective
(proposition 13), donc par le lemme 5 X/G — Z est étale.

Enfin par la proposition 14, X/G — Z est affine, et fini car si Spec(B) C Z
est un ouvert affine de préimage Spec(A) dans X et Spec(C) dans X/G, on
sait que C' = A% par la proposition 13. A est un B-module de type fini, B
est noethérien donc le sous-B-module C' = A% est de type fini. O

2.3 La catégorie des revétements étales

Remarque 7 On utilisera souvent dans la suite le fait suwvant : si f : X —
X' est un morphime de S-schémas étales finis, f est également étale fini (en
fait g fini non ramifié suffit, voir par exemple [EGA/] 17.5.4). En particulier
f est ouvert et fermé.

Théoréme 3 Soit S un schéma localement noethérien et connexe. Alors la
catégorie C des revétements étales de S est une catégorie galoisienne, et si
on fize un point géométrique a : Spec()) — S a valeurs dans un corps
algébriquement clos €, le foncteur F

C — Ensf
X5s — X x50
—_————

ensemble sous-jacent

est un foncteur fibre pour C.
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Définition 11 Sous les hypothéses du théoréme précédent, on note m (S, a)
un groupe profini (unique & isomorphisme prés par la proposition 10) tel que
F factorise en une équivalence de catégories

C F Ensf .

\ -

C(m(5,a))

Preuve : Vérifions d’abord que C est essentiellement petite. En fait on
va montrer la catégorie des schémas de type fini au-dessus d’un schéma fixé
S est essentiellement petite. On fixe d’abord un recouvrement ouvert affine
(Ss)ses de S et des isos [ : S5 — Spec(As).

Alors si X & S est de type fini, pour tout s il existe un ensemble fini
I, et un recouvrement ouvert affine (Xj;)icr, de f~1(Ss). On fixe des isos

X ey Spec(Bs;) tels que By, est de la forme
Bs,i = AS [Th <o 7TTs,z‘]/J57i

et les diagrammes
Xs.i ety Spec(Bs ;)

I

S, N Spec(As)

commutent. On a alors des données de recollement sur les Spec(B;,;) pro-
venant de X, et X est S-isomorphe au schéma obtenu par recollement des

Spec(Bs ;).

Ainsi si on a les données suivantes :
— - pour tout s € S, un ens fini [
— - pour tout (s,7) (avec i € I5) un entier r,; et un idéal J,; de

Bs,i = AS[T17 AR 7Trs,i]/JS7i

(on fixe une fois pour toute des algébres de polynomes A,, A,[Th],
AT, Ty, .. )

— - des données de recollement : des ouverts Us; ¢ v € X, ; et des S-isos
fsisit t Usisir = Ug i 5 ; vérifiant les conditions habituelles, et tel que
si h:Y — S est le recollé, alors

h(S,) = U Spec(Bs,),

1€ls
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on obtient un S-schéma de type fini, et on a vu que tout schéma de type fini
sur S s’obtient a partir de telles données. Or on vérifie que la collection des
données du type décrit est un ensemble.

Il s’agit maintenant de vérifier les axiomes (G1) a (G6) de la définition 6.
Notons F' le foncteur défini dans I’énoncé.

On commence par (G1) et (G4). Il existe un objet final dans C, c¢’est S s,
et les produits fibrés existent : si Z € C et X, Y sont des Z-objets, alors
X XzY — § est un produit fibré de X par Y au-dessus de Z. En effet c¢’est
un revétement étale puisque les propriétés pour un morphisme d’étre fini,
étale sont stables par changement de base et par composition, et donc par
produit fibré, et la propriété universelle requise est bien vérifiée. Donc (G1)
est vérifié.

Pour (G4), il est clair que F' commute aux objets terminaux. Si X, Y et Z
sont comme au-dessus, on a (X Xz Y) xgQ = (X x5 Q) Xzxa (Y x5 Q)
(le foncteur de changement de base (Sch/S) — (Sch/Spec(f?)) admet un
adjoint a gauche, la composition par Spec(2) — S, donc en particulier com-

mute aux produit fibrés). D’autre part on a des identifications canoniques
T'"(Q) =|T"|siT eCetT =T xg Q. Ainsi

(X %2 VY] = (X %2 Y)(Q) = X(Q) Xz Y(Q) = |X'] 1z [

et F' commute aux produits fibrés.

Les assertions dans (G2) et (G5) relatives aux sommes directes finies sont
claires : si Xj,..., X, € C, une somme directe des X; est [[ X; — S et le fait
que (JTX;) x Q =[](X; x Q) assure que F' commute aux sommes finies.
Concernant 'assertion sur les quotients, si un groupe fini G' agit sur X € C
par S-automorphismes, le corollaire 4 montre qu’il existe un quotient p :
X — X/G de X par G dans la catégorie des schémas, qui est étale fini. On
vérifie que p est également un quotient dans la catégorie des S-schémas, et
donc dans C. Donc on a (G2).

Le fait que F' commute aux quotients vient de la proposition 17 : on a le
carré commutatif

F(X)——=F(Y)

G—isol lG—iso

X(Q) —= Y ().

Il reste a vérifier I’assertion sur les épi stricts dans (G5). Si f : X — X'
est un épi strict dans C, f est surjective. En effet sinon comme f est ou-
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verte et fermée on écrit X' = f(X)U U, U un ouvert de X’. Alors soit
u: f(X)UU — f(X)uUUU (resp. v: f(X)UU — f(X)UUUU) envoyant
f(X) sur lui-méme identiquement et envoyant U identiquement sur la pre-
miére (resp. la deuxiéme) copie de U dans f(X)UUUU. Onauop=wvop,
ce qui contredit le fait que f est un épi.

La propriété de surjectivité étant conservée par changement de base, F'(f) =
fxsldg: F(X) — F(X') est surjective, cela termine la vérification de (G5).

Concernant (G3), si f : X — X’ est un morphisme dans C, f est ouvert

et fermé donc se factorise en X 5 X7 1 X', ot f” est 'immersion ouverte
et fermée de f(X) dans X’. Le morphisme f’, qui est étale et fini est un épi
strict (par [SGA1] VIII 5.3).

Enfin pour (G6), supposons que f : X — X’ soit tel que F(f) soit un

iso, et montrons que f lui-méme est un iso. Notons X KN S, X' % S les
morphismes structuraux. Par le lemme 7, et comme S est connexe, il existe
r',r" >0 tels que rangog,((9:Ox)s) = 1" et rango, ,((h.Ox)s) = r" pour
tout s € S.

Si s € S est la localité de @, nous allons justifier que :

" = rango,,((h.Ox)s)
= dimy(s)(Ox, (X))
= dimg(Ox,(Xs) k) Q)
= |[F(X)].

En effet pour la deuxiéme égalité on prend Spec(A) C S un ouvert affine de
S contenant s et Spec(B) sa préimage tels que B soit un A-module libre de
rang 7. Alors Xy = Spec(C) avec C = B®4 k(s), et en tant que k(s)-espace
vectoriel, on a C' ~ A" @4 k(s) = k(s)"".

Pour la quatriéme égalité on a le diagramme commutatif

F(X) = X x5Q X, X
| ]
Spec()) Spec(k(s)) — S

donc F(X) = Spec(C ®js) §2). Or on sait que D est un produit fini d’ex-
~——

D
tensions k; finies séparables de Q puisque F(X) — Spec(Q2) est étale. On a

k; = Q pour tout ¢ donc F(X) = [] Spec(k;) vérifie |F(X)| = dimq(D).
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De la méme fagon on a ' = |F(X’)|. Mais F(f) est une bijection donc
v =7". 817 =0, X = X' = ( et c’est fini. Sinon pour tout z € X
on ar’ = rango, . (Oxgz).r" dou rango,, . (Oxz) = 1. Pour montrer
que f est un iso, on peut supposer X' connexe. Alors f est surjective et
mngox/ﬁfm(ox,x) = 1 implique f injective par ce qui précéde. Or f est ou-
verte, donc est un homéomorphisme.

Il reste & vérifier que f# est un iso, et cela découle du fait suivant : si un
morphisme d’anneaux fini injectif A — B est tel que B est engendré par un
de ses éléments b sur A, il est surjectif. Il suffit de vérifier que b € A. Mais b
est entier sur A donc il existe un polynoéme unitaire P = T" + Xa,T" € A[T]
annulant b. Si a € A est tel que ab=1 on a alors b = —Xa;a" 7" € A. (G6)
est donc vérifiée. [
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3 Théorémes GAGA et groupe fondamental

On s’intéresse dans cette partie au groupe fondamental de schémas sur C.
Plus précisément, le but est de calculer le groupe fondamental d’une courbe
projective lisse (connexe) sur C.

Pour cela, on commence par associer de maniére fonctorielle un espace ana-
lytique & tout schéma localement de type fini sur C. Les théorémes GAGA
de Serre donnent alors ’équivalence de la théorie des faisceaux cohérents sur
I’analytifié et sur le schéma de départ. Une esquisse de preuve des théorémes
est donnée dans la deuxiéme section.

Dans la derniére section on utilise 'analytification pour calculer le groupe
fondamental de certaines courbes.

3.1 Espace analytique associé & un C-schéma

On considére la catégorie An des espaces analytiques au sens de [Car].
Un sous-espace annelé Y d’un espace annelé X est dit de présentation finie
si Iidéal le définissant dans X \ (Y \ Y) est de type fini. Ainsi :

Définition 12 Un espace analytique (sur C) est un espace annelé en C-
algebres tel que pour tout point il existe un voisinage ouvert isomorphe pour
la structure induite & un sous-espace annelé de présentation finie d’un des
espaces affines E™, ou E™ est lespace topologique C" muni du faisceau des
fonctions analytiques.

Un morphisme d’espaces analytiques est un morphisme d’espaces annelés en
C-algébres.

Par exemple, une surface de Riemann munie du faisceau des fonctions
holomorphes est un espace analytique.

Remarque 8 St X est un espace analytique, Ox, est une C-algébre locale
de corps résiduel égal a C pour tout x, car ’anneau local en un point de E™
est 'anneau des séries convergentes en n variables C{t,,... t,}, qui est de
corps résiduel C. Il en résulte que les morphismes d’espaces analytiques sont
des morphismes d’espaces localement annelés.

Théoréme 4 Soit X un C-schéma localement de type fini. Alors le foncteur

contravariant
An — Ens

X +— Home(X,X)

est représentable, o Homg (X, X) désigne l'ensemble des morphismes d’es-
paces localement annelés en C-algébres de X dans X. Si (X", p) est un
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représentant, ¢ induit une bijection de |X*| sur X(C). De plus pour tout
x € X le morphisme ¢, : Ox yz) — Oxan, induit un isomorphisme sur
les complétés. En particulier ¢ est plat.

Définition 13 Avec les notations du théoréme précédent, on dit que X" est
l’espace analytique associé a X.

Preuve : On procéde en plusieurs étapes.

(i) Si le théoréme est vrai pour un schéma Y, il est vrai pour tout sous-
schéma de Y.

En effet, si tout d’abord X est un sous-schéma ouvert de Y et si (Y 1))
est un analytifié de Y, X% := ¢)~!(X) muni de la restriction ¢ de 1 est Ies-
pace analytique associé a X, puisque X" = Y xy X. L’assertion sur les
. est claire. L’application ¢ induit une bijection de Y*" sur ’ensemble des
points fermés de Y, donc ¢ = t)|y-1(x) induit une bijection de ¢~*(X) sur
I’ensemble des points fermés de X, un point y de Y étant fermé ssi k(y) = C.

Si X est un sous-schéma fermé de Y défini par un faisceau d’idéaux (co-
hérent) Z de Oy, on note Z - Oyan 'image du morphisme naturel *Z —
*Oy = Oyan. Cest un idéal cohérent (i.e. de type fini puisque Oyan est
lui-méme cohérent, voir [Car|) de Oyan, et on a siy € Y,

(I . Oya'n)y ~ _’Z:,d)(y) . Oyan’y

comme Oyan y-modules.
Soit X" le sous-espace analytique fermé de Y *"* défini par Z - Oyan. On a le
diagramme

yan Y
I
xoan . X

ol p est induit par ¢ (on a ¢¥~1(X) = X par platitude de v).
On a, fonctoriellement en X € An,

N S fCx
Home (X, X) = {f € HomC(X,Y),{ Vz € X, Ker(ipu)) C Ker(fy) }

o any. ] (Woh)(X)CX
= {h < HomAn(X,Y )7{ YV € X, Ker(zz[)(h(x))) g Ke?“(hx Oq/Jh(z))

N any . h()(') cC X
= HomAn(X7Xan)'

[a¥)
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La premiére et la derniére bijection proviennent de la propriété universelle
des sous-espaces fermés d’un espace annelé, la deuxiéme bijection provient
du fait que Y*" est 'analytifié¢ de Y, et la troisiéme bijection du fait que

\I(e’f’(iw(h(x)))l Q \l(@?“(hx (e} ¢h(x)>/

-~

Zw(h(z» w;(lT)(KeT(hz))

& Ker(juw) C Ker(hy).
————

Zy(h(2)) Ovan h(e)

Ainsi (X", ¢) convient.
Sixe X o, est le morphisme

Ovp@)/Ly@) — Ovana/Ly() - Oyena
induit par v, donc @, est le morphisme

Ovu@)/Liw) - Ovate) — Oyono/Ly(a) - Oyong

induit par @, qui est un iso. Donc @, est un iso.
Enfin il est clair que ¢ induit une bijection entre X" et X (C). D’ou (i).

(ii) Si Xy, X5 sont deux C-schémas tels que (X{", 1), (X3", p2) existent
et vérifient [’assertion sur les points fermés, alors (X x X,)?" existe et vérifie
I’assertion sur les points fermés.

Les produits finis existent dans la catégorie des espaces analytiques, soit
(X" p1,p2) un produit de X{" et X$". Le produit X; x¢ X3 est un produit
de X, et X, dans la catégorie des espaces localement annelés sur C, donc si
= (p10p1) X (p2opy) : X — X; X¢ Xo, on a fonctoriellement en X € An

Home(X, X1 Xc Xo) = Home(X, Xy) x Home (X, X5)
>~ Homu,(X, X{™) X Homa, (X, X5")

1%

Homn (X, X™)

et (X ) représente le foncteur X — Home (X, X7 X¢ Xa).
Pour ce qui concerne les points, le foncteur d’oubli

An — Ens
X +—— Tlensemble |X| sous-jacent & X
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commute aux produits, donc (| X[, [p1], [p2|) = | X" x X$™|. Ainsi la com-
posée

induit par go(
_—

| x| X1 ¢ X,)(C) ~ . X,(C) x X»(C)

T (1(p1(x)), pa(p2()))

est une bijection car ¢; et o induisent des bijections. Donc ’assertion sur
les points est vérifiée.

(iii) Le théoréme est vérifié pour les espaces affines A" = AZ.

Pour n = 0 c’est clair. Pour n = 1 on a 'isomorphisme fonctoriel en X € An

I

Homg(X,AY) Homg_q4(C[T],T(X,Ox))
(X, Oy)

> Homa,(X,EY)

I

done (&, g 5 Al = Spec(C[T))
> (T — x)

et ¢ induit bien une bijection entre &' et Max(C[T)).

Ainsi par le point (ii), (A™)* existe et est

) est I'espace analytique associé a Al

& — A" = Spec(C[Ty, ..., T,])
(2)i > (D=2, T = )

et on a 'assertion sur les points.
Concernant 1'assertion sur les complétés, si z = (z;); € E™, ¢, est

C[Tl, .. 7Tn](Ti—zi) — O(C",z
P2
g b <{z’; Q) # 0}, 2 — ng/g>
et sur les complétés on obtient U'identité de C[[T},...,T,]], ce qui démontre

(iii).
(iv) Le théoréme est vérifié pour tout C-schéma localement de type fini.

Soit X un tel schéma. Si X est affine, le théoréme est vérifié par (i) et (iii).
Sinon, on prend un recouvrement ouvert affine (X;); de X et par (i) et la
propriété universelle des (X", ¢;), les X" se recollent en un espace analy-

tique X" qui s’avére étre associé a X. On vérifie alors de maniére immédiate
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I’assertion sur les complétés et les points fermés. [

Certaines propriétés portant sur un C-schéma localement de type fini
(resp. sur un morphisme de tels schémas) passent a analytifié, et vice-versa.
Pour les preuves des propositions suivantes on référe a [SGA1|.

Précisons les notions de morphismes étales, propres et finis dans la catégorie
des espaces analytiques :

Définition 14 Soient f : X — Y un morphisme d’espaces analytiques, et
reX.

On dit que f est dit étale en x si c¢’est un isomorphisme local en x. On dit
que [ est étale s’il est étale en tout les points de X.

On dit que f est séparé si la diagonale Ax,y : X — X Xy X est une immer-
sion fermée, i.e. si ['image de Ay,y est un fermé de X xy X.

On dit que f est fini s’il est séparé, fermé et si ses fibres sont finies.

On dit que f est propre s’il l’est au sens topologique et s’il est séparé.

Proposition 18 Soient X un C-schéma localement de type fini, X espace
analytique associé, n un entier. Soit P la propriété d’étre :

- (i) de dimension n

— (i) conneze

— (iii) régulier.
Alors P est vérifiée par X ssi elle l'est par X .

Preuve : Voir [SGA1]| XII prop. 2.1 et 2.4. (0

Proposition 19 Soient f : X — Y un morphisme de C-schémas localement
de type fini, f¥ . X — Y le morphisme induit par [ sur les espaces
analytiques associés. Soit P la propriété d’étre :

- (i) étale

— (i1) séparé.
Alors P est vérifiée par [ ssi elle l’est par fo".
St de plus f est de type fini, et P est la propriété d’étre :

= (i) fini

— (i) propre

— (ii1) une immersion fermée,
alors P est vérifiée par f ssi elle [’est par f*".

Preuve : Voir [SGA1]| XII prop. 3.1 et 3.2. O
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3.2 Les théorémes GAGA

On suit [Ser| et on y référe pour certains résultats ou détails.

Définition 15 Si X est un espace analytique, un faisceau (analytique) sur
X est simplement un faisceau de modules pour la structure d’espace annelé
de X.

S1 X est un C-schéma localement de type fini, p : X — X son analytifica-
tion et F un Ox-module, on note F*" le tiré en arriere ©*F et on l'appelle
Panalytifié de F.

Remarque 9 Le foncteur d’analytification

(Ox-modules) — (Oxan-modules)
F — Fon

est additif, exact (car ¢ est plat), et envoie un module cohérent sur un module
cohérent.

Théoréme 5 Soit X — Spec(C) un C-schéma projectif. Alors pour tout
faisceau cohérent F sur X et pour tout ¢ > 0, le morphisme naturel

HY(X,F) — HI(X*" F)
est un isomorphisme.

Remarque 10 On considére dans le théoréeme précédent la cohomologie au
sens des foncteurs dérivés du foncteur des sections globales, elle coincide avec
la cohomologie de Cech, dans le cas algébrique car X est séparé (|[EGAS] III
1.4.1), et dans le cas analytique car X est paracompact, et méme compact
(voir par exemple [Dem] 5.21).

Preuve : On peut d’abord se ramener a montrer le théoréme pour X = P.
En effet X est un sous-schéma fermé dun espace projectif P", défini par un
idéal cohérent Z, et on a vu dans la démonstration du théoréme 4 que si
Yo (PT)*™ — P" est lanalytifié de P", I'analytifié de X est V(Z - Ogpryon)
muni du morphisme ¢ faisant commuter

(]P)r>an ¥ ]Pw

J. ]

X —-sX.
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Or on a des isomorphismes fonctoriels (i, )" =2 j,(F") et

HY(X,F) —=— H(P",i,F)

l |

Hq(Xan’]:an) ;_ Hq((]P)r)an’j*(]:an))
d’ou la réduction a X = P".

On note O le faisceau structural de P". Le théoréme est vérifié pour F = O :
HO(P", O) et H°((P")*", O sont réduits aux constantes et si ¢ > 0, on a
HY(P", O) = 0 et également HI((P")*" O") = 0 par un théoréme de Dol-
beault.

On en déduit que le théoréme est vrai pour les faisceaux twistés O(n), en
raisonnant par récurrence sur 7.

Pour r = 0 c’est clair. Supposons donc r > 1 et le résultat démontré pour
r — 1. On considére alors I'hyperplan E définie par 1’équation ¢, = 0 (o
P" = Proj(Clto,...,t])). En notant Z = (ty)~ l'idéal de O engendré par
to, on a £ = V(Z), ainsi F a une structure de sous-schéma fermé. Notons
j : E — P" 'immersion fermée. Si on note O = j*(5,O) la restriction de O
a F on a la suite exacte

0—0(-1) 2% 0 — 0p —0
et donc des suites exactes

0—O0n—-1) — O(n) — Og(n) — 0

pour tout n € Z.
On écrit les suites exactes longues :

HY(X,0(n—1)) —= HY(X,0(n)) — HY(E,Og(n)) — HIY(X,0(n — 1))

| | l |

HI(X, O(n — 1)) = HI(X, O(n)™) = HI(E™, Op(n)™) = HI+1 (X%, O(n — 1))
et I'hypothése de récurrence entraine que les fléches
HYE,Op(n—1)) = HY(E", Og(n — 1))

sont des iso pour tous ¢ > 0 et n € Z. Donc par le lemme des cinq le théoréme
est vrai pour O(n — 1) ssi il est pour O(n). Or il est vrai pour O par ce qui
précéde. Donc le théoréme est vrai pour les twistés O(n).
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Enfin dans le cas général, c’est a dire pour F quelconque, on raisonne par
récurrence descendante sur ¢ > 0.

Si ¢ > 2r, on a HY(X,F) et HI(X* F®) nuls tous les deux. En fait
par le théoréme d’annulation de Grothendieck ([Har| IIT 2.7), on sait que
HY(X,F)=0deés que ¢ > r, puisque X est noethérien, mais on ne peut ap-
pliquer le méme théoréme pour X" qui n’est pas noethérien : par la preuve
du théoréme 4 on sait que X" est construit en recollant des copies d’es-
paces affines £ = C" qui ne sont pas noethériens. Cependant la cohomologie
de Cech de X coincide avec sa cohomologie singuliére qui s’annule pour
q > 2r (X est de dimension réelle 2r par la proposition 18). On a donc
I'initialisation de la récurrence.

Supposons le résultat démontré pour ¢ 4+ 1. Si F est un faisceau cohérent, il
existe une suite exacte de faisceaux cohérents

0 —R —=L—F—0

ot £ est une somme directe finie de faisceaux de la forme O(n). £ vérifie
donc le théoréme. Les suites exactes longues donnent le diagramme

HY(X,R) — HY(X,L) — HY(X,F) — H" (X, R) — HI (X, [)
LEl Liz lé‘g l:’:‘;; l55
Hq(Xan’Ran) _)Hq(X(Ln,Lan) _)Hq(Xan“]:an) +Hq+1(Xan7Ran) )Hq+1(Xan’£an).

L’hypothése de récurrence assure que €4 et €5 sont des isos, et e est égale-
ment un iso. Donc par le lemme des cing €3 est un épi. Mais alors en faisant
F =R on obtient que €; est aussi un épi. On réapplique le lemme des cingq
et on obtient que 3 est un mono, ce qui démontre le théoréme. [

Théoréme 6 Si X — Spec(C) est un C-schéma projectif, le foncteur d’ana-
Iytification induit une équivalence de catégories entre (Ox-modules cohérents)
et (Oxan-modules cohérents).

Preuve : Montrons d’abord la pleine fidélité. Soient F, G deux faisceaux
cohérents, et considérons le faisceau (cohérent) Home, (F,G). Notons ¢ :
X — X lanalytifié, alors comme ¢ est plat et F de présentation finie, le
morphisme canonique

<H0mox (F7 g>>an —> Homoxun (]:(ln’ gan)
est un iso. Ainsi 'application

Home (F,G) — Homoun (F*,G™")
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n’est rien d’autre que la fléche
H°(X, Homoy (F,G)) — HY(X™ (Homoy (F,G))™)
qui est un iso par le théoréme 5. D’ou la pleine fidélité.
Il s’agit maintenant de montrer I’essentielle surjectivité. On peut encore une

fois se ramener & montrer le résultat pour X de la forme P". En effet, on a a
nouveau la situation

(]P)v' ) an ]Pw

d f'J

V(Z-Oxan)=X" 25X =V(I)

donc si le résultat est démontré pour P et si M est un faisceau cohérent
sur X j, M est cohérent (car j est une immersion fermée) sur (P")*. 11
existe alors G cohérent sur P tel que G ~ j, M, qui vérifie Z-G = 0 (car ¢
est plat et induit une bijection de X" sur les points fermés de X qui est de
Jacobson, cf [EGA4| IV 10.4.7). Donc G s’écrit i.F pour un F cohérent sur
X. Alors on a j,M ~ j,(F*) et ainsi M ~ F* puisque j est une immersion.

On suppose donc X = P" et on fait une récurrence sur r, le cas r = 0
¢tant clair. On utilise alors le fait suivant (dont la démonstration utilise 1’hy-
pothése de récurrence et le théoréme 5, voir [Ser| n° 16 lemme 8) : si M est
un faisceau cohérent sur P, il existe des entiers n et p > 0 tels que M soit
isomorphe & un quotient de Oxan(n)P. Si on pose Ly = Ox(n)? on a donc
une suite exacte

0—R— (L))" — M —0

avec R cohérent. Le méme résultat appliqué a R montre 'existence d’un
faisceau cohérent £, sur X et d’une suite exacte

(L1)™ =5 (Lo)™ — M — 0.

Mais le foncteur d’analytification est plein, donc il existe une fleche f : £; —
Ly vérifiant f*" = g, et si F est le conoyau de f on a la suite exacte

Ly i) E() — F—0
qui aprés analytification donne la suite exacte
(L) L5 (Lo)*" — F™ — 0.

Donc M ~ F% et on a le théoréme. [J
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3.3 Groupe fondamental d’une courbe projective lisse

Corollaire 5 Soit X un C-schéma projectif. Le foncteur qui a tout schéma
fini (resp. étale fini) X' au-dessus de X associe X' est une équivalence
de la catégorie des X -schémas finis (resp. étales finis) dans la catégorie des
X -espaces analytiques finis (resp. étales finis).

Preuve : Le foncteur d’analytification
(C-schémas localement de type fini) — (An)

envoie les morphismes finis (resp. étales finis) sur des morphismes finis (resp.
étales finis) par la proposition 19. Or se donner un morphisme fini X’ — X
(resp. X'*" — X ) équivaut a se donner un faisceau cohérent d’algébres sur
Ox (resp. sur Oyan, voir [Car| n° 19 §5 th 2). O

Définition 16 5i G est un groupe, on appelle complété profini de G et on
note G le groupe profini limite projective du systéme des G/N, N parcourant
les sous-groupes distingués dindice fini de G, ordonné par l’ordre opposé a
[inclusion.

Théoréme 7 Soient X un C-schéma conneze projectif, p : X" — X [les-
pace analytique associé et x € X*. Notons a : Spec(C) — X le morphisme
donné par le point C-rationnel ().

On suppose que X', ’espace topologique sous-jacent a X, est localement
simplement conneze. Alors m(X,a) est isomorphe au complété profini du
groupe fondamental 71 (X"P ) en x de X'P.

Preuve : Le principe de la preuve est le suivant : on a les équivalences de
catégories successives

C(m(X,a)) — (revétements étales de X )

—
—

— ( espaces analytiques étales finis au-dessus de X" )

2

—
Nl

~

— ( revétements topologiques finis de X' )
3

—
=

—

Cm (X', x))

s

ce qui permettra de conclure avec la proposition 10.
L’équivalence (1) vient simplement de la définition de 71(X,a), et (2) est
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le corollaire 5.
Pour (3), montrons que le foncteur d’oubli

( espaces étales finis au-dessus de X" ) oy ( revétements finis de X' )

est une équivalence de catégories. On vérifie d’abord qu’il est bien défini : si
X & X est un espace analytique étale fini au-dessus de X, montrons que
p est un revétement topologique fini de X%P. p est étale donc est un iso local,
et en particulier un homéomorphisme local. Soit y € X'P, et vérifions que y
posséde un ouvert trivialisant. Soit p~'(y) = {z1,...,z,} la fibre (éventuel-
lement r = 0). p est séparé, soient donc pout tout i des voisinages ouverts
U; de x; disjoints deux a deux. Quitte & restreindre les U;, on peut supposer
que les p|y, induisent des isos sur un voisinage ouvert V' de y.

Quitte a restreindre encore les U;, V' on peut assurer

p'(v) =[] U

1<i<r

En effet, seule l'inclusion C pose probléme, et elle sera vérifiée si on peut
prendre V' tel que le cardinal de la fibre d’un point de V' est inférieur ou égal
ar.

On sait par I'équivalence (2) que p provient (a iso prés) par analytification
d’un morphisme (étale fini) X’ Jy X. On éerit (le foncteur d’analytification
commute aux produits fibrés) :

X:o(y) X!
w L)
Spec(k(e(y))) —= X
X,—X ‘
L)
{y} — X"

avec ¢(y) C-rationnel, donc X7, est une somme disjointe finie de copies de
Spec(C) et son analytifié, X, est de méme cardinal. Donc le cardinal des
fibres de p est localement constant, puisque ¢ est continue et le cardinal des

fibres géométriques de f est localement constant. Donc le foncteur For est
bien défini.
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On construit un quasi-inverse G pour For de la facon suivante : si Y 2
X!P est un revétement fini de X?, comme g est un homéomorphisme local,
on fixe des ouverts U, > y et V,, de Y et X'? tels que g induit des homéo
U, — V,, ce qui nous permet de remonter les faisceaux Oxyanly, sur Uy, puis

de les recoller. On obtient ainsi un espace analytique étale fini Y K oxom qu-
—
G(Ytor)
dessus de X tel que |[Y| =Y et |k| = g.
Si h: Z% — Y'P est un morphisme de X'P-espaces, on vérifie qu’il existe
un unique morphisme d’espaces analytiques w tel que le diagramme

G(ztop) w G(ytop)
\X(LTL
commute et |w| = h, et on pose G(h) := w. On vérifie alors que G et For
sont quasi-inverses I'un de l'autre, ce qui montre le point (3).
Enfin pour le point (4), on a X'” connexe (par la proposition 18) et lo-

calement simplement connexe, donc (voir [Dou| 4.6.8) le foncteur

F : ( revetements de X" ) —  FEns
ytor By xtor — p (1)

induit une équivalence de catégories
( revetements de X' ) — (7 (X*P, x)-Ens )
qui & son tour induit une équivalence

( revetements topologiques finis de X*? ) — ( m(X"? z)-Ensf ).

Mais (|Dou| 2.9.5), ( m(X*P, z)-Ensf ) s’identifie a ( W1@$)—Ensf ), et
ona (4). O

Corollaire 6 Soient X une courbe projective lisse connexe sur C, de genre
g, et comme au-dessus ¢ : X — X [’espace analytique associé, x € X",
@ : Spec(C) — X le morphisme donné par le point o(x).
Alors e

m(X,a) ~T,

ou I'y est le quotient du groupe libre sur les 2g éléments {a;,b;}1<i<,4 par la
relation [, <<, aiba; bt

45



Preuve : On souhaite appliquer le théoréme précédent. X — Spec(C)
est lisse donc X est régulier, ainsi que X" par la proposition 18, qui donne
également dim(X*) = dim(X) = 1. Or un espace analytique est régulier de
dimension n en un de ses points ssi il existe un voisinage ouvert de ce point
isomorphe a un ouvert de lespace affine €™ (voir [Car| n° 13 cor. 1.10). En
particulier le théoréme 7 s’applique et donne

m(X,a) ~ m (XP, x).

X'P est séparé et compact, et il admet une structure de surface de Riemann
tel que Oxan soit isomorphe a son faisceau de fonctions holomorphes. En
effet on prend pour cartes locales les |¢| pour ¢ : U — V un isomorphisme
d’espaces analytiques entre un ouvert U de X" et un ouvert V de C.

Deux telles cartes v, : Uy — Vi, ¥y : Uy — V5 sont compatibles entre elles,
car un morphisme d’espaces analytiques entre deux ouverts W, W' de C est
de la forme (f,- o f) pour une fonction holomorphe f : W — W’ fait qui
provient de la bijection

Hom(W,C) — T'(W,Ow)
g — gfg(fdc).

On vérifie alors que Oxan >~ Opgy.

La surface de Riemann obtenue est de genre

g’ = dimcHl (XtOp, Ohol)
= dZm Hl(XtOp, OXML)
= dim H'(X,0x) (par GAGA)
= g

et il est connu que son groupe fondamental est alors I';. [
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