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e e valeur choisie & tout instant en fonction de I'information
Introduction disponible : adapté

e influence la dynamique de W;
@ Critére de performance J(W, ) & maximiser

Fonction Valeur |

V =supJ(W,r)

Objectif ‘

@ Déterminer la fonction valeur
@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)

.

.
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"""""""""""" Formulation |

Allocati . Actif sans risque 0_g0
Mot \arché : q dS¢ = S'rdt

porée/fiiille AC“f riqué dSt - /J,Stdt + O'StdBt
oy @ Etat: richesse Wi = N¢S; + N2dS?
Introduction

@ Controle : proportion de la richesse investie dans I'actif
risqué m = NV‘V—?‘ € [0;1]

Dynamique auto-financée : dW," = N;dS; + NdS?

dwy NS dS; | NS?dsp
W/ Wr St Wy s
dS ds?
= Wt?t + (1 — Wt)?

t
= (ﬂtu + (1 — ﬂ't)r)dt + 7TtO'dBt
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6/01 @ Critere : espérance de I'utilité de la richesse terminale
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Introduction

Fonction valeur

V(t,x) = sup E[U(W;™)]

@ Déterminer la fonction valeur

@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)
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[

B\ir‘wrme fle aq)
S —(t,x)+ sup LPo(t,x) = O
ot pel0;1]

o(T,x) = U(x) = x*

Introduction

od 1 82¢
ﬁpcb(t,x):x(pu+(1—p)r)8—x(t,x)+zazpzx - —(t,x)

v

On cherche une solution de la forme ®(t,x) = x%p(t)

0 = ¢(t)+e(t) sup {a(pu+(1-p)r) + ———p*?}

pelo;1]
1 = oT)
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o(t,x) = x*e’T-1
Introduction
avec
-1
g = sup fafput (1 p)) + 20 Hp22)
pel0:1] 2
a(p —r)?
= r e —
or+ 2(1 - a)o?
atteinten p* = £

(1-a)o?
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]
d
O(T, W7) = <1>(t,><)+/t (87+£”“¢>(U,Wf,’x’”)du

ou
Introduction .
-+ martingale
T
o
UW*m) < d>(t,x)+/ (8—+ sup £p¢>(u,Wj’x’“)du
t ou pel0:1]
-+ martingale
< &(t,x) + martingale
Donc

o(t,x) > E[U(W;*T)]

avec égalité lorsque m; = p*
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Conclusion ‘

@ V(t,x)=xeT-1

Introduction

@ Controle optimal constant 7y = —(lf ;;az
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Conclusion ‘

Introduction

@ V est solution de I'’équation d’Hamilton Jacobi Bellman
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. . o _ 0
| Marché - Actif sans risque dS; = S/rdt
Introduction Actif risque ds; = M(t)Stdt + 0S;dBy

@ la dérive prend alternativement deux valeurs
py < T < p2

@ co(ts de transaction
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Saporta @ Approche fondamentale
@ principes économiques

Motivation

@ Analyse technique
@ comportement passé des prix

@ Approche mathématique
e modéles mathématiques

Comparer les performances de I'analyse technique et de
I'approche mathématique
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Actif sans risque  dS? = Srdt
Actif risqué dSt = p(t)Sidt 4+ 0StdBy

@ B mouvement Brownien standard,
Motivation @ u(t) € {1, p2} indépendant de B,

@ controle m; € {0, 1} proportion de la richesse investie
dans I'actif risqué

@ état W/ richesse correspondant a la stratégie 7
@ critére espérance de I'utilité de la richesse finale

Maximiser I'espérance de I'utilité de la richesse finale \
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Moyenne mobile
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t

1
0 Jis

Motivation

@ Si S; > M/ achat

@ Si St <M/ vente s

pwr = —0.2, up =0.2, 0 =0.15,

- 6 =0.8.
Optimiser

@ la taille de la fenétre §
@ les instants de décision
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Travaux précédents
"""""""""""" Modéle

Allocation

optimale de BLANCHET, DioP, GIBSON, KAMINSKI, TALAY, TANRE (2005)

portefeuille

Un seul changement de
dérive
@ puty=ppsit<r
@ u(t)=ppsit>r
avec P(1 > t) =e M

Stratégie
détecter

Motivation

1 = —0.2, i = 0.2, o = 0.15,
A=2.
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@ Etude théorique de la détection de rupture

Motivation @ Comparaisons numérigues des stratégies
e détection bien calibrée

e détection mal calibrée

@ moyenne mobile

@ Moyenne mobile meilleure si paramétres mal calibrés
@ Taux d’erreur a partir duquel c’est vrai
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@ Plusieurs changements de
S e dérive
(§2n+1) iid EXp(A1)
(€2n) iid EXp(A2)
=0, m=8&+" " +&

_ M1 if op <t < Ton+1
p2 M 1onp1 St <Tony2

@ Colts de transaction w1 = —0.2, up = 0.2,
@ o1 colt d’achat oc=0.15 )\ =\ =2.
@ (o colt de vente
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Contréle : m¢ € {0, 1} proportion de la richesse investie dans
I'actif risqué

m doit étre F°-adapté

Probléme

Fo # FP =o(Bu,u<t)

— Reformuler le probléme de controle
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21/41 _ 1 St t 0_2
, B =~ (log o - F 1-Fs) - 7-)ds)
SGopora =\, /o (haFs + el ) 2 )
Proposition
@ B est un (F5)-mouvement Brownien
Y fS — fﬁ
ds _
S_tt = (paFt + p2(1 — Fy))dt + odBy

V.

KuURTZ, OCONE 1988 |

dFc = (= MFi+ (1 - F))dt+ 2R (1 - F)dB,

V
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Contréle : m¢

Etat : couple (W, Ft)

Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(ulFt—i—,uz(l—Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tO'dBt
t—
—go1d(Am = 1) — g1od(Am = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = (—)\1Ft-f-)\z(l—Ft))dt-f-TFt(l—Ft)dBt,

Critére : espérance de I'utilité de la richesse finale
Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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_ e Etude de la fonction Valeur
Valour | @ Principe de la Programmation Dynamique
@ Equations d’Hamilton Jacobi Bellman
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Benoite de Jo(t7x,f’ﬂ') = E[U (W_IZF) | th =X, Ft — f]

Saporta

S| - = l
Jl(t7x7f’7'r) = E[U(W-IT-F) | Wt7r7 = X,Ft = f]

Fonction
Valeur

Fonction valeur

Vo(t,X,f) = SUpJO(t,X,f,ﬂ')

Vi, x,f) = supdi(t,x,f,n)




Comparaison

Allocation ~
optimale de m contréle quelconque tel que m- =1
portefeuille

25/41 @ tel que

Benoite de o ﬁ-t_ — 0

Saporta

@ 7y = my pourtoutu >t

Alors
tx.fr t,(1—go1 )x,f,m
WT = WT

Fonction

Valeur DonC

VO(t,x,f) > 3°(t,x,f,#) = IL(t, (1 — gor)x, T, )

Proposition

Vl(t7 (1 - gOl)X7f)
Vo(t7 (1 - glO)X’f)

ARV,
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Pour tous i € {0;1}
o<ti<T

X,X >0

Fonction 0< f’f <1:

Valeur

IVI(E,%,F) = Vi(t,x, )|
< C+x 4R (8 — x| +x(f — | + [ - t]/2))
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Preuve :

Y(s.x.f,m) = E[UW™'M)] = E[EUW:™T) | Foyl]
= EQ™ (1, W' RS )]
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VI(S7X7f) = Sup E[Vﬂ—17 (t’WtSiX’fﬂT’ Fts,f )]
T

Preuve :

J(s,x,f,7) = EUW'M)] = E[E[UW*"T) | Fodl]
= ER™ (L, W RS )]
S E[V T — (t, Wts_,X,fJT, FtS,f)]
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(Bp)pen partition de ]0; +o00[x[0; 1] telle que
pour tout i, pour tous (X, f) et ()?,f) dans By et pour tout 7 :

’Vi(t,X,f) _Vl(tvﬁaf” <e, |Ji(t,X7f,7T) _Ji(ta)A(,fﬂTN <e

V<e+ ZE[V“t (t, W ESh
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(Xp, fp) fixé dans B,

(stf FSf)EBp]
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p=0

X, f,7 )f
(et gstyep,]
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[e.e]
V S e+e—+ ZE[VW17 (t, Xp7fp)l(WlS;X’f’ﬁ,Fts’f)EBp]
p=0

Pour p,i fixés, 7P contrdle sur [t, T] tel que

Vi(t7Xp,fp) Set Ji(t,Xp,fp, 7rp7i)
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[e.e]
V S e+e—+ ZE[VW17 (t, Xp, fp)l(WIS;X’f’ﬁ,FtS’f)EBp]
p=0

Pour p,i fixés, 7P contréle sur [t, T] tel que

Vi(t7Xp,fp) Set Ji(t,Xp,fp, 7rp7i)

V < edetet Y BT (6 xp, Ty, 7)1

0 (Wt ey
p:
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V < c+e+ ZE[VWI (t Xp,fp)l(wsxfr st)eBp]
p=0

Pour p,i fixés, 7P contréle sur [t, T] tel que

Vi(t7Xp,fp) Set Ji(t,Xp,fp, 7rp7i)

v < 5+5+5+ZE[J’Tt (6 %p, fo, 77 ) e
p=0
< e42+¢
o)

Sf)GB ]

m_ sxfr =sf _p7_
+z(:)IE[Jt (W R 7P ) e oty
-
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o0
V <de+ > BT (L, WO RS 2P )1

‘ (Wts;x,f,w7Fts,f)€Bp]
p=

rrrrr
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o0
V <de+ > BT (L, WO RS 2P )1

- (Wts;x,f,w7Fts,f)€Bp]
p=

On recolle
R Ty sis<uc<t
Ty = & . R
! T siuxt, et (WITES) e By

Principe de la
Programmation
Dynamique
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o0
SUAS T sX,f.r =s.f P
<4 E wsxhm st oo,
Benoite de v - €+Z [J ' (t7 t— vt T )]‘

Saporta p=0

Xf,7 f
(WtS:( ’r7FtS )GBP]

On recolle
A Ty sis<uc<t
Ty = F X .
u 7[_577& siu>t, et (Wts,’x’f’w, I:ts,f) c Bp

V < 4e+ERR (LW RST )
4e + E[E[UWSTT) | Foul]

= de +E[U(W*)]

4e + E[V'(s,x, )]

IN
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Bzz(;]xlt:r!le min { ‘CO()OO ¥ ( f) - gpl(tj X(l - g01)7f)} =0
min { — S5 — Lh o' (t,%,f) — ©°(t,x(1 — 910),f)} =0

Lo(t,x,f) = xr—(t,x,f)-ﬁ-(—Alf-&-)\z(l—f))z—f(t,x,f)-&-
1/ —pe 20%p
2( o )f (1 ="z (b1

Equations d'Hamilton
Jacobi Bellman

0 d?
Lot x,1) = X(uaf + (L= 1) 2 (6 x,1) + 23702 T2 (x,1)
i?qa P

1/p— 25) P
+z (B ~ )f(l—f) Z2tx,h)
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@ v est sous-solution de viscosité de (P) si

F(t.%,v(t,X), Dio(t, X), Deo(t, X), Dp(t, X)) < 0

pour tous t, X et toute fonction  C12 tels que t,X est
un maximum local de v — ¢

@ v est sur-solution de viscosité de (P) si
F(i )_(7\/({7 )_()7 Dt@(fa )z)a D@(fa )z)v Dz(p(i )_()) 2 0

pour tous t,X et toute fonction ¢ C12 tels que t,X est
un minimum local de v — ¢




Caractérisation de la fonction valeur

Allocation
optimale de
portefeuille

SEERL V, : ensemble des ¢ continues sur [0; T] x [0; +o00[x[0; 1]
izaiie e telles que (t,0,f) =0 et

Saporta

sup o(t,x, f) — o(t, %, )|
[0:T]x]0; 4o 022 (1 4+ X0~1 4+ Ro=1)(]x — X| + x|f — )

Théoreme

anion (VO V1) est I'unique solution de viscosité de HIB sur
Vo X Vg Vérifiant

VO(T,x,f) = VT, x,f) =U(x) =x°




Plan

Allocation
optimale de
portefeuille

34/41

Benoite de
Saporta

méeuliats e Resultat_s numeriques
numériques @ Fonction Valeur

@ Une stratégie efficace

@ Comparaison des stratégies



Discrétisation

Allocation 7

optimale de Dépendance en X :

portefeuille
35/41

Vi(t,x,f) = supE[U(W ') = xevi(t,1,f)

Benoite de
Saporta

Schéma numérique ‘

o VT, fy=VYT,f)=1




Discrétisation

Allocation 7

optimale de Dépendance en X :

portefeuille
35/41

Vi(t,x,f) = supE[U(W ') = xevi(t,1,f)

Benoite de
Saporta

o VT, fy=VYT,f)=1
@ Avec la partie EDP de HJB, calculer VO(t, ) et VI(t, ) &
partir de VO(t +dt,-) et V(t +dt,")




Discrétisation

Allocation 7

optimale de Dépendance en X :

portefeuille
35/41

Benoite de VI (t7 X’ f) = Sup E[U (W_}_’X’fvﬂ-)] = Xavi (t7 17 f)
Saporta ™

o VT, fy=VYT,f)=1
@ Avec la partie EDP de HJB, calculer VO(t, ) et VI(t, ) &
partir de VO(t +dt,-) et V(t +dt,")
@ Comparaison
@ siVO(t,f) > (1 —gos)*V1(t,f), prendre o
VO(t,f) = VO(t,f) sinon VO(t,f) = (1 — gos )V (t,f)
o siVi(t,f) > (1 —g10)*VO(t,f), prendre o
Vit f) = VI(t,f) sinon V(t,f) = (1 — g10)*VO(t, )

v
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Fonction valeur V°

Régularité |

Allocation Colts de transaction gg; = g0 = 0.01

optimale de

pogf;iuli“e Zoomentret =25ett=3=T

Benoite de
Saporta

1016e-3
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998e-3

Fonction Valeur




Fonction valeur V°
""""""""""" Régularité Il

Allocation

optimale de

portefeuille
38/41

_ Coupesent =290,t =291,
Coupeenf =0.05 {—2.92 t — 293,




Allocation
optimale de
portefeuille

@ Calculer VO, V1

@ Estimer F X At
!

@ Comparer VO(t,Fy) et
Vl(t7 Ft) :

. @ achat si R R

VO(t,Fy) = (1 — go1)*Vi(t,Fy)

. @ vente Si R R
Vit F) = (21— glo)“VO(t, Ft)

Estm

~0.2, yup = 0.2, 0 = 0.15,

M1 =
M=2,20=2T=3



Comparaison stratégie efficace/ fonction valeur

Allocation
optimale de
portefeuille

40/41 @ Calcul de la fonction valeur :

iy e pas de discrétisation en temps 10~°
e pas de discrétisation en espace 103

@ 10° simulations de Monte Carlo de la stratégie efficace

Fo 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
VO 1.061 | 1.057 | 1.053 | 1.049 | 1.045 | 1.043
Stratégie | 1.061 | 1.056 | 1.052 | 1.049 | 1.045 | 1.043

Fo 0.6 0.7 0.8 0.9 1
VO 1.041 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036
Stratégie | 1.040 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036




Comparaison strategie mal calibree / Moyenne
""""""""""" mobile

Allocation

optimale de

portefeuille
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Parameétres mal calibrés : Parameétres mal calibrés :
uy=—1.8, up =1.8, 0 = 0.15, uy=—1.8, up =1.8, 0 = 0.25,
M=4, ) =4 M=4, =4

Vrais paramétres : pu; = —0.2, up = 0.2, 0 = 0.15, \; = 2,
el )\, =2, T =3,0=0.8
100000 simulations Monte Carlo
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