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Modèle Auto-Régressif

Modèle AR(1) :

Yn+1 = AnYn + Bn n ∈ N, Yn ∈ Rd

(An, Bn) va iid sur Gl(d , R)× Rd

d ≥ 1

séries chronologiques,

processus de branchement,

marches aléatoires en milieu aléatoire,

modèles AR(d), ARMA, GARCH...
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Solution Stationnaire

BRANDT 1986, BOUGEROL et PICARD 1992

Si

α = lim
1
n

log ‖A1 · · ·An‖ < 0

et
E log+ ‖B0‖ < ∞,

unique solution stationnaire de même loi que

R =
∞∑

n=1

A1 · · ·An−1Bn
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Moments de la loi stationnaire

0 < s ≤ 1

E‖R‖s ≤
∞∑

n=0

E‖A1 · · ·An−1‖sE‖Bn‖s

s ≥ 1

(E‖R‖s)1/s ≤
∞∑

n=0

(E‖A1 · · ·An−1‖s)1/s(E‖Bn‖s)1/s

Si B0 a des moments à tout ordre, R a un moment
d’ordre s si

k(s) = lim
n

(E‖A1 · · ·An‖s)1/n < 1
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Queue de la loi stationnaire

k(s) = lim
n

(E‖A1 · · ·An‖s)1/n

Fonction log-convexe de s :

Théorème

E‖Rs‖ < ∞ si et seulement si k(s) < 1

Si k(κ) = 1, queue polynômiale :

P(‖R‖ > t) ∼ Ct−κ
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Hypothèses en dimension 1

(an, bn) iid

∃ κ > 0 vérifiant

E|a0|κ = 1, E
[
|a0|κ log+ |a0|

]
< ∞, E|b0|κ < ∞,

Stationnarité : E log |a1| < 0

loi conditionnelle de log |a0| sachant (a0 6= 0)
non-arithmétique
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Résultat de Goldie
Dimension 1

Goldie, 1991

Si a0 ≥ 0,

tκP(R1 > t) −−−−→
t→+∞

C+, tκP(R1 < −t) −−−−→
t→+∞

C−,

C+ ≥ 0 et C− ≥ 0 constantes.

Si P(a0 < 0) > 0, mêmes limites les limites avec
C+ = C− ≥ 0.

Dans les deux cas, C+ + C− > 0 ssi
P(b0 = (1− a0)x) < 1.
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Nullité des constantes
Dimension 1

Soit g : x 7−→ a0x + b0, et b(g) = b0.

Le Page

C+ = 0 ssi il existe une translation τ : x 7−→ x + z t.q.

P(b(τ−1gτ) ≥ 0) = P(b0 + (a0 − 1)z ≥ 0) = 0.

C− = 0 ssi il existe une translation τ : x 7−→ x + z t.q.

P(b(τ−1gτ) ≤ 0) = P(b0 + (a0 − 1)z ≤ 0) = 0.
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Notations
Dimension > 1

µ loi de A1

Sµ support de µ

Rd vecteurs ligne de dimension d

Sd−1 vecteurs ligne de norme 1

S+ vecteurs ligne de norme 1 à coordonnées positives

Pd−1 espace projectif

Action de Gl(d , R) sur Sd−1

x · a =
xa
‖xa‖
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Hypothèses de Kesten

Condition d’existence de la loi stationnaire

P(A0 > 0) = 1, P(A0 a une ligne de 0) = 0

le sous-groupe engendré par {log ρ(a) | a ∈ Γµ, a � 0}
est dense dans R

Condition d’intégrabilité :
il existe σ > 0 tel que

E
[

min1≤i≤d

{∑d
j=1 A0(i , j)

}]σ
≥ dσ/2 et

E[‖A0‖σ log+ ‖A0‖] < ∞
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Résultats de Kesten

Théorème 1

∃κ dans ]0, σ] tel que pour tout x dans S+

lim
t→+∞

tκP(max
n
‖xA1 · · ·An‖ > t) > 0

Théorème 2

Si P(B0 = 0) < 1, P(B0 > 0) = 1, E‖B0‖κ < ∞

alors pour tout x dans S+

lim
t→+∞

tκP(xR > t) > 0
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Preuve
Première étape

Opérateurs sur les fonctions continues sur S+

Psf (x) = E[‖xA1‖sf (x · A1)] =

∫
‖xa‖sf (x · a)µ(da)

Propriétés

Pour tout 0 ≤ s ≤ σ

il existe νs proba sur S+ et k(s) réel

νsPs = k(s)νs

il existe es continue, strictement positive sur S+

Pses = k(s)es

il existe κ> 0 tel que k(κ) = 1
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Preuve
Deuxième étape

Opérateur Markovien Q sur S+

Qf (x) =
1
eκ
Pκ(eκf )(x)

=
1

eκ(xn)

∫
‖xa‖κeκ(x · a)f (x · a)µ(da)

Chaîne de Markov (Xn, Un) sur S+

Xn = X0 · A1 · · ·An Un = log
‖X0A1 · · ·An+1‖
‖X0A1 · · ·An‖

avec Xn de transition Q
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Preuve
Troisième étape

Théorème 1
théorème de renouvellement de Kesten pour (Xn, Un)

lim
t→+∞

tκP(max
n
‖xA1 · · ·An‖ > t) = Keκ(x).

Théorème 2
Positivité
comparaison entre P(maxn ‖xA1 · · ·An‖ > t) et
P(xR > t)
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Hypothèses de Le Page

condition d’existence de la loi stationnaire

pour tout ouvert U de Sd−1 et tout x ∈ Sd−1,

∞∑
n=0

∫
1U (x · a)µn(da) > 0

le sous-groupe engendré par l’ensemble des log |ρ(a)|
tels que a ∈ Γµ et a a une valeur propre simple réelle
dominante est dense dans R
pour tout x P(A1x + B1 = x) < 1

∃σ > 0 tel que E[p(A1)
σ] ≥ 1, où p(A1) est la plus

petite valeur propre de (A1
tA1)

1/2

∃δ > 0 tel que E[sup{‖A1‖, ‖B1‖}]σ+δ < +∞, et
E(‖A1‖−δ) < +∞
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Résultats de Le Page

Théorème

Il existe κ ∈]0, σ] tel que limn(E‖A1 · · ·An‖κ)1/n = 1 et pour
tout x ∈ Sd−1

lim
t→∞

tκP(xR > t) = Hκ(x̄),

où Hκ fonction continue sur Pd−1, strictement positive et
vérifiant pour tout v dans Pd−1,

Hκ(v) =

∫
‖ṽA‖κHκ(vA)µ(dA).
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Preuve

Etape 1 : étude des opérateurs Ps sur Pd−1

Psf (v) = E[‖ṽA1‖sf (vA1)] =

∫
‖ṽa‖sf (va)µ(da)

Etape 2 : définition d’un opérateur Markovien Q sur
Pd−1 puis sur Sd−1

Etape 3 : théorème de renouvellement de Kesten

Etape supplémentaire : la limite trouvée est non nulle
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Irréductibilité et Proximalité

Γµ semi-groupe engendré par le support Sµ de la loi µ de A1

Irréductibilité

Γµ irréductible : pas de sous-espace invariant non trivial

Γµ fortement irréductible : pas de réunion finie de
sous-espace invariants

proximalité

Γµ proximal sur l’espace projectif Pd−1 :

∀v , v ′ ∈ Pd−1, ∃(an) ∈ Γµ t.q. d(van, v ′an) → 0

a ∈ Γµ est proximale si a a une unique valeur propre
dominante.
va ∈ Pd−1 direction propre associée
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La Condition i-p

Définition

Γµ vérifie la condition i-p s’il est

irréductible

proximal

Définition équivalente

Γµ vérifie la condition i-p si

fortement irréductible

contient un élément proximal
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Exemples en dimension 2

Semi-goupes engendrés par deux matrices

a, a′ matrices de Gl(2, R) telles que

a et a′ ont chacune deux valeurs propres réelles de
modules distincts,

les quatre espaces propres correspondants sont deux
à deux distincts.

Alors le semi-groupe Γ engendré par a et a′ vérifie la
condition i-p

Exemple vérifiant i-p :

a =

(
2 1
0 1

)
a′ =

(
−1 −1
−2 0

)
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Action de Γµ sur l’espace projectif

Ensemble limite

L(Γµ) = {va, a ∈ Γµ, a proximale} ⊂ Pd−1

Proposition

Sous la condition i-p

L(Γµ) est non vide

Unique fermé Γµ-invariant minimal sur Pd−1

L(Γµ) =
⋂

v∈Pd−1

vΓµ
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Action de Γµ sur la sphère

Deux cas possibles

1 unique ensemble fermé Γµ-invariant minimal,
symétrique, d’image projective L(Γµ)

2 deux ensembles fermés Γµ-invariants minimaux
disjoints, symétriques l’un de l’autre, d’image projective
L(Γµ)

Caractérisation des deux cas

Cas 2 ssi
Γµ préserve un cône convexe fermé saillant d’intérieur non
vide
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Exemples en dimension 2
Deux ensembles limite

Exemple 1

a =

(
2 1
0 1

)
a′ =

(
1 1
2 0

)

Γ engendré par a et a′ vérifie la condition i-p

Cône convexe invariant : vecteurs positifs
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Exemples en dimension 2
Un seul ensemble limite

Exemple 2

a =

(
2 1
0 1

)
a′ =

(
−1 −1
−2 0

)

Γ engendré par a et a′ vérifie la condition i-p

a′ envoie les vecteurs positifs sur les négatifs, donc un
seul ensemble limite symétrique

a et a′ préservent l’ensemble des vecteurs positifs ou
négatifs :
l’ensemble limite n’est pas égal à toute la sphère
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Hypothèses

Condition d’existence de la loi stationnaire

Γµ vérifie la condition i-p

pas de cône convexe fermé saillant d’intérieur non vide
invariant

pour tout x P(A1x + B1 = x) < 1

Conditions d’intégrabilité :

k(s) = lim
n

(∫
‖a‖sµn(da)

)1/n

σ = sup{s ≥ 0 | k(s) < +∞} > 0
lims→σ k(s) > 1
pour κ tel que k(κ) = 1

E[‖A1‖κ log+ ‖A1‖+ ‖B1‖κ] < +∞
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Nouveau résultat

CRAS 2004

Pour tout x dans Sd−1

lim
t→∞

tκP(xR > t) = `eκ(x̄)

avec ` > 0
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Les opérateurs Ps

Pour 0 ≤ s ≤ σ, opérateurs Ps sur Pd−1

Psf (v) = E[‖ṽA1‖sf (vA1)] =

∫
‖ṽa‖sf (va)µ(da)

GUIVARC’H ET LE PAGE 2004
Pour tout 0 ≤ s ≤ σ

il existe une unique proba νs sur Pd−1

νsPs = k(s)νs

il existe une unique es continue, strictement positive sur
Pd−1

Pses = k(s)es νs(es) = 1
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Preuve

définition d’un opérateur Markovien Q sur Pd−1 à partir
de Pκ et eκ

extension de Q et de ses bonnes propriétés à Sd−1

théorème de renouvellement de Kesten

la limite trouvée est non nulle
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Conditions d’existence de κ

Si σ = sup{s ≥ 0 | k(s) < +∞} = +∞

Proposition

lim
s→+∞

log k(s)

s
= lim sup

n

1
n

sup{log ρ(a) | a ∈ Sn
µ}

Dans ce cas κ existe si et seulement si Γµ est dilatant i.e.
contient une matrice de rayon spectral > 1
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Exemple I
Un exemple qui ne vérifie pas les hypothèses de Le Page

Bn ∼ N (0, 1), An ∼ µ avec µ = 1
2(δa + δa′)

a =

(
2 1
0 1

)
a′ =

(
−1

5 −1
5

−1
5 0

)
√

E log ‖A1‖ < 0 donc existence d’une loi stationnaire
√

conditions d’intégrabilité
√

condition i-p par étude des valeurs propres et espaces
propres, et dilatant

√
un seul ensemble limite différent de Sd−1

√
loi de An discrète, loi de Bn continue, donc pas de point
fixe
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Exemple II
Un modèle AR(2)

Xn = a1,nXn−1 + a2,nXn−2 + bn ⇐⇒ Yn = AnYn−1 + Bn

avec

Yn = t(Xn, Xn−1)

Bn = t(bn, 0)
An =

(
a1,n a2,n

1 0

)
Ex : µ = 1

4δa + 3
4δa′ avec

a =

(
1 2
1 0

)
a′ =

(
−1/4 1/8

1 0

)
b1 ∼ N (0, 1) ou discrète prenant des valeurs autres que 2
et 9/8
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Exemple de Kesten
Enoncé

Problème posé dans KESTEN 1973

dimension d = 2

m1 et m2 matrices à coefficients strictement positifs
telles que log ρ(m1) et log ρ(m2) engendrent un
sous-goupe dense dans R
m3 = rθ une rotation d’angle θ

µ = p1δm1 + p2δm2 + p3δm3 avec pi > 0 et
p1 + p2 + p3 = 1

Est-ce-que cette µ peut donner une loi invariante à queue
polynômiale ?
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Exemple de Kesten
Réponse

Irréductibilité dès que θ 6= 0[π]

Proximalité dès que θ 6= 0[π
2 ]

Unique fermé invariant minimal dès que θ
π /∈ Q ou

θ
π = 2k+1

n

Si θ = π
2

m1 =

(
e1+1

2
e1−1

2
e1−1

2
e1+1

2

)
m2 =

( eπ+1
2

eπ−1
2

eπ−1
2

eπ+1
2

)
Γµ ne vérifie pas la condition i-p
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Et s’il existe un cône invariant ?

2 fermés Γ-invariants minimaux symétriques L+ et L−
2 proba invariantes symétriques pour Q, ν+ et ν−

Γη semi-groupe du groupe affine engendré par le support de
la loi η de (An, Bn)

Lη = {point fixe attractif de h ; ρ(h) < 1, h ∈ Γη}

Loi de la solution stationnaire

Si L+ ∪ L− ⊂ Lη ∩ Sd−1
∞ , alors

loi de R = C+ν+ + C−ν−, C+ > 0, C− > 0.

Si L− ∩ Lη ∩ Sd−1
∞ = ∅, alors

loi de R = C+ν+, C− > 0.
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