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Introduction




Modele Auto-Régressif

Modele AR(1) :
Introduction Yn+1 =AYn+Byn ne N, Y€ Rd

(An,Bp) vaiiid sur GI(d,R) x RY
d>1

@ séries chronologiques,

@ processus de branchement,

@ marches aléatoires en milieu aléatoire,
@ modeles AR(d), ARMA, GARCH...



Solution Stationnaire

BRANDT 1986, BOUGEROL et PICARD 1992

Si

Introduction
1
a= Ilmﬁlog |A1---An]l <O

et
Elog™ ||Bol| < oo,

unique solution stationnaire de méme loi que

o0
R=Y A Ay 1Bn
n=1




Moments de la loi stationnaire

@0<«<s<1

[e%¢)
Introduction ]E”RHS S ZE”A:L et An—l”SE“BnHS
n=0

es>1
(EIR[P)Y® <> (E[|Ar -+ - Aq_1]|®)/5(E||Bn|*)*/
n=0

@ Si By a des moments a tout ordre, R a un moment
d’ordre s si

k(s) = im(E[|A; - - Ag]°)*/" <1




Queue de la loi stationnaire

k(s) = IM(E||A; - - - An[|*)*/"

Introduction Fonction log-convexe de s :



Queue de la loi stationnaire

k(s) = IM(E||A; - - - An[|*)*/"

Introduction Fonction log-convexe de s :

Theoreme
@ E||R®|| < oo si et seulement sik(s) < 1
@ Sik(x) =1, queue polynémiale :

P(|R|| >t) ~Ct™"




Travaux
antérieurs

e Travaux antérieurs
@ Résultat de Goldie en dimension 1

@ Résultat de Kesten pour les matrices positives

@ Résultat de Le Page pour les matrices récurrentes



Hypotheses en dimension 1

@ (an,bp)iid
@ J k > 0 vérifiant

Elao|" =1, E[lao|"log™ |ag|] < oo, E|bg|" < oo,

@ Stationnarité : Elog|a;| <0

@ loi conditionnelle de log |ag| sachant (ag # 0)
non-arithmétique



Résultat de Goldie

Dimension 1

Goldie, 1991

@ Siag > 0,

t*"P(Ry >t) —— Cy, t"P(Ry < —t) ——C_,

t——+oo t—+o0
C,. > 0etC_ > 0 constantes.

@ SiP(ap < 0) > 0, mémes limites les limites avec
Ci=C_>0.

@ Dans les deux cas, C; + C_ > 0 ssi
P(bp = (1 —ag)x) < 1.




Nullité des constantes

Dimension 1

Soitg : x — agx + by, et b(g) = by.

C, = 0 ssi il existe une translation 7 : x — x + z t.q.

P(b(7~1gr) > 0) = P(bg + (ap — 1)z > 0) = 0.

C_ =0 ssi il existe une translation 7 : X — X + z t.Q.

P(b(r1g7) < 0) = P(by + (ap — 1)z < 0) = 0.




Notations

Dimension > 1

u loi de Aq
@ S, support de p

@ RY vecteurs ligne de dimension d

@ S9-1 vecteurs ligne de norme 1

@ S, vecteurs ligne de norme 1 a coordonnées positives
e PY4-1 espace projectif

Matrices positives

@ Action de GI(d,R) sur §9-1

_ xa
xall



Hypotheses de Kesten

@ Condition d’existence de la loi stationnaire
@ P(Ap >0)=1, P(Agaunelignede0)=0

@ le sous-groupe engendre par {logp(a) |ac,, a>> 0}
est dense dans R

@ Condition d'intégrabilité :
il existe o > 0O tel que
E[minigi<a { Sy Ao(i) | = do/2 et
E[[[Aol|” log™ [[Aoll] < oo



Résultats de Kesten
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Theoreme 1
Jr dans ]0, o] tel que pour tout x dans S

lim t"IP’(mr?xHxAl —-Ap|>t)>0

..... t——+oo

Théoreme 2
@ SiP(Bp=0)<1, PBp>0)=1 E|Bgl<oo

alors pour tout x dans S

lim t*"P(xR >t) >0

t—+4o00




Preuve

Premiéere étape

Opérateurs sur les fonctions continues sur S
P () = ElRA*TOx- Al = [ [xalF(x - au(da)

Pourtout0 <s <g¢o
@ il existe v° proba sur S et k(s) réel

vSP° =k(s)v®
@ il existe es continue, strictement positive sur S

Pes = k(s)es

@ il existe k> Otel que k(k) =1




Preuve

Deuxieme étape

Opérateur Markovien Q sur S

Of(x) = —Pr(es)x)

en

- / [xale,(x - a)f (x - a)yu(da)

e(Xn)

Chaine de Markov (Xn,Up) sur St

[XoA1 - - - An 1]

-+ Ap

avec X, de transition Q



Preuve

Troisieme étape

@ Théoreme 1
théoréme de renouvellement de Kesten pour (Xpn, Up)

IiT t"IP’(mr?xHxAl <+ Ap]| > t) = Key(x).

Matrices positives t

@ Théoreme 2
Positivité
comparaison entre P(max, ||XAz - - - An|| > t) et
P(xR > t)



Hypotheses de Le Page

@ condition d’existence de la loi stationnaire
@ pour tout ouvert { de S~ et tout x € S9-1,

i/]lu(x-a)u”(da) >0
n=0

@ le sous-groupe engendré par 'ensemble des log |p(a)|
tels que a € ', et a a une valeur propre simple reelle
dominante est dense dans R

@ pour tout x P(A;x +B; =x) <1

@ Jo > Otelque E[p(A1)°] > 1, ou p(A;) est la plus
petite valeur propre de (A;'A;)Y/2

@ 30 > 0 tel que E[sup{||A1|, [|B1}]°1® < +o0, et
E([|A¢[|7°) < +o00



Résultats de Le Page
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Théoreme

Il existe x €]0, o] tel que limp(E[|Az - - - Ag]|®)Y™ = 1 et pour
tout x € S9-1

lim t"P(xR > t) = H,(X),

t—oo

ou H,. fonction continue sur P4—1, strictement positive et
vérifiant pour tout v dans P94-1,

He(v) = / [GA"H, (VA)u(dA).




@ Etape 1 : étude des opérateurs PS sur P94-1
Pof(v) = E[[[VAL°f(vA1)] = / IVal*f(va)u(da)

@ Etape 2 : définition d’'un opérateur Markovien Q sur
P91 puis sur 91

@ Etape 3: théoréme de renouvellement de Kesten
@ Etape supplémentaire : la limite trouvée est non nulle



Condition i-p

e La condition i-p
@ Définition
@ L'ensemble limite



Irréductibilité et Proximalité

22/39 I, semi-groupe engendré par le support S,, de la loi i de Aq
Benoite de
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Irréductibilite
@ [, irréductible : pas de sous-espace invariant non trivial

@ [, fortement irréductible : pas de réunion finie de
sous-espace invariants

proximalité

@ [, proximal sur I'espace projectif pd-1:

Définition

w,v/ e P71 3(ay) €T, t.g. d(van,v'an) — 0

@ a € I, estproximale si a a une unigque valeur propre
dominante.
v2 e P9-1 direction propre associée




La Condition i-p

Définition

I, vérifie la condition i-p s'il est
@ irréductible
@ proximal

Définition équivalente
I, vérifie la condition i-p si
o fortement irréductible

@ contient un élément proximal




Exemples en dimension 2

Semi-goupes engendrés par deux matrices

a, &’ matrices de GI(2,R) telles que

@ a et a’ ont chacune deux valeurs propres réelles de
modules distincts,

@ les quatre espaces propres correspondants sont deux
a deux distincts.

Alors le semi-groupe ' engendré par a et a’ vérifie la
condition i-p

Exemple vérifiant i-p :

=(51) “=(373)



Action de [, sur I'espace projectif

Ensemble limite

L(r,) = {vd acT,, aproximale} c P91

Sous la condition i-p
@ L(I',) est non vide
@ Unique fermé I ,-invariant minimal sur P94-1

L(ru): ﬂ m

vepd—-1




Lensemble limite

Action de I, sur la sphére

Deux cas possibles

@ unique ensemble fermé I',~invariant minimal,
symétrique, d’image projective L(I",,)

@ deux ensembles fermés I -invariants minimaux
disjoints, symétriques I'un de l'autre, d'image projective
L)

Caractérisation des deux cas

Cas 2 ssi
I, préserve un cone convexe fermé saillant d'intérieur non
vide




Exemples en dimension 2

Deux ensembles limite

Exemple 1
(21 4 (11
~\0 1 ~\2 0

@ [ engendré par a et @’ vérifie la condition i-p

@ Cobne convexe invariant : vecteurs positifs



Exemples en dimension 2

Un seul ensemble limite

Exemple 2
a_ 2 1 o — -1 -1
-\ 0 1 -\ -2 0

@ [ engendré par a et @’ vérifie la condition i-p

Lensemble limite

@ a’ envoie les vecteurs positifs sur les négatifs, donc un
seul ensemble limite symétrique

@ a et a’ préservent I'ensemble des vecteurs positifs ou
négatifs :
I'ensemble limite n'est pas égal a toute la sphére




Nouveau
résultat

e Nouveau résultat
@ Eléments de preuve
@ Exemples en dimension 2



Hypotheses

Condition d’existence de la loi stationnaire
I, verifie la condition i-p

pas de cone convexe fermé saillant d'intérieur non vide
invariant

pour tout x P(A;x +B; =Xx) <1

Conditions d'intégrabilité :

Nouveau k(s) = |irr]n (/ HaHSu"(da)) 1/n

résultat

@ o =sup{s > 0] k(s) < +o0} >0
o limg_,k(s) >1
@ pour « tel que k(k) =1

E[|Ac]"log™ [[Aq]| + [[By["] < +o0



Nouveau résultat

CRAS 2004
Pour tout x dans S9-1

Jim t"P(xR > t) = fe.(%)

Nouveau

résultat avec / > 0




Les opérateurs P*

Pour 0 < s < ¢, opérateurs PS sur P41

Pf(v) = E[[VAL[>f(vA1)] Z/IIVaIISf(Va)M(da)

GUIVARC'H ET LE PAGE 2004

Pourtout0 <s <o
@ il existe une unique proba v sur P4-1

VP = k(s)v®

@ il existe une unique es continue, strictement positive sur
IP)d—l

Pses — k(s)es l/s(es) — 1




@ définition d’un opérateur Markovien Q sur P91 & partir
de P et e,

@ extension de Q et de ses bonnes propriétés & S4-1
@ théoreme de renouvellement de Kesten
@ la limite trouvée est non nulle

Eléments de preuve



Conditions d’existence de

Sioc =sup{s >0 |k(s) < +oo} = +c0

Proposition
. logk(s) . 1 n
Sﬂr—poo —s = Ilmfup n sup{logp(a) |a€ S;}

Dans ce cas « existe si et seulement si [, est dilatant i.e.
contient une matrice de rayon spectral > 1



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 _ (5 3
=(o1) (15



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 _ (5 3
=(o1) (15



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 _ (5 3
=(o1) (15

v/ Elog ||A1]| < 0 donc existence d’une loi stationnaire
/ conditions d’'intégrabilité



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 _ (5 3
=(o1) (15

v/ Elog ||A1]| < 0 donc existence d’une loi stationnaire
/ conditions d’'intégrabilité

\/ condition i-p par étude des valeurs propres et espaces
propres, et dilatant



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 e
=(61) (3
v/ Elog ||A1]| < 0 donc existence d’une loi stationnaire

/ conditions d’'intégrabilité

\/ condition i-p par étude des valeurs propres et espaces
propres, et dilatant

/ un seul ensemble limite différent de S4-1



Exemple |

Un exemple qui ne vérifie pas les hypothéses de Le Page

Bn ~ N(0,1), Ay ~ pavec u =

(21 e
=(61) (3
v/ Elog ||A1]| < 0 donc existence d’une loi stationnaire

/ conditions d’'intégrabilité

\/ condition i-p par étude des valeurs propres et espaces
propres, et dilatant

/. un seul ensemble limite différent de S9—1

/ loi de A, discréte, loi de B, continue, donc pas de point
fixe



Exemple Il
Un modéle AR(2)

Xn=a1nXn_1 +axnXp_2 +bn <= Yn=AnYn_1+Bp

avec
Yn = t()(l"h)(ﬂf].) An — < al,n az,n )
Bn — t(bn, O) 1 0
EX:p=16a+ 364 avec

(23) (1)

b; ~ A(0,1) ou discrete prenant des valeurs autres que 2
et9/8



Exemple de Kesten

Enoncé

Probléme posé dans KESTEN 1973

@ dimensiond =2

@ my et m, matrices a coefficients strictement positifs
telles que log p(m;) et log p(m,) engendrent un
sous-goupe dense dans R

@ M3 = ry une rotation d’angle 6
@ [t = P10m, + P20m, + P3dm, avec p; > 0 et
P1+p2+p3=1

Est-ce-que cette p peut donner une loi invariante a queue
polynémiale ?

nnnnnnnnn




Exemple de Kesten

Réponse

@ Irréductibilité des que 6 # O[]
@ Proximalité dés que ¢ # 0[7]
@ Unique fermé invariant minimal des que % ¢ Qou

6 _ 2k+1
T n
ig=1o
Sif=73
o el41 el-1 e"+1 e"—1
dimension 2 ml = 812—1 el%rl mZ = e-n-z_l eTr2+1
2 2 2 2

I, ne vérifie pas la condition i-p



Et s’il existe un cone invariant ?

@ 2 fermés l-invariants minimaux symeétriques L, et L_

@ 2 proba invariantes symeétriques pour Q, v; et v_

I, semi-groupe du groupe affine engendré par le support de
la loi n de (An, Bp)

L, = {point fixe attractif de h ; p(h) <1,heTl,}

Loi de la solution stationnaire

@ SiLyUL_ cL,ns%L, alors
loideR =C,vy +C_v_,C,.>0,C_>0.
@ SiL_NL,Nns%;t =0, alors
loideR=C,v,C_>0.
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