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Modele et origine

Descendants

Descendants de n:
m2n
m2n+1

Caractéristigue numeérique de la
cellule n (diamétre, concentration
d’'une molécule, ...)

m X,
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Modele et origine

Définition mathématique

Processus autorégressifs de bifurcation BAR
in = a -+ b Xn + o,

Xopy1 = € + dXn + eopy1.

m X; ancétre
| (62,,,62,,4.1) bruit

Estimation des coefficients déterministes a, b, c et d \
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Etat de l'art

Processus stationnaires

m Cowan,Staudte, Biometrics, 1986 : Introduction,
motivations biologiques

m Huggins, Annals of Statistic, 1996 : EMV pour les grands
arbres, ordre 1

m Huggins, Basawa, Journal of Applied Probability, 1999 and
Australian Journal of Statistics, 2000 : EMV pour les
grands arbres, ordre > 1

m Basawa, Zhou, Journal of Applied Probability, 2004 : BAR
avec bruit exponentiel, and Journal of Time Series
Analysis, 2005 : TCL pour les BAR

Caractéristiques
bruit iid, symétrie
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Etat de l'art

Processus non stationnaires

m Guyon, Annals of Applied Probability, 2007 : EMC pour
BAR gaussiens par les chaines de Markov

m Delmas, Marsalle, 2008 : modele de Guyon + mort
possible des cellules

Caractéristiques
bruit iid (gaussien), absence de symétrie
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Etat de l'art

Nouveaux résultats

Notre travail
m bruit différence de martingales

m vitesses de convergence
m méthodes martingales
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La filtration des générations

Générations

m Génération 0: Go = {1}
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La filtration des générations

Générations

Benoite de Saporta

m Génération 0: Gy = {1}
m Génération 1: Gy = {2,3}
m Génération 2 : G, = {4,5,6,7}

m Génération n :
Gp={2M2"+1,..., 21 _1}
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La filtration des générations

Générations

m Génération 0: Go = {1}
m Génération 1 : Gy = {2,3}
m Génération 2 : G, = {4,5,6,7}
m Génération n:
Gp={2",2" + 1,...,2Mm1 — 1}
Arbre jusqu’a la génération n:
Th= UZ:O Gk
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La filtration des générations

Générations

m Génération 0: Go = {1}
m Génération 1 : Gy = {2,3}
m Génération 2 : G, = {4,5,6,7}
m Génération n:
Gp={2",2" + 1,...,2Mm1 — 1}
Arbre jusqu’a la génération n:
Th= UZ:O Gk

Taille de la génération n: |G,| = 2"
Taille de 'arbre jusqu’a n:
|Tn| = 2n+1 - 1
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La filtration des générations

Filtration

Definition

.7:0 :O'{X1}
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La filtration des générations

Filtration

®
(D
O,
(2] Definition
® Y (X1, Xo, Xa}
F1=0{X1, X2, X3
()
1
(12)
()
(13)
©
(1)
O,
(12)
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La filtration des générations

Filtration

[N

Definition

Fo = o0{Xk avec k € Ty}

w
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Filtration
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[N

Definition
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Fn=o0{Xxavec k € Ty}
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La filtration des générations

Filtration

-

[N

Definition

o

Fn=o0{Xxavec k € Ty}

=

TN

/N N\

o

Linformation croit exponentiellement
vite : 2x plus de cellules a chaque
génération

w
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0000

Modeéle

Notre modele

Processus BAR

Xon = a + bXy + eop,
Xopy1 = € + dXp + cong1.
Hypothéses
m E[X$] < oo
m 0 < max(|bl,|d|) <1
m g +]c|#0
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Modeéle

Hypotheses sur le bruit

(H1) Vn>0etVk € Gpyq,

Elex|Fn] =0 et Ele2|Fp] = 02 > 0 p.S.
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Modeéle

Hypotheses sur le bruit

(H.1) Yn> 0 etVk € Gpyq,
Elek|Fn] =0 et E[e2|Fn] = 0% > 0 p.S.

(H2) Yn> 0etVk #( € Gy,

e si [k/2] # [¢/2], alors ¢ et ¢, indépendent sachant F,
e si[k/2] = [¢/2], alors pour p < o2

Elekee|Fn) = p p.s.
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Modeéle

Hypotheses sur le bruit

(H.1) Yn> 0 etVk € Gpyq,
Elek|Fn] =0 et E[e2|Fn] = 0% > 0 p.S.

(H2) Yn> 0etVk #( € Gy,

e si [k/2] # [¢/2], alors ¢ et ¢, indépendent sachant F,
e si[k/2] = [¢/2], alors pour p < o2

Elekee|Fn) = p p.s.

sup sup E[ef]|Fn] < oo p.s.
n>0 keGpyq
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Modeéle

Estimateur des moindres carrés

Estimateur de 6 = (a, b, ¢, d)!

an Xok
~ bn —1 Xy Xok
n Cn (2 ® Sy4) ke; Xok-+1
dn "\ X Xokt

avec

1 X
S = Z<Xk XE)

keTp,
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Modeéle

Martingale principale

Estimateur et martingale

€2k
Z _ X Eok —
(Oh—0)=(IL®S ") > gkk : =31 M,
KET/_4 X Lo
k€2k+1
avec L, =D ® S, et M, F-martingale
€2k
Xie
M, — Z kE2k
keT, €2Kk+41
Xkeok+1
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Modeéle

Estimateurs de variance/covariance

Estimateur de la variance conditionnelle

1

2 2 | 2

On = o Z (82K + E2k41)
| n_1| KeT,_4

v

Estimateur de la covariance conditionnelle

Pn = \’JI‘ | > EakEaky
n—1 KkeT,_q

avec pour tout k € G,

Eok = Xokx — a@n — bnXx

Eok1 = Xok41 — Cn — A Xk
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@00

Résultat clé

Rappels sur la convergence des martingales

(Mp) F-martingale scalaire bornée dans L2
AMn-H = Mn+1 - Mp
Processus croissant < M >, =>"}_ E[(AMyy1)? | Fol

Convergence des martingales L?

Silimp_s < M >p= +00, alors

— 0 p.s.

2 log(<M>p
)" = o(esten) ps,

<M>

+ conditions de moments alors (<M>

Résultats analogues pour les martingales vectorielles.
|C| < M>n: I2 & Sn
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Résultat clé

LGN pour le bruit

Lois des grands nombres

Sous (H.1), (H.2) et (H.3)

ek =0 p.S.

keTn

d ek = o p.s.

keTh

n—>+oo |Tn|

n~>+oo |Tn|

Z E2kE2k+1 = P p.s.

lim
n— oo |Tn 1| keT,
n—

Application directe de la LGN pour les martingales scalaires
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Résultat clé

Comportement asymptotique du processus croissant

Sous (H.1), (H.2) et (H.3)

lim S =L p.S.

n—oo [Tp|

avec L matrice symétrique définie positive explicite

LGN pour le bruit et équation de récurrence du BAR

Benoite de Saporta U Bx, IMB, CQFD

Analyse asymptotique des BAR via les martingales



Convergences
00080000000

ois des grands nombres

Lois des grands nombres pour 6

Théoreme

Sous (H.1), (H.2) et (H.3)
6, converge p.s. vers 6 a la vitesse

~ log | T,
| 6, —6 =0 (Og|”1|> p.S.
|Tn—1|

Loi forte quadratique

lim merk 118k — 0)IN(By — 6) = p.s.

aveCA=DL®L

v
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Lois des grands nombres

Martingales vectorielles

(On—0) =%, M,

LGN pour les martingales vectorielles de la forme
My = >"F_1 Vi_1&, avec les (Vi) et (&) de taille fixe

Probléme
ici la taille des (W) et des (&) double a chaque génération
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Lois des grands nombres

Martingales vectorielles

(On—0) =%, M,

LGN pour les martingales vectorielles de la forme
My = >"F_1 Vi_1&, avec les (Vi) et (&) de taille fixe

Probléme
ici la taille des (W) et des (&) double a chaque génération

refaire la preuve de la LGN vectorielle pour les martingales
dans ce cas
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s des grands nombres

Eléments de preuve

Comportement asymptotique lié¢ & V,, = (6, — 6)'<,_1(6, — 6)

Décomposition

Vor1 + An = Vi + Bnypt + Wit

n
An = Y M(E - 5 )Mi
k=2
n
By = 2) MY AMy,
k=2

n
Witt = > AM 50 AMy
k=2

v
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Lois des grands nombres

LGN pour la variance conditionnelle

1 2 2
= o7 (€2k + €541)
2|r]rn—1| kETZn_1 *

Théoreme

2
On

Sous (H.1), (H.2) et (H.3), 52 converge p.s. vers o2
. ~ 2 | (= 5 400
n"—>mooﬁ Z (Eok — €2k)” + (Eokt1 —€2k41)° = 4o p.s.
KeT,_4
. Th|
nlmm nn (62 —02) = 402 p.s.
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Lois des grands nombres

LGN pour la covariance conditionnelle

D ecoktaks

KeT/_4

Théoreme

Sous (H.1), (H.2) et (H.3), p, converge p.s. vers p

pn= \n1\

1
lim — Z (52/( - €2k)(€2k+1 — €2k+1) = 2p p.S.

n—oo N

kGTn 1

. Thl, -
lim M(pn—pn) = 4p p.Ss.

n—oo N
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[ ele}

Théoréme central limite

Hypotheses supplémentaires

(H.4) Yn>0etVk € Gpyq,
Ele}|Fn] = 7 p.S.

et Vk # ¢ € G, avec [k/2]=[¢/2] et pour 12 < 74

Ele262| Fp] = 2 p.S.
(H.5)
sup sup E[§]F,] < oo p.s.
nZO kGG,,+1
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Théoréme central limite

TCL

Théoréeme

Sous (H.1) — (H.5)

ST l@n—0) £ A, raL

4 _o 4, 2
VITsl(@-0%) £ w0, Z=27 57

VTl —p) = N(O,0% - 2)
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Théoréme central limite

Eléments de preuve

m Condition de Lindeberg non vérifiée
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Théoréme central limite

Eléments de preuve

m Condition de Lindeberg non vérifiée

m TCL pour différences de martingales vectorielles non
vérifié pour la filtration F
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Théoréme central limite

Eléments de preuve

m Condition de Lindeberg non vérifiée

m TCL pour différences de martingales vectorielles non
vérifié pour la filtration F

—> Nouvelle filtration G filtration des paires
TCL pour différences de martingales vectorielles valide
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