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Introduction




Définition

Auto-régression linéaire a régime markovien :
Introduction

Yn+1 - anYn + bn7 ne Z,

(an, bn) est une chaine de Markov

Séries chronologiques qui changent de régime au cours du
temps

@ séries économiques
@ données climatiques



Exemple de Hamilton

Série du PIB américain

Exemple de HAMILTON 1989

PIB americain entre 1952 et 1984 : variation trimestrielle
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Exemple de Hamilton

Modélisation

an(o) + an(l)Xn_l + ct + an(4)Xn_4 + bn

Introduction ° Xn — 100 IOg PrBInBEl
@ a, = (an(j), ] =0,..,4) chaine de Markov a deux états

(909, 265, 29, —126, —110)/1000
(—420, 216, 628, —73, 97)/1000
@ Matrice de transition

0.882 0.118
0.286 0.714

Interprétation des états
1=croissance, 2=récession — Cycles économiques




Exemple en climatologie
These de P. Ailliot

Modélisation de l'intensité du vent au point 46.25N, 1.67E
en janvier (données toutes les 6h sur 22 ans)

Introduction




Exemple en climatologie
Modele

Yn @ intensité du vent suit une loi Gamma d’écart-type o (in)
et d’espérance :

Introduction

E[Yn | Yn—1,in] = @(in)Yn—1 + b(in),
(in) chaine de Markov a deux états.

o(i) | a(i) | b(i)
régime 1 | 1.37 | 0.79 | 1.46
régime 2 | 2.40 | 0.77 | 2.24

Matrice de transition
0.98 0.02
0.03 0.97

Interprétation des états : types de temps

1=nord-est anticyclonique,

2=ouest perturbé




e Coefficients iid

Coefficients
iid



Le modele

Modele AR(1) :

Yn+1 == anYn + bn, ne Z,
Coefficients
iid

(an, bn) variables aléatoires.

Modélisation :
@ séries chronologiques,
@ processus de branchement,
@ marches en milieu aléatoire,
@ modeéles AR(d), ARMA, GARCH...



Solution stationnaire

11/43

Benoite de Brandt 1986, Bougerol et Picard 1992

Saporta
Si (an, bn) stationnaire,

Coefficients

1
iid a = Ilim HE“OQ las - "an”] <0,

et
Elog+ ||b0|| < 00,

= unique solution stationnaire

(0.0)
Rn — Z an-1-"- an—kbn—k—la
k=1




Moments

Si (an) indépendante de (by), et by a des moments a tout
ordre

@ V0O <s <1,

Coefficients [e.]

i

” EJRy[® < " Efaga 1 a ;1| Elb i,
k=0

@ Vs > 1,

(E[R[®)** < ZEllaoa—l---a-k+1Hs)l/s(EHb-kHs)l/s-

Alors R a un moment d’ordre s si

k(s) = lim(E||a;a, - can|®)Y" < 1.




Convexité

s — logk(s) = loglim,(E||a;a; - - - an||%)Y/™ est convexe

Coefficients
iid

3 cas possibles :



Cas indépendant

Si (an, by) iid

Kesten 1973, 1974 : dimension d, matrices positives

Coefficients
iid

Le Page 1983 : dimension d, matrices plus générales
Goldie 1991 : dimension 1

@ E|R3|| < oo si et seulement sik(s) < 1
@ Sik(x) =1, queue polynémiale :

P(||Ry]| > t) ~ Ct™".




Hypotheses en dimension 1

@ (an,by) iid
Coefficients @ Jk > 0 vérifiant

iid

Elao|" =1, E[lao|"log™ |ag|] < oo, E|bg|" < oo,

@ Stationnarité : Elog|a;| <0

@ loi conditionnelle de log |ag| sachant (ag # 0)
non-arithmétique



Résultat de Goldie

Goldie, 1991

@ Siag > 0,

Coefficients
iid
t"P(Ry >t) —— C,, t"P(R; < —t) ——C_,

t——+oo t—+o0
C,. > 0etC_ > 0 constantes.

@ SiP(ap < 0) > 0, mémes limites les limites avec
Ci=C_>0.

@ Dans les deux cas, C; + C_ > 0 ssi
P(bp = (1 —ag)x) < 1.




e Résultat Principal

Résultat
Principal



Cadre de travail

Processus auto-régressif a régime markovien scalaire :

Yn+1 = anYn + bn, ne Z,

@ (an) : chaine de Markov irréductible, apériodique,
Résultat . . .
Principal stationnaire sur E = {ej,...,ep} C R, matrice de
transition P = (pj;), loi stationnaire ..

@ (by) i.i.d. non nulles, indépendantes de (an)

@ Elog(ap) = >_log(ei)u(ej)< 0 et Elog™ (bg) < oo
unigue solution stationnaire :

o0
Rn=> ah1an 2 -ankbp1k, NEZ
k=0



Résultat

Théoreme (SPA 2005)

@ 3x > Otel que P,, = diag(e)'P soit de rayon spectral 1,

@ les log ej ne sont pas tous multiples entiers d'un méme
Principal nombre,

Résultat
(*] E‘bo’” < oo,

alorspourx € {—-1,1}:

t"P(xRy > t) P L(x),

ouL(1l)+L(-1) >0.




Exemple de 2 régimes

Calcul du rayon spectral

@ 2états : E = {eg, ez}
. " p 1-p
@ matrice de transition P = ( 1°q g > p <1,
g<letp+q#0
@ loi invariante : p = ﬁ(l -q,1-p)

Résultat
Principal

@ Condition de stationnarité : |e; |1~ 9je,|1 P < 1
@ Calcul du rayon spectral

P.— ( le1|°p le1/5(1 —q) )
° [e2[5(1—p) ezl

Rayon spectral : ps = [E17PFePaEVAs qyec
As = |e1|*p® + |e2|*°9* + 2ese,[°(pq — 2p — 2q + 2)




Exemple de 2 régimes

Existence d’'une queue polyndmiale 1

moment a tout ordre si :
@ leg| <1letley <1,
ep=0etl<lel<le?,
@g=0etl<|ey<|e]™t.

Résultat
Principal

gueue polynbémiale si :
@ |ei| >1letp #0,
o p=0etley ' <les| <ep| 17T,
@ ey >1letq#0,
© g =0etle] " <[ezf < e /P



Exemple de 2 régimes

Existence d’'une queue polyndmiale 2

Résultat
Principal

] quene exponenitc
Quene polynomite

p=050q=07

7T quese exponenine

1 Queue polynomiale

p=0,q=07




Preuve

@ Preuve

@ Reégularisation
@ Renouvellement
@ Etude de la limite




Régularisation

LE PAGE 1983, GOLDIE 1991

et
z(x,t) = et/ u"P(xR; > u)du.
0

z(x,t) =3P, Zi(x,t), o :
el
Zi(x,t) = e‘t/ U"P(xR; > u,ap = €;)du
0

et
e“/ u"P(xeiRp > u,ap = €j)du + Gj(x,t).
0



Transformation

Changement de variable

et— log g;
Zi(x,t) = e(t'ogei)e{“/ UP(xRo > U,ap = € )du+G;j(x,1).
0
Propriété de Markov

p
P(XRo > U, a0 = &) = Y P(xRo) > u,a_1 = &))pj.
=1

Stationnarité

p
P(xRo > u,ag = ;) = ZP(XRl > U, a0 = €))pji-
j=1



Equations de renouvellement

On obtient le systeme :

p
Zi(x,t) = e,"Z[pJ,ZJ(xt Iogei)]+Gi(x,t)

avec
Fij (t) =¢€f Pji Lt>loge; s

el
- e_t/U”QP’(le > U, = &) — P(xaoRo > U, a0 = e‘)>du'
0



Introduction

@ F = (Fj)1<ij<p fonctions de répartition
@ G =Y(Gy,...,Gp) fonctions réelles
@ Z =%(24,...,Z,) fonctions réelles

p 00
20 =6+ [ 2t - u)Fu(du)
k=1v %

Théorie du renouvellement
comportement asymptotique de Z en +oo

Références

@ Feller, 1971 : p =1, F1; probabilité

@ Crump, 1970, Athreya et Rama Murthy 1976 : p > 1,
Fij . R+ — R+




Notations

Produit de convolution matriciel F = H :
H matrice p x r de fonctions réelles mesurables

p 0o
(F*H)(t) = Z/ Hyj(t — u)Fi(du).

Espérance de F : I = (7j)1<ij<p avec vj = [ uFjj(du)
FO)(t) = diag(1iso, - - -, 1i>0)
o FI)(t) = F « F-1)(t)

Fonction de renouvellement U(t) = "0  F(M(t)



Arithmeéticité

F est arithmétique si

@ pourtouti # j, Fjj est concentrée sur un ensemble de
la forme by + \jZ,
@ pour tout i, Fj est concentrée sur \;Z,

Renouvellement

@ les )\ sont multiple entiers d’'un méme nombre,
A le plus grand de ces nombres,

@ pour tous ajj, aj, ay points d’accroissement de Fj, Fijx
et Fi, & + ax — aj est un multiple entier de \.



Hypotheses sur F

@ Mesures finies :
Visij=p,  Fj(oo) = lim Fy(t)< oo.
@ Transience :
VteR, U(t) < oo.

@ F(o0) irréductible & puissances bornées en norme.
@ Rayon spectral :  p(F(o0)) = 1.

m et u vecteurs propres de Perron-Frobenius

F(oco)m =m, tuF(oo):tu,

p p
Zmi:l, Zuimizl.
i=1 i=1



Résultats
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Benoite de Théoréme (Ann IHP 2003)

Saporta @ F non arithmetique

@ espérance [ existe
alors, v = ul'm > 0 et
m; U;

Uij(t + h) = Uij (t) t—> T’h_

@ G directement Riemann intégrable
@ Z = U % G existe,

alors

M=

‘ 1
tlrgo Zit) = ;m,

[uj /oo Gj(u)du}.

=t e




@ Incréments de U uniformément bornés
= J(tn) — +o0 et V;; mesures t.q.

Uij (tn + dt) — Vij(dt)



@ Incréments de U uniformément bornés
= J(tn) — +o0 etV mesures t.q.

Ui (th +dt) — Vij(dt)
@ Identification des Vj;
G =1Y0,...,Gy,...,0) avec Gk continue a support compact
tn — +oo dans I'équation de renouvellement
solutionsde Z =F xZ
Vij = aijE




@ Incréments de U uniformément bornés
= J(tn) — +o0 etV mesures t.q.
Uij (tn + dt) — Vij(dt)

@ Identification des Vj;
G =1Y0,...,Gy,...,0) avec Gk continue a support compact
tn — +oo dans I'équation de renouvellement
solutionsde Z =F xZ
Vij = aijE

@ Identification des coefficients de proportionnalité
G=1Y0,...,Gg,...,0) avec

Gk(t) = ]l[o7 1](t) = aj = Ccmjy;
G(t) = (F(co)lso —F(t))m = c=~1



Equations de renouvellement

Zi(x,t) = i/Zj(X,t—U)Fij(dU)+Gi(X,t),
i=1

avec
Fij(t) = epjilizloge s

et
= et/u”<IP(XR1 > U,a9 =€) — P(xapRo > U, a0 = ei)>du'
0



Application du th de renouvellement

Fij mesures finies, Fjj(co) = e{'p;i = P, de rayon
spectral 1.

@ Espérance de F : [ = ef'pj loge;.
@ Les log(e;j) ne sont pas multiples entiers d'un méme
nombre, donc F non arithmétique.

@ Finitude de U :
Uit) = 3RV < e 3P

série convergente par convexité de s — log (p(PS)).

@ Z = U % G : itérer I'équation de renouvellement, et
FMxz -0

@ G est directement Riemann intégrable : utiliser
E|bg|® < 400.



Théoreme de renouvellement

Théoreme de renouvellement pour les systémes :

lim t*"P(xRy >t) = Ilim z(x,t)
t—oo t—oo
p
= lim Zi(X,t)
t—o0 4

i=1

= ’lYJ:il [uj /ZGj(x,S)ds}.

Probléme
Limite non nulle ?




Limite non nulle

@ Premiére étape :
Grincevicius 1980, Goldie 1991

2t
P(|R1| >t) > C P(sup ag---aj_n > ?).
n

Inégalité de symétrisation de Lévy
Lemme de Feller Chung

@ Deuxieme étape :
Evaluer P(sup, ag---aj_n > 2).



Etude du produitag---a;_n

Marche aléatoire a pas markovien :
n
So =0, Sn= Z log(ai—k) = log(ao - - -ai—n).
k=1

Etude du processus d’échelle S, ou :

n = inf[n>1: S, >0},
T = inf{lk >m_1: S¢>S, |}

Arjas et Speed 1973 + Renouvellement
— e™P(max(Sy) > t) = e™P(max(S,,) >t) > C > 0,

C > 0 constante explicite.




Autres
résultats

e Autres résultats
@ AR(1)
@ Temps continu
@ Bruit



AR(1) a regime markovien

Résultats analogues :

@ Indépendance conditionnelle entre (a,) et (bp).
Hypothése supplémentaire : absence de point fixe.

@ les a, changent de signe
Séparer les états positifs et négatifs.
Les deux constantes ne sont pas toujours égales

@ En dimension supérieure
Chaine a valeur dans les matrices positives et a
espace d’'états finis



En temps continu

Processus d’Ornstein Uhlenbeck a régime markovien

Processus d'Ornstein Uhlenbeck a régime markovien

Yo Fo — mesurable
dY; = e(Xt)Ytdt + O'(Xt)th.

@ X processus Markovien de saut ergodique.
- espace d'étatsE = {1,--- ,N}, N > 1,
- fonction d’intensité A > 0 sur E
- noyau Q = (q;) irréductible, a diagonale nulle
- loi stationnaire u
@ W mouvement brownien standard indépendant de X,
(F) filtration associée



En temps continu

Résultat

S. et Yao, AAP 2005

v loi stationnaire
@ SivVi,e(i)<0,alorsVs>0:

/]x\sy(dx) < 6m
R
@ Siditelquee(i) >0,alors3x>0etL>0:

t"v(]t, +-o00) — &

t"v(] — oo, —t[) —— L.

Preuve : discrétisation



Roéle du bruit

Thése de R. Stelzer

Modele ARMA a régime markovien :

Xn = d)l,nxn_l +--+ (Dp,nxn—p
+Xnen + el,nzn—lﬁn—l +-+ eq,nzn—qﬁn—q

@ A= (Xn,P1n, ..., Ppn,O1p,...,Oqn) chaine de
Markov stationnaire ergodigue

@ (en) iid indépendent de A

Ecriture matricielle : Y, = AnYq_1 + Bn.



Roéle du bruit

Résultat

Résultat

@ ¢, a queue polyndmiale

P(|lenl| > t) ~t~7
@ il existe s > (5 tq
liM(E||Ao - - A_nya[®)M" < 1

alors la solution stationnaire a une queue polynémiale
d’ordre (.

Bruit
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