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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Processus markoviens déterministes par morceaux
[M. Davis]

Davis (80's)

Classe générale de processus stochastiques

virtually all continuous-time stochastic models arising in
applications except diffusions

» processus : évolution dynamique au cours du temps

markoviens : absence de mémoire le futur ne dépend du passé
qu'a travers le présent

v

v

déterministe : comportement déterministe

» par morceaux : entre des sauts aléatoires
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Qu'est-ce que c'est ? Présentation informelle

Division cellulaire
IN. Krell

Taille d’une bactérie au temps t
» Croissance exponentielle

» Division en 2 en fonction de la taille

/54



Qu'est-ce que c'est ?

Modele d'atelier
[M. Davis]

Fonctionnement d'un atelier avec une machine
peut fonctionner normalement
peut tomber en et étre envoyée en

peut fonctionner et étre envoyée en

m=3 7



Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Chemostat
[C. Fritsch]

Masse d'une population de bactéries au temps t
substrat substrat + biomasse
Dynamique
» croissance exponentielle des

bactéries (en fonction du
substrat)

» division des bactéries

> soutirage
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Potentiel électrique le long d'un neurone

[M. Thieullen]
Potentiel électrique et nombre de canaux ioniques KT ouverts
(100 canaux)

30 -
20
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Définition informelle
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Définition informelle
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Définition informelle
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Définition informelle
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Qu’est-ce que c'est ? Présentation informelle

Définition informelle
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Qu’est-ce que c'est 7 Construction

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Qu'est-ce que c'est ?

Construction
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Espace d'états

Processus hybride X; = (mq, yt)
» mode discret m¢ € M ={1,2,...,p}

» variables d’état euclidiennes y, € RY

Espace d'états
E, ouvert de RY, me M

E =U({m} x Ep) En
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Qu'est-ce que c'est ? Construction

Dynamique déterministe

Flot
Dans le mode m, 0,,,: R x R — RY

» Op,(y. ) solution au temps  d'un systéme d'équations
différentielles partant de y au temps 0

» Propriété de semi-groupe
¢m(Y7 5+t) = Om (“m(% s), t)

Env

m'
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Mécanisme de saut : quand sauter ?

Sauts déterministes

Sauts déterministes
temps déterministe d'atteinte de la frontiere ¢ (m. y)

t(my)=inf{t >0:¢m(y,t) € VE,}
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Mécanisme de saut : quand sauter ?

Sauts aléatoires

Sauts aléatoires
Intensité )\, dans le mode m: E,, — R

P (T > t) =€ Jo A (@m(y,s))ds

» loi de type loi exponentielle

» I'intensité dépend de la position du processus
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Mécanisme de saut : quand sauter ?

Loi du premier temps de saut T3
Minimum entre

» le temps déterministe d’atteinte de la frontiere

» |le temps de saut aléatoire

o= Jo Am(omlyNds it < ()

Blmn (11> 1) = { 0 si t> 1 (m.y)
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Mécanisme de saut : ou sauter ?

Nouveau mode et/ou position (M, Y1) sélectionnés au temps T;
par un noyau markovien Qp,

P,y (M1 71) GA)=/AQm(¢m(y, 71), dx)
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Qu’est-ce que c'est ? Construction

Construction itérative

Point de départ

Xo=720=(m,y) =x
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Qu'est-ce que c'est ? Construction

Construction itérative

X suit le flot déterministe jusqu'au premier temps de saut 71 = 53

Xe = (m, ¢m(y, t)) = ()(X. t), t< Ty
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Qu'est-ce que c'est ? Construction

Construction itérative

Position et mode aprés-saut /; = (M, Y1) tirés suivant la loi

Qm(¢m(Y: Tl)?') = Q<”(X' ),)
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Qu'est-ce que c'est ?

Construction itérative

Xt suit le flot déterministe jusqu'au prochain temps de saut T,

XT1+t = (M17¢M1(Y17 t)) = ) t < = T2 - Tl

Qm (¢’m (v; T1), )
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Qu'est-ce que c'est ? Construction

Construction itérative

Position et mode aprés-saut /> = (M, Y2) tirés suivant la loi

Qi (on (Y1, 52),7) = Q((Z1.5). ) ...
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Qu'est-ce que c'est ? Construction

Construction itérative
[M. Davis]

> Initialisation Xo = Zy = x = (m,y), So=To=0

» Récurrence pour tout n >0
» tirer 5,.1 selon I'intensité A\ et le temps d'atteinte de la
frontiére
» poser 1,1 = Th+ Spi1
» pour T, <t < Tpyq, poser Xy = ¢(Zn, t — Tp)
> tirer Z, 1 suivant Q(¢(Zs, Snt1), )

— Processus de Markov fort (X¢)
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Qu’est-ce que ¢ca modélise ?

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Qu'est-ce que ca modélise ?
Biologie
Neurosciences
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Qu'est-ce que ¢a modélise ?

Domaines d’application

Premieres applications
» gestion de stock
» files d'attente
» assurance

» modeles d’atelier

Applications plus récentes
» traffic internet

» mécanique

v

fiabilité dynamique

v

biologie

> neurosciences
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Qu’est-ce que ¢ca modélise ? Biologie

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Qu'est-ce que ca modélise ?
Biologie
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Qu'est-ce que ¢a modélise ?

Division cellulaire
[N. Krell]

X; taille d’une bactérie au temps t
[0, o0]
Croissance exponentielle ¢(x,t) = xe™*

Proportionnelle a la taille A(x) = ax
Division en 2 Q(x,x/2) =1
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Qu'est-ce que ¢a modélise ? Biologie

Division cellulaire
[C. Fritsch]

X masse d'une population de bactéries au temps t
» mode = nombre de cellules

» espace d'état E,, = mesures ponctuelles prenant m valeurs

substrat substrat + biomasse
Dynamique — —

]
» croissance exponentielle des
bactéries (en fonction du

substrat)

» division des bactéries

> soutirage
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Qu’est-ce que ¢ca modélise ? Neurosciences

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Qu'est-ce que ca modélise ?

Neurosciences
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Qu'est-ce que ¢a modélise 7 Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone

Canaux ioniques

dendrite

Cytoplasm

axon

Canaux ioniques

» Potassium

» Ouverts ou Fermés
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Qu'est-ce que ¢a modélise ? Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone

Modeéle déterministe

Modéle de Morris-Lecar

» \/ potentiel électrique

» m proportion de canaux K ouverts

dVv 1

E = E(I — /,-O,,(m, V))
dm _ me(V)—m

dt Too( V)

Iion(my V) = GCamoo(V)(V - ECa) + GKm(V - EK) + G(V - Vrest)

h((V
Moo (V) = 14tan ((2 +1)/15), Too (V) = et V/60)
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Qu'est-ce que ¢a modélise ? Neurosciences
Potentiel électrique le long d'un neurone
Modele déterministe

Trajectoires de V' (m = meq = 0.10, / = 30)

40 -
30

20
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Qu'est-ce que ¢a modélise 7 Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone
Modgle PDMP

Canaux ioniques

> Potassium : mouvement lent : stochastique N canaux

m € {0, Nipocog N L , 1} proportion de canaux K™ ouverts
» Mode me{O,N,...,%,l}
> Intensité individuelle
» ouverture d'un canal 3 intensité a(V) = ';:;((VV))
» fermeture d'un canal a intensité S(V) = 1_7:—?\/()\/)
> Intensité globale
A(m, V) = N(mB(V) + (1 — m)a(V))
» Noyau de saut m — m=+1/N
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Qu'est-ce que ¢a modélise ? Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone
N =100, Vo = —14, mp =0.1

30 -
20
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Qu'est-ce que ¢a modélise ? Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone
N = 1000, Vo = —14, mp = 0.108

40 -
20
0

20 |-

-40 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

600
500
400
300
200

100 | | | | |
0 20 40 60 80 100
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Qu’est-ce que ¢ca modélise ? Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone

Dispersion de 10 trajectoires aléatoires

N = 10, VO = —14, mg = 0.1

AT
\7'»\'/ D) '
¢ .‘f\/) 'Erf“‘--,rf"w

f
1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
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Qu'est-ce que ¢a modélise 7 Neurosciences

Potentiel électrique le long d'un neurone

Dispersion de 10 trajectoires aléatoires
N = 100, Vo = —14, mg = 0.10

40
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PN
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Qu'est-ce que ¢a modélise ?

Construire un PDMP

Equations (physique, chimie, biologie,. .. )
4+ un mécanisme de sauts
changement ponctuel d’environnement, de parametres, pannes

petite population

Avantages

de facon itérative (pas besoin de calcul
stochastique...)

. description du comportement physique

modele tres
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Comment les simuler ?

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Comment les simuler ?
Préliminaire : simuler la loi exponentielle
Inversion de la fonction de répartition
Méthodes de rejet
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Comment les simuler ? Préliminaire : simuler la loi exponentielle

Simulation d'une loi exponentielle

Inversion de la fonction de répartition
Si U ~ Unif|0,1] alors —% log(U) ~ Exp(\)

Preuve

]P’(—%Iog(U)> £ = P(log(U) < —At)
P(U < exp(—At))
= exp(—At)

J10(®)
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Comment les simuler ? Préliminaire : simuler la loi exponentielle

Simulation d'un minimum de lois exponentielles

X1, ... X, lois exponentielles indépendantes de paramétre respectif
A1, ..., Ap, correspondant a la survenue d'événements de type 1 a n

Simuler 7 = min{Xy,... X,} et / I'indice de la variable qui réalise
le minimum

Pour simuler T et /

Il est équivalent de

» Simuler Xy, ... X, et prendre leur minimum, choisir I'indice
correspondant

» Simuler une seule loi Exp(A1 + -+ + An) et choisir
indépendamment | avec probabilité ﬁ
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Comment les simuler ? Préliminaire : simuler la loi exponentielle

Simulation d'un minimum de lois exponentielles

Intensité variable

X1,... X, v.a. indépendantes d'intensité respective A1, ..., An,
correspondant a la survenue d'événements de type 1 a n

T =min{Xy,... Xy} et | I'indice de la variable qui réalise le
minimum

Pour simuler T et /
Il est équivalent de

» Simuler Xi,...X, et prendre leur minimum, choisir I'indice
correspondant

» Simuler une seule loi d'intensité A\; + - - - + A, et une fois
T — t tiré choisir / avec probabilité ﬁ((ﬁ(x, t))
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Comment les simuler ? Inversion de la fonction de répartition

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Comment les simuler ?

Inversion de la fonction de répartition
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Comment les simuler ? Inversion de la fonction de répartition

Inversion de la fonction de répartition

Solution a privilégier quand c’est possible

» Si on sait calculer explicitement la fonction de répartition
le long du flot

» Et si on sait I'inverser explicitement
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Comment les simuler ? Inversion de la fonction de répartition

Inversion de la fonction de répartition

Exemple
> Division cellulaire X o ¢(x, t) = axe™
Fonction de survie Inverse
P(T > t)—exp(—T( -1))  fU) = Iog (1——Iog(U))
L
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Comment les simuler ?

Méthodes de rejet
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson
Simuler la loi de Poisson

T suit la loi de Poisson de paramétre A si
P(T=n)=e¢ ", neN.

nl
» Initialisation i <~ 0, p < e, F < p, stop«< 0
> tirer U ~ Unif[0, 1]
» Tant que stop=0 faire

» Si U< F faire

> renvoyer |
> stop+ 1

» Sinon faire

> p+ Py
» F+—F+p
i+l
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson

[Cocozza] Simuler une intensité variable

Simulation de la loi d'intensité variable A\(x)

» Initialisation choisir A >0, a<+ 0, S+ 0
» Tant que S = 0 faire
> choisir L > sup,< <, A(X)
> tirer \ ~ Poisson(L x A)
» Si N #0 faire
» Pour 1 < k <N faire
o tirer U ~ Unif[a, a + A]
o tirer V' ~ Unif|[0, L]
e SiULV faire S+ SU{U}

» a<a+A

> renvoyer min S
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Comment les simuler ?

Rejet a base de loi de Poisson

N = 100, Point de départ : mp = 0.1 =10/100, Vp, = —14

Intensité a simuler pour le temps de saut
1—my(V) moo(V)>
mV)y=N{m—=2"4+(1-m
(m V)= ( (- m 2=

Too( V)

0<myw <1

— 5
TOO(V) ~ cosh(V/60)
non minore
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson

Exemple de Morris Lecar

Mise en oeuvre de I'algorithme A = 0.5

> g = 0 |
> .
> 2
N 10
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson

Exemple de Morris Lecar

Mise en oeuvre de I'algorithme A = 0.5

25

v

a=0

» L= MaXte[a,a+A] Ao ¢(x, t)
calculé numériquement
(pas=1073) L = 7.39 .

15|
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson

Exemple de Morris Lecar

Mise en oeuvre de I'algorithme A = 0.5
> g = 0 25,
> L = maxeeaaia A0 G(x, 1)
calculé numériquement
(pas=103) L = 7.39
> tirer /.~ Poisson(L x A),
N = 4, tirer U ~ Unif[a,a+ A], |
tirer V' ~ Unif|[0, L]
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson

Exemple de Morris Lecar

Mise en oeuvre de I'algorithme A = 0.5

»a=0

> L = maxec[aatra] AO (X, t)
calculé numériquement
(pas=1073) L = 7.39

> tirer /.~ Poisson(L x A),
N = 4, tirer U ~ Unif[a,a+ A], =
tirer V' ~ Unif|[0, L]

» sélectionner la plus petite {

abscisse des points sous la
courbe 0.3394
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson
Exemple de Morris Lecar
Mise en oeuvre de 'algorithme A = 0.25, L = 25 majorant global

251

20
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson
Exemple de Morris Lecar
Mise en oeuvre de 'algorithme A = 0.25, L = 25 majorant global

251
*

20
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson
Exemple de Morris Lecar
Mise en oeuvre de 'algorithme A = 0.25, L = 25 majorant global
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*
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base de loi de Poisson
Exemple de Morris Lecar
Mise en oeuvre de 'algorithme A = 0.25, L = 25 majorant global

251
*
20
*
151
B
*|
101
L—"]
51
*
*
0 * I I I I I I 1 1 )
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
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Comment les simuler ?

Rejet a base de loi de Poisson

Avantages

Uniquement besoin d'un maximum

Simulation si le flot est connu

Marche avec les intensités individuelles et I'intensité globale
Simuler les temps de sauts et les positions apres
saut

Nombre de sauts

Inconvénients
Calculer un local / global
d'itérations inconnu, aléatoire

Si flot numérique, inconnu,
aléatoire, pas de calcul des trajectoires entre les sauts

Horizon de simulation
44 /54



Comment les simuler ?

Rejet a base de loi exponentielle

Algorithme de type Gillespie

un nombre d'événements concurrents (bcp de cellules
qui se divisent, bcp de canaux ioniques)

utilise I'intensité (taux de division/soutirage, taux
d'ouverture/fermeture d'un canal), tous les individus doivent
avoir la méme

de l'intensité individuelle

calcule le flot et les sauts : utile pour les flots
numériques

algorithme de rejet : inconnu, aléatoire
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base d'exponentielle

Modele de Morris Lecar

Simulation de la trajectoire (X; = (my, V¢)) d’'un PDMP

Paramétres

v

xo = (mo, vo) point de départ du processus

A =@+ [ = 0.25 majorant de I'intensité individuelle (pour V
raisonnable)

v

v

Tmax temps jusqu'auquel simuler

v

N nombre de canaux
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Rejet a base d'exponentielle

Modele de Morris Lecar

Simulation de la trajectoire (X; = (m¢, V¢)) d'un PDMP

Algorithme

» Initialisation t <0 m<+ mg v < v
» Tant que t < Tpax faire
tirer 7 ~ Exp(NX)
calculer le flot sur [t, t + T]
t—t+ T,V om(v,t)
tirer U ~ Unif[0,1]
SiU< M faire
» m < m+ 1/N ouverture d'un canal

» Sinon si U < gl_—mm%m faire

» m< m—1/N fermeture d'un canal

vV vy vVvYyy

v

» renvover la trajectoire
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Potentiel électrique le long d'un neurone
N =100, Vo = —14, mp =0.1

30 -
20
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Comment les simuler ? Méthodes de rejet

Potentiel électrique le long d'un neurone
N = 1000, Vo = —14, mp = 0.108

40 -
20
0

20 |-

-40 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

600
500
400
300
200

100 | | | | |
0 20 40 60 80 100
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Comment les simuler ?

Quand le flot n'est pas explicite

En pratique
on remplace par une approximation numérique et on applique
I'une des méthodes de simulation

En théorie
quasiment de résultat sur I'erreur qu'on commet :
modifier le flot modifie t*, I'intensité le long du flot, le point
de départ pour le noyau de saut... La régularité du flot ne
suffit probablement pas a ce que tout se passe bien
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Pourquoi les simuler ?

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Pourquoi les simuler ?
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Pourquoi les simuler ?

Pourquoi les simuler ?

Méthodes de Monte Carlo directes pour le calcul d’
Approximation d’ par quantification
Approximation de par quantification

Calcul approché par quantification de
pour I'arrét optimal et le controle impulsionnel
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Références

Plan : les PDMP, exemples et applications en biologie

Références
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