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Saporta @ Approche fondamentale
@ principes économiques

Motivation

@ Analyse technique
@ comportement passé des prix

@ Approche mathématique
e modéles mathématiques

Comparer les performances de I'analyse technique et de
I'approche mathématique




Analyse technique

Allgiia Anticiper les hausses et les baisses a partir de I'analyse
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cours de I'euro en dollars US, juillet 2003 — mai 2004
source : http ://www.rcforexonline.com
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sl Moyenne mobile

Saporta

t
Motivation M 1
t =

Sudu

@ Si St > M/ achat

@ Si S{ <M? vente  cours du dollar US en francs suisses, 23

avril 2004 — 5 mai 2004 toutes les heures
moyennes mobiles 7 heures, 17 heures, 34

Optlmlser heures source: http ://www.rcforexonline.com
@ la taille de la fenétre §

@ les instants de décision



Approche mathématique
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@ stratégie m; € [0, 1] proportion de la richesse investie
dans I'actif risqué

@ richesse W/ richesse correspondant a la stratégie =

Motivation

@ Modéliser la dynamique de S;
@ Résoudre le probleme d’optimisation

SUp E[U(WF)]
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Actif sans risque

Motivation dSto = Stordt

Actif risqué
ds; = ,u(t)Stdt + 0StdBy

@ B mouvement Brownien standard
@ u(t) € {p1,p2} indépendantde B, pu; <1 < pp



Travaux précédents

Modéele
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A5l BLANCHET, DIOP, GIBSON, KAMINSKI, TALAY, TANRE (2005)

Un seul changement de
dérive

@ pu(t)y=ppsit<r
@ u(t)=ppsit>r
avec P(7 > t) = e

Stratégie B T A T I I )
$ r
detecter 7 4y = —0.2, iy = 0.2, ¢ = 0.15,

A=2.

Motivation




Travaux précédents

Résultats
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@ Etude théorique de la détection de rupture
Motivation
@ Comparaisons numérigues des stratégies
e détection bien calibrée
e détection mal calibrée
@ moyenne mobile

@ Moyenne mobile meilleure si paramétres mal calibrés
@ Taux d’erreur a partir duquel c’est vrai
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Actif sans risque  dS? = Srdt

otivation Marché : e . ,
Hotvat Actif risqué dS; = x(t)Sdt + oS;dB;

@ u(t) € {p1,p2}, avec plusieurs changements de valeur

@ codts de transaction
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e e valeur choisie a tout instant en fonction de I'information
disponible : adapté
Introduction e influence la dynamique de W;
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13/46 dynamique probabiliste
Benolte de @ Processus de contrble ¢

e e valeur choisie & tout instant en fonction de I'information
disponible : adapté
liliEEuEE e influence la dynamique de W;

@ Critére de performance J(W, 7) & maximiser

Fonction Valeur

V =supJ(W,n)




Contrble Stochastique

Allocation . P N 7 .
HmERE @ Variable d'état du systéme W; évoluant suivant une
portefeuille . o

13/46 dynamique probabiliste
Benolte de @ Processus de contrble ¢

e e valeur choisie & tout instant en fonction de I'information
disponible : adapté
liliEEuEE e influence la dynamique de W;

@ Critére de performance J(W, 7) & maximiser

Fonction Valeur

V =supJ(W,n)

4

Objectif

@ Déterminer la fonction valeur
@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)




Exemple : le probleme de Merton

Formulation |

ocation , i i 0_ g0
olglllimalte de MarChe . ACtIf S.ans ,rlsque dSt St rdt
portefeuille ACUf I’Isque dSt — /j,Stdt + O'StdBt
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Benoite de

Saporta @ Etat: richesse W; = N;S; + N2dS?

@ Controle : proportion de la richesse investie dans I'actif
risqué T = NV‘V—?‘ € [0;1]

Introduction

Dynamique auto-financée : dW,™ = N;dS; + N2dS?

dWy NS dS; | NS?dsp
W/ Wr St Wy s
dst ds?
= Ft?t + (1 — Wt)?

t
= (ﬂtu + (1 — ﬂ't)r)dt + 7TtO'dBt



Exemple : le probleme de Merton

Formulation Il
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1546 @ Critere : espérance de I'utilité de la richesse terminale

Benoite de

Saporta U(X) = Xa’ 0 <a<l

Introduction

Fonction valeur

V(t,x) = sup E[U(W;*™)]

@ Déterminer la fonction valeur

@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)




Exemple : le probleme de Merton

Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

llocati . ; . .
oimaece [ Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

portefeuille
16/46

enoite de q)
"Seporta a—(t,x)+ sup LPO(t,x) = O
ot pe[0:1]

®(T,x) = Ux) = x“

Introduction

o® 1 0?0
‘Cpcb(tvx) = X(pM + (1 - p)r)a_x(tax) + 202p2x2m(t7x)

Comme U(W}*™) = U(xWH™) = x*U(WH™), on cherche
une solution de la forme ®(t,x) = x%p(t)

0 = (1) +pt) sup {afput(1-p))+ 2@ -Dp22)

pe[0:1] 2
1 = ¢(T)
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Saporta
o(t,x) = x*e’T-1 \

Introduction avec

5 = sup fafpu+(1—p))+ L0 Hpz,2)
pe(0:1] 2
_ a(p —r)?
= oart 2(1 - a)o?
atteinten p* = £~

(1-a)o?
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BF:HMIP de T 8(1)
N o(T W) = o(t,x) + / (—+£”“¢>(U,Wf,’x’”)du
t

ou
Introduction + martingale
T
o
UW™) < ¢(t,X)+/ (8—+ sup £F’¢>(u,wjvxv7f)du
t ou pe[0;1]
+ martingale
< ®(t,x) + martingale
Donc

o(t,x) > E[U(W;*T)]

avec égalité lorsque m; = p*
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Conclusion

Introduction ° V(t, X) — Xaeﬁ(T —t)

@ Controle optimal constant 7y = —(lf ;;az
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Conclusion

Introduction

@ V est solution de I'’équation d’Hamilton Jacobi Bellman
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Nouveau modele
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@ Plusieurs changements de
Sy dérive

(§2n+1) iid Exp(A1)

(€2n) iid Exp(A2)

=0, m=8&+" " +&

_ M1 if op <t < Ton+1
p2 M 1onp1 St <Tonyo2

@ Colts de transaction w1 = —0.2, up = 0.2,
@ o1 colt d’achat oc=0.15 )\ =X\ =2.
@ (0 colt de vente



Stratégies admissibles
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Contréle : m¢ € {0, 1} proportion de la richesse investie dans
I'actif risqué

m doit étre F°-adapté

Probléme

Fo # FP =o(Bu,u<t)

— Reformuler le probléme de controle



Filtrage

Alocation Projection optionnelle : Fy = P(u(t) = p1 | 77°)
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23/46 _ 1 St t 0_2
, B =~ (log o - F 1-Fs) - 7-)ds)
SGopora =\, /o (haFs + pal ) 2 )
Proposition
@ B est un (F5)-mouvement Brownien
Y fS — fﬁ
ds _
S_tt = (paFt + p2(1 — Fy))dt + odBy

’

KuRTZ, OCONE 1988

dFc = (= MFi+ (1 - F))dt+ 2R (1 - F)dB,

v
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Nouvelle formulation

Contréle : m¢

Etat : couple (W, Fy)

Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(ulFt—i—,uz(l—Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tO'dBt
t—
— 9015(A7rt = 1) — 9105(A7Tt = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = (—)\1Ft-f-)\z(l—Ft))dt+TFt(l—Ft)dBt,

Critére : espérance de I'utilité de la richesse finale
Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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Benoite de

Saporta Etat : couple (W, Ft)
Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(HlFt +M2(l*Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tadBt
t—
— 9015(A7rt = 1) — 9105(A7Tt = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = ( — )\1Ft —+ )\2(1 — Ft))dt + TFt(l — Ft)dBt,

Critére : espérance de I'utilité de la richesse finale
Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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Contréle : m¢

Etat : couple (W, Ft)

Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(ulFt—i—,uz(l—Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tO'dBt
t—
—go1d(Am = 1) — g1od(Am = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = (—)\1Ft-f-)\z(l—Ft))dt-f-TFt(l—Ft)dBt,

Critére : espérance de I'utilité de la richesse finale
Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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_ @ Etude de la fonction Valeur
o @ Résultats théoriques
@ Discrétisation
@ Résultats numériques
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Benoite de - _ - )
It x.f,m) = E[U(WT)|WT =x,F=f]

Saporta
Sim- =1
It x,fm) = E[U(WT) | WT =x,F =f]

Fonction
Valeur

Fonction valeur
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Saporta VO t, X,f
Vit x,f)

Vl(t, (1 — 901)X,f)
°(t, (1 - g10)x,f)

AVARIYS
<

Continuité

Pour tous i € {0;1}
o<t,t<T

X,X >0
o<ff<1:

Résultats théoriques

IVIE, %, f) = Vi(t,x, )|
< CA+x2T 4R (IR — x|+ x(If —f| + [T - t]/?))

V.
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Principe de la Programmation Dynamique

Pour tout temps d’'arrét 8 telque 0 <t < 6 < T et pour tous
X, f,i:

Résultats théoriques V i (t, X, f) — sup E[V To— (t, ngx,f,ﬂ” F;,f )]
™




Equations d’Hamilton Jacobi Bellman
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3enoite de 0
B:S;mtmal max {aa_ﬁl + 'COQOO; _@O(t7x7f) + ng(t,X(l - gOl)a f)} =0
max {22 + L1pY; —ot(t,x, ) + ¢0(t,x(1 — 910), 1)} =

B
LOSO(t,ny) = er(t7X’f)+( Aaf +)\2(1_f))87gf0(t7xvf)+
Résultats théoriques l /J1 ﬂZ 28 So
2( o )f (=05 (b 1)
o &
Lip(t,x,f) = x(u1f+u2(1—f))8—f(t,x,f)+ XZUZTf(t x,f)

9 &
—|—( — )\1f + )\2(1 — f))—(t,x,f) + X(/,L]_ — /,Lz)f(l — f)m(t,x,f)

1/p— 20%p
+z (B2 ~ )f(l—f) Z2tx,h)



Solution de viscosité
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Benoite de
Saporta

@ v est sous-solution de viscosité de (P) si

F(t.%,v(t,X), Dio(t, X), Deo(t, X), Dp(t, X)) < 0

pour tous t, X et toute fonction  C12 tels que t,X est
un maximum local de v — ¢

@ v est sur-solution de viscosité de (P) si

Résultats théoriques

F(f,)_(,V(f,)_()7 Dt@(fai)a D@(fai)v Dz(p(i)_()) 2 0

pour tous t,X et toute fonction ¢ C12 tels que t,X est
un minimum local de v — ¢




Caractérisation de la fonction valeur
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YD V, : ensemble des ¢ continues sur [0; T] x [0; +o00[x[0; 1]
Benoite de telles que (t,0,f) =0 et

Saporta

A

SUp ’SO(IaX?f) - gO(t,)?,f)‘
[0;T]x]0;+oo2x[0;1]2 (1 +x2~1 +Xe=1)(|x — X| 4 x|f —f])

Théoreme

Résultats théoriques

(VO V1) est I'unique solution de viscosité de HIB sur
Vo X V, Vérifiant

VO(T,x,f) = VYT, x,f) = U(x) = x




Réduction de la dimension

Allocation Dépendance enx :

optimale de
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32/46 (t x,f) = SupE[U( txfﬂ)] oy L
Benoite de
Saporta

Equations d’Hamilton Jacobi Bellman simplifiées
{ max{aV + LV —VO(t ) + (1 — gor)®Vi(L,F)} =0

max { 2= +£'v1, —Vi(t,f) + (1 — g10)*VO(t,f)} =0

0
Lop(tf) = arp(t.h)+ (=Xl +22(1 - 1) T2 +
1/p1—p2\2, 29%0
S(= Y- S5 ()

a—1)o?
Lip(t,f) = O{(/Llf+#2(l*f)+%) () + (= Aaf+22(1 1)

falu i@ - 0220 + L (Y 22



Schéma numérique pour la partie EDP

Allocation
optimale de

portefeuille ,
33/46 On calcule en temps rétrograde

Benoite de
Sapora B Ib(t,f)]  2a(t,f)
V(t—Atf) = (1+At<c(t,f)— AT AP ))V(t,f)
b+(t,f)  a(t,f)
+at( R V(LT + Af)

+At<b§f’f) + agf’;))V(t,f _ Af)

avec c(t, f) coefficient devant o(t, f)
b(t,f) coefficient devant %;f(t, f)
a(t, f) coefficient devant 22(t,f)



Schéma numérique pour le calcul des fonctions
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Benoite de

Saporta \70(T,f) = \71(T,f) = 1




Schéma numérique pour le calcul des fonctions
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Initialisation
Benoite de

Saporta \70(T,f) = \71(T7f) =1

Itération

@ Avec le schéma de 'EDP de HJB, calculer VO(t,.) et
Vi(t,.) & partir de VO(t +dt,-) et Vi(t +dt,-)




Schéma numérique pour le calcul des fonctions

3 valeur
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34/46 Initialisation

Benoite de

Saporta \70(T,f) = \71(T7f) =1

Itération

@ Avec le schéma de 'EDP de HJB, calculer VO(t,-) et
V1(t,-) & partir de VO(t +dt,-) et V(t +dt, -)
@ Comparaison
@ siVO(t,f) > (1 —go1)*VL(t,f), prendre
VO(t,f) = VO(t,f) sinon VO(t,f) = (1 — go1)*VL(t,f)
o siVi(t,f) > (1 —g10)*VO(t,f), prendre
Vi(t,f) = Vi(t,f) sinon V1(t,f) = (1 — g10)*VO(t, f)

<




Fonction valeur V°

Tracé

Allocation Parametres : T =3, up = —0.2, u; = 0.21, A\; = \p = 2,

optimale de

portefeuille o= 015, Jo1 = 010 = 0.01

35,46

Benoite de
Saporta

Résultats
numériques 1.0450

£1.0200
>

0.9950




Fonction valeur V°

Régularité |

Allocation Colts de transaction gg; = g0 = 0.01

optimale de

po;f}aué_j"e Zoomentret=25ett=3=T

Benoite de
Saporta

1.018
1.016
1014 IR
! R
1.012 XS \\‘\\\‘\\\“\\\“\\\\\\\‘\
SRR

2
R
IR
§ o

N «\\‘\‘\‘\\\x\\\\‘\‘\\\\

I
R
&:\“‘ R W

QR RN \
IR

1.010
<1.008
> 1.006
1.004
1.002
1.000
0.998

Résultats
numériques




Fonction valeur V°
Régularité Il
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N Coupesent =2.90,t =291,
S Coupe enf = 0.05 t=2092,t=293,t=2094,
t =2.95,

‘‘‘‘‘

Résultats Wl N e

numériques
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Compraison
des stratégies

e Compraison des stratégies
@ Une stratégie efficace
@ Comparaisons



Stratégie efficace
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optimale de
portefeuille

@ Calculer VO, V1

@ Estimer F X At
!

@ Comparer VO(t,Fy) et
Vl(t7 Ft) :

. @ achat si R R

VO(t,Fy) = (1 — go1)*Vi(t, Fy)

. @ vente Si R R
Vit F) =(1- glo)“VO(t, Ft)

Estm

~0.2, yp = 0.2, 0 = 0.15,

M1 =
M=2,20=2T=3



Comparaison stratégie efficace/ fonction valeur
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40/46 @ Calcul de la fonction valeur :

B;’;‘;Lgfr;'é e pas de discrétisation en temps 10~°
e pas de discrétisation en espace 103

@ 10° simulations de Monte Carlo de la stratégie efficace

Fo 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
VO 1.061 | 1.057 | 1.053 | 1.049 | 1.045 | 1.043
Stratégie | 1.061 | 1.056 | 1.052 | 1.049 | 1.045 | 1.043

Fo 0.6 0.7 0.8 0.9 1
VO 1.041 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036
Stratégie | 1.040 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036




Colts de transaction 0.25%

Zones de transaction

Allocation
optimale de

@yl \rais parametres @ 3 = —0.2, up = 0.21, 0 = 0.15, \; = 2,
M =2T=335=08

I
U

Parameétres mal calibrés 1 : Parameétres mal calibrés 2 :
puy = —0.3, up = 0.2, 0 = 0.15, pur = —0.3, up = 0.1, 0 = 0.25,
M=1 =1 M=1 =1



Colts de transaction 0.25%

Stratégie mal calibrée vs Moyenne mobile

Allocation

WRliELR Gl Vrais parameétres : u; = —0.2, up = 0.21, 0 = 0.15, \; = 2,

portefeuille

42/46 M=2,T=3,§=0.8
Eeloliclie 100.000 simulations Monte Carlo

Saporta

aaaaa

aaaaa

yyyyy

yyyyy

yyyyy

Comparaisons

Parameétres mal calibrés 1 : Parameétres mal calibrés 2 :
pu1 = —0.3, up = 0.2, 0 = 0.15, w1 = —0.3, up = 0.1, 0 = 0.25,
M=1 =1 M=1 =1



Colts de transaction 0.5%

Zones de transaction

Allocation
optimale de
portefeuille

Tei Vrais parametres : u; = —0.2, pup = 0.21, 0 = 0.15, A1 = 2,
» A=2,T=3§=08

Parameétres mal calibrés 1 :
puy = —0.3, up = 0.2, 0 = 0.15,
M=1 =1

Parameétres mal calibrés 2 :
pur = —0.3, up = 0.1, 0 = 0.25,
M=1 =1



Colts de transaction 0.5%

Stratégie mal calibrée vs Moyenne mobile

Allocation

optimale de Vrais parameétres : u; = —0.2, up = 0.21, 0 = 0.15, \; = 2,

portefeuille

44/46 M=2,T=3,§=0.8
Eeloliclie 100.000 simulations Monte Carlo

Saporta
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nnnnn

Comparaisons

Parameétres mal calibrés 1 : Parameétres mal calibrés 2 :
pu1 = —0.3, up = 0.2, 0 = 0.15, w1 = —0.3, up = 0.1, 0 = 0.25,
M=1 =1 M=1 =1



Colts de transaction 0.1%

Zones de transaction

Allocation
optimale de

gl Vrais parametres : 3 = —0.2, up = 0.21, 0 = 0.15, \; = 2,
M =2T=335=08

Parameétres mal calibrés 1 : Parameétres mal calibrés 2 :
puy = —0.3, up = 0.2, 0 = 0.15, pur = —0.3, up = 0.1, 0 = 0.25,
M=1 =1 M=1 =1



Colts de transaction 0.1%

Stratégie mal calibrée vs Moyenne mobile

el \/rais parametres : g = —0.2, p = 0.21, o = 0.15, \; = 2,

portefeuille

46,46 M=2,T=3§=038
100000 simulations Monte Carlo

aaaaa
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Parameétres mal calibrés : Paramétres mal calibrés :
g1 = —0.18, pup = 0.18, g1 = —0.18, yup = 0.18,
c=015 X\ =4, =4 c=025 X\ =4, =4
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