Processus auto-régressifs de bifurcation
et division cellulaire

Benoite de Saporta, Anne Gégout-Petit, Laurence Marsalle




Plan de |'exposé

Introduction

BAR avec données manquantes
Modele d'observation
Estimateurs
Convergence
Modele multi-arbres

BAR 3 coefficients aléatoires
Modele

Lois des grands nombres

Conclusion

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes 10 décembre 2012 2/40



Introduction

Division cellulaire
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Introduction

Premier modele BAR

[Cowan & Staudte 1986] Modéle auto-régressif de bifurcation

{ Xok = a+ bXk+ ex
Xokt1 = a+ bXi + €ap41

(Egk,62k+1) gaussiennes iid

Eleakti] = 07, Eleakears1] = p i
© Régime stationnaire si X1 ~ N (125, 1252)
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Introduction

Premier modele BAR

[Cowan & Staudte 1986] Modéle auto-régressif de bifurcation

Benoite de Saporta

{ Xok = a+ bXk+ ex
Xok+1 = a—+ bXk+ €241

(€2k, €2k+1) gaussiennes iid

2
Eleokyi] = 07, Eleakeans1] = p ]
Régime stationnaire si Xy ~ N(1Tab7 lf—bz)
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Introduction

Premier modéle BAR

[Cowan & Staudte 1986] Modéle auto-régressif de bifurcation

{ Xok = a+ bXk+ ex
Xok+1 = a—+ bXk+ €241

(€2k, €2k+1) gaussiennes iid

2 ,
Eleak+i] = 07, E[eakeakt1] = i
Régime stationnaire si Xy ~ ,/\/'(ﬁ)7 lf—bz)

Estimer les paramétres pour mesurer les
corrélations

b corrélation mere-fille
¢ = b>+ (1 — b?)p/c? corrélation
entre soeurs
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Introduction

Asymétrie de la division

[Stewart & al. 2005]
g 1

Pale —= +— Pole

() cettgromn

Beginning of call division -
S 4 s =
A .

20
-- pad pole -D O\Upcle el =
/ \ cell for at for twa

least two x divisions

divisions
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Introduction

BAR asymétrique

[Guyon 2007] Modele asymétrique

{ X2k = a+ka—|—€2k
Xokt1 = ¢+ dXk + eakt1

(Ezk,62k+1) gaussiennes Ild, E[€2k+i] =07, E[62k62k+1] =p
pas de régime stationnaire

Estimer les parametres pour tester |'asymétrie
> (a,b) = (c,d)
» a/(l1—b)=c/(1—-d)

Méthode chaines de Markov bifurquantes en utilisant la structure
d’arbre par générations
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Introduction

Générations

Génération 0:

Go = {1}
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Introduction

Générations

Génération 1:

G ={2,3}
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Introduction

Générations

Génération 2:

G, =1{4,5,6,7}
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Générations

Benoite de Saporta

Introduction

L

e

Génération n:

a=1{2"2"+1,..., 2" 1}
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Générations

Introduction

Arbre jusqu'a la génération n:
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Introduction

Méthode par chaine de Markov bifurquante

définition d’'un modele de chaine de Markov sur un arbre
binaire

& | T A0k Xou1) | o0 € To) | = T PAlx)
k€Gn keGn

comportement asymptotique de (X, ) donnée par la chaine
induite
{ Yo = X,
YnJrl = An+1 + Bn+1 Yn

(An, Bn) iid de loi (a + €2, b)ﬂ{(zl} + (C + €3, d)]l{(zo},
¢ ~ Bernoulli(1/2) lignée aléatoire
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Introduction

Premiére contribution
[EJP 2009] Modele asymétrique

{ sz = a+ka+€2k
Xoky1 = ¢+ dXk + €2r41

Hypotheses

Fn=0{Xk, k € T} filtration des générations
» moments d'ordre 8 pour le bruit

» différence de martingale £[co, ;| 7| = 0 pour tout k € G,
€2k+; Indépendant de ep4; conditionnellement a , pour tout
k#1eG,

> ]E[e%k+i|.7-",,] = o7, Eleakeax+1|Fn] = p pour tout k € G,

» vitesse de convergence des estimateurs
» méthode martingale

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes 10 décembre 2012 9/40



Introduction

Méthode martingale

Convergence des martingales 12

(M,) martingale scalaire bornée dans L2

<M >y =g o El(Mag1 — My)? | Fi

Silimp—oo < M >,= +00, alors </\A77">n — 0 p.s.

e )" - oEtste) pe

+ conditions de moment alors (

Mise en ceuvre
» identifier une martingale (vectorielle) pour la filtration des
générations
» calculer la limite du crochet

» appliquer le théoréme de vitesse de convergence ?
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Introduction

Méthode martingale

Convergence des martingales 12

(M,) martingale scalaire bornée dans L2
<M>,= ZZ:O E[(Mp+1 — Mn)2 | Fnl
Si limp_oo < M >,= 400, alors /= 0 p.s.

<M>p
" 2 log(<M>n
+ conditions de moment alors (7" )" — O(%) p.s.

Mise en ceuvre

» identifier une martingale (vectorielle) pour la filtration des
générations
» calculer la limite du crochet

» redémontrer le théoreme de vitesse de convergence pour une
martingale sur un arbre binaire
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Introduction

Données réelles

Données de [Stewart & al. 2005]
94 films = 94 généalogies
4 a2 9 générations de cellules par généalogie
aucune généalogie complete : cellules hors champs ou
superposées
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Introduction

Données réelles

Données de [Stewart & al. 2005]
» 94 films = 94 généalogies
> 4 39 générations de cellules par généalogie

» aucune généalogie compléte : cellules hors champs ou
superposées

On ne peut pas appliquer notre procédure d'estimation et de test a
ces données
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Introduction

Données réelles

Données de [Stewart & al. 2005]
94 films = 94 généalogies
4 a2 9 générations de cellules par généalogie
aucune généalogie complete : cellules hors champs ou
superposées

On ne peut pas appliquer notre procédure d'estimation et de test a
ces données

— Nouvelle procédure d'estimation en tenant compte des
données manquantes
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BAR avec données manquantes
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Modéle Galton-Watson

[Delmas & Marsalle 2010]
chaque cellule a un type 0 (pair-nouveau péle) ou 1
(impair—ancien pdle)
probabilité p(jo. /1) d'avoir j fille de type 0 et j; fille de type
1, tiré indépendamment pour chaque cellule

Z, nombre de cellules présentes a la génération n
Galton-Watson

une cellule non observée n'a pas de descendante observée

inférence sur le BAR partiellement observé par méthode
chaine de Markov bifurquante
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Modéle Galton-Watson

[Delmas & Marsalle 2010]
chaque cellule a un type 0 (pair-nouveau péle) ou 1
(impair—ancien pdle)
probabilité p(jo. /1) d"avoir j, fille de type 0 et j; fille de type
1, tiré indépendamment pour chaque cellule

Z, nombre de cellules présentes a la génération n
Galton-Watson

une cellule non observée n'a pas de descendante observée

inférence sur le BAR partiellement observé par méthode
chaine de Markov bifurquante

Le nombre de cellules filles de chaque type devrait aussi dépendre
du type de la mere
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Modeéle de Galton-Watson a deux types

0, = 1 si la cellule k est observée, 0 sinon

probabilité p")(jy. /1) pour une cellule mere de type i d'avoir
Jo fille de type 0 et j; fille de type 1, tiré indépendamment
pour chaque cellule

7! nombre de cellules de type i présentes a la génération n,
(20, Z}) processus de Galton-\Watson a deux types

une cellule non observée n'a pas de descendante observée
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Extinction

Matrice de descendance
P = ( Poo  Po1 )
p1o P11
pio = p(1,0) + p)(1,1): nombre moyen de filles de type 0

pin = p(0,1) + p()(1,1): nombre moyen de filles de type 1

d'une mére de type i

Critére d'extinction

7 rayon spectral de P
» si m < 1, extinction presque sure
» si 7 > 1, extinction avec probabilité < 1
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Générations observées

Génération n observée:

Gh={keGp; 6 =1}
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BAR avec données manquantes Modeéle d'observation

Générations observées

Arbre jusqu'a la génération n:

T, ={keTy; 0k =1} = UG
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BAR avec données manquantes Estimateurs

BAR partiellement observé

{ng = a + bXy + e
Xokg1 = ¢ + dXe + ent

Hypotheses

» independance entre (0x) et (Xk) et (eak, €2k+1)

» bruit différence de martingale er moments d'ordre 8

Estimation de 8 = (a, b, ¢, d)" : minimiser

1
An(O) = 5 Z 52k(X2k —a— ka)2 + 52k+1(X2k+1 —C— ka)z.
keTn—l

Estimateurs empiriques des moments du bruit
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BAR avec données manquantes Estimateurs

Estimateur de @

Estimateur des moindres carrés pour 6

dn 02k Xk
~ | b | _ - 0o Xi Xok
0,=1| = =s!
Cn O2k+1X2k+1
=3 keTn—l
d, 02k+1 Xk Xok+1
avec 0
S ( S, 0 )
n = 1
0o s!
E 2k X E O2k+1 X
K X? - x X2
k€Th k€Th
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BAR avec données manquantes Convergence

Convergence avec vitesse

Théoreme

= log |T% 4]
LiGs1>0} | @n — 0 1= 16350 O ( |T* nlll )
5

Preuve: méthode martingale

» identifier une martingale (vectorielle) pour la filtration des
générations (augmentée de tout le processus d'observation)

» calculer la limite du crochet

» théoreme de vitesse de convergence pour une martingale sur
un arbre binaire de Galton-\Watson
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BAR avec données manquantes Convergence

Martingale principale

5,, —-0= S;_llM,,, avec (M) martingale pour la filtration des
générations et observations

dok€2k
M. — 0ok Xk€ak
n 1)
2k4+1€2k+1
keT,—1 5 X
2k4+1 Xk€2k+1

(Mp)n>1 de carré intégrable et de crochet < M >,=T,_;

2¢O 0,1
o°S, pSy A . 1 X
r,= <ps9{1 0‘2%%) and Sgl — 1(26% 02k02k+1 (Xk Xﬁ)
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BAR avec données manquantes Convergence

Convergence du crochet

Lois des grands nombres pour les observations (0, ), le bruit (d,¢.),
le BAR (()‘2k+,‘X;j)

martingales scalaires pour différentes filtrations
forme spécifique de I'auto-régression
hypothése max{|b|. |d|} <1
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BAR avec données manquantes Convergence

Théoreme central limite

Théoreme

Conditionnellement 3 la non extinction

T (0, —0) 5 N(0, SIS

Deux difficultés
» normalisation |1, ;| aléatoire

» résultat conditionné a la non extinction : valable sur
I'ensemble de non extinction & = N{|G}| > 0} muni de la
probabilité P-(-) = P(- N &)/P(E)

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes 10 décembre 2012 22/40



BAR avec données manquantes Convergence

Tests de symétrie : données Escherichia coli

p-valeurs pour les 51 généalogies comportant 8 ou 9 générations

10—

05—

00 t + 1 + 1 + t + + T + T + T
00 01 02 03 0a 0s 08 01 08 05

Test (a.b) = (c.d)
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BAR avec données manquantes Convergence

Tests de symétrie : données Escherichia coli

p-valeurs pour les 51 généalogies comportant 8 ou 9 générations

15—

05—

00 U + + T + T + T T 1
00 01 02 03 0a 0s 08 01 08 05 10

Test a/(1 —b) =c/(1—d)
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BAR avec données manquantes Modeéle multi-arbres

Nouveau modéle

Simulations = faible puissance des test pour 8 ou 9 générations

Modele d'estimation multi-arbres

| 2

>

vV v.v Vv

utiliser plusieurs généalogies (en nombre fixé) pour l'inférence

les généalogies sont des tirages iid du modeéle BAR
partiellement observé avec les mémes parametres

union des ensembles de non-extinction
nouvel estimateur
nouvelles preuves de convergence avec les mémes idées

inférence et tests de symétrie sur le Galton Watson
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BAR avec données manquantes Modeéle multi-arbres

Estimateur multi-arbres

Estimateur des moindres carrés pour 6

Oj ok Xj
. .2k} 2k

6, — nllz Z (?'J',ka',k.xjgk
=

A T i, 2k+1Xj 2k+1
-
0j 2k+1 X,k Xj 2641

s 0
5"—(0 s,l,)

X
=3 e (o 3

J= 1 keTn

avec
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BAR avec données manquantes Modeéle multi-arbres

Analyse multi-arbres des données E. coli : BAR

Estimation de # = hypothese max{|b|, |d|} < 1 vraie

a | 0.0203 [0.0197;0.0210] || ¢ | 0.0195 [0.0188;0.0201]

b [ 0.4615 [0.4437.0.4792] || d | 0.4782 [0.4605; 0.4950]

Estimation des moments du bruit

0?]1.81-107°[1.12-1075;,2.50 - 107]
p | 0.48-1075[0.44-10750.52-1079]

Tests : hypothése (a, b) = (c, d) rejetée (p-valeur= 1072),
hypotheése a/(1 — b) = c/(1 — d) rejetée (p-valeur=2-1073)

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes 10 décembre 2012
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BAR avec données manquantes

Analyse multi-arbres des données E. coli :

Modéle multi-arbres

Estimation des lois de reproduction

Galton-Watson

p(0,0) | 0.35579 [0.35574;0.35583] || p(0,0) | 0.35611 [0.35606;0.35616]
p®(1,0) | 0.03621 [0.03620;0.03622] || p™(1,0) | 0.04707 [0.04706;0.04708]
p®(0,1) | 0.04740 [0.04739;0.04741] || p™¥(0,1) | 0.03755 [0.03754; 0.03756]
p®(1,1) | 0.56060 [0.56055;0.56065] || p¥(1,1) | 0.55928 [0.55923;0.55933]

Estimation de 7 : 1.204 [1.191; 1.217] = hypothése m > 1 vraie

Tests : hypothése d'égalité des moyennes des deux lois non rejetée
(p-valeur= 0.9), hypothése d'égalité des deux vecteurs rejetée

(p-valeur=2-107%)

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes
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BAR a coefficients aléatoires
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BAR a coefficients aléatoires Modele

Modele a coefficients aléatoires

{ Xok = (a+€2k) + (b+772k) Xk
Xoky1 = (c+eks1) + (d+ 1) Xi

Hypothéses

> (2K, M2ky €2k+1, T2k+1) iid
» moments d'ordre 32

» donnés manquantes Galton Watson simple surcritique
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BAR a coefficients aléatoires Modeéle

Estimateurs

Estimateur des moindres carrés pour 8 : méme formule

Estimateurs des moindres carrés modifiés pour les moments
du bruit minimisent

*Z Z (€ — Ele5, |70 1)? +(52k+1 Ele5x 1175 1)

(=1 keGy

1 n—1

5 >N @rarsr — Eleorcor 1| 711)
=1 keGy,

avec (FQ) filtration des générations et observations et

€2k = Ou(eak + M2 Xi), €k = Ou(Xok —an — BnXk),
ekr1 =  Ooks1(€2kt1 + Moxr1Xk), @kt1 = O Xokg1 — Cn — tA:InXk).
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BAR a coefficients aléatoires Modele

Convergence

Vitesse de convergence

~ log |T% 4]
Liciio) |8 = 8 IP= 13100 (5=t
-

Théoreme central limite

Conditionnellement a la non extinction

T (0, —0) 5 N(0, SIS

» identifier une martingale (vectorielle) pour la filtration des
générations et observations

» calculer la limite du crochet

» théoreme de vitesse de convergence pour une martingale sur
un arbre binaire de Galton-Watson
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BAR a coefficients aléatoires Lois des grands nombres

Martingale principale

5,7 —-0= S;_lan, avec (M) martingale pour la filtration des
générations et observations

dokcok
M. — 0ok Xkcok
e Ook4162k+1
KeTpa | T
21Xk 2k 11
€2k = o2k + M2 Xsc),
eok+1 = Ooky1(€2k41 + M2k+1Xk),

(Mp)p>1 de carré intégrable et de crochet < M >,=T,_; faisant
intervenir des termes en Y, p 0ok X, 0 < g <4
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BAR a coefficients aléatoires Lois des grands nombres

Convergence du crochet

On ne veut pas imposer
max{|b + 1|, [d + 15[} <1

= plus de majoration qui gomme |'asymétrie
impossibilité d'utiliser la méthode martingale directe

Benoite de Saporta Séminaire Probabilités et Statistique, Rennes 10 décembre 2012
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BAR a coefficients aléatoires Lois des grands nombres

Convergence du crochet

On ne veut pas imposer
max{|b + 1|, [d + 15[} <1

= plus de majoration qui gomme |'asymétrie
impossibilité d'utiliser la méthode martingale directe

= lois des grands nombres par la méthode chaine de Markov
bifurquante
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BAR a coefficients aléatoires  Lois des grands nombres
Chaine de Markov bifurquante
Chaine bifurquante sur RU 0
X = Xilgs,—1) + 0Lys,—0)
Noyau markovien sur (R U 0)3: Pf(9) = £(0,0,0) et

Pf(x) = p(LL)E[f(x,(b+m)x+a+ez(d+n3)x+c+es)]
+p(1,0)E [f(x,(b+ m)x + a+¢e2,0)]
+p(0,1)E [f(x,0,(d +n3)x + c + €3)]
+p(0,0)f(x,d,0)

Noyaux sous-markoviens sur R

Po(x, A) = (p(1,1) + p(1,0))E [La((b + m)x + (2 + 2)]
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BAR a coefficients aléatoires  Lois des grands nombres
Chaine de Markov bifurquante
Chaine bifurquante sur RU 0
X = Xilgs,—1) + 0Lys,—0)
Noyau markovien sur (R U 0)3: Pf(9) = £(0,0,0) et

Pf(x) = p(LL)E[f(x,(b+m)x+a+ez(d+n3)x+c+es)]
+p(1,0)E [f(x,(b+ m)x + a+¢e2,0)]
+p(0,1)E [f(x,0,(d +n3)x + c + €3)]
+p(0,0)f(x,d,0)

Noyaux sous-markoviens sur R

Pr(x.A) = (p(1.1) + p(0. 1)E [La((d +ms)x + (¢ +3)]
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Chatne induite

(An, By) iid de loi (a + €2, b+7)2)Lge=1y + (¢ + €3, d+13)L¢c—oy,
¢ ~ Bernoulli(1/2)
Yo = X,
{ Vor1 = Ant1+ BanaVs

Noyau @ = (Po + P1)/m avec m moyenne de la loi de
reproduction
Tirage aléatoire dans une génération : U uniforme sur G,

E[f(Y,)] = E[f(Xu)|U € T7]

Lois des grands nombres : » loi de X3
v 2 K .
— ZiVQZ (Qn - 1f®Qn l— 1f)

Hm Zka 12 mn m2
keGn, /=0
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Ergodicité de la chaine induite

loi invariante ;1 ~ > By -+ Bp_1A,
ergodicité géométrique pour x9 des que

o) 6,17 = PR LD gy oy POD AP Dy ey

remplace I'hypothése max{|b|, |d|} < 1

loi des grands nombres pour X,f requiert moments d'ordre 4q
convergence du crochet

vitesse de convergence via méthode martingale
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Plan de |'exposé

Introduction
BAR avec données manquantes
BAR a coefficients aléatoires

Conclusion
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Comparatif méthode chaine de Markov et méthode

martingale
Martingale Chaine de Markov
différence de martingale iid
bruit moments d'ordre g moments d’ordre 4q
betd max < 1 moyenne pondérée < 1

observations

Galton-Watson
a deux types

Galton-Watson
simple
deux types?
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