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IntroductionLemodèle

ModèleAR(1):

Yn+1=anYn+bn,n∈N,Yn∈R
d
,d≥1.

(an,bn)vasurGl(d,R)×R
d
,d≥1.

sérieschronologiques,
processusdebranchement,
marchesenmilieualéatoire,
modèlesAR(d),GARCH...
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IntroductionSolutionstationnaire

BRANDT1986,BOUGEROLetPICARD1992,

(an,bn)stationnaire

Si

α=lim
1

n
log‖a1···an‖<0

et
Elog

+
‖b0‖<∞,

uniquesolutionstationnaire

Rn=
∞∑

k=1

an−1···an−kbn−k−1,
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IntroductionMoments

(an,bn)i.i.d.

∀s>0,

E‖R1‖
s
≤
∑

∞
k=0E‖a0a−1···a−k+1‖

s
E‖b−k‖

s
sis<1,

(E‖R1‖
s
)
1/s

≤
∑

∞
k=0(E‖a0a−1···a−k+1‖

s
)
1/s

(E‖b−k‖
s
)
1/s

sis≥1.

Sib0adesmomentsàtoutordre,Raunmomentd’ordressi

k(s)=lim
n

(E‖a1a2···an‖
s
)
1/n

<1
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IntroductionRéférences

KESTEN1973,1974
LEPAGE1983
GOLDIE1991

E‖R
s
‖<∞sietseulementsik(s)<1

Sik(κ)=1,queuepolynômiale:

P(‖R‖>t)∼Ct
−κ
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RenouvellementIntroduction

F=(Fij)1≤i,j≤pmatricededistributions.

G=
t
(G1,...,Gp)vecteurdefonctionsréelles,bornéessurlescompacts.

Z=
t
(Z1,...,Zp)vecteurdefonctionsinconnuesquivérifie

Zi(t)=Gi(t)+
p∑

k=1

∫

∞

−∞

Zk(t−u)Fik(du),

=⇒comportementasymptotiquedeZen+∞.

FELLER1971:p=1,F11probabilité:

CRUMP1970,ATHREYAetRAMAMURTHY1976:

p>1,Fij:R+−→R+
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RenouvellementNotations

•ProduitdeconvolutionmatricielF∗H:
Hmatricep×rdefonctionsréellesmesurables

(F∗H)ij(t)=
p∑

k=1

∫

∞

−∞

Hkj(t−u)Fik(du).

•EspérancedeF:Γ=(γij)1≤i,j≤pavecγij=
∫

uFij(du).

•F
(0)

(t)=diag(1t≥0,...,1t≥0).

•F
(n)

(t)=F∗F
(n−1)

(t).

•FonctionderenouvellementU(t)=
∑

∞
n=0F

(n)
(t).
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RenouvellementArithméticité

Festarithmétiquesi:

•pourtouti6=j,Fijestconcentréesurunensembledelaformebij+λijZ,

•pourtouti,FiiestconcentréesurλiiZ,

•lesλiisontmultipleentiersd’unmêmenombre,

λleplusgranddecesnombres,

•pourtousaij,ajk,aikpointsd’accroissementdeFij,FjketFik,

aij+ajk−aikestunmultipleentierdeλ.
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RenouvellementHypothèsessurF

1.Mesuresfinies:

∀1≤i,j≤p,Fij(∞)=lim
t→∞

Fij(t)<∞.

2.Transience:
∀t∈R,U(t)<∞.

3.F(∞)irréductibleàpuissancesbornéesennorme.

4.Rayonspectral:ρ(F(∞))=1.

metuvecteurspropresdePerron-Frobenius:

F(∞)m=m,
t
uF(∞)=

t
u,

p∑

i=1

mi=1,
p∑

i=1

uimi=1.
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RenouvellementRésultats

Théorème1(Premièreforme)
•hypothèses1-4
•Fnonarithmétique
•espéranceΓexiste
alors,γ=

t
uΓm>0et

Uij(t+h)−Uij(t)−−−→
t→∞

miuj

γ
h.

Théorème2(Deuxièmeforme)
•Mêmeshypothèses
•GdirectementRiemannintégrable
•Z=U∗Gexiste,
alors

lim
t→∞

Zi(t)=
1

γ
mi

p∑

j=1

[

uj

∫

∞

−∞

Gj(u)du
]

.
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RenouvellementPreuvedesthéorèmes

•IncrémentsdeUuniformémentbornés
=⇒∃(tn)→+∞etVijmesurest.q.

Uij(tn+dt)−→Vij(dt)

•IdentificationdesVij

G=
t
(0,...,Gk,...,0)avecGkcontinueàsupportcompact

tn→+∞dansl’équationderenouvellement
solutionsdeZ=F∗Z
=⇒VijmultiplesdelamesuredeLebesgue:Vij=aij`

•Identificationdescoefficientsdeproportionnalité
G=

t
(0,...,Gk,...,0)avecGk(t)=1I[0,1](t)=⇒aij=cmiuj

G(t)=
(

F(∞)1It≥0−F(t)
)

m=⇒c=γ
−1
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RenouvellementThéoriedupotentiel

ExtensiondeDELLACHERIEetMEYER1983endimensionp:

NoyausurR
p

:N=(Ni,j)1≤i,j≤p,avecNi,j(t,A)noyauxsurR

NoyauunitéN
0

=I:
{

Iij(t,A)=0sii6=j,

Iii(t,A)=1IA(t).

Produitdesnoyaux:MN=
(

(MN)ij

)

avec

(MN)ij=
p∑

k=1

MikNkj.

NoyauPotentiel

G=
∞∑

k=0

N
k
.
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RenouvellementPrincipeduMaximum

Relationd’ordresurlesfonctionsmesurablesdeRdans(R+)
p

u�vsi∀1≤i≤p,ui≤vi.

Siu�valorsNu�Nv

u:R−→(R+)
p

estexcessivepourlenoyauNsi

Nu�u.

Théorème3(PrincipeduMaximum)Si1=
t
(1,1,...,1)estexcessive,alors

pourtoutefonctionfàcoordonnéespositives,

sup
t∈R

Gf(t)=sup
t∈A

Gf(t),

oùAestlesupportdef:
A=∪

p
i=1{fi>0}
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CoefficientsmarkoviensIntroduction

Processusauto-régressifàrégimemarkovien:

Yn+1=anYn+bn,n∈Z,

(an):chaînedeMarkovirréductible,apériodique,stationnairesur
E={e1,...,ep}⊂R

∗
+,matricedetransitionP=(pij),loistationnaireµ.

(bn)i.i.d.nonnulles,indépendantesde(an)

SiElog(a0)=
∑

log(ei)µ(ei)<0etElog
+
(b0)<∞uniquesolution

stationnaire:

Rn=
∞∑

k=0

an−1an−2···an−kbn−1−k,n∈Z
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CoefficientsmarkoviensRésultats

Théorème4

1.ilexisteκ>0telquelamatricePκ=diag(e
κ
i)

t
Psoitderayonspectral1,

2.leslogeinesontpastousmultiplesentiersd’unmêmenombre,

3.E|b0|
κ

<∞,

alorspourx∈{−1,1}ona:

t
κ
P(xR1>t)−−−→

t→∞
L(x),

oùL(1)+L(−1)>0.

Sib0≥0,alorsL(−1)=0,etL(1)>0.Sib0≤0,alorsL(1)=0,etL(−1)>0.
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CoefficientsmarkoviensEquationsderenouvellement1

LEPAGE1983,GOLDIE1991

z(x,t)=e
−t
∫

e
t

0
u

κ
P(xR1>u)du.

x=±1,mêmecomportementasymptotiquequet
κ
P(xR1>t).

z(x,t)=
∑

p
i=1Zi(x,t),où:

Zi(x,t)=e
−t
∫

e
t

0
u

κ
P(xR1>u,a0=ei)du.
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CoefficientsmarkoviensEquationsderenouvellement2

Alors

Zi(x,t)=e
κ
i

p∑

j=1

[

pjiZj(x,t−logei)
]

+Gi(x,t)

=
p∑

j=1

∫

Zj(x,u)Fij(du)+Gi(x,t),

avec
Fij(t)=e

κ
ipji1It≥logei,

et

Gi(x,t)=e
−t
∫

e
t

0
u

κ
[

P(xR1>u,a0=ei)−P(xa0R0>u,a0=ei)
]

du.
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CoefficientsmarkoviensThéorèmederenouvellement

Théorèmederenouvellementpourlessystèmes:

lim
t→∞

t
κ
P(xR1>t)=lim

t→∞
z(x,t)

=lim
t→∞

p∑

i=1

Zi(x,t)

=
1

γ

p∑

j=1

[

uj

∫

∞

−∞

Gj(x,s)ds
]

.

Limitenonnulle?
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CoefficientsmarkoviensLimitenonnulle

Premièreétape:
GRINCEVICIUS1980,GOLDIE1991

P(|R1|>t)≥CP(sup
n

a0···a1−n>
2t

ε
).

InégalitédesymétrisationdeLévy
LemmedeFellerChung

Deuxièmeétape:

EvaluerP(supna0···a1−n>
2t
ε).
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CoefficientsmarkoviensEtudeduproduita0···a1−n

Marchealéatoire

S0=0,Sn=
n∑

k=1

log(a1−k)=log(a0···a1−n).

Etudeduprocessusd’échelleSτnoù:

τ1=inf{n≥1:Sn>0},

τn=inf{k>τn−1:Sk>Sτn−1}.

Renouvellement

=⇒e
κt

P(max(Sn)>t)=e
κt

P(max(Sτn)>t)≥C>0,

C>0constanteexplicite.
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Soutenancedethèse10novembre2004–p.24/42



TempscontinuLeModèle

•XprocessusMarkoviendesautergodique.

espaced’étatsE={1,···,N},N>1

fonctiond’intensitéλ>0surE

noyaudesautqirréductible,àdiagonalenulle
loistationnaireµ

•WmouvementbrownienstandardindépendantdeX,
(Ft)filtrationassociée

ProcessusdeOrnstein-Ulhlenbeckàrégimemarkovien:
{

Y0F0−mesurable

dYt=e(Xt)Ytdt+σ(Xt)dWt
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TempscontinuLoistationnaire

GUYON,IOVLEFF,YAO2004:

Si
Eµ[e(Xt)]=

∑

i∈E

e(i)µ(i)<0,

alorsYauneuniqueloistationnaireν.
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TempscontinuDiscrétisation

Solutionexplicite:

Yt=a(0,t)
[

Y0+

∫

t

0
a(0,u)

−1
σ(Xu)dWu

]

où

a(s,t)=as,t=exp

∫

t

s
e(Xu)du.

δ>0,discrétisationY
(δ)

=(Ynδ)vérifie

Y(n+1)δ=anYnδ+bn,

avecbn=V
1/2
nξn,(ξn)i.i.d.N(0,1)et

an=exp
[

∫

(n+1)δ
nδe(Xu)du

]

,

Vn=
∫

(n+1)δ
nδexp

[

2
∫

(n+1)δ
ue(Xv)dv

]

σ
2
(Xu)du.
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TempscontinuRésultats

Théorème5

1.Si∀i,e(i)≤0,alors∀s>0:
∫

R

|x|
s
ν(dx)<∞.

2.Si∃itelquee(i)>0,alors∃κ>0etL>0:

t
κ
ν(]t,+∞[)−−−−→

t→+∞
L,

t
κ
ν(]−∞,−t[)−−−−→

t→+∞
L.
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TempscontinuCalculdeκ

Si∃itelquee(i)>0.

s1=min
{

λ(i)

e(i)
|e(i)>0

}

Pours<s1,Ms=((Ms)ij)avec

(Ms)ij=
q(i,j)λ(i)

λ(i)−se(i)

κestl’unique0<s<s1telque

ρ(Ms)=1
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CasiidIntroduction

TravailencollaborationavecY.GUIVARC’HetE.LEPAGE

Processusauto-régressifmultidimensionnel:

Yn+1=AnYn+Bn,n∈N,

(An,Bn)i.i.d.surGl(d,R)×R
d
,d≥2.

Si
•limn

1
nlog‖A1A2···An‖=α<0presquesûrement,

•Elog
+
‖B1‖<∞,

uniquesolutionstationnairedemêmeloique:

R=
∞∑

k=1

A1A2···Ak−1Bk
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CasiidRéférences

KESTEN,1973
Anmatricespositives

LEPAGE,1983
Matricesinversiblesquelconques
Conditionderécurrence:
Pourtoutx∈S

d−1
,lachaîne

Xn=x·A1···An,x·A=
xA

‖xA‖

visitetouslesouvertsdelasphère.

Soutenancedethèse10novembre2004–p.32/42



CasiidDéfinitions

•k(s)=limn(E‖A1···An‖
s
)
1/n

,

•Onsupposequeσ=sup{s≥0;k(s)<∞}>0.

•Γµsemi-groupeengendréparlesupportSµdelaloiµdeA1vérifiela
conditioni-p-e:

Γµirréductible:pasdesous-espaceinvariantnontrivial

Γµproximalsurl’espaceprojectifP
d−1

:

∀v,v
′
∈P

d−1
,∃(an)∈Γµt.q.δ(van,v

′
an)→0

Γµexpansif:contientunélémentderayonspectral>1.
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CasiidRésultat

Théorème6

1.Γµvérifielaconditioni-p-e,

2.Γµnelaissepasdecôneconvexefermésaillantd’intérieurnonvide
invariant,

3.∀xvecteurcolonnedeR
d
,P(A1x+B1=x)<1

Alorsk(s)=1auneuniquesolutionκsur]0,σ[.
SiE[‖A1‖

κ
logdet|A1|]>−∞etE‖B1‖

κ
<+∞,alors

∀x∈S
d−1

lim
t→∞

t
κ
P(xR>t)=`eκ(x),

où`>0eteκ>0continuesymétriquesurS
d−1
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CasiidIdéedelapreuve

Equationderenouvellement:Z(x,t)=QZ(x,t)+G(x,t)avec

Qf(x,t)=
1

eκ(x)

∫

‖xa‖
κ
eκ(x·a)f(x·a,t−log‖xa‖)µ(da).

Définitiondeeκ,étudedeQsurP
d−1

:GUIVARC’H,LEPAGE2004.

PropriétésdeQsurS
d−1

:étudierlesfermésΓµ-invariantssurS
d−1

=⇒hypothèse2.
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CasiidExemples1

matricespositives:∃côneΓµ-invariant

µ=(δa+δa
′)/2avecapositive,a

′
négative,xvecteurpositif

alorsx·A1···Annevisitepasl’ouvertdesvecteursnonpositifsetnon
négatifs.

Ex:

a=

(

21

01

)

,a
′
=

(

−1/5−1/5

−1/50

)

,Bn∼N(0,1).

vérifietoutesleshypothèsesduthéorème.
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CasiidExemples2

ModèleAR(2)

Xn=a1,nXn−1+a2,nXn−2+bn⇐⇒Yn=An−1Yn−1+Bn−1,n∈N,

avecYn=
t
(Xn,Xn−1),

Bn=
t
(bn,0),

An=

(

a1,na2,n

10

)

.

Ex:µ=
1
4δa+

3
4δa

′avec

a=

(

12

10

)

,a
′
=

(

−1/41/8

10

)

.

b1∼N(0,1)oudiscrèteprenantdesvaleursautresque2et9/8.
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CasiidExemples3

QuestiondeKESTEN1973

-dimensiond=2

-m1,m2matricesstrictementpositives
-m3=rθrotationd’angleθ

Est-cequeµ=p1δm1+p2δm2+p3δm3peutdonnerunequeuepolynômiale?

=⇒Γµvérifielaconditioni-psanscôneinvariantdèsque:

θ6=0mod
π

2
,et

θ

π
/∈Qou

θ

π
=

2k+1

n
.
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Perspectives1

Casmultidimensionnelàcoefficientsi.i.d.:

-matricespositives:côneinvariantdesvecteurspositifs

-pasdecôneinvariant

-côneinvariantgénéral?
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Perspectives2

Casmultidimensionnelàcoefficientsmarkoviens

-exempledeHAMILTON1989
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Perspectives3

Modèle:
Xn=an(0)+an(1)Xn−1+···+an(4)Xn−4+bn

-Xn=100log
PIBn

PIBn−1

-an=(an(j),j=0,..4)chainedeMarkovàdeuxétats

(909,265,29,−126,−110)/1000

(−420,216,628,−73,97)/1000

-Matricedetransition(

0.8820.118

0.2860.714

)

Interprétationdesétats:
1=croissance,2=récession=⇒Cycleséconomiques

Soutenancedethèse10novembre2004–p.42/42


