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Chaque section correspond a une séance de 2h, si possible.

1 Géométrie hyperbolique

1.1 Les trois modeles conformes de ’espace hyperbolique

Nous disposons de plusieurs modeles pour décrire ’espace hyperbolique de dimen-
sion n. Chacun a son utilité.

Nous nous concentrerons particulierement dans ce qui suit sur les cas n = 2 et
n = 3, qui permettent de présenter les idées essentielles.

1.1.1 Le modeéle du demi-espace

Le modele du demi-espace supérieur est défini comme suit. Le demi-espace H" =
do? + ... +da?_

— . , . . . 1 .
R 1 x R% est muni de la métrique riemannienne ds® = 5 . Ceci
Y
. . s - . . . dmf—&-...—&-dziil
signifie que sur I'espace tangent T'x H", on dispose du produit scalaire ———5—2=%_

ou y est la derniére coordonnée du point X.

En particulier, observons que les angles euclidiens ou hyperboliques sont les
mémes, puisque sur chaque espace tangent, le produit scalaire hyperbolique est
proportionnel au produit scalaire euclidien.

Cette métrique permet de mesurer la rl‘l()‘fme d’un vecteur v tangent a H™ au

Vlleucl

point X = (z1,...,%n-1,Yy) par ||v||nhyp = e Cela permet ensuite de calculer

les longueurs des courbes. Si ¢ : [a,b] — H" est une courbe de classe C!, alors

b
L) = [ 1€ ®llumt.

Ceci définit une distance sur H", par
dhyp(X, Y) = inf Lhyp(c) ,

I’inf étant pris sur toutes les courbes C' joignant X & Y. Nous noterons désormais
d la distance hyperbolique.
L’élement de volume hyperbolique est dvol—(z1, ..., Tp—1,y) = y%dzl coodr,_qdy
Une géodésique de H" est une courbe minimisant la distance entre deux quel-
conques de ses points. DESSIN




Les géodésiques de H™ sont les demi-droites verticales et les arcs de cercles
orthogonaux au bord. Pour le voir, on vérifie que les demi-droites verticales sont
des géodésiques, puis on fait agir le groupe des isométries et on trouve toutes les
géodésiques.

Une isométrie de H™ est une application C' de H™ préservant la métrique. En
d’autres termes, si on note gx le produit scalaire hyperbolique en TxH"™, alors
@ : H* — H"™ est une isométrie si pour tous X € H" et v,w € TxH", on a
9o (X)(dex (v), dpx(w)) = gx (v, w). En particulier, d’apres la remarque ci-dessus,
une isométrie de H"™ est en particulier une application de H” dans lui-méme qui
préserve les angles euclidiens, i.e. une application conforme.

Dans le cas n = 2, des calculs élémentaires explicites donnent:

Théoréme 1.1 Considérons H? comme H? = {2z € C, Im(z) > 0}. Le groupe
des isométries préservant lorientation de H? s’identifie au groupe PSL(2,R) =
SL(2,R)/+Id, ou encore au groupe H des homographies a coefficients réels, c’est-
a-dire les applications du type

az+b
cz+d’

z e H? —

ot ad — bc = 1.

C’est encore le groupe des transformations conformes de H?2.

Il agit simplement transitivement sur T'H?: étant donnés deux vectors v €
TxH? et w € TyH?, avec |[v|nyp = |[w|lhyp = 1, il existe une unique isométrie
envoyant v Sur w.

az+b
cz+d*

. . a b . .
Ainsi, une matrice . g ) associeaz le point

Dans le cas n = 3, le bord de H? est OH® = CU {+o0}. Sur CU {cc}, rappelons
qu’une inversion par rapport a un cercle de rayon r est une application conforme
qui envoie le centre du cercle & 'infini et inverse l'intérieur et I'extérieur du cercle.
DEFINITION par le dessin. Le groupe engendré par les inversions par rapport
aux cercles et les réflexions par rapport aux droites de C est appelé groupe de
Mobius. Chaque inversion de CU{oo} par rapport & un cercle C(o, r) peut s’étendre
en une transformation de H?, inversion par rapport a la demi sphere S(o,r) dont
le bord est C(o,7). Cette transformation est une isométrie de H3. De plus, les
isométries directes de H? sont les transformations du type ci-dessus qui s’écrivent
comme un produit d’un nombre pair d’inversions. Sur C le groupe engendré par
les produits d’un nombre pair d’inversions est exactement le groupe PSL(2,C) des
homographies a coefficients complexes. Ainsi, ceci permet d’identifier le groupe des
isométries directes de H? au groupe PSL(2,C).

Théoréme 1.2 Le groupe des isométries préservant Uorientation de H3 est iso-
morphe & PSL(2,C) via lapplication d’extension ci-dessus.

En corollaire de cette identification, on remarque que le groupe des isométries
directes de H? est le groupe des transformations conformes du bord de H3.

Le modele du demi-espace est tres adapté pour les calculs, mais le role apparem-
ment particulier de I'infini est génant.

1.1.2 Le modele de la boule

La boule hyperbolique B™ est définie comme la boule unité ouverte B® = B(0,1)

. 7’ . 2 71 7 n
dans R™, munie de la métrique ufu‘lﬁ. L’élément de volume est alors %.



z—1

z+1

Proposition 1.3 L’application de H? dansB? définie par z — est une isométrie.

On envoie ensuite H" dans B"™ de maniére isométrique en identifiant les sphéres
unité TIH™ et T#B™, puis en envoyant le point (0, . ..,0,1) sur le centre de la boule,
et chaque 2-plan de H" sur un deux-plan de B™ comme ci-dessus.

Les géodésiques de B™ sont les diametres et les arcs de cercle orthogonaux au
bord.

1.1.3 le modele de I’hyperboloide

Dans R™*!, on définit H™ comme la nappe supérieure
2 2 2
H" ={(®1,.. ., Tny1), T > 0,27 + .. 2; — a5 = —1},

la métrique étant donnée par la restriction a chaque espace tangent a H™ de la
forme quadratique z? + ...22 — 22 41, qui se trouve étre définie positive sur ces
sous-espaces la.

La projection stéréographique vue depuis le point (0,...,0,—1) envoie H\ dans
B™ isométriquement.

Si on veut une formule explicite (voir Ratcliffe) 'application ci-dessous est une
isométrie de H™ dans B”

Y1 Yn
T1...Tn) > et .
( ' n) (1 + Yn+1 1 +yn+1>

Ce modele est particulierement adapté pour décrire les isométries en dimension
n quelconque; elles s’identifient au sous-groupe du groupe orthogonal de la forme
quadratique =} +...22 — z2; qui préserve la nappe supérieure. Ainsi, le groupe
des isométries de H™ s’identifie & la composante connexe de l'identité O,(n, 1) dans
O(n,1). De méme le groupe des isométries directes de H™ s’identifie & SO,(n, 1).

Dans ce modele les géodésiques sont les intersections de H™ avec les plans de

dimension 2 passant par l'origine de R"*1,

1.2 Isométries

Les isométries de H" se prolongent en des applications continues de H* = H™ UOH"
dans lui-méme. Elles ont donc au moins un point fixe.

Isométrie hyperbolique : transformation conforme sur le bord et sur H" évidemment!!

Une isométrie est dite elliptique si elle a au moins un point fixe dans H™. Elle
est parabolique si elle ne fixe aucun point dans H" et fixe un unique point dans
OH", et loxodromique si elle fixe deux points du bord. Pourquoi pas plus de
deux points fixes en dim n >4 7

Dans H?, le groupe des isométries directes s’identifie & PSL(2,R). Une isométrie

. cosf sinf

elliptique 7 est conjuguée a ( g cosf ), pour un # € [0,27], et sa trace

- . (o . C 1 ¢
vérifie |tr(v)] < 2. Une isométrie parabolique est conjuguée & ( 0 1 ), pour
un t € R et a une trace égale a 2. Une isométrie loxodromique est conjuguée a

( S ())\ >7 avec |A| # 1, et a donc une trace [tr(y)| > 2.

dessin



Dans H? l'identification & PSL(2,C) donne le méme rsultat. Les isométries
elliptiques sont celles de trace |tr(y)| < 2, les paraboliques de trace |tr(y)| = 2, et
les loxodromiques de trace |tr(y) > 2.

Une isométrie loxodromique v admet deux points fixes dans OH", v et v, I'un
attractif, I'autre répulsif. Elle agit par translation le long de la géodésique (y~vT).
On peut trouver deux disques ouverts disjoints D~ et DT de OH", centrés en v~
et vt respectivement, tels que v(D~) = 9H" \ D+, et y~1(D*) = 9H" \ D~.

1.3 Bord a l’infini

On peut compactifier 'espace hyperbolique par son bord. Dans le modele du demi-
espace, OH" = R"~1 U {00}, dans celui de la boule, 9B" = S"~1.

Ce bord a l'infini s’identifie aussi a ’ensemble des extrémités de rayons géodésiques.
Ainsi, la distance d’un point de H™ & un point du bord 9H" est toujours infinie.

Dessin

Une ombre O (B(y,r)) est définie comme ombre sur le bord de la boule B(y, ),
vue de z, i.e. Pensemble des & € OH" tels que la géodésique [z, £) intersecte la boule

B(y,r).
dessin

Les ombres définissent la topologie du bord OH™ et sont trés commodes pour
décrire le comportement asymptotique de points ou de géodésiques partant a I'infini
dans H™.

Si on veut comprendre la convergence de suites de points de H" vers un point
de OH", il est commode de considérer 'ombre vue de = de la boule B(y,r) comme
un sous-ensemble de H™ U 9H". C’est I'nsemble des z € H™ U JH™ tels que [z, 2)
intersecte B(y,r). dessin.

Alors, une suite (z,) de H™ U 0H" converge vers ¢ si pour toute ombre O
contenant &, il existe un rang a partir duquel la suite x,, est dans 'ombre.

Etant donné un point £ € OH", et deux points z, y de H", il est commode de
comprendre la ”distance relative” de x et y & &, i.e. la quantité "d(z, &) — d(y,£)”.
Cette quantité n’a pas de sens car les deux termes sont infinis. On considere alors
un rayon géodésique paramétré a vitesse 1, (¢(t))i>0, terminant en &, et la limite
suivante

lim d(z,c(t)) — d(y, c(t)).

t——+o0

Cette limite existe, et on peut vérifier qu’elle ne dépend pas du rayon géodésique
choisi. On note
Be(z,y) = lim d(z,c(t)) — d(y, c(t)) -

t——+o0

Et on y pense, par abus de notation, comme la distance relative de x et y a &.
On appelle horosphére centrée en & une ligne de niveau de la fonction =z —

dessin

Proposition 1.4 L’application (3 est de classe C? en les variables x ou vy, et con-
tinue en &.

En courbure constante on doit avoir mieux, non ?? Heintze Im Hof



1.4 Groupes Kleiniens
1.4.1 Définition, groupe de Schottky

Un groupe Kleinien est un sous-groupe discret d’isométries de H™. En d’autres
termes, c’est un groupe I' d’isométries telles qu’'une orbite I'.xz n’a pas de point
d’accumulation dans les compacts.

Quand n = 2, on parle plutét de groupe fuchsien.

En général, on considere plutot des groupes d’isométries directes, i.e. des sous-
groupes de SO,(n,1) (ou PSL(2,C) lorsque n = 3 et PSL(2,R) dans le cas n = 2).

Le quotient de H" par un groupe Kleinien T', noté M = H" /T, est un espace
topologique bien défini des que I' est discret. Lorsque de plus I' ne comporte aucun
élément elliptique, M est une variété.

De nombreux exemples issus de constructions arithmétiques produisent des groupes
T contenant des éléments elliptiques, donc les espaces quotients ne sont pas des
variétés, car il y a des "pointes” correspondant aux points fixes des éléments ellip-
tiques. Toutefois, cette difficulté est purement technique et tres facile a contourner,
nous parlerons donc de variété quotient quoi qu’il arrive.

Définition 1.5 On dit que T' est cocompact lorsque H" /T est compact, et que c’est
un réseau (cocompact ou non) st H" /T a un volume fini.

Vous verrez les constructions les plus classiques de groupes Kleiniens avec Gilles
tout a I’heure.

Mentionnons tout de suite le cas des groupes de Schottky, qui sont les plus simples
a définir.

Soient 71, . . ., 74 des isométries loxodromiques qui admettent des disques Df, ceey Djit
tous disjoints. Alors, par un célebre argument, dit de Ping Pong, le groupe I' en-
gendré par les y; est discret. En effet, il est facile de voir que 'orbite d’un point qui
n’est dans aucun DilL n’a pas de point d’accumulation dans H"™. Ce méme argument
de Ping Pong montre méme que le groupe I' est un groupe libre a d générateurs.

dessin

Lorsqu’on consideére deux générateurs dans HZ, la surface quotient est facile &
comprendre. C’est soit un pantalon, soit un tore percé.
dessins

1.4.2 Ensembles limites

Soit I' un groupe discret, et € H". Le groupe étant discret, 'orbite 'z ne peut
pas avoir de point d’accumulation dans H"™.

On définit 'ensemble limite A(T') comme I'ensemble A(T) = .z \ T.z C OH"
des points d’accumulation de T'.

Proposition 1.6 L’ensemble limite ne dépend pas de x.

Les points fizes de tous ses éléments paraboliques ou hyperboliques forment un
sous-ensemble dénombrable dense dans A(T).

L’ensemble limite A(T") a un cardinal inférieur a 2 ou infini. Lorsqu’il est infini,
c’est le plus petit fermé T'-invariant non vide de OH".

Lorsque ’ensemble limite est infini, on dit que I" est non élémentaire.



Démonstration : Par définition, A(T") est un fermé I'-invariant non vide. Il ne
dépend pas de z, car I agit par isométries sur H", donc les orbites I'.x et I'.y restent
a distance bornée 'une de 'autre, donc ont les mémes points d’accumulation sur le
bord.

Nous admettons qu’il est minimal lorsqu’il est infini.

Les points fixes des isométries de I' sont clairement dedans. Leur adhérence est
un fermé invariant inclus dans A(T), c’est donc A(T).

SiI" est un groupe cyclique d’isométries elliptiques, alors A(T") est vide.

Si I' ne contient que des isométries paraboliques avec un point fixe commun,
alors A(T") est réduit & un point.

Si I' ne contient que des isométries hyperboliques avec un point fixe commun,
alors A(T") est réduit & deux points.

Si I' contenait une isométrie parabolique et une isométrie hyperbolique avec un
point fixe commun, il ne serait pas discret.

Si I' contient au moins deux isométries hyperboliques ou paraboliques dont les
points fixes sont distincts, alors A(T') est infini. En effet, notons par exemple g
et h deux isométries hyperboliques aux points fixes distincts. Alors h™gh™" est
une isométrie hyperbolique dont les points fixes sont h"y%. Tous ces points fixes
(distincts) sont dans A(T") qui est donc infini. DESSIN O

Fait 1.7 Si T est cocompact, alors Ar = OH".

Démonstration : En effet, étant donné £ € JH" et € H", I'image de la géodésique
[z€) dans le quotient H" /T, reste dans un compact. Dans H", elle est donc toujours &
distance bornée de 'orbite I'.z. Ceci signifie donc que & est un point d’accumulation
de I'.z. a

Fait 1.8 Si T est un groupe de Schottky, alors A(T") est un Cantor.
Rappelons la

Définition 1.9 Un ensemble de Cantor est un ensemble compact non vide totale-
ment discontinu.

DESSIN . Peut etre dans H? pour que ce soit plus similaire & un cantor
classique triadique.

Introduisons tout de suite un sous-ensemble tres important de I’ensemble limite,
Iensemble limite conique ou ensemble limite radial que nous noterons A,.qq(T'). Un
point £ est dans I’ensemble limite radial s’il existe un rayon géodésique d’extrémité &,
et une infinité de points ,.0 a distance bornée de ce rayon géodésique, convergeant
vers . DESSIN

Proposition 1.10 Un vecteur v € T*M = T (H"/T') a un relevé dont 'extrémité
vt est dans Apqa(T) si et seulement si sa géodésique (g'v)i>o revient infiniment
souvent dans un compact.

Démonstration : Exercice. O

2 Enoncés, Comptage

2.1 Croissance de la fonction orbitale
2.1.1 Enoncé

Nous nous intéressons a des résultats du type ci-dessous.



Théoreme 2.1 (Margulis) Soit I' un sous-groupe cocompact de H", et o € H"
un point fixé. Alors

#{’7 el',~voe B(o7 R)} ~ C(F,w)e(”_l)R )

Le théoreme suivant, d a Roblin en toute généralité, sera donné avec les bonnes
hypotheéses, bien moins restrictives, plus loin.

Théoréme 2.2 Soit I' un groupe de Schottky de H", et o € H" un point fizé. Il
existe une constante 0 < ép < n — 1 telle que

#{yeT, ~voec Blo,R)} ~C(T,xz)e’r k.

2.1.2 1Idée de la preuve

L’exposant dr qui apparait est appelé exposant critique. Ce nombre a beaucoup
de significations. Il mesure la croissance des orbites du groupe I' dans H™, comme
I'indique le théoreme ci-dessus. Il coincide aussi, dans les exemples les plus clas-
siques, avec la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite. En général, c’est la di-
mension de Hausdorff d’un sous-ensemble trés important de A(T"), appelé I’ensemble
limite radial. D un point de vue dynamique, il coincide avec I’entropie topologique
du flot géodésique sur la variété quotient. C’est également ’entropie mesurée d’une
mesure invariante par le flot géodésique, la mesure dite de Bowen-Margulis,

Le flot géodésique (g)ier est un flot défini sur le fibré unitaire tangent TH"
de ’espace hyperbolique, et, par passage au quotient, sur le fibré unitaire tangent
T'M de toute variété hyperbolique M = H"/T. Etant donné un vecteur unitaire
v € T'H, il existe une unique géodésique (¢, (t))ier paramétrée a vitesse 1 telle que
¢, (0) = v. Le flot au temps ¢ agit ainsi : g*(v) = ¢, (). Dessin
C’est un systeme dynamique qui a été et est tres étudié depuis plus d’un siecle.

Remarque 2.3 Historiquement, on date souvent la naissance des systemes dy-
namiques au moment des travaux de Poincaré, a la fin du dix-neuvieme siecle.
Hadamard, en 1898, publie - juste apres Poincaré - un article intitulé jj Des surfaces
a courbures opposées et leurs lignes géodésiques ; ;. De méme, la théorie ergodique,
étude des systemes dynamiques chaotiques via leurs mesures invariantes, date des
années 30, période pendant laquelle les travaux de Hopf et Hedlund sur le flot
géodésique donnent tout de suite des exemples fructueux. On pourrait multiplier
les exemples montrant que le flot géodésique en courbure négative est un des exem-
ples les plus fondamentaux des systémes dynamiques.

De fait, suivant I’approche initiée par Margulis, la preuve consiste a utiliser le
flot géodésique et les propriétés ergodiques de la mesure de Bowen-Margulis, en
particulier une propriété de mélange. Cette propriété signifie que le passé et le
futur d’une trajectoire sont essentiellement indépendants. Géométriquement, cette
propriété peut étre comprise grace a ce qu’on appelle la structure produit local. Cela
signifie qu’étant donnés deux vecteurs v et w tres proches, on peut jj recoller j; le
passé de v et le futur de w.

DESSIN

Cela signifie vraiment qu’on ne peut rien déduire sur le futur, connaissant le
passé d’une trajectoire. La propriété de mélange est une reformulation de cette
idée.

Dans la suite du cours, nous allons voir comment construire cette mesure, la
mesure de Bowen-Margulis, et étudier ses propriétés, pour prouver le théoreme de
comptage ci-dessus.

Mais nous allons commencer par un peu de théorie ergodique.



2.2 Théorie ergodique
2.2.1 Coordonnées de Hopf

La structure produit est, comme cela a été mentionné, l'origine du caractére tres
chaotique du flot géodésique. Ceci peut, tres concretement, se comprendre grace a
l'usage des coordonnées de Hopf.

Si v € T'H, on notera v* les extrémités en oo de la géodésique qu’il définit.
dessin.
SiveT'M, on M = H"/T, on notera parfois v* les extrémités d'un relevé quel-
conque de v, quand on voudra parler de propriétés qui ne dépendent pas du relevé.

Théoréme 2.4 L application de T'H" dans OH" x OH" \ { Diagonale} x R définie
par
veTH" = (v™,v", Byt (0,7(v)),

est un homéomorphisme.

Démonstration : ADMIS. Exo. O

Dans ces coordonnées, le flot géodésique agit de la maniere suivante. Si v =
(v™,vT, ), alors pour tout ¢ € R, on a

g (v vt s) = (v, vt s +1).

Ceci rend ces coordonnées extrémement confortables.
L’action du groupe est elle aussi bien comprise. Siy € I', on a

Y™, v+, 8) = (v, vyt s £ Byt (0,7F10)) .

Exercice : vérifier les signes dans la formule ci-dessus.

On notera désormais 9*H" = OH" x JH" \ {Diagonale}. Ainsi, le fibré unitaire
tangent T'H" s’identifie & 9°H" x R. Si I' est un groupe discret, et M = H" /T, on
aT*M =T'(H"/T) = (0*H" x R) /T

2.2.2 Ensemble non-errant

Lorsque la variété M = H"/I" est non compacte, le flot géodésique n’agit pas partout
de maniere tres intéressant.

Définition 2.5 Un vecteur est dit non-errant si pour tout voisinage V de v, on
a fR lyngtvzpdt = +00. L’ensemble non errant est l’ensemble des vecteurs non
errants.

Théoréme 2.6 (Eberlein) Soit I' un groupe discret. Dans les coordonnées de
Hopf, Uensemble non errant Q du flot géodésique sur T*M est ensemble des
vecteurs v € TH" tels que vt € A(T). En d’autres termes, on a

Q = (A(D) x A(D) \ {Diag}) x R) /T

Le groupe I' est dit convexe-cocompact lorsque 2 est compact. Dans ce cas,
pour tout vecteur v € Q, (g'v) reste dans le compact 2. Autrement dit, pour tout
v € Q, v € Apgq(T). Ce que nous venons de dire, c’est que

Fait 2.7 T' est cocompact ou conveze-cocompact ssi A(T') = Aqa(T) ssi Q est com-
pact.



11 est immédiat de vérifier que = T M lorsque M est compacte. C’est encore
vrai quand M est de volume fini, ou M est un revétement galoisien d’une variété
compacte. dessin.

L’exemple type de groupe I' tel que € ne coincide pas avec T' M c’est les groupes
de Schottky. Dessin. Un vecteur qui part droit dans la trompette admet un
voisinage de vecteurs qui partent également. Ils sont tous errants.

Mais ces groupes la, les groupes de Schottky, sont convexe-cocompacts. En effet,
DESSIN si on trace un domaine fondamental et les géodésiques joignant les bords
des disques BDijE qui sont adjacents, on constate immédiatement que ’ensemble
des vecteurs non errants est inclus dans un sous ensemble compact de ce domaine
fondamental. (%)

2.2.3 Mesures invariantes

Lorsque nous parlerons de mesure, nous sous-entendrons toujours mesure de Radon
sur la tribu borélienne, i.e. mesure borélienne finie sur les compacts. Une mesure
invariante par le flot géodésique est une mesure p sur T'M telle que pour tout
borélien A C T M, on a u(gtA) = u(A) pour tout t € R.

Elle est dite ergodique si tout ensemble A presque surement invariant (i.e. pour
tout t € R u(AAg*A) = 0) est de mesure nulle ou de complémentaire de mesure
nulle. L’exemple type de mesure non ergodique est la somme de deux mesures
invariantes distinctes.

Dans ce qui suit nous ne supposerons pas que p est finie.

Le flot géodésique est un flot tres chaotique. Un des indices du chaos est
I’abondance de mesures invariantes. Lorsque I' est non élémentaire, il a une in-
finité de géodésiques périodiques distinctes.

Rappelons que ’axe d’une isométrie hyperbolique de I'" passe au quotient en une
géodésique périodique. Deux isométries conjuguées dans I', h et ghg~' ont des axes A
et g(A) images 'un de Pautre par 'élément g € T" de sorte qu’ils donnent lieu & la méme
géodésique périodique. Ainsi, les géodésiques fermées sont en bijection avec les classes de
conjugaison d’éléments hyperboliques de I'.

Par exemple, si I" est un Schottky, dessin trompette et n- tours autour,
Ces géodésiques périodiques sur M se relevent sur le fibré unitaire tangent T M
en des orbites périodiques du flot géodésique. A multiplicité pres, une géodésique
fermée de M donne lieu a deux orbites périodiques, celle de v et celle de —v, pour
n’importe quel vecteur v € T'M tangent & la géodésique fermée.

Soit p € T'M un vecteur périodique pour (g'), de période notée I(p). Alors la
mesure notée par abus §, consistant a intégrer une fonction f sur I’orbite, comme
cela [ fdé, = ﬁ Ol(p ) f dd, est une mesure de probabilité invariante dont le sup-
port est exactement ’orbite de p. On appellera mesure périodique une telle mesure.
Ces mesures sont des mesures de probabilité invariantes. Elles sont ergodiques,
et elles sont denses dans ’ensemble des mesures de probabilité invariantes. Mal-
heureusement, elles ne sont pas tres adaptées a I’étude du flot géodésique, car vu
via une de ces mesures, le flot géodésique se résume a une rotation le long d’une

orbite périodique. En particulier, elles ne sont pas mélangeantes.

La mesure de Liouville est la mesure riemannienne sur 7' M. Elle est définie
par
dL(v) = dvol(x)dA;(v),

ot vol est la mesure hyperbolique définie au premier cours, et dA, (v) est la mesure de
Lebesgue sur la sphere TH™. C’est donc une mesure de Radon (mesure borélienne

2Cette preuve ne marche qu’en dimension 2 mais le résultat est toujours vrai.



finie sur les compacts). Le théoréme de Liouville assure que cette mesure est invari-
ante par le flot géodésique de T'H". Cette mesure est invariante par tout le groupe
I" d’isométries. Elle déf

Théoréme 2.8 Soit o € H” un point firé. Dans les coordonnées de Hopf, la mesure
de Liouville s’écrit

dL(v) = Po= mNFB (@) gx (v )dA, (vT)dt

ot w(v) désigne le point base de v, et A, la mesure de Lebesque (angulaire) sur la
sphére TYH™. En particulier, cette écriture est indépendante du choix de o.

Cette mesure étant invariante par toutes les isométries de H", elle définit donc
une mesure invariante sur 7' M pour toute variété hyperbolique M. En particulier,
elle ne dépend que de la géométrie de H", et pas du groupe I' considéré.

Démonstration : Nous admettrons la preuve de ce théoreme. Observons qu’il a été
démontré par E. Hopf dans les années 1930, dans le cas n = 2. C’est un résultat
crucial pour démontrer I'ergodicité de la mesure de Liouville, sur une surface de
volume fini (résultat dii & Hopf, précisément).

En dimension n > 3, il a fallu attendre les travaux d’Anosov et Sinai, dans les
années 1950 (ou 1960 ? VERIFIER date) pour avoir le méme résultat. O

Remarque 2.9 COmme mentionné plus haut, le point o du théoréeme est arbi-
traire. On peut exprimer la mesure de Liouville £ en fixant un autre point z. En
particulier, la famille de mesures (\;)zem» sur les spheres unité T1H" vérifie les
deux propriétés suivantes, pour tous z,y € H" et toute isométrie v de H":

1. invariance par isométrie: v, Ay = Ayg

2. conformité

giw (&) = e~ (n=DPe(zy)

La conjonction des deux propriétés donne %(O = e~ (n=DBe(v.z.2)

@

2.2.4 Trouver de bonnes mesures invariantes?

Revenons a notre exemple favori, celui des groupes de Schottky, et par exemple le
tore troué. DESSIN.

Le volume de cette surface est infini. En particulier, la mesure de Liouville est in-
finie. Mais elle est en plus non ergodique. En effet, prenons deux vecteurs vy et vo
distincts dont la géodésique part dans la trompette. Alors ils admettent deux voisi-
nages ouverts disjoints, V; et V5, tels que gV et ¢®V5 sont disjoints et de mesure
de Liouville positive. Cela contredit 1’ergodicité. Mais alors, comment trouver une
mesure invariante intéressante pour faire de la théorie ergodique ? Intéressante,
c’est-a-dire au minimum ergodique, de support plein, si possible finie, mélangeante
0

En pratique, avant de parler d’ergodicité ou de support, une propriété cruciale
en théorie ergodique est la conservativité de la mesure. Une mesure p est dite
conservative si pour tout ensemble A tel que p(A) > 0, pour p-presque tout v € A,
ona [ 14(g'v)dt = +oo. Autrement dit, les orbites, presque surement, ne partent
pas sans revenir.

Rappelons ici qu'un vecteur v a une géodésique (g'v)¢>¢ qui revient infiniment
souvent dans un compact ssi vT € Ara(T), de sorte qu'une mesure de Radon
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conservative va étre une mesure qui donne mesure pleine aux vecteurs v dont un
relevé vérifie vt € Ayeq(T).

Le théoréme de récurrence de Poincaré affirme que toute mesure invariante finie
est conservative. Mais il peut exister des mesures invariantes infinies et conserva-
tives, qui sont donc int’eressantes du point de vue dynamique.

Dans I'exemple du tore troué, la mesure de Liouville n’est pas conservative.

Dans ’exemple d’une surface de genre infini, Z-revétement d’une surface hyper-
bolique compacte DESSIN, on peut montrer que la mesure de Liouville est infinie
et conservative (et méme ergodique).

Lemme 2.10 Si p est une mesure de Radon invariante et conservative pour le flot
géodésique, son support est inclus dans I’ensemble non-errant Q du flot géodésique.

Démonstration : Exercice. O

Revenons a nos groupes de Schottky, et aux variétés associées, par exemple
le tore troué. Comment donc trouver d’autres mesures invariantes intéressantes
pour ’étude dynamique du flot géodésique ? L’ensemble non-errant étant com-
pact, il s’agit de trouver des probabilités invariantes supportées sur €2, si possible
ergodique, de support plein, et mélangeants. La construction de Patterson-Sullivan
permet de construire une telle mesure, la mesure de Bowen-Margulis. En réalité,
cette construction est trés robuste et permet de construire de nombreuses autres
mesures invariantes avec de bonnes propriétés, les mesures de Gibbs. Mais nous
n’en parlerons pas ici.

La stratégie de la construction de Patterson-Sullivan est la suivante. Se donner
une mesure m de Radon invariante par le flot géodésique sur T' M équivaut & se
donner une mesure 7 de Radon invariante par le flot géodésique et par ' sur T H™.
Les coordonnées de Hopf disent que T H" ~ §*H" x R, et le flot géodésique agit
par translation sur R. De plus, le groupe I' agit diagonalement sur 9?H" et par
un cocycle additif sur R. Une mesure 7 invariante par le flot géodésique sur T H"
s’écrit donc dm = dp x dt ou p est une mesure sur O’H" invariante par I'. Plus
précisément, on a

Proposition 2.11 Il y a une bijection entre l’ensemble des mesures de Radon (g*)-
invariantes sur TYM (resp. les mesures de Radon (g*)-invariantes ergodiques, resp.
les mesures de Radon (gt)-invariantes de support plein) et ’ensemble des mesures
de Radon T-invariantes sur 0°H"™ (resp. les mesures de Radon T-invariantes er-
godiques, resp. les mesures de Radon I'-invariantes de support plein).

De plus, cette bijection envoie les mesures de Radon (g')-invariantes conserva-
tives sur les mesures de Radon T-invariantes supportées par (A(T))2.

Par conséquent, pour construire de bonnes mesures invariantes par (g*) sur 7'M,
on peut construire de bonnes mesures I-invariantes sur (A(T"))2. Une idée naturelle
serait de construire une mesure I-invariante sur A(T"), disons v, et de considérer la
mesure m = v X v X dt.

Malheureusement, ce n’est pas possible. En effet,

Lemme 2.12 Soit I' un groupe Kleinien non élémentaire. Il n’existe pas de prob-
abilité T -invariante sur A(T).

Démonstration : Si I’ est non élémentaire, il contient au moins deux isométries
hyperboliques ou paraboliques dont les points fixes sont distincts. Par exemple,
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soit h € ' une isométrie hyperbolique. Si v est une probabilité invariante par
tout le groupe T, alors v(9H" \ {h=,hT}) > 0. Soit donc A C 9H" \ {h*}, avec
v(A) > 0. Soit D un domaine fondamental pour I'action de h sur OH" \ {h*}. On
a OH" \ {h*} = Upezh™(D). Donc v(A) =Y, ., v(ANA"D). 1l existe donc n € Z
tq v(ANA"D) > 0. Mais alors ), v(ANA"D) = 400, ce qui contredit le fait
que v soit une probabilité. O

Reprenons I’exemple le plus naturel de mesure sur le bord. La propriété d’invariance
et de conformité de la famille de mesures de Lebesgue sur les spheres donne des ex-
emples de mesures sur le bord, qui sont non pas invariantes mais quasi-invariantes
par I', au sens ou

Dieds (g _ ~r-1)pe(ra)

dAg
Nous admettrons cette formule. Cette formule signifie que 'action de  grossit la
mesure autour de £ lorsque & est plus proche de .z que de = (on le voit mieux!) et
inversement, la mesure v, A, est plus petite lorsque ¢ est plus proche de x que de vz
(on le voit moins bien). Dessin : calcul secteur angulaire depuis = ou bien vz

Inspirée par la structure produit de la mesure de Liouville, la construction de
Patterson (en dimension 2) et Sullivan (en dimension quelconque) consiste & con-
struire une famille de mesures de probabilité (v,),cun supportées sur A(T") qui sat-
isfont des propriétés de conformité et d’invariance analogues a celles de la classe des
mesures de Lebesgue ();), et de les utiliser pour construire une mesure invariante
par le flot géodésique sur T M.

Pour remplacer la mesure de Lebesgue sur OH" par une mesure quasi-invariante
sur A(T"), qui est souvent un Cantor, il est naturel de construire une mesure du
type mesure de Hausdorff. Les mesures v, vont étre grosso modo des mesures de
Hausdorff sur A(I") muni de distances d, adaptées.

Mentionnons la stratégie de Bowen, valide pour des systémes dynamiques plus
variés, mais seulement lorsque l’ensemble non errant est compact. Il considere la
moyenne de toutes les mesures périodiques de période inférieure a T', fait tendre T’
vers +00 et démontre que la mesure obtenue a de bonnes propriétés.

L’approche de Patterson-Sullivan est spécifique au cadre géométrique, mais tres
robuste. Elle s’adapte aux groupes Kleiniens quelconques, & la courbure variable, a
la notion de mesure de Gibbs, au flot géodésique de Teichmiiller, ...

2.2.5 Théoremes ergodiques classiques

Avant de passer a la construction proprement dite de la mesure de Bowen-Margulis,
rappelons le théoréme de récurrence de poincaré, et le théoreme ergodique de
Birkhoft.

Théoréme 2.13 Soit (¢') un flot préservant la mesure sur l’espace de probabilité
(X,B,pn). Soit E € B tel que u(E) < oo. Alors p-presque tous les points de E
retournent infiniment souvent dans E, au sens ot fooo 1g(¢tz) dt = +oo.

Ref Walters pour des applications. Ref pour un flot ?

Théoréme 2.14 Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et (¢t) un flot préservant
w. Si f € LY(X,pn), alors pour m-presque tout x € X, % fOT f o ¢t(x)dt converge
quand T — too vers l'espérance conditionnelle E(f|Z) de f sachant la tribu des
nvariants.
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3 Construction de Patterson-Sullivan et propriétés

3.1 Série de Poincaré, exposant critique

Soit I' un groupe Kleinien, que nous supposerons non élémentaire sauf mention
explicite du contraire. Soit o € H™ un point fixé, par exemple le point (0,...,0,1).
La série de Poincaré P(s) est définie par

P(S) — Z efsd(o,'yo) )

yel’

Plus généralement, on définit

P(z,s) = Z e~ sd@ o)

yel’

Comme T agit par isométries sur H", le comportement (convergence ou divergence)
de ces séries ne dépend pas du point z. Soit ér € RU {400} I'exposant critique de
ces séries, défini par le fait que P(s) = 400 pour s < dr et P(s) < oo pour s > dr.
A priori, on ne sait pas ce qui se passe en I'exposant critique (comparer ZneN e "
et > en %e_‘g”). Mais de fait, ceci aura une grande importance sur les propriétés
ergodiques du groupe I'. Lorsque dr est fini, un groupe I' sera donc dit divergent si
P(dr) = 400 et convergent sinon.

Notons a, = #{y € I', n < d(0,7.0) < n+1}. Observons que la série P(s) est
de méme nature que ),y a,e” " de sorte que

1
or = limsup — log#{vy € T, n < d(0,7.0) <n+1}.

n—+oco N

3.1.1 Propriétés des exposants critiques

Avant de construire la mesure, donnons quelques exemples de calculs d’exposants
critiques.

Si I' =< h > est engendré par une isométrie hyperbolique, alors d(o, h™.0) =
[n|.d(o, h.o) de sorte que ér = 0. DESSIN

Si' =< p > est engendré par une isométrie parabolique p, on utilise I’équivalent
classique d(o, p™.0) ~ 2log|n| de sorte que dr = 3. DESSIN.

Si' =< p1,...,pr > est un groupe parabolique de rang k, alors dr = g
Si T est un sous-groupe de I'V alors or < dp.

Si I' est non élémentaire, alors ér > 0. En effet, il contient un sous-groupe

log 3
de Schottky < g,h >, donc dr > d<gp>. De plus dcgps > max{d(w‘fi),d(mh_o)}.
En effet, si v est un mot de longueur n en g et h, l'inégalité triangulaire donne

d(o0,7v.0) < n.max{d(o, g.0),d(o, h.0)}.

Si dr > 0, alors

or = limsup 1 log#{y € T',d(0,7y.0) <n}.
n—+oco N
On a toujours dr < n—1, et de plus, si I" est un réseau, i.e. H” /T est de volume
fini, &p = n — 1. Donnons la preuve dans le cas ou I est cocompact. Renvoyons par
exemple aux notes de M. Peigné [?] pour la preuve dans le cas ot " est de covolume
fini mais non cocompact.
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Démonstration : Soit o fixé dans H", D le diametre de H" /T et r = L inf. e d(o, v.0).
Alors pour R > 0 grand, on a

l—"yEF,d(o,'y‘o)SRfrB(ry-Oa T) C B(Oa R) C U'yEF,d(o,'y.o)SRJrDB(’Y-Oa R + D) .

Observons que 'inclusion de gauche est vraie sans hypoythese sur I'. Ces inclusions
montrent immédiatement que

#{y €T d(o,v.0) < R}.vol(B(o,r)) < vol(B(o,R)) < #{v € I',d(0,7v.0) < R+A}.vol(B(o, R+D)) .

Un calcul élémentaire donne vol(B(o, R)) ~ e(»" D quand R — +oco. En faisant
% log et en passant & la limite, on en déduit aisément que ér < n — 1 pour tout
groupe I', et que ér > n — 1 lorsque I" est cocompact. O

Mentionnons le résultat utile suivant, que nous admettrons.

Théoreme 3.1 (Roblin) Si T est non élémentaire, alors dr est la limite du tauz
de croissance exponentielle des orbites de T', et pas seulement une limite supérieure.

A titre culturel, mentionnons le résultat suivant.

Théoréme 3.2 (Sullivan) Soit I' un groupe Kleinien non élémentaire. Si ép >

an, alors la premiére valeur propre du Laplacien satisfait Ao = or(n — 1 — o).

3.2 Construction d’une densité conforme invariante

La construction est due a Patterson en dimension 2, et Sullivan dans le cas général.
Soit T" un groupe Kleinien non élémentaire, et x € H™. On suppose op < oo.
Pour tout s > dr, on pose

s _ 1 —sd(z,y.0)
Yo = P(s) Z € 700
~el

Notons que v est une probabilité sur H", et v; une mesure finie.

Le compactifié H" U OH"™ est compact, donc l’ensemble des probabilités sur
H™ UJH" est aussi compact. Choisissons donc une sous-suite s, — dr décroissante,
telle que v~ converge vers une mesure de probabilité v, sur H® U 0H".

Si T' est divergent, on vérifie aisément que vi"(K) — 0 pour tout compact
K C H"™ de sorte que v, est supportée sur OH", et méme sur Ar par construction.

SiT est convergent, une astuce due & Patterson consiste a modifier la série P(s)
en une série P(s) = > oer h(d(o,~.0)e=*¥27°) et modifier la définition de v$ en
conséquence, de sorte que P ait le méme exposant critique dr, mais soit divergente
en s = dr, avec h une fonction a croissance lente choisie pour ne pas modifier les
raisonnements qui vont suivre.

Ainsi, dans tous les cas, on obtient une mesure v, supportée dans Ar. Main-
tenant, pour « € H", on choisit une sous-suite s,, de s, de sorte que vy converge
vers une mesure finie v, sur A(T").

A titre d’exercice, on peut vérifier que la famille (v,),cpn obtenue vérifie

1. for all x € H" and v € I, vulp = Vy.a,

2. for all z,y € H",
dv,

dvy

(§) = exp(—drfe(w,y) .
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Une famille de mesures (p,) vérifiant ces deux propriétés pour un § > 0 quelconque
est appelée une densité d-conforme.
Ainsi, la construction de Patterson peut étre résumée ainsi.

Théoreme 3.3 (Patterson) Si T est un groupe Kleinien non élémentaire, alors
il existe une densité dr-conforme supportée par l'ensemble limite A(T).

Nous verrons plus tard que lorsque I' est divergent, il existe une unique densité
conforme d’exposant Jr.

Remarque 3.4 La famille de mesures visuelles (sphériques) (A, ) sur chaque sphere

unité TrH™, vue comme une famille de mesures sur OH" via I’homéomorphisme

v € THH™ — vt € OH", est une densité conforme invariante d’exposant n — 1 et

de support OH", et ce, pour tout groupe discret d’isométries I'. Cette famille est

intéressante surtout pour les groupes tels que A(T") = 9H", dits de premiére espéce.
Ainsi, par exemple, il est notable que c’est la densité conforme invariante d’exposant

or = n — 1 pour tous les réseaux I' de H".

3.3 Le lemme de 'ombre de Sullivan

Une ombre O.(B(y,R)) est Pombre faite par la boule B(y, R), vue du point z,
quand on regarde le bord a l'infini. En d’autres termes,

ou [z,&) désigne le rayon géodésique de x & &.

Théoréme 3.5 (Sullivan’s Shadow lemma) . Soit (v)zenn une densité §-conforme
invariante, i.e. une mesure satisfaisant E’E%Upposons qu’elle a support Ar. Pour
tout x € H" il existe ro > 0 tel que pour tout r > rq il existe une constante Cyr 5, > 0
telle que pour tout v € T,

1
L pdd(mam) < Ve (O4(B(v.z,1)) < Cme—ﬁd(mﬁr) )

T -
Démonstration : En utilisant les deux propriétés d’une densité d-conforme et
l'inégalité triangulaire dans un triangle de sommets y~!.z, x, et un point ¢ €
O,-1,(B(x,7)), on obtient

V(O (B(r.2,7)) = 1y -1, (0 -1,(Bl, 1)) = e 0@ Dy (O 1, (B(x, 1))

Le terme de droite est majoré par la masse totale de v,.. Pour obtenir la minoration,
il suffit d’observer que infyecunuamn vz (Oy(B(z,r)) est strictement positif des que r
n’est pas trop petit, de sorte que pour tout y € H" U 0H", 'ombre vue de y de la
boule B(z,r) intersecte ’ensemble limite. O

Ce lemme de 'ombre a connu diverses généralisations, par plusieurs personnes,
pour les groupes géométriquement finis a cusps, en remplacant .z par un point
dans le cusp ( Stratmann-Velani [?], Schapira [?], Hersonsky-Paulin [?]).

Mentionnons un corollaire facile du lemme de 'ombre, qui a son utilité.

Corollaire 3.6 Une densité d-conforme invariante n’a pas d’atome dans l’ensemble
limite radial.

Démonstration : En effet, un point £ € A,qq(T") appartient & une infinité d’ombres
O,(B(yp-0, R)), pour un certain R > 0, avec 7y,.0 qui converge vers £. La conclusion
découle du lemme de I"'ombre. |
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3.4 La construction de Patterson-Sullivan de la mesure de
Bowen-Margulis

Gréce aux coordonnées de Hopf v = (v~ vt t), on définit sur OH" x OH" une
mesure de Radon invariante par les deux actions du flot géodésique et du groupe T’
par la formule

dimpy (v) = e9rBy+ (0,7(v))+0r B, — (0,7 (v)) dvo(v™) due(vT) dt .

Le lecteur vérifiera aisément les propriétés d’invariance. De plus, la formule ci-
dessus ne dépend pas du choix du point o, d’apres les propriétés de conformité de
(Vat)zGH"~

Quand la mesure v, n’a pas d’atome, la mesure mp); donne une masse zéro a
la diagonale de OH" x OH". Ainsi, elle définit au quotient sur 7'M une mesure
de Radon invariante par le flot géodésique, appelée la mesure de Bowen-Margulis.
En fait, avant cette construction géométrique due a Patterson et Sullivan, Bowen
et Margulis ont donné (indépendemment) deux constructions alternatives de cette
mesure, en utilisant des moyennes sur des orbites périodiques pour le premier, et
des moyennes sur les feuilles du feuilletage fortement stable pour le second.

La terminologie la mesure de Bowen-Margulis est un abus de notation puisque
nous n’avons pas justifié 'unicité de la mesure produite par cette construction (rap-
pelons que nous avons pris des valeurs d’adhérence arbitraires de v3). Mais elle est
justifiée, car nous montrerons plus tard l'unicité de la mesure produite par cette
construction, lorsque I' est divergent.

3.4.1 L’argument de Hopf

Cette mesure de Bowen-Margulis va nous permettre, lorsqu’elle est finie, de démontrer
le résultat de comptage de Roblin. Mais avant cela, il nous faut comprendre sous
quelles conditions justement cette mesure va étre finie, conservative, ergodique, ou
mélangeante.

Remarque 3.7 Lorsque la mesure mpy; est finie, elle est conservative par le
théoreme de récurrence de Poincaré.

Nous allons donner la démonstration du théoreme suivant.
Théoréme 3.8 (Hopf) Lorsque mpys est finie, elle est ergodique.

Hopf a démontré ce théoreme dans le cas particulier de la mesure de Liouville
sur des surfaces mais ’argument, tres général et tres profond, est identique dans le
cas ci-dessus.

Une variante de cet argument, que nous ne présenterons pas, permet d’obtenir
mieux.

Une mesure m est dite mélangeante si pour tous ensembles A et B de mesure
finie non nulle, on a m(ANg*B) — m(A)m(B) quand t — +o0. Ceci signifie que le
futur et le passé des trajectoires sont, en moyenne, asymptotiquement indépendants,
au sens des probabilités. C’est ainsi que le comportement asymptotique du flot
géodésique présente de nombreuses analogies avec celui d’une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi.

Théoréme 3.9 ( Babillot) Lorsque mpps est finie, elle est mélangeante.

Ce théoreme est initialement di a Rudolph dans le cas géométriquement fini. Une
autre rédaction est due a Coudene.
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En réalité, ergodicité et mélange sont dus a la structure produit de la mesure,
qui est la source de I'indépendance entre le passé et le futur.
Une autre variante de la preuve de Hopf permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.10 Si la mesure de Bowen-Margulis est conservative, alors elle est
ergodique.

Une derniere variante donne le résultat suivant.
Proposition 3.11 Si mpy; est ergodique, alors elle est uniquement définie.

Dans ce paragraphe, nous démontrons que la mesure de Bowen-Margulis, lorsqu’elle
est finie, est ergodique. Nous ne donnerons pas les démonstrations des variantes
présentées ci-dessus. Rappelons qu’'une mesure m est ergodique si pour tout borélien
A tel que g'A = A m-p.s. pour tout ¢, on a m(A) = 0 ou m(A¢) = 0. Ceci équivaut
& dire qu’une fonction f : T'M — R mesurable qui est m-presque surement invari-
ante est constante m-presque surement.

La preuve a 'air simple mais cache quelques subtilités importantes.

Démonstration : Supposons mpps is finite. Rappelons aussi que, a une densité
pres qui ne joue pas de role et que nous négligerons donc dans la preuve, mpas est
égale au produit v, X v, X dt.

L’ergodicité de la mesure de Bowen-Margulis signifie qu’une application intégrable
invariante est constante mp)/-presque surement.

On peut reformuler cela de la maniere suivante. Soit donc f : T'M — R
une application intégrable. Son espérance conditionnelle E(f|Z) sachant la tribu
des invariants est sa projection sur l’espace des fonctions mesurables invariantes
presque-surement. Il suffit donc de démontrer que pour toute fonction intégrable
f:T'M — R, son espérance conditionnelle est constante m-presque surement.

Comme les fonctions uniformément continues sont denses dans L' (T M, mpas),
on peut supposer f uniformément continue.

Considérons les applications suivantes.

() — — (1) —
) —tgglm/ f(gv)ds and £~ (v) —tggnm/ f(g*v)d
Le théoréme de Birkhoff affirme que ces applications f™ et f~ sont bien définies
mpp-presque surement et coincident mpp/-presque surement.

Comme f est uniformément continue, on vérifie que f* est invariante le long
des orbites du flot géodésique, et le long des variétés stables: si w € W*%(v), alors
d(g'v,g'w) — 0 donc f(w) = f*(v). Ainsi, f* ne dépend donc que de v* dans
les coordonnées de Hopf.

De maniere analogue, on vérifie que f~ ne dépend que de v~ dans les coor-
données de Hopf.

Tl semble alors aisé de conclure que E(f|Z) est constante m pps-presque surement,
puisqu’elle coincide presque surement avec une fonction f* qui ne dépend que de

T, et presque suremet avec une fonction f~ qui ne dépend que de v~. La preuve
rigoureuse de ce fait intuitif utilise de maniere cruciale le fait que mpys est une
mesure produit, par exemple via le théoreme de Fubini.

En utilisant les propriétés ci-dessus, et le fait que v, est une proba, on obtient

/ (B(ID))? dvo(o™ )dvp(v*)dt = / (F (0)2dv (0™ Yo v )t
92H" x[0,1]

- / ) f (0)dvo (o™ v (o )dt
H2H" x[0,1]
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. /f+ =)o (v Vv (v ) dt

- (/f+ )dv,(v )(/f T)dve(v ))
- ( /8 N BE( f|z)(v)deM(v)>

Ainsi, on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Ceci ne peut se produire
que si E(f|Z) est constante presque surement. O

Pour montrer que si mpjys est conservative, alors elle est ergodique on remplace
le théoreme ergodique de Birkhoff par le théoreme ergodique de Hopf. Il y a quelques
ajouts techniques dans la preuve mais 1'idée reste la méme.

Remarque 3.12 La lourdeur de la preuve intrigue comparée au co6té intuitif de
largument: une fonction presque surement égale & v et presque surement égale &
v~ doit étre presque surement constante.

Pour vous convaincre que la structure produit est cruciale, considérez une mesure
@ qui est la somme de deux mesures invariantes sur deux orbites périodiques dis-
jointes. Elle est donc non ergodique. Et ce n’est pas une mesure produit. Con-
sidérons une application f qui prend deux valeurs différentes sur ces deux orbites
disjointes. Elle est invariante, mais non constante. De plus, elle dépend presque
surement uniquement de vT et presque surement uniquement de v=. Dessin carré,
graphe, mesure supportée par un graphe.

3.4.2 Criteres de finitude

Rappelons que I" (ou M = H"/T") est dit géométriquement fini si M a un nombre fini
de bouts, qui sont tous soit des cusps, soit des trompettes. De maniere équivalente,
A(T) est composé uniquement de points limites radiaux ou de points paraboliques
bornés. Lorsque n = 2 cela signifie simplement que I' est de type fini.

Théoréme 3.13 (Sullivan) Quand M = T\H" est géométriquement fini, la mesure
de Bowen-Margulis est finie.

Notons que le résultat ci-dessus est faux en courbure négative variable.

Théoréme 3.14 (Peigné) Il existe des variétés hyperboliques géométriquement
infinies dont la mesure de Bowen-Margulis est finie.

3.5 Hopf-Tsuji-Sullivan

Il y a une trés importante dichotomie entre le cas ou I' est divergent, i.e. la série
Zwer e—54=77) diverge en 'exposant critique dr, et le cas ou I' est convergent,
quand la série converge en s = dr.

Pour les lecteurs qui ont une culture probabiliste, le théoreme de dichotomie
de Hopf-Tsuji-Sullivan est une version du lemme de Borel-Cantelli adapté au flot
géodésique a la place d’une suite de variables aléatoires indépendantes, I'indépendance
étant remplacée par la structure produit du flot géodésique, et ses conséquences.

Théoréme 3.15 (La dichotomie de Hopf, cas divergent) Les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

1. Le groupe ' est divergent;
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2. La mesure de Patterson-Sullivan v, donne masse totale a l’ensemble limite
radial : vo(Araq) = 1;

3. Le flot géodésique est ergodique et conservatif pour la mesure de Bowen-
Margulis mpyy, i.e. pour mpyr-presque tout v € THM, il existe un voisinage
K dew tel que [;° 1x(g'v)dt = +oo.

4. Vaction de T’ sur Ar x Ar \ {Diagonal} est ergodique et conservative.

Théoréme 3.16 (La dichotomie de Hopf cas convergent) Les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

1. Le groupe T' est convergent;

2. La mesure de Patterson-Sullivan v, donne mesure zéro a l’ensemble limite
radial : vo(Araa) = 0.

3. Le flot géodésique est totalement dissipatif pour la mesure de Bowen-Margulis,
i.e. pourmpar-presque toutv € T M, et tout voisinage K de v, fooo 1k (gtv) dt <
+0o0.

4. Vaction de T sur Ar x Ar \ {Diagonal} est totalement dissipative.

Nous pourrions ajouter des précisions, mais ces énoncés présentent les points
clé.

Remarque 3.17 D’apres le théoréme de récurrence de Poincaré, une mesure finie
invariante est conservative. Ainsi, dés que la mesure de Bowen-Margulis est finie,
elle est ergodique. Mais cette dichotomie ne donne pas une preuve alternative de
lergodicité, car 'argument de Hopf sert dans la preuve du résultat ci-dessus.

Comme nous ’avons déja mentionné, une variante de ’argument de Hopf permet
de montrer que

Théoréme 3.18 Quand la mesure de Bowen-Margulis est ergodique et conserva-
tive, alors c’est l'unique mesure donnée par la mesure de Patterson-Sullivan. En
d’autres termes, quand T est divergent, il existe une unique densité dp-conforme
invariante sur le bord.

Ce théoreme nous donne enfin la justification de la terminologie jj la mesure de
Bowen-Margulis ;.

Nous allons maintenant aborder la preuve de la dichotomie de Hopf, mais en
donnant seulement les idées principales, et en omettant quelques difficultés tech-
niques parfois subtiles.

Mais avant la preuve, rappelons I’énoncé probabiliste suivant.

Lemme 3.19 (Borel-Cantelli) Soit (A4,) une suite d’événements indépendants
sur l’espace de probabilité (Q, A, P).

1. 8iy, P(A,) < oo, alors P(limsup A,) =0
2. Siles (A,) sont indépendants et Y, P(A,) = 400, alors P(limsup A,) = 1.

Passons maintenant & la preuve du théoréme de dichotomie de Hopf.
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‘Convergent—case‘

’Divergent—case‘

Démonstration : Rappelons que par définition, un vecteur v € T*M a un relevé
(et donc tous ses relevés) qui pointe vers 'ensemble limite radial, i.e. v € Ayqq(T)
si et seulement si le rayon géodésique (g'v);>o revient infiniment souvent dans un
compact. En utilisant cette simple idée, et la construction de la mesure de Bowen-
Margulis a partir de la mesure de Patterson sur le bord v, les équivalences suivantes
sont faciles & montrer (et laissées en exercice).

® Uy(Arqd(T)) = 0 ssi Vaction de T sur Ar x Ar \ {diagonal} est totalement
dissipative pour la mesure v, ® v,, ssi 'action du flot géodésique (g*) sur Q est
totalement dissipative pour mpas.

o Uy(Apgq) =1 ssi (gt) est conservative relativement & la mesure mpgjy;.

e La mesure mpy, est ergodique et conservative ssi 'action de I' sur 9?°H" est
ergodique et conservative relativement a v, ® v,,.

Par conséquent, les étapes clé de la preuve sont résumées dans les énoncés suiv-
ants.

Lemme 3.20 S: EweF e~ rd@T) < o6 alors Vo(Arad) = 0.

Lemme 3.21 i} e~ 0rd@r) — Loo, alors ve(Area(T)) > 0.
Lemme 3.22 5i v,(Apqa(T) > 0, alors vo(Arqa(T)) = 1.

Ce dernier énoncé sera admis, car sa preuve n’est pas tres longue, mais les arguments

n’ont rien a voir avec le reste du cours.
, , onvergent-case .
Démontrons d’abord le lemme B.20. L’analogie avec le lemme de Borel-Cantelli

laisse imaginer que c’est la partie facile de la preuve.

Démonstration :  Observons que Aqq(I) = UyenAY (), ott AN (T') est défini
comme l’ensemble des points £ € A,..4(T") tels qu'il existe une suite 7,.0 qui converge
vers £ en restant a distance au plus N du rayon géodésique [o,£). 1l suffit donc de
montrer que A%, ,(T') est de mesure nulle. Mais AN ,(T') C Uyer d(o,.0)>7/0(B(7.0,N))

rad
de sorte que, par le lemme de I’Ombre,

V(AN 4(T) < Co.n > e~ ord(er.0)
~v€l,d(o,v.0)>T

La somme de droite est le reste d’une série convergente, de sorte qu’elle converge
vers 0 quand 7' — 4o00. Ceci conclut la preuve du lemme. O

L, givergent—case
Donnons quelques unes des idées de la preuve du lemme B.2T.

Démonstration : Nous voulons montrer que v,(A,qq) > 0, ou de maniére équivalente,
qu’il existe un ensemble de mpgps-mesure positive de vecteurs v qui reviennent in-
finiment souvent dans un compact. Il suffit de montrer que par exemple, pour
K =T'B(o,R) C T*M, I'ensemble {v € K, f0+ oolg (g'v) dt = 400} a une mesure
positive. En particulier, si ¢’est vrai, cela implique

/K /0+°° L () 1k (9') di dmpar (v) = +o0.

Nous n’allons pas montrer le lemme, mais seulement donner (la trame de) la
preuve de cet énoncé plus faible. En effet, la preuve est bien plus courte, mais
contient les idées clés.

Relevons K en K, le fibré unitaire tangent d’une boule, encore noté T B(o, R).
On a

o} +oo
/0 1x (V)1 (gv) dt = Z/O 17 (0)1 z(g'v) dt.

yel’
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Observons qu’a des constantes pres, lorsque d(o, v0) ~ ¢, DESSIN

I'ensemble KNg~vK coincide presque avec 'ensemble des vecteurs {v € T M, 7(v) €
K, v+ € Oy(B(y0,R))} de sorte que, en utilisant de manieére cruciale la structure
produit de la mesure de Bowen-Margulis mpas ~ v, X v, X dt, on a

e (K N g ' vK) < v,(06(B(y0, R))) < e ord©:1)
Ainsi, nous pouvons estimer notre intégrale, comme suit :

0 +oo
/0 1 (v)1g(g'v)dt = Z/o 1§(v)1vg(gtv)dt

yel’

Z Z €76F d(o,v0)

neN~el, n<d(o,v0)<n+1

X

Le dernier terme est infini car le groupe I' est supposé divergent. Ceci prouve
I’assertion ci-dessus. La preuve du lemme utilise des raffinements de cette idée.
a

O

4 Comptage

4.0.1 Enoncé

Théoréme 4.1 (Roblin) Soit I" un groupe Kleinien non élémentaire. Si la mesure
de Bowen-Margulis est finie, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

#{y €T, d(o,7.0) <T} ~ ce’r T,

De plus, si K est le fibré unitaire tangent d’une boule B(o,r) assez grande, il

. orT
existe une constante C > 0 telle que #{p € P,pN K # 0, l(p) < T} ~ C—.

En fait, Roblin a aussi un énoncé, moins précis, dans le cas de mesure infinie. Alors
les fonctions de comptage sont en o(e’rT).

Observons que sur une variété compacte, les énoncés de comptage d’orbites
périodiques donnent une estimée asymptotique du nombre d’orbites périodiques de
longueur au plus T'. Lorsque la variété est non compacte, la restriction a I’ensemble
des orbites périodiques intersectant un compact K arbitraire fixé est nécessaire.
En effet, sur une variété non compacte typique, le nombre d’orbites périodiques de
longueur au plus T a toutes les chances d’étre infini.

DESSIN Z-revétement

4.1 Démonstrations

Rappelons que 'argument de Hopf (ou un raffinement de celui-ci plutét) permet de
démontrer que la mesure de Bowen-Margulis, lorsqu’elle est finie, est mélangeante,
au sens ou pour tous A, B on a

mBM(AﬂgtB) — mBM(A)mBM(B)

quand t — Fo0.
Le 7vrai” théoreme que démontre Roblin, dont découlent les énoncés de comp-
tage ci-dessus, est le suivant.
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Théoréme 4.2 (Roblin) Si la mesure de Bowen-Margulis du groupe T est finie,

alors .
t _
v = oori E 57.0 ® 57—1'0
€T, d(o,y0)<t

converge faiblement vers v, ® v,,.

L’énoncé sur 'asymptotique de #{v € I, d(0,7v.0) < t} résulte immédiatement
du théoreme ci-dessus.

Nous allons donner une idée de la preuve de ce théoreme, puis une idée de la
preuve du comptage des orbites périodiques.

Démonstration : Rappelons d’abord que 'exposant critique vérifie

1
= i — < .
or nll}r}:@ - log #{y € T, d(0,70) < n}
Soit A C OH" un ouvert qui intersecte A(T") et C,(A) le cone de H™ enveloppe
convexe de o et de A. En remarquant qu’'un nombre fini d’images v; A recouvrent
A(T), Roblin montre que

1

or = lim —log#{y €T, d(o,70) <n,v0 € Cy(A)}.
n—+oo n

Le méme argument appliqué une fois de plus lui permet de montrer que si A, B sont

deux ouverts du bord qui rencontrent Ar, alors

or = lim l1og#{’y € T',d(o,70) < n, vo € Co(A), v Lo € Co(B)}.
n—+oo n

Notons maintenant K’X = {v e T'B(o,r),vt € A} et K} son image au quotient
dans T'M = T'H"/T. De méme, notons K5) = {v € T'B(o,r),v~ € B} et Kg
son image au quotient.

Le mélange de m s nous assure que mpgp (KaNg' Kg) — mpy (Ka)mpyn (Kp).
Par ailleurs, la structure produit de mpys nous assure qu’a peu de choses pres,
mBM(KA) ~ VO<A) et mBM(KB) >~ VO<B>.

On considere alors la quantité

T
/ 65th(KA Ng'Kp)dt
0

D’une part, la propriété de mélange nous dit qu’elle est proche, quand T est grand,

de fOT e*mpy (Ka)mpey (Kg) ~ e Tmpar (Ka)mpu (Kp).

D’autre part, par un raisonnement analogue a celui déja vu dans la preuve du
théoreme de Hopf Tsuji Sullivan, on a K4 N ¢'Kp ~ {veT'B(o,r), vt € A,v~ €
B, g7 v € B(y o, r)}.

De sorte que 'intégrale ci-dessus est proche de la somme

2 01, (0,(B(70,1))

~vel,y0€C,(A),y~1o€C,(B)

Le lemme de 'ombre nous dit que la mesure apparaissant a droite vaut environ
e—0rd(0,70) de sorte que la somme vaut

e rTUT(Co(A) x Co(B)) .
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Finalement, a quelques ¢ prés on a bien démontré qug gygnd T — 400, VT
converge vers v, ® v,. Ceci conclut la preuve du théoreme EZ. O

Passons maintenant a la démonstration de I'estimée asymptotique du cardinal
des orbites périodiques de longueur au plus 7. En fait, nous allons nous contenter
de montrer le résultat plus faible suivant.

Théoréme 4.3 Soit I' un groupe Kleinien dont la mesure de Bowen-Margulis est
finie, et soit P Uensemble des orbites périodiques de (g*) sur T*M = T (H"/T).
Alors )

or = lim flog#{p €EP,pNK #0,U(p) <T}

T—+o00

Démonstration : D’abord, si p € T*M est périodique, et p est un relevé a T H" de
p, Porbite (gp) se reléve & TTH™ en le fibré unitaire tangent de I’axe d’'une isométrie
hyperbolique, notée 7,. De plus, si gp est un autre relevé de p, alors son orbite est
tangente & laxe de gy,g~".

Soit K = T'B(o,r) € T'M et K = T'B(o,r) C T'H" Si p est périodique
et gN K # 0, alors il existe 7, € I' dont 'axe se projette sur p et intersecte K.
L’inégalité triangulaire donne I(p) < d(o,7,.0) + 2r. dessin axe v,, K, o

Ainsi, on a immédiatement
#{peP,llp) <T} <#{y el dlo,70) <T+2r}.

Inversement, on utilise le fait que si A, B sont deux ouverts du bord qui rencontrent
A(T), alors

1
op = lim —log#{y € T,d(0,70) < T,v0 € Co(A),yv ro € Co(B)}.
T— 400 T

Maintenant, si v est une isométrie telle que yo € C,(A) et v 1o € C,(B), lorsque
d(o,~v0) n’est pas trop petite, v est hyperbolique, donc donne lieu au quotient a
une orbite périodique p,. De plus, le nombre de v donnant lieu & la méme orbite
p est borné par #{g € I',gyg 1o € C,(A),g v 1go € C,(B)}, qui croit au plus
linéairement en T'. (|

L’énoncé le plus fort que montre Roblin, di & Bowen pour les systemes Anosov
sur un espace compact, & Margulis ? VERIFIER BIBLIO est le suivant.

Théoréme 4.4 Supposons que I' est un groupe Kleinien dont la mesure de Bowen
Margulis est finie. Alors
1
eorT Z 67)

pEP,pNK#D

converge faiblement vers la mesure de Bowen-Margulis normalisée uzﬁﬁuf ot 6,
désigne la mesure périodique sur l’orbite de p.

5 Plus sur ’entropie

Définition d’une boule dynamique (symétrique, c’est plus facile ensuite)

Entropie d’une mesure (définition de Brin-Katok ou de Katok dans cas compact
ergodique) Kolmogorov Sinai historiquement

Entropie topologique (définition Bowen) Historiquement Adler etc ? Recouvre-
ments ouverts ?
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Démontrer que 'exposant critique est 1’entropie topologique (& la Bishop-Jones)

Principe variationnel (vérifier hypotheéses, trés général) Existence et unicité
d’une mesure réalisant le sup (plus ou moins général)

La mesure de Bowen-Margulis, quand elle est finie, est la mesure d’entropie
maximale. Preuve en utilisant le lemme de ’'ombre et la définition de Brin katok

Citer le thm Otal-Peigné

5.1 Several definitions of entropy

Entropy is an invariant measuring the exponential growth rate of the complexity of
the dynamics. But there are several ways to understand this sentence, and therefore
several definitions, which coincide in good cases.

All good definitions satisfy the relation h(g') = [t|h(g'), so that we consider the
time-one map of the geodesic flow.

Historically, the first notion of entropy is the Kolmogorov-Sinai entropy, but it
is not the simplest to define, so that we begin with the topological entropy.

The following definition is due to Bowen. Let d be a distance on X = T'M. Let
K C X be a compact set. A set E C K is said (¢, N, K) separated if £ C K, and
for all x # y in E, and all 0 < k < n, one has d(¢*z, g*y) > e.

The topological entropy of g : (X,d) — (X, d) is defined as

1
h¥(g) = supsup limsup — log max #F ,
K >0 Notoo IV

the maximum being over all (¢, N, K) separated sets of K. Let us emphasize the
fact that when X is non compact, this definition strongly defines on the distance d.
Given a topology on X, one has sup, h?(g) = +oo, the supremum being considered
over all distances defining the topology.

Therefore, the good notion of topological entropy is

hiop(g) = inf h(g).

Definition Kolmogorov Sinai entropy
Handel-Kitchens
Critical exponent

Théoréme 5.1 (Otal-Peigné [?])
Gurevic entropy : growth rate of periodic orbits

Théoréme 5.2 (Roblin)

5.1.1 Section virtuelle

5.2 Critical exponents and dimension

Notice that, by definition, a vector v € T'M admits a lift ¥ € T'H" such that
vT belongs to the radial limit set if and only if the geodesic ray (g'v);>o returns
infinitely often in a compact set. The famous result of Bishop-Jones below states
that, in some sense, the critical exponent is the size of the set of vectors whose
geodesic returns infinitely often in a compact set.

Théoréme 5.3 (Bishop-Jones [?]) Let T' be a nonelementary Kleinian group.
Then or is the Hausdorff dimension of the radial limit set.

S’il y avait trop de temps.
Partition, définition entropie,
stratégie de la preuve Otal-Peigné a la Ledrappier Young
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