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Chapitre 1

Introduction

La théorie ergodique est une branche des systémes dynamiques dans laquelle on
essaie de comprendre un systéme a ’aide de ses mesures invariantes. Naturellement,
les propriétés espérées seront différentes suivant que le systéme aura peu ou beaucoup
de mesures invariantes. Donnons un exemple.

[’un des premiers théorémes est le théoréme ergodique de Birkhoff. Soit (X, B)
un espace mesurable, 7' : X — X un systéme dynamique, et p une mesure de
probabilité ergodique (i.e. qui donne mesure 0 ou 1 aux ensembles invariants par
T). Le théoréme de Birkhoff assure alors que pour p-presque tout z € X, lor-
bite (T"z);>¢ s’équidistribue vers y, i.e. pour toute fonction continue f : X — R,

1 n—1
Lt [ fan
"= X

Observons tout de suite que ce théoréme n’a pas la méme signification suivant
le nombre de mesures invariantes de (X,7'). Si p est 'unique mesure invariante
(ergodique) du systéme dynamique T : X — X, en régle générale, on peut espérer
obtenir facilement que pour tout x € X, l'orbite de = s’équidistribue vers pu. En
revanche, s’il y a beaucoup de mesures invariantes ergodiques, le « p-p.s. » du
théoréme ci-dessus est un peu frustrant : il va étre difficile, pour un x € X fixé, de
déterminer si son orbite est équidistribuée vers une mesure invariante, et si oui, vers
laquelle.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ce type de questions, pour deux sys-
téemes dynamiques treés liés, le flot géodésique et le flot horocyclique agissant sur le
fibré unitaire tangent de surfaces hyperboliques. (1)

Considérons une surface hyperbolique S = T'\H, ou I" est un groupe discret d’iso-
métries, non élémentaire (i.e. non virtuellement abélien), du demi plan hyperbolique
H. Le flot géodésique (g')ser et le flot horocyclique (h*),er sont deux systémes dyna-
miques d’origine géométrique qui agissent sur le fibré unitaire tangent 715 = I'\T'H
de la surface.

Historiquement, le flot géodésique a été étudié déja par Hadamard, [H98|, comme
un premier exemple géométrique intéressant de systéme dynamique présentant les
propriétés chaotiques introduites peu de temps auparavant par Poincaré. Le flot

1. Nous nous intéressons également & des variétés de courbure variable et de dimension quelconque,
mais pas dans cette introduction.



horocyclique apparait dans les travaux de Hopf et Hedlund [Ho36|, [H36], dans les
années 1930, au moment donc de l'essor de la toute jeune théorie ergodique. Ces
deux systémes dynamiques sont étudiés comme exemples naturels et intéressants
illustrant les propriétés dynamiques et ergodiques intéressantes depuis plus d’un
siécle. Mentionnons encore, dans ce cadre, les noms d’Anosov, Margulis, Fursten-
berg, Dani, ... Etonnamment, les dynamiciens n’ont pas épuisé cette étude, et ces
deux systémes dynamiques sont maintenant étudiés pour comprendre ce qui se passe
sur des espaces non compacts, ou en courbure variable comme exemples de dyna-
mique non uniformément hyperbolique, ou comme exemples intéressants en théorie
ergodique en mesure infinie.

Mes travaux s’insérent dans ce cadre, puisqu'un de leurs fils directeurs est de
comprendre, parmi les propriétés ergodiques classiques de ces flots dans les situa-
tions bien connues (surfaces hyperboliques compactes), quelles sont les propriétés
qui sont conservées, ou pas, lorsqu’on augmente la dimension, qu’on 6te I'hypothése
de compacité ou méme de volume fini, ou lorsqu’on fait varier la courbure, voire
qu’on lui permet de s’annuler.

Bien qu’intimement liés par la relation de commutation
goh®=h"*"og', pour tous (s,t) € R?,

ces deux flots possédent des propriétés dynamiques radicalement différentes.

Le flot géodésique est un flot hyperbolique, avec de fortes propriétés stochas-
tiques : il posséde une infinité d’orbites périodiques, des orbites denses, d’autres
plus compliquées encore, et une infinité non dénombrable de mesures invariantes.
Il est d’entropie positive, exponentiellement mélangeant, ... Comprendre I’ensemble
de ses mesures invariantes est une tache bien trop ambitieuse. Néanmoins, je me
suis intéressée a deux types de propriétés, d'une part des propriétés génériques (au
sens de Baire) de I’ensemble des mesures de probabilité invariantes, dans les travaux
[7,11,15], mais aussi les propriétés d’une famille de mesures bien spécifiques, aux
propriétés dynamiques particuliérement intéressantes, les mesures de Gibbs, dans
[2,14].

Le flot horocyclique au contraire, sur une surface hyperbolique compacte, est
uniquement ergodique (Furstenberg [F73]). Cela implique des propriétés d’équidis-
tribution de toutes ses orbites vers I'unique mesure invariante. Sur des surfaces non
compactes, d’autres mesures invariantes apparaissent, mais plutot peu (cf travaux
de Dani [Da78], Dani Smillie [Da-S84| en volume fini, de Roblin [Ro03] pour le cas
géométriquement fini, et Babillot-Ledrappier [Ba-1.98bis|, Sarig [S04| pour des re-
vétements de surfaces compactes). Heuristiquement, une mesure ergodique pour le
flot horocyclique représente une facon pour le flot géodésique de partir & l'infini.
Et sous de bonnes hypothéses géométriques, il v a « peu » de fagons de partir a
Pinfini. Ainsi, dans le cadre des travaux cités ci-dessus, on parvient tout de méme
& établir certaines propriétés d’équidistribution d’orbites. C’est 'esprit de mes tra-
vaux [4,5,9,10]. L’article [13] utilise 1’équidistribution des horocycles, suivant une
méthode développée par Ledrappier, [L.94], pour étudier la distribution d’orbites de
groupes discrets agissant linéairement sur le plan. Les articles [10] et [12] étudient
principalement des propriétés topologiques de densité des orbites du flot horocy-



clique, généralisant d’anciens résultats d’Hedlund.

La liste de mes travaux, publiés ou prépubliés, est présentée au chapitre 8. Dans
ce mémoire, ne sont détaillés que ceux qui sont postérieurs & ma thése et sur les
sujets évoqués ci-dessus, a savoir [7] et [9] & [13].

Le mémoire est organisé en deux grandes parties.

Dans la premiére partie (chapitres 2, 3 et 4), je décris mes travaux sur le flot
horocyclique. Le chapitre 2 traite de questions de densité et d’équidistribution de
demi-horocycles, en suivant [10,12|. Au chapitre 3, je présente les résultats obtenus
dans [9], et au chapitre 4, ceux de [13].

Dans une seconde partie (chapitres 5 et 6), je décris les travaux sur les mesures
invariantes par le flot géodésique. Le chapitre 5 décrit les résultats obtenus dans |7]
et [11], avec certaines améliorations issues d’un travail en cours, numéroté [15]. Le
chapitre 6 a un statut un peu particulier. Il traite de résultats obtenus dans [14]. La
rédaction de cet article n’est pas terminée du fait de sa longueur. Mais les résultats
présentés au chapitre 6 sont pour I'essentiel achevés depuis longtemps, c’est pourquoi
nous avons souhaité les présenter. Les preuves sont incluses, étant donné qu’elles ne
sont pas accessibles par ailleurs.

Pour finir, le chapitre 7 donne quelques perspectives pour mes travaux futurs.

Les notations et définitions sont introduites au fur et & mesure des besoins, avec
peu de redondances pour ne pas alourdir le texte.



Chapitre 2

Densité et équidistribution des
demi-horocycles

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de [10,12], ainsi qu’une améliora-
tion dont nous avons eu besoin dans [13|. Notons que [12] est disponible en ligne en
version frangaise ou anglaise (identiques, a traduction prés).

Soit S = I'\H une surface hyperbolique. Lorsque S est compacte, il est bien
connu que le flot horocyclique est uniquement ergodique [F73|. En particulier, tous
les horocycles s’équidistribuent vers la mesure de Liouville, qui est I'unique mesure
invariante par le flot horocyclique.

Lorsque S est de volume fini, le flot horocyclique admet des orbites périodiques,
et donc des mesures périodiques ergodiques associées, mais le résultat reste essen-
tiellement vrai : la mesure de Liouville est la seule mesure invariante finie en dehors
des mesures associées aux orbites périodiques [Da78|, et toutes les orbites non pé-
riodiques s’équidistribuent vers la mesure de Liouville [Da-S84|.

Dans [1,4,5], je me suis intéressée aux résultats analogues dans le cas des surfaces
dites géométriquement finies, i.e. les surfaces S telles que I' est de type fini. Consi-
dérons donc une telle surface S, géométriquement finie et de volume infini. Dans
ce cas, la classification des orbites (voir [H36] [D00]) et des mesures invariantes est
connue : le flot horocyclique admet des orbites fermées non compactes errantes, et
donc des mesures invariantes infinies ergodiques totalement dissipatives associées,
des orbites périodiques et leurs mesures finies ergodiques associées si la surface ad-
met des cusps, et une unique autre mesure invariante ergodique de support tout
’ensemble non errant £ du flot horocyclique [Bu90| [Ro03|. Cette mesure a été bap-
tisée récemment mesure de Burger-Roblin, et nous suivrons donc cette terminologie,
en la notant mP%. Dans [1,4,5], nous avons utilisé ce résultat pour démontrer que
toutes les orbites non-errantes et non périodiques s’équidistribuent vers cette mesure
mBE,

Sans rentrer dans tous les détails de ces résultats, notons qu’ils ont été démontrés
en courbure variable (négative pincée), et que le résultat crucial pour obtenir cette
équidistribution est une propriété de non-divergence des horocycles, obtenue dans
[4] en courbure variable et dimension quelconque. Le résultat principal de [5] est le
suivant.

Théoréme 2.1 ( [5]) Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie non



élémentaire. Soit v € € un vecteur non-errant et non périodique pour le flot horocy-
clique. Sotent f et g deux fonctions continues & support compact, avec leSgdeR >

0. Alors

fitf o h’vds . leSfdeR

uvand t— +00.
I gohvds  JpggdmP®

Faisons tout de suite quelques remarques au sujet de ce résultat.

1.

D’abord, il s’agit d'un théoréme d’équidistribution quotient, analogue au théo-
réme ergodique de Hopf. Ceci est dii au fait que la mesure m?% est infinie.

. Ensuite, nous considérons I'équidistribution de moyennes sur 'orbite (h%v)|s<:

et non pas (h*v)p<s<;- Un regard géométrique ne s’en formalise pas, mais du
point de vue ergodique c’est a priori étonnant. Un retour en arriére nous montre
que les résultats de [F73| et [Da-S84] sont obtenus pour des orbites positives
(h*v)o<s<t, tandis que les résultats (partiels) de |[Bu90|, |[Ro03| et le notre dans
[5] sont obtenus pour des orbites symétriques (h*v)s<;. Sur une suggestion
d’Omri Sarig, nous avons essayé d’éclaircir ce point.

Dans [10,12] nous avons utilisé le flot horocyclique instable. Ici, pour présenter

les résultats du mémoire de maniére unifiée, nous traduisons les énoncés pour
le flot horocyclique stable.

Dans [13], nous avons eu besoin non pas d’un théoréme quotient comme celui-

ci, mais d’'un équivalent d’intégrales du type fftf o h%uds. Ce résultat est
présenté au paragraphe 2.2.3.

Un premier regard sur la question nous fournit une obstruction triviale a I’équi-
distribution de demi-horocycles (h*v)s>. Sur une surface S géométriquement finie
de volume infini, il y a des trompettes, i.e. des bouts de volume infini, isométriques
au quotient de H par z — Az, avec A > 1. Si v est un vecteur tangent a la géodé-
sique périodique fermant une trompette, il est immédiat de vérifier que son horocycle
(h*v)ser est dense dans I’ensemble non errant £, mais que I'un des deux cotés entre
dans la trompette sans jamais en ressortir, et ne peut donc pas étre dense dans &,
et encore moins équidistribué. Plus généralement, c’est encore vrai si v est un vec-
teur tel que pour un certain sy € R, h*v est tangent a la géodésique périodique en
question, puisqu’alors il a le méme horocycle que h*wv. C’est le cas pour le vecteur
représenté a la figure ci-dessous.

R

FIGURE 2.1 — Vecteur dont I’horocycle stable n’est pas dense
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Dans [10], nous avons montré que lorsque S est géométriquement finie, 'obstruc-
tion présentée ci-dessus est la seule possible. En particulier, si (h®*v)scr est dense
dans & et si (h°v)s> n'entre pas définitivement dans une trompette, alors (h°v)g>g
est dense dans &.

De plus, nous avons vérifié que la non-densité éventuelle de (h*v)>o dans € était
le seul obstacle a l'équidistribution. Autrement dit, nous avons démontré que si
(h*v)s>0 est dense dans &, il est équidistribué.

Les résultats les plus récents de classification des horocycles denses ou non,
comme [D00], sont valides en dimension quelconque et courbure variable. En parti-
culier, Dal’bo [D00| donne des résultats sur la densité des horosphéres en dimension
quelconque. Or, lorsque la dimension de la variété est n > 3, les horosphéres sont
de dimension n — 1 > 2, de sorte qu’on ne peut pas parler de demi-horosphéres, et
que la densité des horosphéres n’a de sens que globalement. D’ailleurs, dans [D00|,
la densité est obtenue en étudiant ’action du groupe I' sur le bord & I'infini OH, mé-
thode qui ne permet pas simplement de garder trace de la droite et la gauche. Nous
avons donc suivi une autre stratégie, et adapté des arguments inspirés de [Cou05].

Dans [H36|, Hedlund s’intéressait déja aux demi-horocycles positifs (h*v)s>¢. Il a
obtenu des résultats partiels sur leur densité, pour des surfaces géométriquement in-
finies de premiére espéce, i.e. dont I’ensemble limite est égal & tout le bord a I'infini,
et dans le cas de vecteurs v dont la géodésique revient infiniment souvent dans un
compact. Ceci nous a motivée pour obtenir une réponse compléte a la question de la
densité. Nous obtenons une réponse presque compléte dans [12]. Si v est un vecteur
dont I'horocycle complet (h*v)cgr est dense, et si la géodésique (g'v);>¢ définie par
v croise une infinité de géodésiques périodiques de longueur bornée, avec un angle
d’intersection minoré, alors ses deux demi-horocycles (h*v) 4> et (h*v)s<o sont simul-
tanément denses dans l’ensemble non-errant £ du flot horocyclique (voir théoréme
2.7). Cette hypothése est quasiment optimale, car nous obtenons des contre-exemples
au résultat dés que la géodésique définie par v ne croise pas une infinité de géodé-
siques périodiques de longueur bornée. D’ailleurs, une hypothése similaire intervient
dans [S10] pour des résultats différents sur le flot horocyclique, ce qui tend a la
justifier. En revanche, la condition d’angle minoré n’est sans doute pas nécessaire,
mais nous n’avons pas encore réussi a ’enlever.

Dans le premier paragraphe, nous présentons nos résultats sur la densité des
demi-horocycles, et dans le second nous rappelons les idées principales de notre
résultat d’équidistribution, dans le cas des demi-horocycles.

2.1 Densité de demi-horocycles

2.1.1 Notations
Géométrie hyperbolique

On note D = D(0,1) le disque hyperbolique, muni de la métrique hyperbolique
%, o lorigine du disque, 7 : T'D — D la projection canonique, S = 0D le
bord & l'infini de D, et d la distance riemannienne sur D et 7'D.

L’identification classique de D avec H = R x R% via ’homographie z z% per-

met d’identifier le groupe des isométries préservant 1’orientation de D avec PSL(2,R)
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agissant par homographies sur H. Cette action s’étend a T'D (ou T'H), et devient
simplement transitive ; on identifie donc T'D avec PSL(2,R).

SiI' ¢ PSL(2,R) est un groupe discret, son ensemble limite Ap =T.0\T.0o C S*
est également le plus petit fermé -invariant non vide de S*'. L’action de I" sur Ar
est minimale : pour tout & € Ap, I'.£ est dense dans Ar.

Un point £ € Ar est dit radial s'il est limite d’une suite (7,.0) de points de I".o
qui restent a distance hyperbolique bornée du rayon géodésique [0€) reliant o a &.
Nous noterons A,.q I’ensemble limite radial.

Un horocycle de D est un cercle euclidien tangent a S!; ¢’est également une ligne
de niveau d’une fonction de Busemann. Une horoboule est un disque (euclidien) bordé
par un horocycle. Un point £ € Ar est horosphérique si toute horoboule centrée en &
contient une infinité de points de I'.0. En particulier, A,.q est inclus dans ’ensemble
des points limites horosphériques, noté Aj,;.

Une isométrie de PSL(2,R) est dite hyperbolique si elle fixe exactement deux
points de S!, parabolique si elle fixe exactement un point de S!, et elliptique dans
les autres cas. On note A, C Ar I'ensemble des points limites paraboliques, i.e. les
points fixes d’une isométrie parabolique de T'.

Toute surface hyperbolique orientée est le quotient S = I'\D de D par un sous-
groupe discret I' de PSL(2,R) sans élément elliptique, et son fibré unitaire tangent
T'S = T\T'D s’identifie & T\PSL(2,R).

Nous supposerons toujours I' non élémentaire, i.e. #Ar = 4o00.

Quand S est compacte, alors Ap = Aq = S'. La surface est dite conveze-
cocompacte quand I' est finiment engendré et ne contient que des isométries hyper-
boliques. Dans ce cas, Ar = A,.q est strictement inclus dans S!, et I' agit de maniére
cocompacte sur 'ensemble (Ar x Ar)\ Diagonale x R C T'D. Quand S est de volume
fini, ses bouts sont uniquement des pointes isométriques a {z € H,Im |z| > 1}/ <
2 z4+ 1> et Ap = Ag UA, = S

Flots géodésique et horocyclique

Une géodésique hyperbolique de D est un diamétre ou un demi-cercle orthogonal
a St. Un vecteur v € T'D est tangent & une unique géodésique, et orthogonal & exac-
tement deux horocycles passant par son point base, tangents a S' respectivement
en v* et v~. L'ensemble des vecteurs w € T'D tels que w™ = v+ et dont le point
base appartient a ce dernier horocycle est [’horocycle fortement stable, ou variété
fortement stable, de v, noté W**(v) = {h®v,s € R}. L’horocycle fortement instable
est défini de maniére analogue.

Le flot géodésique (g')scr agit sur T'D en déplagant un vecteur v d’une distance ¢
le long de la géodésique qu’il définit. Dans l'identification de T'D avec PSL(2,R), ce
flot correspond a ’action par multiplication & droite du sous-groupe a un parameétre

12
A:{at::<€o 6_(2/2),t€R}.

Le flot horocyclique stable (h®)er agit sur T'D en déplagant un vecteur v d’une
distance |s| le long de son horocycle fortement stable. Il y a deux orientations pos-
sibles pour un tel flot, et nous choisissons celle qui correspond a I'action a droite du
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groupe a un parameétre

v={ni=( 1) ser}

sur PSL(2,R). Ce flot fait tourner les vecteurs le long de leur horocycle fortement
stable, de sorte que {h*v, s € R} décrit tout 1'horocycle fortement stable.

De plus, pour tout s € R et t € R, ces flots géodésique et horocyclique satisfont
la relation fondamentale suivante :

goh®=h*"og. (2.1.1)

Remarque 2.2 Avec notre choix d’orientation de S, quand s — 400, si u € T'D
et u; € S est I'extrémité négative de la géodésique déterminée par héu, alors u;
converge vers ut, avec u; < u™, si S! est orienté dans le sens trigonométrique, ce
que nous supposons désormais.

Ces deux actions a droite commutent avec l'action a gauche de PSL(2,R) sur

lui-méme par multiplication, de sorte qu’elles sont bien définies au quotient sur
T'S ~T\PSL(2,R).

Définition 2.3 Soit (¢')icr un flot agissant par homéomorphismes sur un espace
topologique X. L’ensemble non errant de ¢ est l'ensemble des x € X tels que pour
tout voisinage V de x, il existe une suite t,, — +oo tq oV NV # (.

Dans [10], nous avons rédigé le lemme suivant, classique pour Pessentiel.

Lemme 2.4 L’ensemble non-errant du flot géodésique agissant sur T1S est Q) =
I'\ ((Ar x Ar) \ Diagonale x R). L’ensemble non errant du flot horocyclique agissant
sur TS est € := '\ ((Ar x S') \ Diagonale x R) . On a de plus £ = UyerhQ =
Us>0h®§2.

Rappelons que {h°v, s € R} est compact si et seulement si v~ € A, et dense
dans € si et seulement si v~ € Apo,. Notons W:*(v) = {hv, s > 0} le demi horocycle
positif de v.

2.1.2 Vecteurs dont la géodésique est périodique

L’exemple type de vecteur v € T1S dont 'horocycle (h%v)>o n’est pas dense est
un vecteur v tangent a la géodésique périodique bordant une trompette.

Rappelons en effet qu'une trompette est isométrique a {z € H, Re(z) > 0}/{z —
az}, a > 1, et la géodésique Re(z) = 0 passe au quotient en une géodésique pério-
dique bordant la trompette. Une géodésique croisant cette géodésique périodique et
entrant dans la trompette n’en ressortira jamais. En particulier, 'ensemble limite
Ar vu dans OH = R U {oo} n’intersecte pas R .

Un horocycle centré dans R7, projeté sur S, restera dans la trompette sauf au
plus pendant un intervalle de temps fini. Un horocycle centré en 0, vu dans S, aura
une moitié qui n’entrera pas dans la trompette, et 'autre coté qui restera dans la
trompette sans jamais ressortir.
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Plus généralement, (h*v)s>o ne peut pas étre dense si v est la deuxiéme extré-
mité d'un intervalle de S\ Ar. Si S est géométriquement finie, les extrémités d’un
intervalle de S'\ Ar sont hyperboliques; ce sont les extrémités de 'axe d’un relevé
de la géodésique bordant la trompette. Ce n’est pas nécessairement le cas sur une
surface quelconque. On peut considérer par exemple (exemple donné par M. Peigné)
le groupe I' =< a"ha™,n € Z >, ou h et « sont deux isométries hyperboliques en
position Schottky, et « ¢ T, de sorte que ses points fixes a~ et a sont les extrémités
d’un intervalle de S' \ Ar, sans que cela corresponde a une trompette de la surface
quotient.

Dans [10], nous démontrons tout d’abord la proposition suivante, qui sert a dé-
montrer les résultats généraux.

Proposition 2.5 ([10]) Soit S une surface hyperbolique orientée. Si p € Q0 est un
vecteur périodique pour le flot géodésique, son demi-horocycle positif (h*(p))s>o est
dense dans l'ensemble non-errant € du flot horocyclique ssi p* n’est pas la deuziéme
extrémité d’un intervalle de S\ Ar.

Cette proposition est vraie méme dans le cas d’une surface S élémentaire, mais
sans grand intérét alors.

Dans les paragraphes suivants, nous étendrons le résultat a quasiment tous les
vecteurs v € £, non nécessairement périodiques pour le flot géodésique.

On a vu qu’une des deux implications de cette proposition est claire. L’idée de
la démonstration de ’autre implication est la suivante.

x Rappelons qu’il existe des géodésiques denses dans 2. En particulier, il existe
w € Q, t.q. (¢7'w);>0 est dense dans Q.

* Si p* n’est pas la deuxiéme extrémité d’un intervalle de S*\ Ar, cela signifie
que nous pouvons trouver un relevé w de w t.q. w™ appartient a intervalle [p~, p*],
le cercle S! étant toujours orienté dans le sens trigonométrique, et est aussi proche
que l'on veut de p™. En particulier, il existe s > 0 assez grand, t.q. (¢7"h®*p);>o est
dense dans ().

x Comme € = Uz>oh®Q2, on en déduit que Uyer Us>o ¢°h°p est dense dans E.

*x En utilisant la non-arithméticité du spectre des longueurs du flot géodésique,
on démontre que Ugsoh®p est dense dans Usegr Us>o g'h°p, ce qui conclut la preuve.

Pour cela, pour tout € > 0, on trouve un autre vecteur (g")-périodique py € ,
t.q. il existe des entiers m,n € Z, avec |ml(p) + nl(py)| < €. A I'aide de ces deux
orbites périodiques, en utilisant les propriétés de transitivité, de produit local et le
lemme de fermeture pour le flot géodésique (voir chapitre 5 pour des descriptions
détaillées de ces propriétés), on peut construire une famille de vecteurs vy, € Ug>oh®p,
qui spiralent alternativement un certain nombre de tours autour des orbites de p et
Do, €t en jouant sur ce nombre de tours, on s’assure que cette famille est e-dense
dans 'orbite de p par le flot géodésique. Cette construction doit simplement bien
tenir compte du fait qu’on veut s’assurer de rester dans le demi-horocycle positif de
p, ce qui est possible du fait que p™ n’est pas la deuxiéme extrémité d’un intervalle

de Sl \AF
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2.1.3 Vecteurs horosphériques a droite

Siv € T'D, soient v* ses extrémités dans D, Hor(v) C D 'horoboule centrée en
vt et passant par le point base 7(v) de v, et Hor*(v) C Hor(v) la demi-horoboule
droite, i.e. Pensemble des points base des vecteurs de U;>oUs>0h*g'v = UisoUs>0g 50
(d’aprés la relation (2.1.1)).

Siv e T'D, et a > 0, le cone de largeur o autour de v est I'ensemble C(v, «)
des points © € Hor(v) a distance (hyperbolique) au plus a du rayon géodésique
(¢"v)i>0. Il s’agit de lintersection de Hor(v) avec un cone euclidien.

Un vecteur v € T1S est horocyclique & droite s'il admet un relevé o € T'D, tel
que pour tous a > 0 et D > 0, 'orbite I'.o intersecte la partie droite de I’horoboule
Hor*(gP”%) moins le cone C(¢gP0, ). Un point € € Ar est horocyclique & droite s7il
existe v € T1S horocyclique a droite tel que £ = v™.

Pour mémoire rappelons quun vecteur v € T1S est horosphérique si toutes les
horoboules Hor(g”®) contiennent une infinité de points de I'.o, et que cela équivaut
a la densité de I'horocycle (h°v)ser dans E.

Pour démontrer les théorémes sur la densité des demi-horocycles, nous nous
appuyons sur la proposition suivante.

Proposition 2.6 ([10]) Soit S une surface hyperbolique. Un vecteur v € T'S est
horocyclique & droite si et seulement si (h°v)s>¢ est dense dans E.

FIGURE 2.2 — Vecteur horocyclique a droite

Nous ne donnons pas 'idée de la preuve, inspirée de [Cou05]. Le seul point important
ici est de garder trace de la droite et de la gauche; ceci est détaillé dans [10].

2.1.4 Densité des demi-horocycles

Lorsque la surface S est géométriquement finie, dans [10, thm 1.1], nous dé-
montrons que si v € £ est un vecteur dont ’horocycle complet (h*u)scr est dense
dans &, alors (h*u)s>o est dense dans £ si et seulement si ut n’est pas la deuxiéme
extrémité d’un intervalle de S\ Ar. Ceci se démontre facilement grace aux deux
propositions ci-dessus, du fait que dans ce cas, les intervalles de S'\ Ar sont tous du
type [p~,pT], ol p* sont les extrémités d’un axe d’isométrie hyperbolique qui donne
lieu au quotient a une géodésique périodique bordant une trompette.
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Hedlund s’était déja intéressé a la question de la densité des demi-horocycles,
dans [H36]. Il avait montré que lorsque la surface est de premiére espéce, i.e. Ap = S,
et lorsque v est radial, i.e. (¢'v);>0 revient infiniment souvent dans un compact, alors
(h*v)s>0 et (h*v)s<q sont denses dans TS.

Dans [12, thm 1.1], nous avons repris sa méthode, et nous avons pu la généraliser
sans hypothése sur S (autre que la non-élémentarité). Autrement dit, nous avons
démontré que si v est un vecteur radial et si v n’est pas la deuxiéme extrémité d’un
intervalle de S'\ Ar, alors (h®v)s>0 est dense dans &.

Mais nous avons également obtenu un résultat plus général [12, thm 1.2], et nous
nous contenterons ici de détailler ce dernier.

Théoréme 2.7 ([12]) Soit S une surface hyperbolique non élémentaire. Soit v € &.
S7il existe deux constantes L > 0 et 0 < ag < /2 telles que la géodésique (g"v)i>o
intersecte une infinité de géodésiques périodiques de longueur au plus L avec un angle
d’intersection au moins ap, alors (h*v)s>q et (h°v)s<o sont simultanément denses (ou
pas) dans E.

Les géodésiques périodiques intersectées peuvent étre deux a deux distinctes ou non,
elles peuvent méme étre toutes confondues, mais dans tous les cas, (g'v)i>o doit les
intersecter une infinité de fois.

Pour démontrer le théoréme, nous utilisons la caractérisation obtenue a la pro-
position 2.6, et nous souhaitons montrer que si v est horosphérique a droite, alors il
est horosphérique & gauche (et réciproquement).

Pour donner l'idée sans complication technique, imaginons que v est horosphé-
rique & droite et que (g'v);>o intersecte orthogonalement une suite de géodésiques
périodiques de longueur bornée.

F1GURE 2.3 — Démonstration du théoréme 2.7

Relevons v en o. Dire que v est horosphérique a droite signifie que pour tous
D > 0, a > 0, il existe une infinité de points de I'.o dans I'horodisque rétréci
Hor*(gPo)\ C(9, ). Fixons D et o grands devant la borne L sur les longueurs des
géodésiques périodiques intersectées.

Soit alors y = 7.0 un point dans Hor*(gPv)\ C(v, ). Comme (g'v);>0 intersecte
une infinité de géodésiques périodiques de longueur au plus L, sur 7D, on peut
trouver un axe (h~h™) d’une isométrie hyperbolique h, qui se projette sur une telle
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géodésique, et tel que y est dans la composante connexe bornée de Hor™(gPv) \
C(v, ) délimitée par cet axe (cf figure 2.3).

On suppose ici que v est dans U'intervalle [h~h™], le bord étant toujours orienté
dans le sens trigonométrique. L’isométrie h translate le long de son axe d'une dis-
tance au plus L.

Il est alors possible de montrer qu’une puissance adaptée de h va envoyer y = y.0
dans Hor~ (gP*esty)\C (v, az=cste), la constante dépendant de L, a, et de la géomé-
trie de D, mais pas de h. Ce passage est intuitivement clair, mais géométriquement
délicat a traiter soigneusement. Nous renvoyons a [12] pour les détails.

2.1.5 Un exemple

L’hypothése sur le vecteur v dans le théoréme ci-dessus est quasiment optimale.
Une hypothése similaire apparait dans [S10].

Nous construisons dans [12, thm 1.3] un contre-exemple au résultat du théoréme
2.7, a savoir un vecteur v € £ qui est horocyclique d’'un co6té mais pas de 'autre, tel
que vT n’est pas Uextrémité d’un intervalle de S'\ Ar, et dont la géodésique (g'v);>o
intersecte une infinité de géodésiques périodiques mais de longueurs non bornées.

Nous présentons cet exemple ci-dessous. En revanche, il n’est pas clair si I'hy-
pothése de minoration des angles d’intersection de (g'v);>¢ est nécessaire ou pas.
Au vu de la proposition 2.5, on peut penser que si (¢'v);>o intersecte une infinité
de géodésiques périodiques de longueur bornée avec des angles tendant vers 0, le
résultat devrait rester vrai.

L’idée de la construction, dans le demi-plan hyperbolique H, est la suivante. On
prend vt = oo, v~ = 0, m(v) = i. Et on étudie Porbite de 0 = i. On choisit sur
R, des demi-cercles C;I deux a deux tangents, de rayon euclidien borné, disons 1,
centrés en 2n + 1, n > 0, allant jusqu’a l'infini. On choisit sur R_ des demi-cercles
C,, tangents deux a deux, centrés en —z,, de rayon R, — +o00. Par une récurrence

oo 1
immédiate, on a x1 = Ry, et x, = Y ,_o 2Ry, + R,
vt =00

Tn

FiGURE 2.4 — Un contre-exemple

On choisit des isométries hyperboliques 7, de longueurs de plus en plus grandes,
de points fixes vy, = 2n+1 et 7,7 = —x,, et envoyant C" sur C,,. Et on considére le
groupe I' engendré par les 7, n € N. Alors, pour différents choix de suites (7}, )nen,
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on vérifie que le vecteur v est horosphérique & gauche et pas a droite. Par exemple,
les suites r,, = n ou bien r,, = ", avec a > 1 conviennent.

Dans cet exemple, la géodésique (g'v);>o au quotient va intersecter une infinité de
géodésiques périodiques de longueurs non bornées, suivant des angles tendant vers 0.
Mais il est trés facile de modifier I’exemple pour obtenir des angles qui ne tendent pas
vers 0. Pour cela, il suffit de modifier les cercles C; en les centrant symétriquement
des C, en z,,. Alors (¢'v);>0 intersecte les axes des v, orthogonalement, et on peut
vérifier que v reste horocyclique a gauche mais pas a droite.

2.2 Equidistribution des demi-horocycles d’une surface géo-
métriquement finie

Dans ce paragraphe, nous supposons que S est une surface hyperbolique géomé-
triguement finie non élémentaire, et nous revenons sur le théoréme d’équidistribution
des demi-horocycles obtenu dans [10], comme généralisation naturelle du théoréme
d’équidistribution obtenu dans [5] pour les horocycles complets.

Une fois démontrés les résultats de densité de demi-horocycles décrits ci-dessus,
les résultats d’équidistribution de [10] pour les demi-horocycles ne sont qu’une ex-
tension facile de mes travaux [4,5], issus de ma thése, sur la non divergence et
I’équidistribution des horocycles. Pour cette raison, nous avons présenté dans le pa-
ragraphe 4 de [10] les grandes lignes des démonstrations, de maniére synthétique,
et nous n’y reviendrons pas dans ce mémoire. Nous nous contentons donc d’une
présentation des énoncés principaux (théorémes 2.9, 2.10 et 2.8).

Il découle des travaux de Burger [Bu90] et Roblin [Ro03] qu’il existe une unique
mesure invariante par le flot horocyclique, ergodique, de support £. Nous la notons
mBE,

Etant donné un vecteur v € T'S, trois cas peuvent se produire.

1. Si v ¢ &, son orbite est errante, plongée dans T'S. Cette orbite porte une
mesure invariante, ergodique, infinie, complétement dissipative, la mesure de
Lebesgue, et ne peut pas s’équidistribuer vers elle.

2. Si v € & est un vecteur périodique pour le flot horocyclique, alors son or-
bite porte une mesure invariante, ergodique, finie, conservative, la mesure de
Lebesgue, et cette orbite s’équidistribue clairement vers la mesure en question.

3. Si v € £ n’est pas périodique, alors son horocycle (h*v)er est dense dans &, le
théoréme 1.1 de [10] nous dit que les deux demi-horocycles (h*v)g>o et (h*v)s<o
sont également denses dans £, sauf obstruction triviale si v est une extrémité
d’un intervalle de S\ Ar, et le théoréme 2.8 ci-dessous affirme que lorsque ces
demi-horocycles sont denses, alors ils sont équidistribués vers la mesure m?F.

Théoréme 2.8 ([10]) Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie non
élémentaire, et u € TS t.q. (h*u)s>o est dense dans 'ensemble non errant € du flot
horocyclique. Alors (h*u)s>o est équidistribué vers l'unique mesure invariante ergo-
dique mBE de support plein dans £. Autrement dit, pour toutes fonctions continues
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a support compact f,g:T'S — R, avec leSgdeR >0, on a

fOTf o h*uds . leSfdeR

, d T — :
fOT go hsuds les g dmBE nan e

La stratégie de démonstration de ce théoréme est évoquée ci-dessous. D’abord, on
considére d’autres moyennes sur ’horocycle (h°v)ser. On montre que ces moyennes
forment une suite « tendue », i.e. leurs valeurs d’adhérence sont des probabilités.
Puis on montre qu’elles sont équidistribuées vers la mesure de Patterson-Sullivan,
mesure d’entropie maximale du flot géodésique. Enfin, a I'aide de ce résultat d’équi-
distribution auxiliaire, on montre le théoréme 2.8.

2.2.1 Quelques mesures importantes sur () et £

La mesure de Bowen-Margulis-Patterson-Sullivan, que nous notons m??, est une
mesure invariante par le flot géodésique, ergodique, de support €, finie (voir par
exemple [Su84|). C’est la mesure d’entropie maximale du flot géodésique. Dés que S
est géométriquement finie, mais de volume infini, cette mesure n’est pas invariante
par le flot horocyclique. D’ailleurs, dans ce cas, €2 est strictement inclus dans &, et
n’est pas invariant par le flot horocyclique.

La mesure de Burger-Roblin, notée mP%, est I'unique mesure invariante par le
flot horocyclique, ergodique, de support £. Elle est infinie.

Ces deux mesures sont trés liées. Utilisons pour le voir les descriptions de €2 et
& données par le lemme 2.4. Les horocycles forment un feuilletage de T1S et de
& de dimension 1. Localement, dans une boite, i.e. une carte du feuilletage notée
B =T x P, ou T est une transversale au feuilletage horocyclique, et P est une
feuille du feuilletage induit sur la boite B, les mesures m?® et mP% s’écrivent de la
maniére suivante.

Si f:T'S — R est une fonction continue, de support compact inclus dans la
boite B, alors on peut écrire

[ ran — [ ( /{t}xpf(hst)duif(hst)) Q) et
BR __ s ps
[ ramen - / ( /{t}xpﬂh t)ds) A (1),

ou (p%) est, & constante multiplicative prés, 'unique famille de mesures sur les
transversales au feuilletage horocyclique de TS, invariantes par 1’holonomie du
feuilletage, uh; est la mesure induite par la mesure de Patterson-Sullivan sur les
horocycles et ds est la mesure associée au paramétrage du flot horocyclique sur les
horocycles.

Nous renvoyons a [10], paragraphe 4, pour une présentation plus détaillée de ces
mesures. Nous souhaitons ici mettre en valeur le fait que les mesures m?® et m?f
induisent la méme mesure sur les transversales aux orbites du flot horocyclique, et
ne différent que par la mesure qu’elles induisent sur chaque horocycle.

Pour établir le théoréme 2.8, nous fixons I'indicatrice g = 1 d’un gros compact
K C T'S, un vecteur v € £ dont le demi-horocycle (h*v)y>q est dense dans &, et
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nous étudions les moyennes

hév ds 1
M+1;K ‘/‘OO— et M+v - s / d H )
e (f) = fo o hvds () i ((hPv)o<s<t) Jy Sv)o<s<t fau

2.2.2 Les étapes clé de la démonstration

, . P . K
Pour établir le théoréme 2.8, nous souhaitons montrer que les moyennes (Mtt} )t>0
vues comme mesures de probabilité sur le compact K convergent faiblement vers

1 BR ,
AR K Pour cela, nous montrons d’abord

Théoréme 2.9 ([10]) Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie non
élémentaire, et v € T'S t.q. (h*v)s>0 est dense dans l’ensemble non errant € du flot
horocyclique. Pour tout € > 0, il existe un compact K., C §) et tog > 0 tels que pour
t>to, MY (Kep) > 1 —e.

Ceci signifie que toutes les valeurs d’adhérence quand t — +oo des moyennes
(M,) vues comme probabilités sur €, sont des probabilités. C’est le résultat tech-
niquement le plus difficile & obtenir. Les arguments pour démontrer cet énoncé dans
[10] sont sensiblement identiques a ceux de [4], & quelques détails pres.

Du fait de la connaissance qu’on a des mesures transverses invariantes par 1’ho-
lonomie du feuilletage horocyclique, il est relativement aisé d’en déduire le théoréme
d’équidistribution suivant.

Théoréme 2.10 ([10]) Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie non
élémentaire, et v € T'S t.q. (h*v)s>0 est dense dans l’ensemble non errant € du flot
horocyclique. Alors pour toute fonction 1 : TS — R continue & support compact,
on a

M (¥) — 1 YdmPs,  quand t— oo.
T1S

Du fait de la grande analogie entre les moyennes (M) et les moyennes (M;FUK) il
est ensuite possible de déduire le théoréme 2.8 du théoréme 2.10.

2.2.3 Retour sur I’équidistribution des horocycles d’une surface géomé-
triquement finie

Dans [13], avec Frangois Maucourant, nous avons eu besoin d’un équivalent d’in-
tégrales de Birkhoff du type fft f o h®ds. Un retour attentif sur la démonstration
des résultats 2.10 et 2.8, et surtout sur le passage de I'un & 'autre, nous a permis
d’obtenir I’énoncé suivant.

Théoréme 2.11 ([13]) Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie, non
élémentaire. Soit v € € un vecteur tel que (h*v)ser est dense dans €. Soit f : TTS —
R une fonction continue a support compact. Alors on a

s 1 fdeR S s
/ f(h'v fT is(Tls) e ((h°)jg<e)  quand t — +00.
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Dans [13], nous avions besoin de ’énoncé pour des horocycles symétriques (h*v)s/<:.
Mais il est tout a fait probable que cet énoncé soit également vrai pour des demi-
horocycles denses (h*v)g<s<:. Nous renvoyons & [13| pour des variantes en dimension
supérieure.
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Chapitre 3

Equidistribution des horocycles sur
des revétements abéliens de surfaces
compactes

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons le travail [9] effectué en collaboration avec Omri
Sarig.

Dans le chapitre précédent, ainsi que dans les travaux [1,4,5,10], nous nous
sommes intéressée a la question de 1’équidistribution des horocycles dans une si-
tuation ot, essentiellement, le flot horocyclique admet une unique mesure invariante
ergodique intéressante, la mesure dite de Burger-Roblin, qui a pour support ’en-
semble non errant du flot horocyclique.

En fait, dans [Ro03|, Roblin a démontré que, sous réserve que la mesure de
Patterson-Sullivan soit finie, cette mesure est I'unique mesure invariante ergodique
pour le flot horocyclique qui donne mesure totale a I’ensemble des vecteurs radiauz,
i.e. Pensemble des vecteurs v dont la géodésique (g'v);>o revient infiniment souvent
dans un compact.

Dés que la surface S considérée n’est plus géométriquement finie, il existe a priori
« beaucoup » de vecteurs dont la géodésique finit par sortir de tout compact.

Nous considérons ici une surface S qui est le Z?revétement d’une surface com-
pacte Sy. Trés schématiquement, cela signifie que, vue de loin, la surface S ressemble
au réseau Z? sur lequel on aurait mis, en chaque sommet, une copie de la surface
compacte Sp. Dans ces conditions, le flot géodésique, a petite échelle, est toujours
un flot hyperbolique, alors qu’a grande échelle, son comportement est plutdt celui
d’une marche aléatoire sur Z?.

Rappelons ici que les orbites du flot horocyclique sont également les variétés
fortement stables du flot géodésique. En particulier, si des géodésiques ont des com-
portements asymptotiques trés différents, elles vont étre dans le support de mesures
ergodiques distinctes pour le flot horocyclique.

Si S est un Z%-revétement d'une surface compacte, une facon de distinguer les
comportements asymptotiques des géodésiques est de regarder leur vitesse de fuite
dans Z?, encore appelée leur cycle asymptotique. Etant donné un vecteur v, son cycle
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asymptotique &, (v) est la limite lim;_, o 5(":”) de son déplacement moyen jusqu’au

temps t dans Z<, out £(g'v) désigne dans quelle copie de Sy par un élément de Z< se
trouve le vecteur g'v.

Il se trouve que ces cycles asymptotiques permettent de décrire toutes les me-
sures invariantes ergodiques pour le flot horocyclique. Et notre résultat consiste a
caractériser les vecteurs génériques de ces mesures invariantes en termes de leurs
cycles asymptotiques.

3.2 Cadre et résultat

Nous considérons une surface hyperbolique S = I'\H qui est un revétement abé-
lien d’une surface hyperbolique compacte S = T'o\H. Autrement dit, Sy est com-
pacte, et I' <« T’y est un sous-groupe distingué de T’y t.q. le quotient T'y/T" est un
groupe abélien. Comme S et Sy sont des surfaces, i.e. des variétés de dimension 2,
leurs groupes fondamentaux I' et I'y ne comportent pas d’éléments elliptiques, et
donc n’ont pas de torsion. Nous noterons donc I'y/I" ~ Z4.

Le groupe de revétement I'g/T" agit transitivement sur les fibres du revétement
S — Sy. Cette action se reléve en une action transitive sur les fibres du revétement
T'S — T'S,. Nous noterons Fy C T'S un domaine fondamental connexe pour
'action de T'y/T sur T'S. Ce domaine Fj est supposé en bijection mesurable avec
T*S.

Etant donné un vecteur v € TS, nous noterons £(v) sa « coordonnée dans Z? »,
i.e. Punique élément de Z¢ t.q. v est dans I'image de F, par £(v). Lorsque cette
quantité est définie, le cycle asymptotique de v est la limite

- &g) L €lg'y) — €(v)
§oolv) 1= t£+moo Tt t£+moo -t
Ce cycle asymptotique, introduit et étudié par Schwartzmann [Schw57], est invariant
par le groupe de revétement Z<, par le flot géodésique (g*) et le flot horocyclique
(h*). Vu comme fonction sur le fibré unitaire tangent 77 Sy de la surface compacte
Sp, il est défini u-presque stirement, pour toute mesure de probabilité p invariante
par (¢') et ergodique. Comme mentionné dans 'introduction, le cycle asymptotique
représente le déplacement asymptotique moyen dans Z? de l'orbite (g'v)>o.

Nous noterons C' ’ensemble de tous les cycles asymptotiques possibles. Babillot-
Ledrappier [Ba-L98bis, prop.2.4] ou [Ba-L98, prop.1.1] ont démontré que Uintérieur
C de C était diffeomorphe a R?. De plus, & chaque élément = € é, ils ont associé une
mesure invariante pour le flot horocyclique sur TS, qui est infinie, quasi-invariante
par le flot géodésique et le groupe de revétement, de support plein, dont ils ont
montré 'ergodicité. Cette mesure n’étant bien définie qu’a constante multiplicative
prés, nous noterons mg la mesure normalisée de sorte que m=(Fp) = 1. La mesure
de Liouville est la mesure my correspondant au cycle asymptotique nul, i.e. un
déplacement asymptotique moyen dans Z¢ nul.

Quelques années plus tard, Omri Sarig a complété leur résultat en montrant
que ces mesures étaient les seules (toujours a constante multiplicative prés) mesures
invariantes ergodiques pour le flot horocyclique sur T*S. Autrement dit, on a le
résultat suivant.
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Théoréme 3.1 (Babillot-Ledrappier [Ba-L98bis|, Sarig [S04]) Soit S un re-
vétement abélien d’une surface hyperbolique compacte Sy. L’application = € C
mz € M est une bijection de Uintérieur C' de l'ensemble C' des cycles asympto-
tiques vers l’ensemble M des mesures de Radon invariantes ergodiques pour le flot
horocyclique sur TS, & constante multiplicative prés.

Ainsi, nous disposons d’une classe d’exemples de surfaces pour lesquelles le flot
horocyclique est trés loin d’étre uniquement ergodique, puisque 1’ensemble des me-
sures invariantes ergodiques est en bijection avec R?. Néanmoins, les mesures inva-
riantes ergodiques du flot horocyclique sont parfaitement bien identifiées, et corres-
pondent encore, bien sir, aux différentes maniéres qu’a une orbite du flot géodésique
de partir & 'infini.

Dans ces conditions, dans [9], nous avons voulu comprendre s’il était possible de
déterminer les vecteurs génériques pour ces mesures. La réponse est positive, comme
le montre le résultat suivant.

Théoréme 3.2 ([9]) Soit S un revétement abélien d’une surface hyperbolique com-

pacte Sy. Soit v € T1S un vecteur tel que o (v) = Z €C. Alors v est générique pour
mz, au sens ot pour toutes fonctions continues a support compact f,g: T'S — R,
avec leSgde #0, on a

fon o h'v ds . Jpig fdmz
fOTgOhSUdS lesgde

quand T — 4o00.

Réciproquement, si v est générique pour mz, alors {(v) = =.

Dans les paragraphes suivants, nous allons d’abord expliquer un peu mieux d’ou
viennent ces mesures mg, puis donner quelques idées des démonstrations. Commen-
cons par quelques remarques.

1. Les mesures mz étant infinies, nous parlons de généricité en un sens « quo-
tient », comme dans I’énoncé du théoréme ergodique de Hopf. Ainsi, un vecteur
v est générique pour mgs s’il I’est pour c.mz, pour n’importe quelle constante
¢ > 0, de sorte que notre choix de normalisation de mz n’a aucune importance.

2. Babillot-Ledrappier [Ba-1.98bis| avaient déja démontré que mz-presque sur-

ement, {(v) = Z. Comme les mesures mz sont ergodiques, le théoréme er-
godique de Hopf implique donc que mz-presque tout vecteur v € TS t.q.
€ (V) = Z est générique pour mgz. La premiére assertion de notre théoréme est
une « simple » version sure de leur résultat presque str.
En général, il est trés difficile de passer d’un résultat de généricité presque sure,
du type théoréeme de Birkhoff ou théoréme de Hopf comme variante en mesure
infinie, au méme résultat pour tous les vecteurs. Il suffit pour s’en convaincre
de voir la difficulté a démontrer des théorémes d’équidistribution comme le
théoréme 2.8 évoqué au chapitre précédent. Il se trouve qu’ici la difficulté de
la démonstration de la premiére assertion du théoréme était essentiellement
traitée dans [Ba-L98bis|. Nous en reparlerons au paragraphe 3.5. L’originalité
de notre travail réside plus dans la réciproque, expliquée plus en détail dans le
paragraphe 3.4.
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3. On notera pour comparer avec les questions traitées au chapitre précédent
que nous parlons de généricité de demi-horocycles (h°v)s>¢. Ceci vient du fait
que la surface S est un revétement d’une surface hyperbolique compacte Sy,
sur laquelle densité ou équidistribution de demi-horocycles (h*v)s>p ou des
horocycles complets (h°v)scgr sont des notions équivalentes.

4. Si &x(v) € OC, Porbite (h*v)er peut étre dense dans TS ou non, mais n’est
jamais équidistribuée vers I'une des mesures mz. On sait depuis Eberlein [Eb73]
que cette orbite n’est pas dense dans T'S si et seulement si la géodésique
(g"v)i>0 est quasi-minimisante, i.e. d(v, g'v) > t—c, pour une certaine constante
c>0et tout t > 0.

5. Si v n’admet pas de cycle asymptotique, mais que la suite (£(g'v)/t);>0 admet
des valeurs d’adhérence dans (, alors on peut préciser notre résultat de la

maniére suivante. Si & g SUSLORENS) EC’ alors pour toutes fonctions f, g : T1S — R
continues a support Compact telles que le gg9dmz # 0, on a

foe" fthUdS _ leSfde

foetn gohsvds les gdmzs

quand n — +00.

3.3 Formalisme thermodynamique, propriétés des mesures
invariantes

Nous renvoyons a [Ba-1.98, Ba-1.98bis| pour ce paragraphe. Soit p une mesure
de probabilité invariante par le flot géodésique sur T'Sy. Son cycle asymptotique
est défini par =(pu) = fT150 £oo(w) dp(w). Tdentifions R? avec son dual, et pour un

vecteur u € R, notons ¢ = @, : v —< v, u > la forme linéaire associée. Considérons
I’application

u € R+ P(u) = sup{h,(g)+ < u,Z(u) >, p proba. (¢') inv. sur T*Sp } .
On a alors

Proposition 3.3 (Babillot-Ledrappier [Ba-L98, Ba-L98bis|) L’application P
est analytique sur R? et VP : R? —>CO' est un difféomorphisme.

Etant donné u = Uy, € R%, ou bien ¢ = ¢, € (R%)*, il existe une unique mesure de
probabilité invariante ergodique pour le flot géodésique sur TSy, que nous noterons
Ly, qui réalise le supremum dans la définition de P(u,,). Autrement dit, on a

P(uw) = h#w(g) + 90(50%)) = hmp(g)"" < uva(,Uso) >

De plus, le gradient de P vérifie alors VP (u,) = =(u,), et on note =, := E(uw). La
mesure /i, a pour support Pensemble des vecteurs v € T'Sy de cycle Z, : py-p.s.,
on a £xo(v) = 2,

Cette mesure p, n’est absolument pas invariante par le flot horocyclique (h*),
sauf dans le cas particulier ot ¢ = 0, et u, coincide avec la mesure de Liouville
sur T1Sy. (Et encore, c’est alors une coincidence due a I’hypothése de courbure
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constante, mais qui serait fausse en courbure variable, ou ce que nous décrivons est
encore valide.)

C’est une mesure de Gibbs associée au potentiel v € T1Sy =< u, & (v) >.
Notons fi, la mesure relevée de pu, sur T'H. Dans les coordonnées de Hopf, cette
mesure est équivalente & un produit fi, ~ v, X v, x dt sur (OH x OH \ diagonale) x R,
ol v, est une mesure sur le bord a I'infini OH, quasi-invariante par I'y, et singuliére
par rapport a la mesure de Lebesgue sur S'. La densité de fi, par rapport a ce
produit est une fonction continue.

En modifiant a la fois cette densité et le premier terme du produit, on construit
une mesure m, équivalente a ds x v, x dt, ou ds désigne la mesure associée au
paramétrage du flot horocyclique stable. Il est possible de faire cela judicieusement,
de sorte que la mesure 7, obtenue soit invariante par le flot horocyclique, quasi-
invariante par le flot géodésique, et invariante par le groupe I'. Cette mesure passe
donc au quotient en une mesure my, sur T*S, invariante par le flot horocyclique,
quasi-invariante par le flot géodésique et le groupe de revétement. Plus précisément,
sur 'S, on a

gimw = e’P(“‘P)tm@ et a,m, = e‘p(a)mw pour toust € R et a€ly/T.

Nous renvoyons a [Ba-1.98bis| pour plus de détails.

On a déja noté que sur 7% Sy, fi,-p.s., on a & (v) = Z,. De plus, le cycle asymp-
totique est invariant par les flots horocyclique et géodésique; en d’autres termes,
dans les coordonnées de Hopf, il ne dépend que du deuxiéme facteur, i.e. que de v™.
Ainsi, vue la construction de m,, a 'aide de j,, on déduit immeédiatement que sur
TS, my-p.s., on a {o(v) = .

Remarquons encore qu’il n’est pas possible, en effectuant la construction de m,,
a partir de fi,, d’obtenir une mesure invariante par le gros groupe I'y. En effet,
de telles mesures induiraient au quotient sur 7'S; des mesures invariantes par le
flot horocyclique, et deux a deux singuliéres, ce qui est absurde puisque le flot
horocyclique est uniquement ergodique sur 71.S;.

(o]
La famille de mesures mz, pour = €C' est exactement la famille de mesures m,,
dont la construction vient d’étre évoquée, pour = = =, = VP (u,).

3.4 Cycle asymptotique d’un vecteur générique

Dans ce paragraphe, nous considérons un vecteur v € TS générique pour mz,
et nous souhaitons montrer que £,,(v) = Z.

Dire que v est générique pour ms= signifie que pour toutes fonctions f,g : T1S
continues a support compact, telles que leSgde #0,0n a

fOT foh*vds IR Jpug fdmz

uand T — +o00.
fOTgO hsvds fTISgde b

Supposons que le domaine fondamental Fyy choisi pour laction de I'y/T" ~ Z< sur
T'S a un bord de mesure nulle : mz(9Fp) = 0.
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Dire que v est générique pour mgz implique que pour toute fonction continue a
support compact f: Fyp — R, on a

fOT f le) ]’LS’U dS N leS fde

uand 1T — +o00.
fOT 1p, o hdvds mz(Fo) !

Notons )\Z la mesure orbitale sur (h*v)o<s<7 N Fy normalisée en une mesure de pro-
babilité. Nous sommes en train de dire que pour la topologie de la convergence faible
sur Fp, la mesure orbitale )\f tend vers la mesure mz= restreinte & Fj et normalisée,

l.e. L1 ms=
e L

3.4.1 Une preuve fausse

1p .
Comme AT tend vers la mesure m_(%o)mg, écrivons alors

£(g'w) {(g'w)
d)\T T—H—oo/

Fy t

mz(w).

[I]

Maintenant, quand ¢t — +o00, on a 5("’7“’ — &oo(w), de sorte que le terme de

gauche ci-dessus converge vers [ oo (w) dA\I'(w). Le cycle asymptotique étant inva-
riant par le flot horocyclique, il est nécessairement constant égal a .. (v) sur l'orbite
(h*v)ser, et donc sur le support de AT La limite du terme de gauche quand ¢ — +o00
est donc égale a & (v).

Le terme de droite, pour la méme raison, converge vers fFo £oo(w)dmz = =.

Autrement dit, si on arrivait & justifier proprement les convergences ci-dessus,
mais bien sir surtout 'interversion de limites quand ¢,T — +o00, on arriverait au
résultat.

3.4.2 Une idée de la démonstration

Fixons € > 0, et cherchons & montrer que £, (v) est proche de =, & quelques &
pres.

e Notons &y pour le déplacement € o gV — ¢ effectué pendant un intervalle de
temps de longueur N. Du fait que £, (w) = =, m=-p.s., on déduit qu’il existe N € N

t.q.
- ({weFo, Sv(w) >}) <.

N
Fixons donc un tel N € N.
e Si le domaine fondamental Fjy est bien choisi, l’apphcatlon est continue par
morceaux. Comme la mesure orbitale A" converge vers mz, on en déduit que pour

T assez grand, on a
AT ({weFo, >5}) < 2.

Fixons un tel 7" >> N.
e Observons que R et Z¢ sont des groupes abéliens, ce qui permet de dire que
la somme des déplacements effectués par la géodésique de w pendant des intervalles

(1]

N(w)
N

—_
—
—
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de temps de longueur N entre 0 et ¢ est égale au déplacement total dans 'intervalle
de temps [0, t], soit encore

Sl enlgNw) _ &lw)

t/N _
IR

e Choisissons maintenant t = InT" >> N. Pour tout vecteur w dans le support
de AT on a w = h'v, avec 0 < s < T, d’ou d(g'w, g'v) < 1, et £(g'w) ~ £(g'v).

Calculons maintenant
rs b TS Z /N N b
d\T

—_
—
—

t
/N

<27

< |
0<k<[t/N] JT'S

e Le lemme clé [9,Jlemme 3.2| nous dit alors que pour ¢t = InT >> N, ce supre-
mum est uniformément borné (pour 0 < k < [t/N]) par une constante fois €, ce qui
conclut la preuve. Donnons une idée de sa preuve. On sait déja que

AT ({w € R, Ev(w) > 5}) < 2.

N
Nous cherchons & obtenir des estimées analogues, en remplacant w par ¢"*Vw, uni-
formément en 0 < k < [t/N] =[]

Ceci se fait (en dynamique symbolique) en introduisant des applications définies
sur des sous-ensembles de (h*v)g<s<s, qui « échangent » respectivement les segments
géodésiques (g7w1)o<r<n et (¢7wa)en<r<@k+1)n d'une part, et (¢7w1)pn<r<(k+1)n €t
(9"ws)o<r<n d’autre part.

§Ng w)

—_
—
—

€N(9 Nw)

A .
N

—_—
—
—

—_
—
—

FiGURE 3.1 — Echange de morceaux d’horocycles

En symbolique, ceci revient simplement a un échange de deux intervalles de N
lettres. Géométriquement, ces applications ne sont rien d’autre que des composées
d’isométries avec un temps uniformément borné du flot géodésique. Et le lemme clé
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dont nous avons besoin résulte du fait que nous démontrons que ces applications

k
sont absolument continues, et donc que ENTw) oot asser proche de %]\7}”2), qui
lui-méme est trés proche de = avec grande probabilité.

En(g"Nw)

N

—_
—_—
—

> 5}) < (¢ unifor-

é- kN - T
nlgw) =l gAl < ('
immédiatement. Mais les détails techniques sans importance ni géométrique ni dy-

namique sont omis ici.

Remarquons qu’affirmer que A7 <{w € Fy,

mément en 0 < k < [t/N] ne donne pas Supg<y<p/n leS’

3.5 Généricité d’un vecteur de cycle asymptotique donné

Etant donné v € T'S tel que £x(v) = Z €C, nous souhaitons montrer que v est
générique pour mz=.

3.5.1 Proposition Clé

La proposition clé ci-dessous est trés directement inspirée des travaux de Babillot-
Ledrappier |Ba-L98bis|, mais aussi de Ledrappier-Sarig |L-S06]|, eux-mémes inspirés
initialement de travaux de Lalley | La89] (voir aussi [Ba96]| et [L01]).

Proposition 3.4 Soit = = =, €C. Pour tout € > 0, il existe un voisinage compact

K,(e) de =, dans Co’ tel que pour toutes fonctions f,g : T'S — R, continues a
support compact, non identiquement nulles, et pour tout T' > 0 assez grand, on ait

flnT(w) f()Tf o h*wds — eielegfde
InT foT g o hswds Jrig9dmz

€ Ky(e)

La notation a(t) = C*'b(t) quand ¢t — +oo signifie a(t) € [C7'b(t), Cb(t)] quand
t — +o00.

L’énoncé ne dépend que de la valeur de &,r(w)/InT, et pas du tout de w.
C’est, ce qui nous permet de pouvoir traiter le cas oll un vecteur v n’a pas de cycle
asymptotique, mais ou (& (v)/t) admet des valeurs d’adhérence (cf la remarque 5
aprés le théoréme 3.2).

3.5.2 Codage

La preuve de cette proposition est symbolique. Pour cela, nous avons besoin
d’un bon codage du flot géodésique, pour avoir des résultats pour tous les vecteurs
v. Souvent, avoir un codage d’un systéme dynamique par une dynamique symbolique
signifie avoir une conjugaison mesurable qui est presque surement bijective. Ceci ne
convient pas ici, puisque ¢a ne permet pas d’obtenir des résultats pour tous les
vecteurs.

Le codage de Bowen-Series | Bow-Se79, Sel, Se2| du flot géodésique sur TS,
est un codage qui, étant donné un vecteur v € TS, fixé, associe a tout vecteur
w € (h*v)ser un unique codage symbolique, excepté pour un nombre dénombrable
de tels vecteurs w.
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Ce codage permet de décrire le flot géodésique de TSy comme un flot suspendu
au-dessus d’un sous-décalage de type fini. Il est classique (|Ba-L98| par exemple) que
ce codage se reléve en un codage du flot géodésique de TS, qui permet de décrire le
flot géodésique de T1S comme un flot suspendu au-dessus d’une base qui est cette
fois un produit gauche du sous-décalage de type fini par le groupe du revétement.

En d’autres termes, (¢')cr est conjugué a l'action par translation de R sur la
troisiéme composante de (X x Z¢ x R)/ ~, otl la relation ~ est donnée par (x,,t) ~
(ox,& + f(x),t —r(x)), avec f: X — Z% et r : ¥ — R deux fonctions holdériennes.
Cette conjugaison est surjective, et « presque » injective, au sens décrit ci-dessus :
pour tout v € TS, tout vecteur w € (h*v),er admet un unique codage symbolique,
excepté pour un nombre dénombrable de tels vecteurs w.

L’intérét de cette conjugaison est que I'action de Z% et les orbites du flot horo-
cyclique sont bien comprises dans cette description symbolique.

3.5.3 Démonstration de la proposition clé

e D’abord, on peut approcher & e** prés une fonction f continue & support
compact par des combinaisons linéaires d’indicatrices 1p d’ensembles du type E =
la] x [0,¢] x {0} C ¥ x R x Z%.

e Ensuite, on écrit fOT 1pohfwds =I(ENg ™TW* (g™ Tw)), ot on note W**(u)
une portion de variété fortement stable de longueur fixée (disons 1).

e Comme dans [L-S06], on raméne alors I’étude de cette quantité a celle d’une
somme symbolique étudiée dans [Ba-L98bis|.

e Les résultats de [Ba-1.98bis| nous permettent, lorsque 51”( e K. () est proche

de Z,, d’obtenir un équivalent de fo 1lgohwds a quelques et prés, en termes de
mz, (E) multiplié par une quantité indépendante de F, et qui dépend essentiellement

de élanT et de T
Toutes les étapes évoquées ci-dessus permettent de démontrer la proposition clé,

et donc la premiére implication du théoréme 3.2.
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Chapitre 4

Action linéaire de sous-groupes de
type fini de SL(2,R) sur R?

Dans le contexte de la géométrie hyperbolique, PSL(2,R) est le groupe des iso-
métries directes du demi-plan hyperbolique, via ’action classique par homographies

az+b
cz+d’

ze Hw—

Cela dit, le groupe SL(2,R) est avant tout le groupe des transformations linéaires
de R2. Ces deux actions sont reliées par une « dualité » que nous présentons ci-
dessous. Etant donné que c’est PSL(2,R) plus que SL(2,R) qui intervient en géo-
métrie hyperbolique, nous nous intéresserons de fait a l'action de PSL(2,R) sur
R?\ {0}/+ induite par I'action linéaire sur R?.

Cette dualité entre ces deux actions est connue et utilisée depuis longtemps.
Sans faire la bibliographie du sujet, mentionnons par exemple I'article de Fursten-
berg [F73] qui démontre "unique ergodicité du flot horocyclique sur le fibré unitaire
tangent d’une surface compacte S = I'\H a 'aide de I’¢tude des fonctions harmo-
niques I'-invariantes sur R2.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'action d'un groupe discret I' <
PSL(2,R) de type fini sur R* \ {0}/, et a la distribution de ses orbites. Cer-
taines de ses orbites sont discrétes, d’autres non. Nous renvoyons a l'article récent
de Oh-Shah [O-Sh10] pour ’étude des orbites discrétes, et des résultats de comptage
de points de ces orbites. Nous nous intéressons a la distribution asymptotique des
points des orbites non discrétes de I'.

Rappelons le premier énoncé sur ce sujet, lorsque I" est un réseau. Notons |u| la
norme [P, 1 < p < oo de u € R? |||l la norme [? de v € T vu comme élément de
R* et pour tout 7' > 0, notons I'r = {y € T, ||7|| < T}

Théoréme 4.1 (Ledrappier [L99]) Soit I' < SL(2,R) un réseau contenant —Id.
Soit f: R? — R une fonction continue a support compact. Soit u € R? un vecteur
dont Uorbite T.u est dense dans R%. Alors

+ f(v)
— d wand 00
g f(yu) — 3 /]R vV g T — +o0,

2 [uf|v|
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ot A(I'\SL(2,R)) est le volume de I'\SL(2,R) pour la normalisation usuelle de la
mesure de Haar.

Ce résultat a également été obtenu dans [N02|, lorsque I' = SL(2,7Z), par des métho-
des arithmétiques. Mentionnons également [L01] dans la situation du chapitre 3
lorsque I est le revétement abélien d’un sous-groupe cocompact de I, [L-P03, L-P05]
dans le cas de réseaux de SL(2,C) ou SL(2,Q,). Ces résultats ont ensuite été éten-
dus & d’autres variétés homogenes [Go04], [Go-WO07] ou améliorés par la recherche
de termes de reste, par exemple dans [N10], [M-W11].

Nous commencons ci-dessous par rappeler le lien entre ’action linéaire de PSL(2,R)
sur R? /=4 et l'action par isométries de PSL(2,R) sur H. Ensuite, nous énongons les
résultats obtenus dans [13] lorsque I' est un sous-groupe géométriquement fini de
PSL(2,R). Enfin, la méthode de la preuve (classique depuis [L.99]) est rappelée au
paragraphe 4.3. Elle repose sur le comportement asymptotique d’intégrales de Bir-
khoff sur les horocycles de T'\PSL(2,R), que nous avons présenté au paragraphe
2.2.3.

4.1 Dualité entre I’action linéaire de PSL(2,R) sur R? et ’ac-
tion par isométries de PSL(2,R) sur H

Tout le contenu de cette section est classique, et n’est que reformulation de faits
écrits dans [L99] ou [M-W11] par exemple, et [13] bien siir.

4.1.1 Généralités

Le groupe SL(2,R) est diffecomorphe au produit SO(2,R) x A x N, avec

€t/2 0 1 s
A:{( 0 e_t/Q),teR}, et N:{(O 1),teR}.

Notons encore K = PSO(2,R) = SO(2,R)/{£Id}.

Dans I’action linéaire de SL(2,R) sur R? Porbite du vecteur ug = (1,0) est
R?\ {0}, et son stabilisateur est N, de sorte que R? \ {0} s’identifie naturellement
a SO(2,R) x A= SL(2,R)/N, et R*\ {0}/+ a KA = PSL(2,R)/N.

Si maintenant nous considérons 'action isométrique de SL(2, R) sur le demi-plan
de Poincaré, 'orbite du point i est H et son stabilisateur est SO(2,R), de sorte que H
s’identifie & SO(2,R)\SL(2,R) ~ AN. Cette action par isométries s’étend bien stir
(par différentiation) en une action sur T H, et le stabilisateur du vecteur i tangent
en i a H est {£Id}, de sorte qu'on a l'identification classique T'H ~ PSL(2,R).

Tout ceci étant précisé, il existe une section naturelle ¥ : R? \ {0} — SL(2,R)
qui & un vecteur u = k.a.ug associe la matrice ka € SL(2,R) (cf figure 4.1). Cette
section peut étre calculée explicitement. On a, si u = (u,, uy),

w, —uy/(u 4 uy)

o - (3 )
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FIGURE 4.1 — La section ¥, de R? \ {0} a T'H

On vérifie immédiatement que W(e!/?v) = U(v)ay, et que c’est bien une section au
sens ou ¥V (v)uy = v.

On a vu plus haut que Pespace R? \ {0}/+ s’identifie & espace PSL(2,R)/N
des orbites du flot horocyclique, autrement dit a 'espace H des horocycles de H
ou T'H. Cet espace H s’écrit naturellement comme H = OH x R, si on paramétre
chaque horocycle par son point base dans OH et un paramétre réel, nul lorsque
I’horocycle contient 7. La section ¥ permet une identification explicite de R?\ {0} /+
a ‘H = OH x R via 'application

v e R*\ {0} = (¥(v)(c0),2log|v]) € OH x R ~ H ,

ot |.| est la norme euclidienne usuelle sur R?. La bijection inverse de H dans
R?\ {0}/=+ s’écrit alors ® : (£,1) — £(e'/? cosh, e/ sin §), o O vérifie cotan 6 = &.

Ces applications, ® et son inverse sont équivariantes pour les actions de PSL(2, R)
sur R? \ {0}/+ et sur H. Ainsi, si u € R?\ {0}, et g € SL(2,R), alors ¥(g.u) et
gV (u) définissent la méme orbite du flot horocyclique. En particulier, on peut définir
un cocycle cy(g) € R par ¥(gu)ne, ) = g¥(u). Dans les résultats de ce chapitre,
une propriété cruciale de ce cocycle est que sa « taille » peut étre reliée a celles de
u, g.u, et g. Sans rentrer dans les formules exactes, retenons que nous avons, a une
petite erreur prés

9]l = eu(g)[lg-ul.lul + petit reste,

oil |.| et ||.|| sont respectivement les normes [P sur R? et R* D SL(2,R), pour 1 <
p < oo. Cette observation clé est déja présente dans [L99]. Elle a été précisée pour
d’autres normes dans |Go-WO07| puis [M-W11].

4.1.2 Groupes géométriquement finis, mesures invariantes et dualité

Rappelons qu'un sous-groupe I' de PSL(2,R) est dit géométriquement fini s’il
est de type fini. Dans ce cas, la surface S = I'\H se décompose en un nombre fini
de trompettes, un nombre fini de cusps, et une partie compacte (voir chapitre 2
pour des définitions). Lorsqu’il n’y a pas de cusps, le groupe I' est dit conveze-
cocompact. Dans ce cas, le groupe ne contient que des isométries hyperboliques,
I’ensemble limite Ar n’est composé que de points limites radiaux, et I’ensemble non-
errant 2 ~ '\ (A2 \ diagonale x R) est compact. Parmi les groupes géométriquement
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finis, les réseaux sont ceux qui sont de covolume fini. Ceux-ci ayant été étudiés dans
[L99], nous nous intéressons surtout aux groupes de covolume infini.

Nous noterons I' un sous-groupe discret de PSL(2,R), et 'y le sous-groupe
discret de SL(2,R) contenant —Id, d’image I' dans PSL(2,R). Tous les groupes
considérés ici sont non élémentaires, i.e. non virtuellement abéliens (ce qui équi-
vaut encore & #Ar = +00), et sans torsion s’il s’agit de sous-groupes de PSL(2,R),
ou bien sans autre élément de torsion que —Id s’il s’agit de sous-groupes de SL(2,R).

L exposant critique de T’ (ou T) est défini par ép = limsup,_,  1log#{y €
I, d(o,7.0) < t}, ot 0o € H est un point quelconque fixé, et d est la distance hyper-
bolique usuelle sur H. Lorsque I' est convexe-cocompact, 0 < ér < 1, et lorsque I
est géométriquement fini, % < or < 1. Pour de tels groupes géométriquement finis,
dr = 1 si et seulement si [' est un réseau de PSL(2,R).

L’identification de R?\{0} /= avec I'espace H des horocycles de T'H ~ PSL(2,R)
permet de déduire du fait que les horocycles de I'\ PSL(2, R) sont soit fermés (pério-
diques ou errants), soit denses dans I’ensemble non-errant £ du flot horocyclique,
que les orbites par [y des vecteurs de R? \ {0} sont soit discrétes, soit denses dans
’ensemble C(T'y) des horocycles de £.

De la méme maniére, les mesures ['-invariantes sur H donnent lieu a des mesures
[o-invariantes sur R? \ {0}. Rappelons quelques résultats a ce sujet. Lorsque S est
géométriquement finie, Roblin [Ro03| (Burger [Bu90| dans le cas convexe-cocompact)
a démontré qu’il existe une unique mesure (h®)-invariante ergodique de support tout
& sur T'S, la mesure notée ici mP%. De maniére équivalente, il existe une unique
mesure [-invariante ergodique de support Apr x R sur 'espace H ~ OH x R des
horocycles de T'S. Notons la fi. Elle s’écrit dj(&,t) = ertdy,(€) dt. Cette mesure
donne lieu & une unique mesure I'p-invariante ergodique, de support I'image C(I'y)
de Ar x R, sur R?\ {0}. Via I'application ®, cette mesure s’écrit en coordonnées
polaires dji(r, 8) = 2r*t=1 dr di,(6), ou ¥, est 'unique relevé symétrique et de masse
1 a S de la mesure image de v, sur S'/+.

Lorsque I' est un réseau, on a or = 1, et les conventions de normalisation donnent
que 7 est la mesure de Lebesgue usuelle rdrdf sur R? et 27, est la mesure
angulaire standard sur S!'. La mesure de Liouville sur 7S, qui correspond 4 la
mesure de Lebesgue sur R?\ {0} dans cette dualité, coincide elle avec w2mPs = wmBPE.

4.2 Distribution des orbites d’un groupe de type fini sur R?

Pour énoncer nos résultats, nous avons besoin de la fonction 7 définie sur 'en-
semble non-errant £ du flot horocyclique par

7(w) = iy (PPu)1)

ou 4% est la mesure induite par la mesure de Patterson-Sullivan sur les horocycles,
de support plein sur 'ensemble {v € (h*u)ser, v~ € Ar}. La mesure p}; n’ayant
pas d’atomes, 7 est une fonction continue sur £, nulle en dehors du voisinage {v €
E, Ise [-1,1], h*v € Q} de Q dans £.
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Les propriétés de contraction/dilatation de p¥; par le flot géodésique donnent
pour tout u € TS et t > 0 la relation

07 (g% u) = pug-((P°u)sj<e) - (4.2.1)

Lorsque I' est convexe-cocompact, ) est compact, et donc 7 est bornée sur &
car nulle en dehors du compact {v € &£, Is € [—1,1], h*v € Q}. Lorsque I est
géométriquement fini, si Ky est la partie compacte de S = I'\H, d la distance
hyperbolique sur H, et 7 : T*S — S la projection canonique, nous obtenons le
résultat suivant.

Proposition 4.2 ([13]) Soit S une surface hyperbolique non élémentaire géométri-
quement finte. Il existe une constante C > 1 telle que pour tout u € ), on ait

7 (u) = CFled=ondmw),.Ko)

Notons que si I' est un réseau, cette proposition dit que 7 est bornée. Mais dans ce
cas, on sait méme que 7 est constante, égale a 2/m, car alors dul; = ds/m n’est alors
rien d’autre que le paramétrage usuel ds du flot horocyclique, & normalisation prés.

Cette proposition se démontre en utilisant d’abord la formule (4.2.1), 'expression
dpbs (v) = e=°rBu- (")) dy (vy~), puis un énoncé de type « lemme de 'ombre » trés
précis, obtenu dans [4] pour toutes les variétés géométriquement finies de courbure
négative pincée, et de dimension quelconque.

4.2.1 Résultats

Dans le cas convexe-cocompact, notre premier résultat est le suivant.

Théoréme 4.3 ([13]) Soit Ty < SL(2,R) un groupe discret convexe-cocompact non
élémentaire, sans élément de torsion autre que —Id. Il existe une constante C' > 0
telle que pour tout u € C(Ty) et pour toute fonction f : R?\ {0} — R continue a
support compact, on ait, lorsque T — +00,

Y sew =t [ I g,

e V] e

Autrement dit, on dispose d’un résultat asymptotique, & une constante C*! prés.
Cette constante n’est pas la du fait d'un manque d’analyse approfondie de la ques-
tion. En effet, nous démontrons qu’il n’y a pas convergence du terme de gauche
ci-dessus vers le terme de droite, et ce, méme si on changeait la normalisation en
T° pour une autre normalisation. Plus précisément, on a

Théoréme 4.4 ([13]) Soit I'y < SL(2,R) un groupe discret géométriquement fini
non élémentaire, sans élément de torsion autre que —Id. Il existe f, g : R*\ {0} = R
continues a support compact, avec fR2 fdu >0, fRQ gdp > 0, et telles que pour ji-
presque tout u € R?\ {0}, le quotient

> f()

yel'r

> g(yu)

v€l'r
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n’a pas de limite quand T — +o00.

En réalité, le défaut de convergence des « moyennes » du théoréme 4.3 ci-dessus
est essentiellement di a la nature fractale de I’ensemble limite Ap, qui crée des
oscillations dans les quantités ci-dessus. Cependant, on peut régulariser la situation
en moyennisant ces oscillations. On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 4.5 ([13]) Soit 'y < SL(2,R) un groupe discret non élémentaire, sans
élément de torsion autre que —Id, qui est soit convexe-cocompact, soit géométrique-
ment fini avec un exposant critique ér > 2/3. Soit T "image de Ty dans PSL(2,R)
et S =T\H. Alors, pour [i-presque tout u € R*\ {0}, et toute fonction f:R*\ {0}
continue a support compact, on a

1 S 1 dT 2fTIS7-dmpS / f(V)
Tor T dpx d S—+
IOgS/l Tor Z f(oa) T (mps(Tls))2 e [V]or[alér i(v) quan 00

yel'r

Ce type de convergence est appelé Log-Cesaro convergence. Il provient de la
relation ¢f o h® = h*¢ ' o ¢!, et d’une moyennisation au sens de Cesaro classique de
quantités dépendant de log T', via un changement de variables. Remarquons que dans
[LO1], Ledrappier obtient également une Log-Cesaro convergence, dans la situation
ou I' est le revétement abélien d’un groupe cocompact. Dans ce cadre, les oscillations
ne sont pas dues a la nature fractale de ’ensemble limite, mais sans doute plutot a
la présence de nombreuses mesures invariantes ergodiques pour le flot horocyclique.

Soulignons I’hypothése or > 2/3, qui n’était & notre connaissance pas apparue
jusqu’ici dans la littérature. Elle n’a rien a voir avec 'hypothése or > 1/2, elle trés
fréquente, qui apparait dés qu’une méthode utilisant ’analyse harmonique est utili-
sée. Lorsque I' n’est pas convexe-cocompact, mais géométriquement fini, '’hypothése
dr > 2/3 est exactement celle dont on a besoin pour assurer que 7 est intégrable
pour mP?, et donc donner sens au terme de droite. Nous montrons ce résultat en
utilisant I’expression donnée par la proposition 4.2, puis en suivant littéralement
une méthode due originellement a Dal’bo-Otal-Peigné [D-O-P00| pour montrer la
finitude de la mesure m»?.

Il est également possible de considérer des normes différentes sur SL(2,R); on
doit alors changer légérement le dénominateur |v|°r [u|’" dans la limite obtenue. Mais
ceci se fait en suivant les mémes idées de démonstration, et nous renvoyons a [13]
pour les détails.

Observons une limite des résultats ci-dessus. Typiquement, si v € I'p vérifie
|7l = T, alors yu va avoir une norme |yu| également de 'ordre de T'. Ainsi, si f
est une fonction a support compact, donc borné, un élément typique vyu de 'orbite
de u par I' ne sera pas dans le support de f, et n’interviendra donc pas dans les
énoncés ci-dessus. D’ailleurs, ces théorémes nous disent que le nombre d’éléments
~yu de I'y.u qui tombent dans le support de f est de 'ordre de T°, alors qu’il est
possible de montrer que I'; a un cardinal équivalent, & une constante prés, a T2r.
Dans [13], nous étudions aussi, pour f continue sur R? des moyennes du type

1

~velT
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renormalisées pour « voir » ’essentiel de 'orbite I'r.u, et montrons qu’elles convergent
(sans moyenne de Cesaro) vers 'intégrale de f pour une mesure absolument conti-
nue par rapport a ji. Nous renvoyons a [13| pour I’énoncé précis, qui nécessiterait
lintroduction de trop de notations.

4.3 Heuristique de la preuve

La méthode est identique a celle de |L99|. La nouveauté principale de notre
résultat réside dans le théoréme 2.11 et son utilisation ci-dessous pour conclure. La
trame de preuve présentée ci-dessous doit & quasiment toutes les étapes étre comprise
a quelques ¢ prés, qui tendent vers 0 a la fin.

Soit f : R?\ {0} — R une fonction continue a support compact, et soit u €

R*\{0}. On cherche a comprendre la quantité . f(yu),ou 'z = {y € Ty, || <
T}, pour ||.|| la norme [P sur R%.
e Via la section ¥, on reléve f en une fonction continue a support compact
f:T'H= PSL(2,R) — R, de la maniére suivante. Fixons une fonction ¢ : R — R,
continue & support compact dans [—1,1], telle que [, ¢(s)ds = 1. Définissons alors
f(g9) = f(gug)o(cu,(g)). La fonction de « lissage » ¢ n’a pas grand role dans ce
qui suit, si ce n'est quelle est indispensable pour assurer que_ f soit continue a
support compact. Ensuite, sur TS, on définit f(v) = > ver f(70), ot U est un
relevé quelconque de v & T'H. Et on vérifie le fait crucial suivant :

fdmPE = fdmPl = / foddp= [ fdu.
H R2

TS T'H

e La relation W(yu)n.,,) = y¥(u) et la constrution ci-dessus permettent d’ob-

tenir sur 7'H la relation f(yu) = f:cc(gvis):rll f o h*(v¥(u))ds.

e On a vu plus haut qu'il était possible de relier la taille du cocycle ¢, (7) a celles
de u, yu et . On en déduit que si v € 'y, alors ||y]| < T, d’oi

eu(y)] ~ T
luf[yul = Jul|yul
On en déduit que
T/([allyul) _
Z flyu) ~ 2/ foh®(u)ds.
~ely =T/(lallvul)

Le facteur 2 provient de la différence entre I' et T'.

e C’est le moment ot on souhaite pouvoir utiliser un résultat d’équidistribution
des horocycles. D’abord, on choisit f & support dans un anneau trés fin, de rayon
~ r, de sorte que |yu| ~ r si yu est dans le support de f. Le théoréme 2.11 donne
alors ’équivalent suivant du terme de droite

T/(luflyal) f dmBR
/ fohi(u)ds ~ pfy <(hsu)|5|S T ) %.

~T/(lul|yul) i
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e Il reste & comprendre équivalent obtenu. On sait que [, o f dmP% = [0, f(

or
que |v| =~ r sur le support de f et que p ((hs >|S|<| ‘ ) = (ﬁ) T(glogT_1°g|“|_1°gTu).
On en déduit 'approximation

1 1 27_(glonglog|u\flogru) -
~ d
Tor ’YGZF f(fyu) |11|5FT6F mps (Tls) - f(V) M(V)
T
o7 glogT—log|u|—log7"u f v -
L T [0
mp*(T.S) re [u]’r[v]|r

e Le théoréme 4.3 vient alors du fait que 7 est bornée sur 2, lorsque I' est
convexe-cocompact.

e Pour oter la restriction imposée sur le support de f, on introduit des €, et on
découpe f en morceaux (& support dans des anneaux de largeur epsilonesque).

e Lorsque 7 est mP*-intégrable, i.e. si [' est convexe-cocompact ou géométrique-
ment fini avec 5p > 2/3 on peut lui appliquer le théoréme ergodique de Birkhoff.
On obtient % fo u)dt — [ 7dmP*. Le changement de variables ¢ = logT" donne
la log—Cesaro Convergence du théoréme 4.5.

e Le terme en log r dans 7(g'°eT~1g[ul=le™y) (o011 7 est le rayon de 'anneau trés fin
qui supporte f) et la définition de 7 en termes de la mesure pf;, dont le support est
fractal, permettent de construire des fonctions f et g & supports dans des anneaux
bien distincts de rayons respectifs r(f) et 7(g) de sorte que le quotient

7_<glog T—log |u|—log T(f)u)

T(glog T—log |u|—logr(g) 11)

ne converge pas quand 7" — +oo, démontrant ainsi le théoréme 4.4.
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Chapitre 5

Mesures génériques pour le flot
géodésique

Les travaux [7] et [11] décrits ici ont été effectués en collaboration avec Yves
Coudéne. Nous continuons & travailler sur ces questions, et avons obtenu certains
résultats supplémentaires, et améliorations, que je note ici sous la référence [15].

Etant donnée une variété M a courbure négative, non compacte, mais non élé-
mentaire (i.e. avec au moins trois orbites périodiques distinctes pour le flot géo-
désique), nous nous sommes posé la question de savoir quelles étaient les mesures
invariantes pertinentes pour étudier la dynamique du flot géodésique. En particulier,
existe-t-il de bonnes mesures de probabilité (donc finies), invariantes, ergodiques, et
de support plein, permettant d’avoir une image raisonnable de la dynamique du flot
géodésique.

Quand nous parlons de dynamique du flot géodésique et de mesures de support
plein, il faut restreindre I'étude a 1’ ensemble non-errant du flot géodésique Q C T M,
hors duquel la dynamique est triviale (car errante). Rappelons qu’un vecteur v est
non errant si pour tout voisinage V de v, et tout 7" > 0, il existe t > T t.q.
gV NV £Q.

Bien str, on dispose d’une infinité d’orbites périodiques pour le flot géodésique,
et donc d’une infinité de mesures de probabilité invariantes ergodiques portées par
ces orbites. Cela dit, ces mesures ne sont pas trés intéressantes d’un point de vue
dynamique, car leur support est trés petit, et que de leur point de vue, le flot
géodésique revient a une translation le long de l'orbite.

La mesure de Liouville, au contraire, est toujours, par définition, une mesure
invariante absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur 7M. Elle
est donc de support plein. En revanche, dés que la variété n’est pas de volume fini,
elle est tautologiquement infinie. De plus, dés que ’ensemble non errant du flot
est strictement inclus dans T M, elle n’est pas ergodique. Nous avons démontré le
résultat suivant dans [7].

Théoréme 5.1 ( [7] ) Soit M une variété riemannienne non élémentaire a cour-
bure strictement négative. Soit Q C T*M ’ensemble non-errant du flot géodésique.
L’ensemble des mesures de probabilité invariantes et ergodiques pour le flot géodé-
sique, et de support plein sur €2 est un Gs-dense de l’ensemble de toutes les proba-
bilités invariantes par le flot géodésique sur 2.
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Commencons par quelques remarques.

1. Dans le cas d’un décalage sur un alphabet fini, ce résultat est dii & Oxtoby
|Ox63]. 11 a ensuite été généralisé par Sigmund [Si72]| dans le cas de difféomor-
phismes Axiom A sur des variétés compactes.

2. On peut également démontrer que les mesures de probabilité d’entropie nulle,
et les mesures qui ne sont pas fortement mélangeantes contiennent un ensemble
générique au sens ci-dessus (théorémes 5.3 et 5.6, voir aussi [ABC10]). Sigmund
obtient la généricité des mesures faiblement mélangeantes, via un argument de
codage. Cette question est complétement ouverte dans notre cadre. (Le fait que
ces mesures forment un Gy est facile, mais c’est la densité qui pose probléme).

3. Notre méthode est adaptée a la courbure variable et a 'absence totale d’hypo-
theése de compacité. Elle nous a donc permis d’obtenir des résultats également
en courbure négative ou nulle, sur les variétés dites de rang un. Ces résultats
sont présentés au paragraphe 5.4.

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons d’une part les outils fonda-
mentaux de la preuve, dont 'intérét est sans doute aussi important que le résultat,
du fait de la simplicité a les comprendre et les manipuler. Ensuite, nous donnons
une idée rapide de la démonstration du théoréme 5.1 ci-dessus, ainsi que celles des
théorémes 5.3 et 5.6 et nous finissons par une discussion (paragraphe 5.4) des résul-
tats que nous avons obtenus sur les variétés a courbure négative ou nulle dites de
rang un.

5.1 Spécification, produit local, lemme de fermeture, transi-
tivité

Oxtoby et Sigmund, pour démontrer leurs résultats dans un cadre compact, uti-
lisent la propriété dite de spécification satisfaite par exemple par le flot géodésique
sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne compacte a courbure néga-
tive. Pour en illustrer la difficulté, énongons-la.

On dit que le systéme dynamique (X,T) vérifie la propriété de spécification si
pour tout € > 0, il existe un M = M., tel que pour toute collection finie de bouts
d’orbites (T"(z;))o<r<k,, on peut pister cette collection a € prés par une orbite
périodique, en mettant un temps au plus M a passer d’une orbite & une autre.
Autrement dit, il existe un point périodique p, et une union finie d’intervalles [a;, a;+
K] de Z, tels que a;q > a;+ K;+ M, et (T*p)a,<h<a,+ i, Diste a € prés (T%z;)o<r<r, -
Cette définition se généralise aisément dans le cas des flots.

Pour un difféeomorphisme hyperbolique sur un espace compact, cette propriété est
équivalente au mélange topologique (voir [Ka-H95|, thm 18.3.9). Pour un difféomor-
phisme quelconque, il est facile de vérifier qu’elle implique le mélange topologique.
Pour un flot, cette propriété ne peut entrainer que la transitivité topologique définie
plus bas.

Dans I'exemple du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d'une variété a

courbure négative, lorsque la variété n’est pas bornée, il est aisé de constater que
cette propriété ne peut pas étre vérifiée, pour peu qu’on essaie de pister des bouts

40



d’orbites de plus en plus éloignés les uns des autres.

Nous introduisons des propriétés bien plus faibles, valides sans aucune hypothése
de compacité. Comme nos exemples favoris sont des flots, ces propriétés seront énon-
cées dans le cas d’'un flot (¢'),er agissant sur un espace métrique (X, d).

Le flot est dit topologiquement transitif si pour tous ouverts U,V de X, et pour
tout T € R, il existe t > T t.q. ¢'U NV # (). La transitivité topologique est plus
faible que le mélange topologique, qui dit qu’il existe T" € R, t.q. pour tout ¢t > T,
A'UNV # (. Et il existe bien entendu des exemples de flots topologiquement transi-
tifs et non topologiquement mélangeants. Mentionnons par exemple les suspensions
de hauteur constante au-dessus d’un difféomorphisme topologiquement mélangeant,
ou les flots linéaires dans une direction irrationnelle sur les tores.

Rappelons que la variété fortement stable de v € X est définie par
W (v) = {w € X,d(¢'v,¢p'w) — 0 quand t— +oo}.

La variété fortement stable locale W2*(v) est simplement 'intersection W*(v) N
B(v,¢). La variété fortement instable (locale) est définie de maniére analogue, en
faisant tendre t vers —oo.

Le flot satisfait la propriété de produit local si tout u € X admet un voisinage
U qui satisfait la propriété suivante. Pour tout € > 0, il existe 4 > 0 t.q. pour tous
v,w € U, avec d(v,w) < §, il existe un point < v,w >€ X, et un réel |t| < ¢ t.q.
< v,w >€ W (¢"v) N W2 (w). Autrement dit, on peut « recoller » le passé de v
avec le futur de w, a un léger décalage temporel t preés.

Le flot satisfait le lemme de fermeture si pour tout u € X, et tout € > 0, il
existe un voisinage U de u, un 6 > 0 et ¢y > 0 t.q. pour tout point v € U vérifiant
d(¢'v,v) < § pour un certain ¢ > to, il existe un point périodique p € X, de période
Il >0tq |l —t| <e, satisfaisant d(¢°p, p*v) < e pour tout 0 < s < min(¢,1). Cette
propriété a été démontrée par Anosov [An67| dans une version uniforme, pour les
systémes maintenant appelés Anosov, et en particulier pour les flots géodésiques sur
les variétés compactes a courbure strictement négative.

Observons que les propriétés de produit local et de fermeture énoncées ci-dessus,
bien connues pour le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété com-
pacte a courbure négative, sont proposées ici dans des formulations non uniformes,
dépendant du voisinage U d’un point u € X sur lequel on travaille. Ceci permet de
les vérifier dans un cadre plus général, sans pour autant enlever de leur utilité.

Ces trois propriétés sont vérifices pour le flot géodésique (g');cr agissant sur son
ensemble non-errant € muni de la distance riemannienne standard sur T M.

En effet, le flot géodésique est topologiquement transitif du fait de I'existence
d’une orbite dense dans €2 [Eb72].

Le produit local se voit tres facilement de la maniére suivante. En effet, dans
les coordonnées de Hopf, on a T'M ~ (OM x OM) \ diagonale x R, T'M ~
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I\ <8M X GM\ diagonale x R), et Q ~ I'\(Ar x Ar \ diagonale x R), ot Ar C oM

est ’ensemble limite de I" dans le bord & 'infini 9M de M. Soient maintenant deux
vecteurs v,w € () trés proches I'un de l'autre. Relevons-les isométriquement en
0= (v",v",s) et w=(w,wt,t) aussi proches I'un de Pautre. Le vecteur < v, w >
est alors le vecteur de coordonnées (v, w™, t).

Quant au lemme de fermeture, il peut se démontrer schématiquement comme
suit. Supposons en raisonnant par 'absurde qu’il n’est pas satisfait au voisinage de
u. Tl existe alors une suite u,, — u et une suite ¢, — +o00, t.q. d(g"u,,u,) — 0.
En relevant les vecteurs w,u, isométriquement dans un petit voisinage de w, on
trouve des isométries hyperboliques v, envoyant t, sur g'"i,. Leurs axes doivent
donc se projeter en des axes d’orbites périodiques de période proche de t,, d’oil une
contradiction qui permet de démontrer le lemme de fermeture.

Remarquons avant de passer aux idées de la démonstration du théoréme 5.1 que
les trois propriétés ci-dessus permettent de redémontrer la spécification, dans le cas
du flot géodésique agissant sur le fibré unitaire tangent d’une variété compacte a
courbure négative.

5.2 Propriétés génériques des mesures invariantes en cour-
bure strictement négative

Donnons maintenant une idée des arguments de la preuve du théoréme 5.1. Men-
tionnons le fait que dans [7], nous démontrons un énoncé abstrait, valide pour tout
systéme vérifiant nos trois propriétés de transitivité, produit local et fermeture. Le
théoréme 5.1 était néanmoins la motivation initiale de notre travail.

Nous utiliserons le terme de « générique » au sens de Baire : un ensemble est
générique s’il est intersection dénombrable d’ouverts denses.

Nous souhaitons montrer que dans I’ensemble M (2) des probabilités invariantes
par (g") sur €, d’une part les mesures de support plein sont génériques, ce qui est

facile, et d’autre part les mesures ergodiques sont génériques, ce qui est moins stan-
dard.

En considérant une base dénombrable (U,),en d’ouverts de la topologie de €2,
et le fermé F, = {u € MY(Q), u(U,) = 0}, il est aisé¢ de voir que les mesures de
support non plein forment une union dénombrable de fermés. On montre ensuite
qu’ils sont d’intérieur vide en utilisant la densité des orbites périodiques dans (2,
laquelle densité est par exemple une conséquence du lemme de fermeture.

Passons maintenant a la généricité des mesures ergodiques. Il est trés facile
d’écrire 'ensemble des mesures ergodiques comme une intersection dénombrable
d’ouverts, et ce, sans la moindre hypothése sur le systéme dynamique. L’enjeu est
donc de montrer qu’elles sont denses dans M!(Q).

Les mesures ergodiques étant les points extrémaux du convexe M (), cela re-
vient & dire que l'ensemble des points extrémaux d’un convexe est dense dans ce
convexe, ce qui ne peut bien siir pas étre un fait tout a fait général!

Ceci se fait en deux temps. D’abord, on montre que les mesures portées par les
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orbites périodiques (que nous appellerons désormais « mesures périodiques ») sont
denses dans les mesures ergodiques. Puis nous montrons que les mesures périodiques
sont denses dans leur enveloppe convexe, démontrant ainsi la proposition suivante.

Proposition 5.2 ( [7] ) Soit M une variété riemannienne non élémentaire a cour-
bure strictement négative. Alors l’ensemble des mesures périodiques est dense dans
I’ensemble des probabilités invariantes M (Q).

Insistons sur le fait que cette propriété est en réalité valide pour un systéme
dynamique abstrait, sous réserve que les trois propriétés de transitivité topologique,
produit local et lemme de fermeture soient vérifiées.

Cette proposition implique bien entendu la densité des mesures ergodiques dans
MY(Q), et donc le résultat voulu.

La premiére étape, de densité des mesures périodiques dans les mesures ergo-
diques, se démontre ainsi : étant donnée une mesure ergodique u, le théoréme er-
godique de Birkhoff et le théoréme de récurrence de Poincaré nous fournissent un
vecteur v a la fois récurrent et générique pour p, au sens oil les moyennes de Birkhoff
sur son orbite convergent vers u. Le lemme de fermeture permet alors de trouver,
pour des temps ¢ arbitrairement longs, une orbite périodique pistant I'orbite de v
pendant le temps t. Par construction de v, la mesure périodique associée est trés
proche des moyennes de Birkhoff sur 'orbite de v, et donc de p.

La seconde étape est cruciale. On souhaite montrer la densité des mesures pério-
diques dans leur enveloppe convexe, et donc dans M'(Q), d’apres ce qui précéde.
On fixe une combinaison convexe finie de mesures périodiques, a coefficients ration-
nels. A V'aide des propriétés de transitivité et de produit local, on construit une
orbite négativement asymptotique & la premiére orbite périodique, puis qui spirale
alternativement autour de chacune de ces orbites périodiques pendant un nombre
de tours arbitrairement grand, et revient enfin spiraler autour de la premiére orbite
périodique. Le lemme de fermeture permet de fermer cette orbite. En jouant sur le
nombre de tours effectués autour de chacune des orbites périodiques de la combi-
naison convexe, on parvient & montrer que la mesure portée par l'orbite périodique
obtenue est arbitrairement proche de la combinaison convexe initiale.

5.3 Entropie, mélange

Nous montrons ici que 'ensemble des mesures d’entropie nulle, et ’ensemble des
mesures non fortement mélangeantes contiennent un ensemble générique. Ces résul-
tats sont issus de |15]. Nous les présentons, car ils illustrent 'utilisation systéma-
tique de la proposition 5.2, et sont des généralisations faciles de résultats classiques.
Comme [15] n’est pas accessible, les preuves complétes sont données.

Théoréme 5.3 ( [15]) Soit M une variété riemannienne non élémentaire a cour-
bure strictement négative. L’ensemble des probabilités de MY (Q) d’entropie nulle est

un Gs dense de M(Q).

La démonstration repose sur celle de Sigmund [Si72] dans le cas de flots Axiome
A sur des variétés compactes, ainsi que des résultats de Abdenur, Bonatti, Crovisier
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[ABC10] qui considérent des difféomorphismes non uniformément hyperboliques sur
des variétés compactes.
Avant de démontrer le théoréme, rappelons quelques définitions.

Définition 5.4 Soit P = {Py,..., Px} une partition borélienne finie de Q. L’en-

tropie de P est définie par H,(P) = — ZM(P) log u(P) . Notons Vg TP la
pPeP

partition en ensembles du type P, NT~'P, N---NT"" P, . L’ entropie métrique

de T = g' par rapport a la partition P est la limite

1 4
ha(g', P) = lim —H,(ViZ)T"P). (5.3.1)

n—oo 1M

L’entropie métrique de T' = g' est le supremum h,(g') = sup{h,(g', P), P partition finie}.
Le résultat ci-dessous est classique [W82].

Proposition 5.5 Soit (Py)ren une suite croissante de partitions boréliennes finies
de 2 t.q. V{2 Pr engendre la tribu borélienne de Q2. Alors on a

hu(g") = sup hy(g", Pr) -

keN

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 5.3.

Démonstration : Comme les mesures périodiques sont denses dans M (£2), et d’en-
tropie nulle, il suffit ici de démontrer que I’ensemble des mesures d’entropie nulle est
un Gs. Notons M4 () Pensemble des mesures d’entropie nulle dans M ().

Remarquons d’abord que si B = B(z,r) est une petite boule, avec r > 0 plus
petit que le rayon d’injectivité de M en x, une géodésique périodique coupe le
bord @B en un nombre fini de points. Relevons B en T'B. Les mesures périodiques
donnent toutes mesure 0 au bord de T B.

Choisissons une famille dénombrable B; = B(x;,7;) de boules dont les centres
sont denses dans 2. Divisons chaque relevé T B; en un nombre fini de « boules », et
notons (B;) la famille dénombrable d’ensembles de T* M obtenus. Toute sous famille
finie de B; induit une partition finie de € en boréliens (les intersections finies des B;
et de leurs complémentaires). Notons Py, la partition induite par (B;)o<j<k. Si les B,
sont bien choisis, la suite croissante V2 Py engendre la tribu borélienne de €.

Soit p1p une mesure périodique sur Q. Alors 119(0Py) = 0 et h,, (Py) = 0 pour tout
k € N La limite (5.3.1) existe tout le temps, de sorte que nous pouvons la remplacer
par une liminf. Comme po(9Py) = 0, si une suite p; € M'(Q) converge faiblement
vers [, elle vérifie alors pour tout n € N fixé, H,, (Vi_og 7 Pi) = Hpuy(Vi—og 7 Pi)
quand ¢ — oo. En particulier, 'ensemble

, , 1
{/L € Ml(Q)? Hﬂ(vglzogijlpk) < Huo(v?:—ngjpk) + ;} )
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pour 7 € Q*,, est un ouvert. On en déduit que M%(Q) est un G5 de M'(Q). En
effet,

Mz(Q) = {pe MY (Q), hu(g') =0 =y (g")}
= mkEN{MEM ( h ( 7Pk’) :Ozh’uo(glvpk’)}

(o
)
= e M52 (€ M), 0 < Ilg' Pu) < 5 = By, ) + 7}
= e M2 M U
! Hyuo(Vi—og 7 Pr) + % }

[

- 1
{,u S MI(Q)7 H,L(\/?:Og_jpk) < ?

+1

Le résultat précédent est un peu frustrant, puisqu’il nous dit que génériquement, les
mesures invariantes sont d’entropie nulle. Cela dit, ce n’est pas trés étonnant, compte
tenu de la densité des mesures portées par les orbites périodiques dans M!((Q).

Passons maintenant au mélange. La question est de savoir si génériquement, une
mesure est fortement mélangeante ou non. Avant tout, pour que cette question ait
un sens, il faut nous assurer que le flot géodésique est topologiquement mélangeant.
Ceci est connu en courbure constante, en dimension 2, ou en présence de cusps. Dans
les autres cas, il est connu ([D00]) que ceci équivaut a la non-arithméticité du groupe
engendré par les longueurs des géodésiques périodiques. Sous cette hypotheése, nous
démontrons le résultat suivant.

Théoréme 5.6 ( [15]) Soit M une variété riemannienne & courbure strictement
négative, non élémentaire dont le spectre des longueurs est non arithmétique. Alors
l’ensemble des mesures invariantes sur ) qui ne sont pas fortement mélangeantes
contient un Gs-dense de probabilités invariantes de M*'(Q).

Ce résultat est di a K. R. Parthasarathy pour des systémes dynamiques discrets
[Pa61]|. Nous écrivons ici la démonstration dans le cas des flots.

Démonstration : L’argument essentiel est une fois encore la densité des mesures
portées par les orbites périodiques dans M (Q), qui ne sont clairement pas fortement
mélangeantes.

Le seul point a vérifier est donc le fait que I’ensemble des mesures fortement
mélangeantes est inclus dans une union dénombrable de fermés ne contenant pas de
mesures périodiques.

Choisissons un ensemble dénombrable dense {z; € Q}, et soit A la famille des
boules fermées de rayons rationnels centrés en les x;. Si une mesure p est fortement
mélangeante, alors pour tout fermé F' C A t.q. u(F) > 0, on a u(FNg'F) — p(F)?
quand t — oo.

Pour tout F} € A, soit G,, = V1 (F}) une suite décroissante de voisinages ouverts de
F} d’intersection Fi. L’ensemble des mesures fortement mélangeantes est inclus dans
'union (dont tous les indices n, e, n, r sont rationnels, ¢t € R et F, F;, sont disjoints)

U U U U U U NAnmamemmm

F1,FoeA neN* £€(0,1/2) 0<n<2e2/3 re(0,1) meN t>m
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avec Ap pymemrme = {0 € M(Q) | p(Fr) > &, u(Fz) > €, p(GnNg'Gy) <1 <
p?(F1)+n} . Cet ensemble est fermé, car G, est ouvert, et Fy, I fermés. (Le deuxiéme
fermé F5 est disjoint de F} et est 1a uniquement pour garantir que F} n’est pas de me-
sure pleine). L'intersection MismAr Fynenrme €5t donce encore fermée. L’ensemble
des mesures fortement mélangeantes est donc inclus dans une union dénombrable
de fermés. Montrons pour finir que chacun de ces fermés N> Ar Fynemrme €St
d’intérieur vide. Pour cela, montrons que leurs complémentaires contiennent toutes
les orbites périodiques.

D’abord, si p est une mesure périodique de période [, pour tout borélien A C X,
et tout multiple jl de la période, on a u(A N ¢'A) = u(A). En particulier, ces
mesures ne sont évidemment pas mélangeantes. Soit po une mesure périodique de
période [ > 0, et j > 1 t.q. jl > m. Si po(F1) > € and po(Fz) > €, on a alors
e < po(F1) <1 —¢e. Comme g est périodique, on a (G, N ¢'G,) = po(G,). On
en déduit que

po(Gn N ¢"'Gr) = mo(F1)* = p1o(Gr) = o(F1)* > po(F1)(1 = po(F1)) > e(1 — ) > &% >

de sorte que po n’appartient pas & Ni>mAr By nenrme. C'est le résultat voulu. O

5.4 Extension des résultats précédents aux variétés de cour-
bure négative ou nulle

La robustesse des outils utilisés ci-dessus nous a permis d’aborder 1'étude de
certaines variétés a courbure négative ou nulle, les variétés dites de rang un.

Soit M une variété riemannienne dont toutes les courbures sectionnelles sont
négatives ou nulles. Un vecteur v € TM est dit de rang un si la dimension de
I'espace des champs de Jacobi paralléles le long de la géodésique qu’il définit est
un. Intuitivement, infinitésimalement, il ne borde pas de « bande plate », i.e. de
plongement isométrique de [0, ] x R dans M. L’exemple type de vecteur de rang un
est un vecteur v tel que ¢g'v est tangent a une zone de courbure strictement négative,
pour au moins un ¢ € R. L’exemple type de vecteur de rang supérieur est un vecteur
v qui borde une bande plate de largeur strictement positive. Autrement dit, sur le
revétement universel M, la géodésique (7m(g'0))ier est incluse dans une bande plate
euclidienne [0,¢] x R. Il peut exister des vecteurs de rang supérieur qui ne bordent
pas de vraie bande plate de largeur strictement positive.

Une variété de rang un est une variété qui admet au moins un vecteur de rang
un. L’ensemble des vecteurs de rang un est un ouvert de 7'M [B95|, invariant par
le flot géodésique. C’est un ouvert dense lorsque M est compacte. (1)

Nous avons essayé d’étendre nos résultats sur les mesures génériques pour le flot
géodésique aux variétés de rang un. Pour cela, il faut identifier un « bon ensemble »
sur lequel il est raisonnable d’étudier le flot géodésique.

1. En effet, dans ce cas, tous les vecteurs de 7' M sont non-errants (condition appelée parfois « propriété
de dualité »), ce qui implique (voir [B95] par exemple) que le flot géodésique est topologiquement transitif.
Il existe donc une orbite dense, qui doit donc passer dans l'ouvert des vecteurs de rang un, et y rester
puisque cet ouvert est invariant.
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Ci-dessous, nous présentons d’abord quelques sous-ensembles de I’ensemble non-
errant, invariants par le flot géodésique, qui peuvent paraitre naturels pour étudier
ce genre de propriétés. Ensuite, nous discutons de la validité des trois propriétés clé :
transitivité, produit local, fermeture, sur ces différents sous-ensembles, pour aboutir
a un analogue de la proposition 5.2 et du théoréme 5.1. Puis nous présentons quelques
exemples, qui sont des contre-exemples & des versions trés générales de notre résultat.

5.4.1 Quelques sous-ensembles sur lesquels étudier la dynamique

Nous restreignons notre étude a I'ensemble non errant Q C 7'M du flot géodé-
sique, hors duquel il n’est pas raisonnable d’espérer démontrer quelque chose d’in-
téressant.

A priori (et ceci sera rediscuté plus loin) il n’est pas non plus raisonnable d’es-
pérer que la dynamique sur les zones plates euclidiennes soit du méme type que la
dynamique du flot géodésique dans les zones a courbure strictement négative.

Notons R, I'ensemble des vecteurs de rang un. Naivement, le premier ensemble
qu’on peut souhaiter étudier est 'ensemble 2 VR, des vecteurs non errants de rang
un. Cela dit, certains vecteurs de rang un sont asymptotes & des bandes plates, sur
lesquelles la dynamique est radicalement différente.

Nous introduisons donc I’ensemble, noté y,,, des vecteurs non-errants dont les
variétés fortement stables et instables pour le flot géodésique ont la propriété sui-
vante. Si ¥ est un relevé de v a T' M, et siw € T'M est tel que la distance d(g', g')
reste bornée pour tout ¢ > 0, alors w € W**(?), et de méme lorsque t — —oo. Nous
appellerons ici ces vecteurs hyperboliques, méme si la terminologie n’est certainement
pas idéale.

Remarquons qu’il n'y a aucune inclusion entre 2, et Q2 N R,. En effet, un
vecteur de rang un qui spirale asymptotiquement autour d’une bande plate sera
dans €2 N Ry mais pas dans €p,,. A linverse, il existe des vecteurs qui sont de
rang deux (ou plus) au sens infinitésimal de la définition, mais qui appartiennent
néanmoins a {2y,,. Par exemple, imaginons une surface de genre 2, dont la courbure
est négative aux extrémités, et tend vers 0 au milieu, pour ne s’annuler que sur la
géodésique périodique simple qui sépare la surface en deux tores a un trou identiques.
Cette géodésique est a la fois de rang 2 et dans €,,,. Pour travailler avec de bonnes
propriétés d’hyperbolicité, nous avons travaillé dans |7| sur 'ensemble

Q= QNRy N Dy

Nous avons déja souligné que les plats euclidiens posent des problémes. Nous
utiliserons donc également I'ensemble Qyp des vecteurs v € 2 qui ne bordent pas
de plat euclidien de largeur strictement positive. Bien entendu, on a €y C Qyp.
En réalité, les plats euclidiens les plus génants sont ceux qui contiennent une orbite
périodique. Nous noterons donc Qnpp D Qnr 'ensemble des vecteurs non errants
qui ne bordent pas de plat euclidien de largeur strictement positive qui contient une
orbite périodique. On a alors

Ql C thp C QNF - QNFP c 9.

Remarque 5.7 Remarquons que tous ces ensembles invariants 2 C €, C Qnyp C
Qnrp ont les mémes orbites périodiques, que nous appellerons orbites périodiques
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hyperboliques. Nous supposerons dans tout ce qui suit qu’il existe au moins trois
orbites périodiques hyperboliques primitives distinctes, et nous appellerons variété
de rang un non élémentaire une variété de rang un admettant au moins trois orbites
périodiques hyperboliques primitives non homotopes. (?2)

Ces orbites périodiques hyperboliques sont denses dans tout ensemble sur lequel
le lemme de fermeture est vérifié, sur {2; en particulier, ou bien sur Qyr lorsque ce
dernier ensemble est ouvert dans €2 (voir ci-dessous).

5.4.2 Mesures génériques sur ) et Qyp

Dans [7], nous nous sommes intéressés au flot géodésique restreint a €, et dans
[15] & Qunp, lorsque Qnp est ouvert dans €, ce qui est le cas dans les premiers
exemples qui viennent a ’esprit. Nous allons rappeler les propriétés clé utilisées, et
montrer comment nos résultats de |7| s’étendent dans [15] & Qunp.

Proposition 5.8 ( [7, 15] ) Soit M une variété de rang un non élémentaire. Alors
la restriction du flot géodésique a 21 vérifie les propriétés de produit local, de fer-
meture, et de transitivité topologique.

St Qnp est ouvert dans 2, alors ces propriétés sont également satisfaites sur

QNF-

Corollaire 5.9 ( [7,15] ) Soit M une variété de rang un non élémentaire. Les me-
sures portées par les orbites périodiques hyperboliques sont denses dans [’ensemble
des mesures invariantes sur €.

St Qnp est ouvert dans €2, alors elles sont denses également dans les mesures
mvariantes sur Qnr.

Ces résultats nous permettent dans [7,15], comme en courbure négative, de déduire
le théoréme suivant.

Théoréme 5.10 ( [7,15] ) Soit M une variété de rang un non élémentaire. Alors
les mesures invariantes ergodiques de support plein sont génériques dans [’ensemble
M) des mesures de probabilité invariantes sur €.

Si Qnrp est ouvert dans €, le résultat est encore vrai en remplacant 1 par Qnp.

Pour démontrer le corollaire et le théoréme, la stratégie est identique a celle
présentée au paragraphe 5.2. Nous ne la rappelons pas, le seul résultat nouveau a
démontrer ici est la validité de la proposition 5.8 sur 2; ou Qxypr. Nous proposons
donc ci-dessous des démonstrations des trois propriétés clé de fermeture, produit
local et transitivité sous I’hypothése que QQyr est ouvert dans €2, et nous renvoyons
le lecteur a 7] pour les arguments trés proches sur €.

Remarque 5.11 Il est bien clair que nous pouvons déduire du corollaire 5.9 les
mémes résultats (théorémes 5.3 et 5.6) sur la généricité des mesures d’entropie nulle
ou non fortement mélangeantes sur €2; ou )y qu’en courbure strictement négative.

2. Il n’est pas clair a priori qu’il soit possible de trouver une variété de rang un admettant au moins
trois orbites périodiques non homotopes mais au plus deux orbites périodiques hyperboliques distinctes.
On pourrait également décider d’appeler variété de rang un non élémentaire une telle variété, mais nous
ne le ferons pas.
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5.4.3 Propriétés de produit local, fermeture et transitivité sur (), et Qpnp

e La propriété de produit local sur €21, ou sur Qnp quand Qyp est ouvert dans
Q) résulte par exemple du lemme 1.3 de [Kn02]. Ce lemme assure qu’étant donnés
deux vecteurs u,v assez proches I'un de l'autre, il existe un vecteur w proche des
précédents t.q. les orbites (g'u)i>0 et (g'w);>o restent a distance bornée, et de méme,
les orbites (g'v);<o et (g'w);<o restent a distance bornée en temps négatif. Les dé-
finitions respectives de ; et de Qyp, et dans le deuxiéme cas le fait que Qyp soit
ouvert dans €2, assurent que si u et v sont assez proches I'un de I'autre, et sont dans
Oy (resp. Qyr), alors le vecteur w obtenu est également dans € (resp. Qnr).

e Le lemme de fermeture en restriction & Q NR; est di & Eberlein [Eb96]. Sa
preuve étant valide pour les vecteurs de rang minimal dans une variété de rang
quelconque, nous 'avons réécrite dans le cas particulier (plus simple) de rang un
dans 7] sur €, et étendue dans [15] & Qnp.

Proposition 5.12 ( [7,15]) Soit M une variété de rang un non élémentaire. Le
lemme de fermeture est satisfait en restriction a ).

St Qnp est ouvert dans §, alors le lemme de fermeture est satisfait en restriction
a QNF'

Esquissons la preuve (quasi-identique a celle de [7]) sous 'hypothése Qyp ouvert
dans 2.

Soit u € Qnp, € > 0 et U un voisinage de u assez petit pour étre dans Qyp. Soit
v € U, avec d(g'v,v) trés petit pour un certain ¢ grand. Il nous suffit, pour € petit,
de trouver une orbite périodique py € B(u,c) C U C Qnp de période t + € qui piste
lorbite de v.

Pour trouver une telle orbite, on raisonne par I’absurde. On suppose que le lemme
de fermeture n’est pas vérifié au voisinage de u, et on trouve donc une suite v,, — u
et t, — 400, t.q. d(g"v,,v,) — 0, sans étre approchée par des orbites périodiques.
On reléve ces vecteurs en v, — U sur TYM. 11 existe pour tout n € N une isomé-
trie ¢, qui, sur 7'M, envoie g0, sur 0,. Pour n assez grand, ces isométries sont
hyperboliques, et leurs axes convergent vers la géodésique définie par @. On arrive
alors facilement a une contradiction.

e La propriété de transitivité est vérifice sur  lorsque Q = T*M (condition dite
de « dualité », voir [B95] pour démonstration et références). Nous 'avons démontrée

sur €y dans [7], et par le méme argument, sur Qyr quand cet ensemble est ouvert
dans €.

Lemme 5.13 ( [7, 15]) Soit M une variété de rang un non élémentaire. Le flot
géodésique est topologiquement transitif en restriction a €.

St Qnrp est ouvert dans (), alors le flot géodésique est transitif en restriction a
QNF.

Une fois encore, la démonstration sous 'hypothése 2y ouvert dans €2 est qua-
siment identique a celle de [7] sur €.
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Les orbites périodiques hyperboliques sont toutes incluses dans ; C Qyp. 1l
résulte du lemme de fermeture sur QQyr et du fait qu’il est ouvert que ces orbites
périodiques hyperboliques sont denses dans Qyp.

A partir de 14, on suit [7]. La transitivité s’obtient alors de la maniére suivante.
Etant donnés deux ouverts U; et Us,, on choisit deux orbites périodiques hyperbo-
liques p; € Uy et py € Us. La version faible du produit local citée plus haut ([Kn02,
lemme 1.3]) donne une trajectoire qui quand ¢ — —oo reste a distance bornée de
lorbite de pi, et quand t — +o0, & distance bornée de celle de py. L’hyperbolicité
de py et py assure que cette trajectoire est dans (2, C Qyp. Nous renvoyons a [7]
pour plus de détails.

5.4.4 Quelques exemples

Nous avons démontré plus haut la généricité des mesures invariantes ergodiques
de support plein en restriction a €2; ou 2y, quand ce dernier ensemble est ouvert.
Il est tentant de se demander s’il est possible d’intégrer les rubans plats & notre
étude. Dans [11], nous avons fourni des contre-exemples au théoréme 5.1 sur tout
), en présence de cylindres plats. L’idée essentielle est contenue dans 'exemple que
nous décrivons ci-dessous.

Soit S une surface de rang un, compacte, de genre 2, obtenue par exemple en
« aplatissant » la métrique au voisinage de la géodésique simple fermée qui sépare S
en deux tores & un trou, de sorte que S contient un cylindre plat [—1,1] x S plongé
isométriquement, dont nous représenterons la direction périodique verticalement.

o (M [ <

FIGURE 5.1 — Surface contenant un cylindre plat

Soit v € T*S un vecteur vertical dans I'intérieur du cylindre, par exemple tangent
a {0} x S'. Nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 5.14 ( [11]) Au voisinage d’un tel vecteur v, le lemme de fermeture
n’est pas satisfait.

De plus, la mesure périodique définie par l'orbite de v n’est pas dans 'adhérence
des mesures de probabilité invariantes ergodiques de support plein dans ).

Démonstration : Montrons la premiére assertion. Comme S est compacte, 'ensemble
non-errant  est égal a TS , et le flot géodésique est donc topologiquement transitif
sur TS (voir [B95]). Considérons 1'ouvert U; composé des vecteurs dont le point
base est dans B(7(v),)N]0,g[xS?, et dont la direction fait un angle 6 €] — ¢, 0[ avec
la direction de v (dans le sens trigonométrique), et de méme, 'ouvert Uy composé
des vecteurs dont le point base est dans B(7w(v),)N] —&,0[xS* et dont la direction
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fait un angle 6 €] — ¢,0[ avec celle de v. Par transitivité, il est possible de trouver
vy € Uy et t1 > 0 t.q. g"v; € Us. Si € est assez petit, d(vy, g"'vy) est petite.

Rappelons que dans le cylindre, les trajectoires géodésiques suivent les régles de
la géométrie euclidienne. En particulier une orbite qui entre dans le cylindre d’un
coté doit nécessairement ressortir de 'autre coté. Si le lemme de fermeture était vrai
au voisinage de v, pour € assez petit, on pourrait donc fermer 'orbite (g'v1)o<i<t, -
Ceci impliquerait I'existence d’une orbite périodique qui entrerait dans le cylindre
par la droite, spiralerait jusqu’a atteindre un e-voisinage de v en pointant toujours
vers la gauche, puis repartirait vers la droite. D’olt une contradiction.

Montrons maintenant que la mesure portée par I’orbite de v n’est pas dans 'adhé-
rence des mesures de probabilité invariantes ergodiques de support plein sur 2.

Supposons a l'inverse que ce soit le cas. On peut alors trouver une telle mesure
(t, invariante, ergodique, de support plein, et suffisamment proche de la mesure
périodique associée a v pour donner une mesure au moins 3/4 a 'ensemble U, des
vecteurs dont le point base est a distance au plus € de 'orbite de v, et la direction
fait un angle |0| < € avec la direction de v. On peut également trouver un vecteur u
générique pour i, dont le point base ne soit pas dans le cylindre plat. En particulier,
pour tous les temps T assez grands, 'orbite (g'u)o<;<r devrait passer une proportion
de temps au moins 1/2 dans U,. Mais & chaque passage dans U, l'orbite de u doit
d’abord traverser [—1, —e[xS1, puis traverser |, 1] x S, ou I'inverse. Rappelons une
fois encore que les trajectoires dans le cylindre sont euclidiennes. Le théoréme de
Thalés assure que ce n’est pas possible, pour € choisi assez petit. [

Il est donc sans espoir d’étendre le théoréme 5.1 & tout 2 en présence de plats
périodiques d’intérieur non vide dans M. Nous pourrions espérer que seuls les plats

périodiques posent probléme, et travailler par exemple sur 'ensemble Qnpp des
vecteurs qui ne bordent pas de plats périodiques.

(e=x 0,
02
st 52

FIGURE 5.2 — Variété contenant un tore épaissi

Mais considérons maintenant ’exemple classique suivant, di & Gromov [Gr78|, et
explicité et utilisé par exemple dans [Eb80| ou [Kn98]. Soit S; un tore a un trou, de
bord homéomorphe & S*, avec une métrique a courbure négative qu’on aplatit en un
cylindre plat homotope au bord. Soit M; = S; x St. De méme, soit S, la symétrique
de S, par rapport & un plan vertical contenant 951, et soit My = St x S,. Les deux
variétés M et My sont des variétés de dimension 3 dont le bord est un tore euclidien
T2. On les recolle en une variété M qui contient autour du lieu de recollement un
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« tore épaissi » euclidien, que nous noterons [—1, 1] x T? quelle que soit son épaisseur,
pour simplifier.

Considérons sur le fibré unitaire tangent d’un tore « intérieur », par exemple
{0} x T?, une direction irrationnelle 6, et la mesure de Lebesgue normalisée sur
le tore {0} x T2, relevée en une mesure invariante par le flot géodésique sur le
fibré unitaire tangent T ({0} x T?) supportée par les vecteurs qui pointent dans la
direction 6. Cette mesure est ergodique. Et le méme argument que dans I'exemple
du cylindre, a savoir le théoréme de Thalés, permet de montrer que cette mesure
n’est pas dans 'adhérence des mesures invariantes ergodiques de support plein dans

Qnpp.
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Chapitre 6

Mesures de Gibbs, mesures
d’équilibre

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats sur les mesures de Gibbs obtenus
dans [14]. C’est un travail mathématiquement terminé, mais dont la rédaction finale
prend du temps, car il englobe des généralisations de nombreux résultats connus dans
le cas de la mesure dite de Bowen-Margulis-Patterson-Sullivan, dus essentiellement
a Roblin [Ro03]|, mais aussi a Otal-Peigné [O-Pe04]. En particulier, il n’est pas
accessible pour I'instant, raison pour laquelle nous avons choisi d’inclure un certain
nombre de démonstrations.

Les mesures de Gibbs sont des mesures invariantes par un systéme dynamique,
associées & des potentiels, i.e. des fonctions f : T'M — R, le plus souvent hol-
dériennes. Dans les bons cas, ces mesures ont de fortes propriétés stochastiques :
ergodicité, mélange, décroissance exponentielle des corrélations, et de plus satisfont
un principe variationnel : elles réalisent le maximum de la pression. L’étude de ces
mesures et de leurs propriétés, trés inspirée de la thermodynamique, est appelée
précisément « formalisme thermodynamique ».

Dans un premier paragraphe, nous définissons les notions importantes de ce for-
malisme : pression, mesures de Gibbs et états d’équilibre, et nous présentons la
construction des mesures de Gibbs utilisée dans [14].

Puis nous énongons le « principe variationnel » obtenu dans [14] pour ces mesures
de Gibbs. Nous démontrons que les différentes notions de pression présentées dans
le premier paragraphe coincident, et que lorsque la mesure de Gibbs construite est
finie, c’est 'unique mesure d’équilibre. Nous suivons en cela les énoncés de Sarig
[S99] et [SO1] et les idées de [O-Pe04].

Nous ne rappelons pas dans ce mémoire les travaux effectués dans [2]| sur ce
sujet. Il s’agissait d’un travail de doctorat sur les mesures de Gibbs pour le flot
géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété convexe-cocompacte, en sui-
vant la construction de ces mesures présentée dans [L94] dans le cas compact. J'y ai
démontré des propriétés d’unique ergodicité du feuilletage fortement instable liées &
ces mesures, inspirées des résultats de [Ro03], ainsi que des propriétés d’équidistri-
bution de certaines moyennes horosphériques vers ces mesures de GGibbs. Certains
de ces résultats ont été étendus dans [1] aux variétés géométriquement finies, et non
publiés. IIs seront sans doute ajoutés dans [14], mais nous n’en parlons pas ici.
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6.1 Définitions, construction, premiéres propriétés

Nous renvoyons par exemple a Bowen [Bow75|, Walters [W82|, Keller |Ke98|.

Dans ce paragraphe, nous commencons par les définitions importantes du forma-
lisme thermodynamique, puis nous présenterons la construction géométrique dune
famille de mesures qui sont les candidates naturelles & étre les mesures de Gibbs
dans notre cadre.

Dans tout le chapitre, M est une variété riemannienne connexe, compléte, &
courbure sectionnelle strictement négative pincée inférieure ou égale & —1, non élé-
mentaire, T M son fibré unitaire tangent. Nous notons M son revétement universel,
OM son bord a Vinfini, 7 : T'M — M et 7w : T*M — M les projections naturelles.
La distance riemannienne est notée d, qu'’il s’agisse de la distance sur M, M, T'M
ou T'M.

Nous supposerons que le flot géodésique est topologiquement mélangeant, ce qui
n’est pas toujours nécessaire, mais nous simplifiera les choses.

Les mesures de Gibbs m/ sont des mesures que 1'on associe & une application
héldérienne f : T'M — R. Dans ce qui suit, pour simplifier énoncés et notations,
nous supposerons de plus que f est bornée et symétrique (f(—v) = f(v)), mais
nos résultats dans [14] sont valides sous la simple hypothése de régularité holdé-
rienne, avec quelques précautions que nous évitons de détailler ici. Nous noterons f

le relevé de f a T M.

6.1.1 Pression, mesures d’équilibre, mesures de Gibbs

Dans ce paragraphe, nous introduisons trois notions a priori distinctes de pres-
sion, la pression de Gurevich, 'exposant critique, et une définition variationnelle de
la pression. Nous verrons dans le théoréme 6.6 qu’elles coincident toutes les trois.

La pression de Gurevich du potentiel f pour le flot géodésique est le taux de
croissance du nombre d’orbites périodiques du flot géodésique (g*) sur T M, pondéré
par le potentiel f. Cette notion apparait dans les travaux de Sarig sur les décalages
a alphabet dénombrable [S99] [SO1], et est due & Gurevich dans le cas de 'entropie.
A notre connaissance, elle n’avait pas encore été utilisée jusqu’ici dans un cadre non
symbolique.

Sur une variété non compacte a courbure négative, il peut y avoir une infinité
d’orbites périodiques de méme longueur pour le flot géodésique. Lorsqu’on parle de
croissance de ces orbites, il faut donc imposer une normalisation.

Nous noterons V' C T'M un ouvert borné qui intersecte I’ensemble non-errant :
VNQ # 0, et Per(T), pour T > 0, I'ensemble des orbites périodiques du flot
géodésique (comptées avec multiplicité) de longueur au plus 7. Si g € Per(T'), nous
noterons fg f lintégrale du potentiel f sur la géodésique périodique g. Définissons

Zuyv(T) = Z elod | et
g€Per(T),gNV#D

) 1
Pour(f,(g")) = sup limsup T log Zn v (T) -
VCTM T—+o0
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Nous verrons dans le théoréme 6.5 que la limite supérieure ci-dessus est en réalité
une limite, et que la pression de Gurevich ne dépend pas de V, pour peu que V
ne soit pas trop petit, i.e. contienne le fibré unitaire tangent d’une boule de rayon
raisonnable (fixé).

La série de Poincaré de I' et de f est la série suivante, pour s € Ret x,y € M :

PF,f(S, xZ, y) = Z ef;/y ,}F*Sd(z,'yy) )
~eT

L’ exposant critique p y de (', f) est défini par

1 ~
or ¢ = limsup — log E e’ 1
n—+oco N
y€eT, d(z,yy)€[n,n+1]

Nous verrons dans le théoréme 6.4 que cette limite supérieure est une limite, et dans
le théoréme 6.5 que or y = Pgur(f, (¢")). Remarquons dés maintenant que, comme
nous avons supposé f bornée, dr s ne différe de or = dr ¢ que de || f||-

Notons M = M?!(Q) ensemble des mesures de probabilité invariantes par le flot
géodésique sur Q) C T M. Introduisons la quantité

Pu(f,(g") = sup hn(g') + fdm,
meM T'M

ol h,(gt) désigne Ientropie de m pour le temps 1 du flot géodésique, définie par
exemple au chapitre précédent.

L’entropie étant une fonction convexe, on peut tout a fait définir Py(f, (¢*)) en
prenant le supremum sur les mesures ergodiques de M.

Comme il a été mentionné plus haut, il est possible de travailler avec des poten-
tiels f non bornés. Dans ce cas, la quantité leM f dm n’a pas de raison d’étre définie
en général. On s’intéresse alors uniquement au sous-ensemble de M des mesures m
pour lesquelles f a une partie négative intégrable, ce qui assure que Ppr(f, (¢")) est
bien définie dans R U {400}. C’est la convention adoptée dans [S99] et [SO1].

Une mesure d’équilibre pour f est une mesure m réalisant le supremum ci-dessus,
i.e. telle que Py (f,(9")) = hin(g") + [1a,, fdm.

Le terme de mesure de Gibbs est trés souvent employé, mais moins souvent défini
hors du cadre symbolique. En dynamique symbolique, disons sur ¥ = {0, 1}Z pour
simplifier, si f : X — R est un potentiel héldérien, une mesure de Gibbs associée au
potentiel f est une mesure m/ telle que pour tout cylindre [ag,...,a,] € {0, 1}
on ait A !

1 m ag, ...,y
O S =S rwnr

<,

avec C' > 1 une constante indépendante du cylindre considéré, P(f) la pression de
f pour le décalage sur X, S, f(z) la somme de Birkhoff de f évaluée en un point
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quelconque x € [ag, . . ., Gy,

Une généralisation naturelle pour un systéme dynamique quelconque sur un es-
pace compact est de demander que la mesure de Gibbs donne une mesure pres-
crite aux boules dynamiques, encore appelées boules de Bowen. Pour étre plus pré-
cise, introduisons quelques notations dans notre cadre. Si v € T'M, nous noterons
B(v,T,¢) lensemble des vecteurs w € T M tq d(g'v, g'w) < & pour tout 0 < ¢t < T.
Si f:T'M — R est un potentiel hildérien, il est naturel d’appeler mesure de Gibbs
une mesure t.q. pour toute boule B(v,T,¢), on ait

f
-1 < mT(B(v,T,e)) <c.
- efo fogtvdt—TP(f) —

pour C' une constante indépendante de v. Les mesures construites ci-dessous vérifient
cette propriété lorsque €2 est compact, i.e. I' est cocompact ou convexe-cocompact.
C’est une conséquence directe de leur construction, et du « lemme de 'ombre »
énoncé plus loin. Lorsque €2 n’est pas compact, les mesures que nous construisons ne
vérifient cette propriété que pour des couples (v,T) t.q. v et g’ v appartiennent & un
méme compact K, la constante C' dépendant a priori du compact K C €2 considéré,
mais pas de (v, 7).

6.1.2 Construction géométrique des mesures de Gibbs

La série de Poincaré Pr (s, x,y) définie plus haut converge pour s > dp s et
diverge pour s < dr s, et ce, quels que soient les choix de z et y.

Une célébre astuce due a Patterson permet de faire a priori comme si elle était
divergente en s = 0 y. Les valeurs d’adhérence de la famille de probabilités

1 T 7
Va]cc,s = Z ef; Jsd(ee) 57~x )

N P["f(S, JJ) Ser

pour s > dr ¢ quand s — or y sont alors des probabilités de support Ar C OM.
Notons (), 57 une famille de valeurs d’adhérence obtenues pour la méme sous-
suite s, — Or s. Elles vérifient alors les relations classiques

dv,

dv,

& F €7 —~
(&) = el U=r)=lyU=0n0) ot ) = Vi.x, pour tous x,y € M et ye .

La différence d’intégrales dans I’exponentielle ci-dessus a un sens du fait que f— or ¢
est holdérienne, et que les rayons géodésiques [z, §) et [y, &) sont asymptotes.

On construit alors une mesure mf sur 7'M, , invariante par I' et par le flot
géodésique en utilisant les coordonnées de Hopf. Soit o € M un point arbitraire fixé.
On définit

ot

dim/ (v) = eff—+ (F=ov. =5 (F=or.)=J; (f"snf)’dug(v’)dujf(v*)dt.

+  ~ -~ + ., 5
Lécriture 7 (f —ory) — [0 (f —ory) — [ (f — 0r,s)— est un abus de notation.
En toute rigueur, il faut introduire un point sur la géodésique (v~ v™), par exemple
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le point base m(v) du vecteur v, et considérer la somme des deux quantités f:(;)( f—

orf) — f: (f —dry), et f:(z)(f —Op,f) — f0v+(f —dr,f), qui sont toutes deux finies
du fait que la fonction f est holdérienne.

L’invariance de m/ par le flot géodésique est claire par construction. Son inva-
riance par I' est un calcul élémentaire utilisant les propriétés de (v]) 7.

Le désormais classique argument de Hopf assure que lorsque cette mesure m/ est

finie, elle est ergodique. Une variante de cet argument donne mieux.

Théoréme 6.1 (Babillot [Ba02]) Supposons que le flot géodésique sur T M est
topologiquement mélangeant. Si la mesure m! construite ci-dessus est finie, alors
elle est fortement mélangeante (et donc ergodique).

Le corollaire suivant est da & Ledrappier [L94], et & Patterson |Pat76] lorsque f = 0.
Il est vrai sans hypothése de mélange, sous la seule hypothése que m/ soit ergodique.

Corollaire 6.2 (Ledrappier [L94]) Sous les mémes hypothéses, la suite (v] ) converge

vers vl quand s — dr.s, de sorte que la construction ci-dessus donne liew a une
unique mesure m? .

Nous appellerons désormais cette mesure m’ la (1) mesure de Gibbs associée a f.
La terminologie sera justifiée plus bas par la définition de mesure de Gibbs proposée
ci-dessus, et le « lemme de I'ombre » énoncé ci-dessous. Ce lemme de 'ombre est
di a Sullivan [Su79] dans le cas f = 0, et dans notre cadre & Coudéne [Cou03] et
Mohsen [Mo07|. Si z,y € M, et R > 0, 'ombre O,(B(y, R)) est I’ensemble des
& € OM t.q. le rayon géodésique joignant x a & intersecte la boule de centre y et de
rayon R.

Théoréme 6.3 (Lemme de I’Ombre, [Cou03], [Mo07]) Soit (vf),.; la famille
de mesures construites ci-dessus sur Ap. Soit R > 0 fizé, pas trop petit. Il existe une
constante C' > 0 t.q. pour tout v € I', on ait

]. Y Y
Sl < ] (Ou(Blyy, B))) < Celn).

Pour v € T'M, la boule dynamique B(v,T,¢) est comparable aux ombres au
sens suivant. Il existe des constantes Ry > R; > 0 et 0 < ¢y < t; ne dépendant que
de ¢ et des bornes sur le pincement de la courbure, telles que, si w = (w™,w,t,) €
B(v,T,¢), avec v = (v—,v",t,), alors

Or()(B(m(g7"1v), R1)) X Oru)(B(m(g"v), R1)) X [ts — Ry, to + R
C B(v,T,¢e) C
OW(U)(B<7T(g_tOU)7 RO)) X Oﬁ(v)<B(ﬂ-<gTU>7 RO)) X [tv - R07 t, + RO] .

Choisissons maintenant x comme le point base m(v) de wv. A des constantes prés,
uniformes sur tout compact K, la mesure m/ est proche de v/ x v/ x dt. Alors, le

1. En réalité, on ne sait pas a priori s'il y a unicité de « la » mesure de Gibbs. Si m? est finie, c’est
I'unique mesure donnée par la construction de Patterson-Sullivan ci-dessus, nous démontrerons aussi que
c’est 'unique mesure d’équilibre pour f et que c’est une mesure de Gibbs pour f.
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lemme de 'ombre permet d’affirmer que si K est un compact de ’ensemble non-
errant 2, v € K un vecteur de ce compact, et 7 > 0 un temps de retour de g’v

dans K, la mesure m/(B(v, T, ¢)) est comparable a exp(fOT f(g*v)dt — Téor ), & des
constantes prés ne dépendant que de K, f, ¢ mais pas de (v, T).

6.1.3 Propriétés élémentaires de la pression

Pour relier les différentes notions de pression, nous aurons besoin du résultat ci-
dessous. Comme sa démonstration est trés directement inspirée du résultat analogue
de Roblin [Ro02| dans le cas f = 0, nous 'omettons ici.

Si A C 8@, et © € M, alors C,(A) désigne I'enveloppe convexe de A et x dans
M UOM.
Théoréme 6.4 ( [14]) L’exposant critique or  vérifie

. 1 Yy
orf = lim Tlog Z el I

T—+o00
vel, d(z,yy)<T

Si A C OM est un ouvert quit intersecte Ar, alors l'exposant critique est également
la limite du taux de croissance de la fonction de comptage angulaire ci-dessous :

. 1 Y F
or,f = lim Tlog Z el T

T—+o00
el d(z,yy)<T,vy€Cs(A)

Si A, B sont deux ouverts de OM qui wntersectent [’ensemble limite, alors on a éga-

lement )
b= lim L i
s TiTleog Z c
Y€T, d(z,yx)<T, v.2€Cs(A),y~1.z€Cs(B)

A Taide de ce résultat, nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 6.5 ( [14]) Soit V C T*M un ouvert qui vérifie VN Q D T'B(z, R) N
Q #£ 0, avec R > 0 assez grand pour que T'B(x, R — Ro) N Q # 0 (o0 Ry dépend
uniquement des constantes d’hyperbolicité au sens de Gromouv de M ).

Alors la quantité £ 1og Zy,sv(T) converge vers oy quand T — +oo. Autrement
dit,

) 1
Pour(f, (") = lim T log Zypv(T) = 6rf

T—+oco

La démonstration du théoréme 6.5 suit de trés prés les arguments des corollaires 1
et 2 de [Ro02], ainsi que celle du théoréme 6.4 ci-dessus, elle-méme trés inspirée de
[Ro02]. Comme elle illustre tout de méme bien le lien entre deux notions de pression
qui nous intéressent, nous la donnons ici.

Démonstration : Montrons d’abord que limsup;_, % log Zy pv(T) < or p. Soit

z € M un point dont le projeté sur M appartient a 7(V NQ), ot 7 : T'M — M est
la projection canonique.
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Soit g € Per(T) t.q. g NV # 0. Soit g un relevé de g & T'M, de projection A,
sur M, choisis de sorte que la distance de x & A, soit inférieure au diamétre de V.
Soit vy, € I' 'isométrie hyperbolique d’axe A,, de longueur de translation ¢(g), et
qui translate sur A, dans la direction donnée par g.

Soit y la projection de  sur A,. Alors 'union des segments géodésiques [z, y| U
1Y, 79-YlU[7g-Y, Vg-x] est uniformément proche du segment géodésique [z, v,.x]. Comme

f est holdérienne, la différence )fg i f‘ est bornée par une constante C'(V, f)

qui dépend du diameétre de V, des constantes holder de f, et de || f]|. La somme
Zn v (T) est alors majorée par

L) 3 T F

YEL, UM ST+C(V,f)

L’inégalité souhaitée en découle, lorsque T" — +o00.

Montrons maintenant que liminfr % log Zyr v (T) > 6r 4.
On peut supposer que V = T'B(Z,R) est le fibré unitaire tangent d’une boule
ouverte B(Z, R) de rayon R > Ry, assez grand (Ry = Ro(M) sera défini plus loin).
Soit B = le relevé de B(z,R) a ]Tj, et V = T'B. Notons encore z le centre de B.
Par hypothése, VNQ # 0 et T'B(Z, R— Ry) N # (. On peut donc choisir deux
ouverts A et B disjoints de oM , de sorte que toutes les géodésiques joignant A & B

intersectent TIB(.CE, R — Ry) C V. On peut supposer que A et B intersectent tous
deux Ar.

Soit v € T tel que v.z € C,(A) et v Lo € Co(B). Soient £ € Aet n € B les
extrémités des rayons géodésiques partant de x et passant respectivement par v.x
et v 1.2 )

Vu le choix de A et B, la géodésique (£n) intersecte B(x, R — Ry). Par convexité,
on voit que c’est encore vrai pour la géodésique joignant v.z a v~ !.z. On en déduit
que |d(y.z,y ".z) — d(z,v.2) — d(z,y ".x)] < 2(R — Ry). Le corollaire 22 page 151
de |G-H90| implique alors qu’il existe une constante To(M, R) > 0, telle que si
d(x,~v.x) > Ty, alors v est une isométrie hyperbolique.

De plus, I'inégalité ci-dessus dans le triangle (z,v.z,v77'.z) et 'hyperbolicité de
M impliquent que z est a distance au plus Ry de ’axe de v, ou Ry est une constante
géométrique qui ne dépend que de la constante d’hyperbolicité (au sens de Gromov)

de M.
On en déduit d'une part que 'axe de v intersecte la boule B(x, R), et d’autre
part que la longueur de translation de «y vérifie |I(y) — d(x,v.z)| < 2R,.

Soit g, I'orbite du flot géodésique sur T' M de longueur I(7), dont le relevé a T M
est ’ensemble des vecteurs tangents a I’axe de ~, dans la direction de translation de
7. Par construction, g, NV # 0, et sa période vérifie I(g,) = I(y) = d(z,y.x) £ 2Ry.

Comme f est holdérienne, on obtient aisément

/:mf‘/gwf

ou C est une constante dépendant de f, V, M, Ry, mais pas de 7.

<,
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Maintenant, étant donnée une orbite périodique g € P.,.(T), t.q. gNV # 0, le
nombre de v € T, t.q. v.x € C,(A), v 'z € C.(B), d(z,v.x) € [l(g9),l(g9) + 2R0),
dont ’axe se projette sur g est fini et uniformément borné, de sorte qu’on obtient
I'inégalité

Z oIl F < (C'ste Z elof = Cste.Zypv(T),

vel, To<d(z,yz)<T,~y.x€Cs(A),y 12€Cs(B) 9EPer(T), gNV #D

ou les constantes dépendent de f, V, M mais pas de T'! 11 suffit alors de faire tendre
T — +o00 pour obtenir, a 'aide du théoréme 6.4,

.1
l%fgfolf T log Za,v(T) > orF -

6.2 Principe variationnel

Nous venons de voir au théoréme 6.5 que parmi les trois notions de pression
définies plus haut, deux d’entre elles, la pression de Gurevich et I'exposant critique
de la série de Poincaré Prf, coincident. Nous allons voir que ces deux pressions
coincident également avec Pp(f).

6.2.1 Enoncé

Comme mentionné précédemment, dans le théoréme ci-dessous, ’hypothése f
symétrique est superflue, et I’hypothése f bornée peut étre affaiblie ; nous les mettons
pour simplifier les énoncés. En suivant la méthode de [O-Pe04], nous démontrons le
résultat suivant.

Théoréme 6.6 ([14]) Soit M une variété riemannienne compléte & courbure né-
gative pincée, non élémentaire. Soit f : T'M — R un potentiel héldérien borné
(symétrique). Alors on a

PGuT(f> (gt)) = 5F7f = PM(f> (gt)> :

De plus, si la mesure de Gibbs m’ associée a f est finie, et normalisée en une mesure
de probabilité, alors c’est 'unique mesure d’équilibre de f, i.e. l'unique mesure de
probabilité invariante sur T'M qui vérifie I’égalité

Pu(f. (g") zhmf(g)+/ fdm?.

"M
Si mf est infinie, alors f n'admet pas de mesure d’équilibre : aucune mesure de
probabilité invariante sur T'M ne réalise I’égalité ci-dessus.

Notons un résultat similaire dans un cas trés particulier (flot géodésique positif sur
la surface modulaire), via un argument de codage, dans [I10].

Nous commencons par parler du cas simple des variétés compactes, puis nous
présentons la démonstration du fait que Puy(f) < dp,s et du cas d’égalité lorsque la
mesure de Gibbs est finie ou infinie, et nous finissons en montrant 1'inégalité inverse

or.r < Pum(f).
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6.2.2 Cas des variétés compactes ou convexe-cocompactes

Si la variété M est compacte ou convexe-cocompacte, la construction des mesures
de Gibbs donne lieu a des mesures finies. Dans ce cas, le théoréme 6.6 assure que
pour tout potentiel f : T*M — R holdérien, la mesure de Gibbs m/ est également
I'unique mesure d’équilibre de f.

En fait, dans cette situation, il est possible de démontrer ce résultat de maniére
bien plus courte. En effet, le lemme de 'ombre et un résultat de Vadim Kaimanovich
|K90] permettent alors de calculer 'entropie de m/, et de vérifier qu’elle est égale a
5F7f—fT1M f dm/. Et sous ces hypothéses, ’ensemble non-errant 2 du flot géodésique
est compact, de sorte qu’on sait a priori qu’il existe un unique état d’équilibre pour
f. Ceci a été rédigé en détail dans |1, paragraphe 2.5].

6.2.3 Démonstration de ’inégalité Puy(f) < dr
Feuilletage fortement instable
Si v € T'M, sa variété fortement instable est 1’ensemble
W (v) = {w € T"M,d(g v, g 'w) = 0 quand t — +oo}.

La variété fortement stable est définie de maniére analogue en considérant les temps
positifs. Si M est une surface hyperbolique, les variétés fortement (in)stables coin-
cident avec les orbites du flot horocyclique (in)stable. Contrairement au reste du
mémoire, nous utilisons ici les variétés instables, pour rester plus prés des conven-
tions de [O-Pe04] et [Ro03]. Ces variétés fortement instables forment un feuilletage,
noté W=, de T M et de T M.

Un cocycle pour le feuilletage est une application ¢ définie sur 'ensemble des
couples de vecteurs d’une méme feuille, vérifiant la relation c(vy,va) + c¢(ve,v3) =
c(v1, v3) si les v; sont tous trois sur la méme variété fortement instable. Si f : T'M —
R est holdérienne, symétrique, bornée, la quantité ci-dessous est un cocycle continu
sur W* .

—+00

o/ (v, w) = - Te 9" (v) = fog T (w)dt.

Ce cocycle est nul dés que f est constante. Nous aurons également besoin de la
quantité définie sur OM x M x M par

Og”(x7y>=/:f—/jf.

Si f = 1, on retrouve le classique cocycle de Busemann. La convention de signe est
celle de [1,2], opposée & celle de [14]. Soient 0,w € Tlﬂ, v,w leurs projetés sur
TYM, et x,y leurs points base sur M. Par définition, et puisque f est symétrique,
siw € W*(?), on a CZ, (z,y) = ¢/ (v, w).

La mesure de Gibbs m/ construite plus haut induit une famille de mesures M&/su )
sur les variétés fortement instables de T'M. Ces mesures sont d’abord définies sur
les variétés fortement instables de 7'M par

wt 7 wt 7 f=é f
ooy (1) = e 0000y (1) = o D ),
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ol x € M est un point arbitraire fixé. On peut vérifier que ces mesures sont I'-
invariantes, et passent bien au quotient en des mesures p{vsu (v) SUT les variétés for-
tement instables. De plus, localement, on peut écrire

dm? (v) = dpdyyeu (v)eﬁéﬂf—&nf)_ffi U=orn) gyt (v™) dt .

Partitions, mesures conditionnelles

Nous renvoyons a [P],[R], [O-Pe04] pour des détails sur les notions présentées ici.

Soit (X, B,m) un espace de probabilité, B la tribu complétée par les ensembles
de m-mesure nulle, et ¢ une partition de X en ensembles non nécessairement me-
surables. On note ((x) I'élément de ¢ qui contient z. On dit que ¢ est une partition
m-mesurable s’il existe un ensemble N C X de m-mesure pleine et une famille
dénombrable d’ensembles A, € B, qui soient des unions d’éléments de ¢, et tels
que si (; # (3 sont deux éléments de (, il existe A, qui vérifie (G NN C A, et
(NN C X\ A, ou bien inversement (b NN C A, et GNN C X\ A,.

Proposition 6.7 Soit ( une partition m-mesurable. 1l existe une famille de mesures
de probabilité me(y) sur ((z) muni de la tribu induite ((x) N B, telles que
e pour tout A € B, Uapplication x — me (AN ((x)) est mesurable,
o m(A) = [ me@(AN((x)) dm(x). Ces mesures sont appelées mesures condition-
nelles de m par rapport a la partition C.

Cette famille de mesures est unique au sens ou deuz telles familles de mesures
coincident m-presque surement.

La proposition suivante est essentiellement due & Ledrappier-Strelcyn dans |L-St|
dans un cadre trés général, mais a été redémontrée dans [O-Pe04, Prop. 1 et 4| dans
le cadre qui nous intéresse.

Proposition 6.8 Soit m une probabilité invariante par (g') et ergodique, et T > 0
un temps t.q. g° est ergodique. Il existe une partition m-mesurable ¢ sur T*M telle
que :
— ( est décroissante, i.e. g77C > (,
- ( est génératrice pour g7, i.e. \/, ey 97" C est la partition en points,
— ( est subordonnée au feuilletage fortement instable, et plus précisément, pour
m-presque tout v € T'M, ((v) est un voisinage borné de v dans W*"(v),

~ hin(g") = hin(g™, ¢) = /TlM —log mey (g9~ ¢(v)) dm(v).

Etant donnée une partition ¢ subordonnée au feuilletage fortement instable, on
pourrait imaginer que les mesures /ULJ;VW ) normalisées en des probabilités sur ((v) C
Weu(v) soient les mesures conditionnelles de m/ sur ¢. Le lemme ci-dessous montre
qu’il n’en est rien, sauf lorsque f est constante.

Lemme 6.9 ([14]) Supposons que m’ est finie, et normalisée en une mesure de
probabilité. Soit ¢ une partition m’-mesurable subordonnée a W**. Alors la mesure
conditionnelle mg(v) est définie par

1
Ccrlz,v f
fc(v) € f( ’ )dILLWSu(U) (Z)

dmg(v)(w) = lg(v)(w)ecf(w’”)du’;vsu(v) (w) .
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Du fait que ¢f est un cocycle pour le feuilletage instable, la formule ci-dessus ne
dépend pas du vecteur v choisi dans ((v).

Démonstration : La mesurabilité vient de la définition de /LWM . Relevons A a

Pintérieur d’un domaine fondamental pour I'action de I' sur TlM. Observons que
Lew)(w) = 1 w)( v), Bo- ( 1(v)) = Bu-(z,7(w)), CL (x(v),2) = CJ (x(w),z) +
c(v,w), et Nwsu(v) = F‘Wsu(w)- Rappelons que sous nos hypothéses, v/ n’a pas
d’atomes. Notons 9>M = OM x OM \ Diagonale, puis calculons Jrias mg(v)(A N
¢(v))dm* (v). Pour raccourcir le calcul suivant, par abus de notation, nous iden-

tifions W*%(v) avec 8]\7[\ {v~}. Nous renvoyons a [14] pour une rédaction plus
rigoureuse, mais plus longue.

/TlM / 1La(w)1(w) (0)dm ) (w)dm? (v)

( )]—C(w)( ) cr(ww f
- / / ecs(wu)ter(z,w) € s )d’uwsu(v) (lU)
20 xr \ JoM f5 ! ! duwsu( (%)

dph oo (0)eCl TR0 B, (r0)2) g F ()
o (] ot

_— 1 w c’/ (v, w dlLL .
/BQMXR Jetuy €1 At (2) oz )(0)e weu (V)

ity (1) C e (R 00, 18, (<().2) 4, F (1Y iy

= [, tatwydn!w).

C’est le résultat voulu. OJ

Mesures d’équilibre et démonstration de I'inégalité Py (f) < dr s

Nous montrons dans ce paragraphe la proposition suivante.

Proposition 6.10 Si m/ est finie, alors m’ wvérifie h,,s(g") + leMfdm = Op,f.
Si m est une probabilité invariante ergodique pour (g'), alors hm(g") + leM fdm <
or.s, et il y a égalité si et seulement si m! est finie et m = mf En particulier,

Pum(f.g9) < dry.

Nous suivons trés directement la stratégie de [O-Pe04]. Nous donnons les preuves
quand les calculs différent de ceux de [O-Pe04], et nous nous contentons sinon des
énonceés.

Si la mesure m/ est finie , et g™ est ergodique pour m/, soit ¢ la partition donnée
par la proposition 6.8. On a alors

) = [ —logm, (g C(o) dm/0).
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Le lemme ci-dessous permet de définir la mesure conditionnelle de m/ sur une
partition ( associée par la proposition 6.8 & une autre mesure de probabilité inva-
riante ergodique m. Ce sera crucial pour traiter le cas d’égalité, et montrer que m/
est I'unique mesure d’équilibre possible de f.

Lemme 6.11 Soit m une probabilité invariante ergodique pour (g*) et soit T un

temps pour lequel m est ergodique pour g”. Soit ( la partition associée & m et T par

la proposition 6.8. Alors mg(y) est encore défini pour m-presque tout v, et on a

~logml, (g CW) =0y = [ fHO0-Gr@) (021

o1t G(v) = —log [, € @O dpily o, (W),

La formule ci-dessus dépend apparemment de v € ((v) et pas seulement de ((v).
Mais le choix d’un autre vecteur v' € ((v) t.q. g"v’ € ((¢"v) pour définir mg(v) méne

a une différence ngTU f— fvg,w f qui est égale au cobord cf(g7v, g"v") — cp(v,v), de
sorte que seul le cocycle G est modifié.

Démonstration : Les mesures mg(v) sont bien définies sur m-presque tout élément

C(v) de ¢, car ,u{;,m(v) est définie sur toutes les variétés fortement instables W% (v),
et de plus, m-presque surement, v € Q et ((v) est un voisinage ouvert borné de v
dans W**(v). Comme “évsu(v) est de support plein dans W**(v) N, on en déduit

fg(v) ecf(wv”)du{;,m(v) (w) > 0 m-p.s.
Rappelons que ¢~ "C(v) = ¢ 7(¢(¢g"v)) C ¢(v). Calculons

cr(g7"zv f —T
Jetr o €7 bty (9772)
C w,v f
Jow €71 Aty (w)

cr(z,97(v)) f
LT Jerin €57 Aty gy (2)
fC(v) esf (wv) dﬂ&”“(v) (w)

ml,(gCw) =

La deuxiéme égalité vient du fait que e®(9 "2v) = ger(gTvv)ter(g7722)+es(2,970) ot

du&,su(v) (g772) = e TOr e fd,u{jvsu(gw)(z). On en déduit alors ;log mg(v) (g77¢(v)) =
Torf = [y [+ G(v) = G(gTv), ot G(v) = —log fC(U) e‘cf(v,w)duww(v) (w). O

Une application directe du lemme 8 (?) de [O-Pe04| nous assure que l'intégrale
du cobord G(g"v) — G(v) est nulle, et donne, en intégrant sur 7'M par rapport a
la mesure m, la proposition suivante.

2. C’est en particulier a cet endroit que, si f n’est pas bornée, nous avons besoin comme dans [S99, S01],
de considérer uniquement des mesures invariantes m pour lesquelles la partie négative de f est intégrable.
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Proposition 6.12 Soit m une mesure de probabilité invariante ergodique. Alors

/ — log mg(v) (g77¢(v))dm(v) = Tépy — T fdm.
' M

M

En particulier, si m’ est finie, donc ergodique, c’est un état d’équilibre pour f. Plus
précisément, on a alors

hmf(gT) = T(Sp,f — T fdmf .

M

Soit maintenant m une mesure de probabilité invariante ergodique, et 7 un temps
ergodique pour m. Soit { la partition m-mesurable donnée par la proposition 6.8. A
laide du lemme 6.11, définissons pour m-presque tout v

iy (977¢w)

V) = o T @)

, quand  mee) (g ¢(v)) >0, et (v) =+oo sinon.

Lemme 6.13 (|O-Pe04, fait 9] ) Les fonctions ¢ et log1 sont m-intégrables, et
[dm <1.

Soit m une probabilité invariante ergodique. Le lemme donne le yYdm < 1.

De plus, la formule 6.2.1 donne logvy(v) = —dr 7 + fyg%f — G) + G(g"v) —
log m¢(w)(977¢(v)) . La proposition 6.12 implique alors [,.,,log ¢ (v) dm(v) = —dr y7+
T [papy [ dm~+hp(g7) . L'inégalité de Jensen donne [, logv dm < log [, 1 dm <
0, de sorte que hp,(g) + [,, fdm < Op .

Le cas d’égalité se traite exactement comme dans [O-Pe04] page 35. Si une mesure
de probabilité invariante ergodique m vérifie hy,(g) + [;1,, fdm = drf, on utilise
le cas d’égalité de l'inégalité de Jensen pour déduire I'égalité v = 1 m-presque
surement, puis la structure produit des mesures m/ et I'ergodicité de m pour conclure
a l'égalité m = m/ si m/ est finie et & une contradiction sinon.

6.2.4 Démonstration de I’inégalité or ; < Py (f)

La stratégie de la démonstration, encore une fois inspirée de |O-Pe04], est la
suivante.

Pour un systéme dynamique (X, ¢) sur un espace métrique (X, d) compact, on
dispose d’une autre notion de pression, notée Py(f, ) a I'aide d’ensembles (¢, T, ¢)
séparés. Dans notre cadre, sous réserve d’étre sur un compact K invariant par le flot
géodésique, cette notion de pression va coincider avec Puy(f, gix)-

Pour tout 0 < or s et R > 0, on va construire un compact invariant K tel que
Pi(f,9k) = 5%1/2. On en déduira alors, en faisant tendre R — +oo et 6 — 0r ,
que

ors < S?{p Py(f.9Kx) = sg{p Pu(f.9x) < Pul(f),
ce qui conclura la preuve du théoréme 6.6.
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Définition de la pression Py(f, g/x)

Soit (X, d) un espace métrique compact (qui sera bientot un compact K C T M
invariant par le flot géodésique, muni d’une distance, par exemple la distance rie-
mannienne sur T'M), et ¢ = (¢')iecr un flot d’homéomorphismes sur X (le flot
géodésique g k). Soit f: X — R une application holdérienne.

Un ensemble £ C X est (T, ¢)-séparé si pour tous ¢ # y € E, il existe 0 <t < T,
tel que d(¢'z, ¢'y) > . Définissons alors

Py(f, ¢,e,T) = sup { ZefoT fogt () dt | E ensemble (T, ¢)-séparé } ,

zeE
puis

1
Pa(f.) = suplimsup —log Py(f. 6.2, T).

e>0 T—+oo

Enongons le principe variationnel dans ce cadre.

Théoréme 6.14 (Walters [W82, th 9.10]) Si X est un espace métrique com-
pact, ¢ un flot continu sur X et f : X — R une application continue, alors on
a

Pi(f.6) = sup hu(6') + /X fdm = Pu(f.4).

meM

Ce théoréme est énoncé dans [W82| dans le cas d’une application, mais 1’énoncé ci-
dessus se montre de maniére analogue. Remarquons également que si X est compact,
toutes les distances sont équivalentes, et la pression ne dépend pas de d. Si T'M
n’est pas compact, les distances ne sont pas toutes équivalentes. Néanmoins, nous
allons construire un compact K invariant, sur lequel le choix de d sera indifférent.

Construction d’un bon compact K

Comme annoncé plus haut, nous allons construire pour tout ¢ < dr ; un compact
K C T'M invariant par le flot géodésique, tel que Py(f, gx) > 8. Ceci suffira d’aprés
ci-dessus & montrer I'inégalité or ; < Py(f, g). Lorsque les détails de la construction
ne différent pas de [O-Pe04, pages 37-39], nous ne les justifions pas.

e Soit 0 € M un point fixé, et § < op s. La série de Poincaré Pr f(s, 0,0) diverge
en s = 0. On en déduit que pour tout C' > 0 il existe une suite R; — +oo telle que

Z el 7 > Ol

veT', d(o,y.0)~R;+1/4

e Soit 0 < 0 < 7 /4. Par compacité de la sphére unité T;M, on peut trouver deux
vecteurs v, w € T) M, une suite R; — +00, et des ensembles G(R;,0) C T, tels que

~y.0 SR;
Lo > om0 el f > e
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2. pour tous v # v € G(R;,0), d(o,v.0) = R; £ 1/4 et d(~o,v'0) > Cy, Cy étant
une constante géométrique fixée,

3. le vecteur tangent en o au segment |0, y.0] fait un angle au plus 0/4 avec v, et
le vecteur tangent en 7.0 a [0, 7.0] fait un angle au plus /4 avec v.w.

De plus, quitte & modifier légérement o et G(R;, ), on peut choisir v = w. (Cette
étape est délicate a écrire proprement, nous renvoyons a [14] pour les détails.

e Fixons 0 < 6 < w/4 assez petit, et G = G(R;,0), pour R; = R assez grand.

e Soit pour tout & > 1, G¥ 'ensemble des mots de longueur k& > 1 formés & l'aide
des éléments de G. Alors #(G*) = (#G)*.

De plus, il existe une constante 7(#), qui tend vers 0 avec 0, telle que toute union
de segments géodésiques faisant un angle au moins m — 6 entre eux est dans un
n(6)-voisinage tubulaire de la géodésique joignant ses extrémités. Si g = g;, ... g;, €
G*, le segment géodésique [0, g.0] contient donc dans son n(f)-voisinage 1'union des
segments [0, g;,0] U [¢5,0, gi,_, 9:,0]U.. .. [g;, 9o, go]. Du fait que f est holdérienne, on
en déduit qu'il existe une constante C'(f) > 0 telle que pour tout k£ > 1,

gik

go s k
ST s e Jot T, > O (Z ef;’“’f) > o~CU) Sk

gegk 9=9iy ---9i), €G* 9€g

e Soit pour tout g € G*, I, le lacet projeté du segment [0, g.o] sur M et c, la
géodésique fermée a laquelle il est librement homotope. Alors [, est dans le n(f)-
voisinage de c,. Soit v? le vecteur unitaire tangent a ¢, au point image par cette
homotopie du projeté de o sur M.

e Soit K C T'M le compact invariant par le flot géodésique constitué des vec-
teurs unitaires tangents aux géodésiques qui restent dans le 3n(6)-voisinage des géo-
désiques ¢4, pour g € G. En particulier, K contient toutes les géodésiques fermées
cg, POUr g € G*, pour tout k > 1.

e Le Fait 11 de [O-Pe04] nous assure qu’il existe € > 0 tel que pour tout k > 1,
'ensemble des vecteurs v, pour g € G*, est (k(R + 1/2),¢)-séparé. Du fait que f
est holdérienne et bornée, et que les segments ¢, et [, sont 7(6)-proches, on déduit
qu’il existe une constante C'(f, R) > 0 telle que

k
Z ef fogt(v9)dt > e —C'(f,R) (Z 6[;"”]?) > e~ C'(L,R)=C(f) koR

gegk 9€G

log de la quantité ci-dessus et en faisant tendre
En

. . s 12 1
En particulier, on considérant HELT2)

k vers +00, on en déduit le résultat voulu, a savoir que P;(f, gjx) > 5R+1/2

passant & la limite quand § — ép y et R — 400, on obtient bien Py (f,g) > dr ;.
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Chapitre 7

Perspectives

7.1 Horocycles

Les résultats présentés aux chapitres 2 et 3 posent entre autres les questions
suivantes.

En ce qui concerne la densité des demi-horocycles, au vu des résultats du cha-
pitre 2, une question reste en suspens, celle de comprendre ce qui se passe pour
'horocycle (h%v)s>o d'un vecteur v dont la géodésique (g'v);>o intersecte une in-
finité de géodésiques périodiques de longueur bornée, mais suivant un angle qui
tend vers 0. Cela revient a considérer des vecteurs v t.q. (¢'v);>¢ spirale de plus
en plus longtemps autour de géodésiques périodiques. Il est vraisemblable que dans
ce cas encore, on puisse montrer que (h*v)s>o et (h°v)s<o sont simultanément denses.

La question de I'équidistribution des horocycles n’a de sens que dans des situa-
tions ou les mesures invariantes sont connues. Plusieurs généralisations peuvent venir
a 'esprit.

En dimension supérieure, on peut donner des énoncés d’équidistribution d’horo-
sphéres. Certains ont été déja démontrés dans [1], [4], et plus récemment [13]. Cela
pose des problémes de moyennabilité que nous ne développerons pas ici, mais les
idées sont fondamentalement les mémes.

En dimension supérieure, on peut également s’intéresser aux flots unipotents. Par
exemple, les célébres travaux de Ratner permettent de comprendre le comportement
des orbites de flots unipotents, et de leurs mesures invariantes finies. Je souhaiterais
me pencher sur les variétés hyperboliques de volume infini, et les mesures de Radon
infinies de ces flots. Le premier cas qui vient & 'esprit, & savoir celui d’une variété
hyperbolique convexe-cocompacte de dimension 3, pose déja de nombreuses ques-
tions. Quelles sont les mesures invariantes (infinies) par ces flots unipotents? Y a t
il densité, et mieux encore équidistribution, des orbites vers ces mesures invariantes 7

Dans le chapitre 3 nous avons vu un énoncé d’équidistribution d’horocycles dans
une situation ot le flot horocyclique n’est pas uniquement ergodique.

Ce genre de résultats ne peut s’étendre que dans des situations ou toutes les
mesures invariantes ergodiques pour un systéme dynamique donné sont connues.

On pourrait imaginer les étendre aux revétements de surfaces hyperboliques
convexe-cocompactes ou géométriquement finies, mais ceci nécessiterait sans doute
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un travail technique disproportionné en comparaison avec le résultat, qui est trés
certainement encore vrai dans ce cadre.

En ce qui concerne le flot horocyclique, cela pose la question de comprendre
les mesures invariantes ergodiques, sur le fibré unitaire tangent de surfaces géomé-
triquement infinies plus compliquées. Dans [S10], Omri Sarig met en bijection les
mesures invariantes ergodiques non triviales du flot horocyclique avec les fonctions
propres positives extrémales du Laplacien de la surface, sur une trés large classe
de surfaces géométriquement infinies. Il serait intéressant d’en déduire des énoncés
d’équidistribution non triviaux dans ce cadre.

Un peu moins généralement, on peut s’intéresser a des revétements galoisiens
(ou réguliers) quelconques d’une surface hyperbolique compacte, i.e. des surfaces
S = I'\H, pour lesquelles I'aTy est un sous-groupe distingué d’un groupe I'y cocom-
pact. C’est la situation étudiée par Ledrappier et Sarig dans | L-S07|, ou ils relient
mesures invariantes ergodiques non triviales pour (h*) et fonctions propres positives
minimales du Laplacien.

Cela dit, dans cette situation, il est tentant de vouloir relier ’ensemble des me-
sures invariantes ergodiques pour le flot horocyclique sur T'S avec la géométrie
du groupe de revétement I'y/T"; on peut par exemple penser & la notion de cone
asymptotique, qui permet de comprendre ce que peut signifier « partir a I'infini »
dans le groupe I'y/I" et pourrait peut-étre permettre d’envisager un prolongement
des résultats présentés ici.

Dans une autre direction, on peut noter que ce chapitre est le seul dans lequel
nous avons besoin d’un codage du flot géodésique par une dynamique symbolique.
Le codage est un outil bien entendu extrémement puissant, mais dont on aime-
rait pouvoir se passer, pour obtenir des arguments plus géométriques. Il est tout a
fait envisageable de se passer de ce codage pour déterminer le cycle asymptotique
£xo(v) d'un vecteur v générique pour une mesure mgz, puisque les arguments de la
démonstration sont assez géométriques. En revanche, obtenir un résultat comme la
proposition 3.4 sans dynamique symbolique semble beaucoup plus ardu, mais inté-
ressant.

Les résultats obtenus au chapitre 4 avec Francois Maucourant devraient pouvoir
s’étendre en dimension supérieure. Les résultats d’équidistribution nécessaires a cela
ne posent pas de probléme, et sont d’ailleurs énoncés dans [13|, modulo le fait qu’ils
nécessitent de considérer des suites de Fglner sur le feuilletage horosphérique. Ceci
est un travail que nous souhaitons aborder prochainement.

7.2 Variétés a courbure négative ou nulle et mesures inva-
riantes

Au vu des deux contre-exemples présentés a la fin du chapitre 5, on peut consi-
dérer que le théoréme 5.10 bis est relativement optimal, et qu’il est raisonnable de
travailler sur Q2 r, en dehors des plats euclidiens.

Néanmoins, ce qui pose certainement probléme dans le contre-exemple du tore
épaissi est la présence de plats non périodiques dans ’adhérence des plats périodiques
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(car les directions rationnelles du tore sont denses dans les directions irrationnelles),
mais pas dans I'adhérence des orbites périodiques hyperboliques (car le tore euclidien
a été épaissi).

Dans notre travail en cours [15], nous souhaitons comprendre mieux ce qui se
passe en présence de plats non périodiques. Par exemple, si Qypp est ouvert dans €2
(ce qui exclut la présence de tores euclidiens plongés isométriquement dans M), ou
bien dans le dernier exemple ci-dessus, lorsque le tore est d’épaisseur nulle (analogue
d’un cylindre plat infinitésimal de largeur nulle dans le premier contre-exemple, qui
ne pose précisément aucun probléme). Ceci nécessite de comprendre plus finement la
dynamique au voisinage des plats. Ce travail est inachevé, et sera poursuivi a court
terme.

7.3 Mesures de Gibbs, formalisme thermodynamique

Dans |14], nous étendons de nombreux résultats classiques pour la mesure d’en-
tropie maximale aux mesures de Gibbs. Nous avons présenté ici ceux qui généralisent
[O-Pe04], mais I'essentiel du mémoire de Roblin [Ro03| s’étend également (résultats
sur le comptage et la croissance pondérée par le potentiel f des orbites du groupe).

Plusieurs questions se posent. D’abord, beaucoup de résultats de [14]| sont énon-
cés sous I'hypothése de finitude de la mesure de Gibbs m/. Mais hors des variétés
compactes ou convexes-cocompactes, pour lesquelles ces mesures sont toujours finies,
nous disposons de peu de critéres, excepté dans |D-O-P00| pour la mesure d’entro-
pie maximale sur les variétés géométriquement finies, et la généralisation de [Cou03]
pour les mesures de Gibbs, toujours sur des variétés géométriquement finies. Ces
critéres s’expriment en termes de convergence/divergence de certaines séries liées
aux sous-groupes paraboliques du groupe fondamental I' de M, pondérées par le
potentiel f.

Dans un cadre différent, Sarig [S99, S01| obtient des critéres de finitude de ces
mesures de Gibbs sur des décalages a alphabet dénombrable, en termes de conver-
gence/divergence de certaines séries liées aux orbites périodiques du systéme dyna-
mique considéré, séries pondérées par le potentiel f.

Je souhaite m’inspirer de ces différents résultats pour parvenir, dans le cadre
géométrique du chapitre 6, a des critéres de finitude des mesures m/ en termes
de croissance ou convergence/divergence de certaines séries analogues aux séries de
Poincaré.

D’autres questions peuvent également étre intéressantes.

En dehors de la mesure d’entropie maximale, il est classique que la mesure de
Liouville est une mesure de Gibbs, lorsque la variété est compacte. C’est probable-
ment encore le cas sur des variétés de volume fini, du moins lorsque la courbure
ne varie pas trop vite a I'infini. Mais lorsque cette mesure est infinie et ergodique,
est-elle toujours donnée par la construction décrite au chapitre 6, a la Patterson-
Sullivan ? Le résultat semble crédible, mais la méthode de démonstration reste a
trouver. Le principe variationnel est un trés bon outil pour cela, mais ... ne s’ap-
plique pour l'instant qu’aux mesures finies.
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Pour lier les questions abordées aux chapitres 6 et 5, on peut imaginer s’intéresser
aux mesures de Gibbs sur les variétés de rang un. Knieper [Kn98] a déja étudié le cas
de la mesure d’entropie maximale, et ses résultats valides en restriction a I’ensemble
des vecteurs de rang un d’une variété compacte, se généralisent probablement sans
la moindre difficulté aux mesures de Gibbs. D’un autre cété, rappelons cette difficile
conjecture, toujours ouverte a ce jour, qui affirme que sur une variété compacte de
rang un, la mesure de Liouville est ergodique. (On sait que sa restriction a I’ensemble
des vecteurs de rang un ’est). Si la construction des mesures de Gibbs pouvait se
faire raisonnablement, non seulement sur les vecteurs de rang un, mais sur le fibré
unitaire tangent tout entier, a 'aide d’un résultat de type principe variationnel, on
pourrait peut-étre identifier la mesure de Liouville comme une mesure de Gibbs, et
déduire son ergodicité. Un tel objectif est sans aucun doute trés (trop 7) ambitieux.
Mais on peut imaginer faire fonctionner la construction des mesures de Gibbs sur
un ensemble plus gros que celui considéré par Knieper, un peu dans I'esprit des
résultats du chapitre 5, ol nous testons différents sous-ensembles invariants pour le
flot géodésique.

7.4 Autres projets

Je souhaite également, dans les prochaines années, m’intéresser a des questions
dynamiquement proches sur des systémes différents, ainsi qu’a des questions de
nature plus géométrique en courbure négative.

Pour rester dans les systémes dynamiques de nature géométrique, mentionnons
les flots géodésique et horocyclique de Teichmiiller et leurs propriétés, sur 'espace de
Teichmiiller associé a une surface de translation non compacte, par exemple un revé-
tement abélien d’une surface compacte (étudiés récemment entre autres par Pascal
Hubert, Barak Weiss, et Pat Hooper ). Pour I'instant, il est difficile de dépasser une
simple analogie par exemple avec la situation décrite au chapitre 3, mais le sujet est
riche.

Une question plus géométrique que je me suis posé a occasion du travail [14]
(en particulier le paragraphe 6.2.4) est la suivante. Etant donné un groupe discret,
non élémentaire, I' d’isométries de I'espace hyperbolique H", est-il possible d’ap-
procher son exposant critique o par celui de « bons » sous-groupes I' < I'? Un
résultat de Doyle [Do| assure que c’est impossible lorsque n > 3, si I'on se limite
aux sous-groupes de Schottky de I'. Mais il est probable que le résultat est vrai si
on considére les sous-groupes de type fini. Entre les deux, est-il possible d’avoir le
résultat en considérant uniquement les sous-groupes convexe-cocompacts de I', qui
ont des propriétés dynamiques bien meilleures que les sous-groupes seulement de
type fini. Etonnamment, ce résultat semble non trivial méme lorsque le gros groupe
I' est géométriquement fini.
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Chapitre 8

Liste des travaux

Tous ces travaux sont disponibles sur
http://www.lamfa.u-picardie.fr/schapira/recherche/index.html, a l’exception de [14],
en cours de rédaction et [15] qui est un travail en cours, numéroté pour y faire
référence dans le texte.

Les travaux |1] & |6] correspondent & ma thése, les articles qui en sont issus, et
un survol de ces travaux sur les surfaces hyperboliques. Le livre [8] est un ouvrage
collectif auquel j’ai participé, non présenté ici. Nous parlons dans ce mémoire des
travaux |7] et [9] & [14] principalement, et briévement de [15], en détaillant les idées
des résultats issus de [14] et [15], non encore accessibles.

Les travaux [7], [9], [10], [11], [12], [13] sont joints & ce mémoire en annexe.

[1] Propriétés ergodiques du feuilletage horosphérique d’une variété & courbure né-
gative, thése de doctorat de 'université d’Orléans, 2003.

[2] On quasi-invariant transverse measures for the horospherical foliation of a negati-
vely curved manifold, Ergodic Theory Dynam. Systems Vol. 24 no.1 (2004), 227-256.
[3] Mesures transverses quasi-invariantes et limites de moyennes longitudinales, C.
R. Acad. Sci. Paris, Ser. T 336 (4) (2003), 349-352.

[4] Lemme de I’'Ombre et non divergence des horosphéres d’une variété géométrique-
ment finie, Annales Inst. Fourier (2004), no. 54 (4), 939-987.

[5] Equidistribution of the horocycles of a geometrically finite surface, Int. Math.
Res.Notices (2005), 2447-2471.

[6] Propriétés ergodiques du flot horocyclique d’une surface hyperbolique géométri-
quement finie, Actes Sémin. Théorie Spectrale et Géométrie (2003), Institut Fourier,
Grenoble, 147-164.

[7] Generic measures for hyperbolic flows on non compact spaces, avec Yves Coudéne,
Israél J. Maths 179 (2010).

[8] Théoremes ergodiques pour des actions de groupes, L’Enseignement mathéma-
tique, (2010) avec C. Anantharaman, JP Anker, M. Babillot, A. Bonami, B. De-
mange, S. Grellier, F. Havard, P. Jaming, E. Lesigne, P. Maheux, JP Otal, JP
Schreiber.

[9] The generic points for the horocycle flow on a class of hyperbolic surfaces with
infinite genus, with O Sarig (2008), Int. Math. Res. Not. IMRN 2008, Art. ID rnn
086, 37 pp.
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[10] Density and equidistribution of half horocycles on geometrically finite surfaces,
accepté pour publication & Journal of the London Mathematical Society (2011).
[11] Counterexamples in nonpositive curvature, Discrete and continuous Dynamical
systems, 1095 - 1106, Vol. 30, no. 4, (2011) avec Y. Coudéne.

[12] Density of half-horocycles on geometrically infinite hyperbolic surfaces , prépu-
blication, soumise pour publication (2011). Version francaise disponible sur ma page.
[13] Distribution of orbits in R? of a finitely generated group of SL(2,R) , avec Fran-
¢ois Maucourant, prépublication (2011).

[14] Gibbs measures on negatively curved manifolds, avec Frédéric Paulin et Mark
Pollicott, en cours de rédaction (2011).

[15] Generic measures for geodesic flows on nonpositively curved manifolds, travail
en cours, avec Yves Coudéne (2011).
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Géodésiques, horocycles, et leurs mesures invariantes

Résumé :

La théorie ergodique est une branche des systémes dynamiques dans laquelle on essaie de dé-
crire les propriétés d’un systéme dynamique & travers la connaissance de ses mesures invariantes.
Je m’intéresse & deux systémes dynamiques de nature géométrique, le flot géodésique et le flot ho-
rocyclique, qui agissent sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique S. Historiquement,
Pétude du flot géodésique remonte & Hadamard (1898). C’était & 1’époque un premier exemple
géométrique intéressant de systéme dynamique présentant les propriétés chaotiques introduites
peu de temps auparavant par Poincaré. Le flot horocyclique apparait dans les travaux de Hopf et
Hedlund, dans les années 1930, au moment donc de ’essor de la toute jeune théorie ergodique. Ces
deux systémes dynamiques sont étudiés comme exemples illustrant les propriétés dynamiques et
ergodiques intéressantes depuis plus d’un siécle. Etonnamment, les dynamiciens n’ont pas épuisé
cette étude, et ces deux systémes dynamiques sont maintenant étudiés pour comprendre ce qui
se passe sur des espaces non compacts, ou en courbure variable comme exemples de dynamique
non uniformément hyperbolique, ou comme exemples en théorie ergodique en mesure infinie. Mes
travaux s’insérent tout & fait dans ce cadre, puisque I'un de leurs fils directeurs est de comprendre,
parmi les propriétés ergodiques classiques de ces flots dans les situations bien connues (sur les sur-
faces hyperboliques compactes), quelles sont les propriétés qui sont conservées, ou pas, lorsqu’on
augmente la dimension, qu’on 6te I’hypothése de compacité ou méme de volume fini, ou lorsqu’on
fait varier la courbure, voire qu’on lui permet de s’annuler.

Bien qu’intimement liés par le fait que les orbites du flot horocyclique décrivent les variétés
fortement instables du flot géodésique, ces deux flots possédent des propriétés dynamiques radicale-
ment différentes. Le flot géodésique est un flot hyperbolique, avec de fortes propriétés stochastiques :
il posséde une infinité d’orbites périodiques, des orbites denses, d’autres plus compliquées encore,
et une infinité non dénombrable de mesures invariantes. Il est d’entropie positive, exponentielle-
ment mélangeant, ... Comprendre ’ensemble de ses mesures invariantes est une tache bien trop
ambitieuse. Néanmoins, je me suis intéressée a deux types de propriétés, d’une part des propriétés
génériques (au sens de Baire) de l’ensemble des mesures de probabilité invariantes, mais aussi les
propriétés d’une famille de mesures bien spécifiques, aux propriétés dynamiques particuliérement
intéressantes, les mesures de Gibbs.

Le flot horocyclique au contraire, sur une surface hyperbolique compacte, est uniquement
ergodique. Cela implique des propriétés d’équidistribution de toutes ses orbites vers 'unique mesure
invariante. Sur des surfaces non compactes, d’autres mesures invariantes apparaissent, mais plutot
peu (travaux de Dani , Dani-Smillie en volume fini, de Roblin pour le cas géométriquement fini,
et Babillot-Ledrappier , Sarig pour des revétements de surfaces compactes). Dans le cadre de ces
travaux, on parvient tout de méme & établir certaines propriétés d’équidistribution d’orbites. Dans
cet esprit, je présente des résultats obtenus sur la densité de « demi-horocycles », d’autres sur
I’équidistribution d’horocycles sur des revétements abéliens de surfaces hyperboliques compactes,
mais aussi un résultat sur la distribution des orbites de groupes discrets agissant linéairement sur
le plan, obtenu comme corollaire de mes résultats sur I’équidistribution des horocycles.



